
EXPOSE SYNOPTIQUE 

D E S  

RESUMATS DJ~MONTRES DANS CET OUVRAGE* 

(1)  L E  premier livre a pour objet une méthode générale qui sert a 
- 

trouver deux liniites de chaque racine réelle, et à distinguer les ra- 
cines imaginaires. Pour résoudre l'équation algébrique 

di1 d e g '  m, dans laquelle les eoefficients a,, a,, a, , etc. sont des 
nombres connus, on considère à la f s toutes les fonctions qui sont s 
dérivées du premier membre X par des différentiations successives. 
Nous désignons ces fonctions comme il suit, en les écrivant dans 
l'ordre inverse, 

u 

XCm), X~"--", x(m-a), . . . . . X"', x ,  X', X. 

Si l'on attribue à la variable x une valeur donnée a qui croit suc- 
jusqu'à a= + :, et si l'on écrit le signe cessivernent depuis a= - A  ' 

du résultat de chaque substitution, on hrme une suite de signes 
qui répond au nomb~e substitué a. 'Dans cette suite de signes, que 
nous indiquons (a), on remarque corn bien de fois il arrive qu'un 
signe est suivi d'un signe semblable, et combien de fois un signe est 
suivi d'un &Ge différent; on nomme variation cette dernièrd suc- 
cession de signes, et l'on compte combien de fois la suite (a )  contient 
de ces variations. Cela posé, le nombre a croissant par degrés irisen- 
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sibles, la suite de signes (a )  ne conserve pas toi] joilrs le nombre de 
variatioris qu'elle avait d'abord, et que nous désignons par j :  ce 

nombre j diniinue gryiiduellemeiiit ; il -était d'abord Ggd à rn, il de- 
vient nul. 0 1 1  dimoiitre qu'il ne peut que diminuer à iiiesure cjue a 

augmente. 
Le nombre j des variations debla suite (K) tle cllange que s'il 

arrive que le iionibre silbstitiié a fait évanouir ilne' des fbnctions 
dérivées; il peut arriver dans ce cas que le nombre* des variations 
qui répoilcl à une valeur infininient peu 1)lus grande cliie a, diffère 
dii notiil~re de v;wiations qui répond à une valeur iiifiriinieiit peu 
plus petite qiie a. Dans ce passage d'une première valeur de a à iarie 
seconde valeur infiniment peu difikrerite , il est possible que la siiite 
de signes perde un certain noinbre de variiitioris. Il est possible ailssi 
qiie le nombre des variations qui répond 'i la pren.iii.reealeiir de a ,  
soit le niême rpe le nombre des variatioris c~ili répond à la secoride 
valeur de a. Nbus ne coilsidérons point ce qiii a lieu lorsque la suite 
conserve toutes les variations qu'elle avait ai~par;iv;int, nijis sriile- 
ment ce qui a lieu lorsque la suite perd un certain nombre de va- 
ri'ations. O r  il se pKsente ici deux cas totalemerit diflrrknts : le 
prcniier , lorsqiie~dnns la suit% qiii perd lm: certain nombre de ses 
variations la derriière fonction X devient nulle; le second, lors* 
que la suite (a\ perd quelqiies-unes de ses variations sans que la 
dernièrc fonctjon X devienne nulle. Le preriiier cas se rapporte ail 

nombre des racines réelles, et le second ail nombrc des racines 
imaginaires. L'écluation X=o a autant de mcines réelles que la 
sijite pérd de variiitioiîs lorsque X devient nulle, et cette équad 
15011 a autarit de sacixies imaginaires que la suite cies signes perd 
de vai.iations saris qizct X devienile nulle. Ce thdorème est général, 
il né& siijet A ahcune exceptioii : voici les deux applications prin. 
cipales qu'il fournit. 

IO J i  est aisé de connaître coml~ien on doit cherclicr de racines 
danSun intervalle donné. Si l'on veut savoir eoinbién l'éiliiaticin 
X= O peut alvit de racines entre deux limites désignées pai. a et b ,  
arl 5uubstimlla moindre limitesa dans la suite totale des fbnctions, 



et l'on substitue aussi la pl~ls  grande liinite b dans la mênie suite, 
afin de comparer le nombre des variations de la suite ( a )  au nombre 
des variations de la suite (b). Si ces deux nombres de variations sont 
les mêmes, on est assuré que la proposée X=o ne peut avoir au- 
cune racine entre a et b : il est impossible qu'aucun noml~re plus 
grand que a et moindre que b rende X nulle. 

(A) Si le nombre des variations de la suite (a) surpasse le nombre 
des variations de la suite (b), et que la différence soit i, il faut cher- 
cher un nombre i de racines entre a et 6. Il est împossible qu'il 
y ait dans cet intervalle un nombre de racines plus grand que i; il 
peut y en avoir moins, et celles qui manquent sont en nombre pair. 

La règle que Descartes a donnée concernant le nombre des racines 
positives ou le nombre des racines négatives qu'une équation peut 
avoir, est un corollaire du tliéorème précédent(A); il suffit de prendre 
O et i pour les limites a e t  b des racines dont il s'agit. Lorsque 
deux des racines que le théorème général (A) indique comme devant 
être cherchées entre deux limites données n'existent point dans cet 
intervalle, elles manquent dans l'équation proposée X=o , c'est-à- 
dire qu'elles correspondent à deux racines imaginaires de cet* 
équation. 

Si pour un autre intervalle a ' ,  b' différent de a ,  6,  il arrive 
aussi que deux des racines que le théorème indique comme devant 
être cherchées entre a et 6 ,  ne se trouvent pas dans cet intervalle, 
il arrive aussi que ces deux racines nianquent dans l'équation X=o ; 
elles correspondent à deux autres racines imaginaires de l'équation 
X=o. En génkral les racines imaginaires de l'équation X=o sont 
respectivement celles qui manquent dans certains intervalles où le 
théorème indique qu'elles doivent être cherchées. Nous avons dit '. 
que la proposée X=o ne peut avoir aucune racine dans un iiiter- 
valle lorsque la substitution des deux limites a et b donne le niênie 
nombre de variations pour les deux suites de signes (a) et (6.) 11 
suit de là qu'une méthode de résolution qui n'indique pas les inter- 
valles où les racines doivent être cherchées est très-défectueuse : car 
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les intervalles où il est impossible qu'il y ait des racines sant beau- 
coup plus étendus que les intervalles où les racines peuvent se 
trouver. C'est pour cette raison qu'on ne doit point faire usage de 
la n~éthode qui consiste à substituer successivement des nombres 
A, 28, 3 4  48, etc., dont la différence est moindre que la plus petite 
différence des deux racines : car on peut opérer ainsi sur des in- 
tervalles très-grands où l'on cherche des racines, quoiqu'il soit 
facile de reconnaître d'avance qin'il ne peut y en avoir aucune. On 
ne doit procéder à la recherclie des racines que pour les intervalles 
médiocres où le théorème (A) indique qu'il peut y en avoir. 

(a)  Si pour découvrir les racines de la proposée comprises entre 
deux nombres donnés a et b, on divise cet intervalle en parties, et 
que l'on y substitue des nombres intermédiaires, on pourra diminuer 
indéfiniment les intervalles où l'on doit chercher les racines ; mais 
on ne parviendrait point par ces seules substitutions à connaître 
avec certitude la nature des racines. Il est nécessaire de joindre air 
théorème précédent (A)  une seconde règle qui fasse connaître avec 
certitude si les raoines que l'on cherche dans un intervalle donné 

\ sont réelles, ou si elles sont remplacées par un pareil nombre de ra- 
cines imaginaires de l'équation X=o. 

Lorsque deux racines qui doivent d'après le théorème (A) être 
cherchées entre deux liriiites données manquent dans cet intervàlle, 
cela provient de ce qu'un certain nombre cl, compris entre ces deux 
limites, étant substitué à la fois dans trois fonctions dérivées con- 
sécutives, rend la fonction intermédiaire nulle, et donne pour les 
deux autres fonctions des résultats yini sont de même signe. C'est le 
caractère gériéral des racines imaginaires,parce que la suite des signes 
perd dans ce cas deux variations. Lorsque la fonction interrirédiaire 
s'évanouit, ce nombre a est une valeur critique qui correspond à 1111 
couple de racines imaginaires. 

Ainsi el1 désignant par f @+')x, f (") x, fi"-')x les trois fonctions 
consécutives dont il s'agit, il existe dans ce cas une certaine valèur 
de a comprise entre a et 6 dont la substitution rend nullef @? X ,  et 
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doline pour f ('*')x et f(n-l'x deux résultats dont le signe est 
commun. 

Tant que le théorème indique qii'il Faut cl-iercher deux raciries 
eiltre les limites u et b ,  la nature de ces racines demeure incertaine; 
elles peuvent htre toutes les deux réelles ou toutes les deux imagi- 
naires. Pour résoudre cette anibiguité, ce qui est une questiori cal$- 
tale de l'analyse algébrique, et qiie l'on a dû regarder corrirrie la pliis 
difficile de toutes, il ne faut point recourir au calcul d'urie équatior~ 
dont les racines font corinaître la moindre differeme possil>lededeilx 
racines consécutives, car ce calcul n'est praticable que pour les équa- 
tions peu élerées; et meme eri perfectioniiant le procédé yini doririe 
iin tel résultat, le trop grarid rioilibre de substitutions exigerait ir i i  

calcul beaucoup trop coniposé. Nous alloris érioricer la règle qui sert 
à distinguer daris ce cas la nature des racines: en la joignant ail 
théorème (A),  elle complète la niéthode de résolution; mais avant 
de rapporter cette règle, nous iridicluerons quelques conséqinences 
géiiérales des propositions précéden tes. 

On voit que depuis x=-$ jusyil'h x= + t, il y a trois sortes 
d'intervalles. Les uns, d'une graiideinr indéfinie, sont tels qu'il serait 
entièrement inutile d'y chercher des racines de l'éyuatiori X = o : 

o r 1  reconriait iii-iiîiédiateinenit qir'il rie peut pointy en a\oir. Les (Ileux 
autres sortes d'irltervalles sont : r O ceiix où se troriveli t en effet les 
raciries réelles; 2 O  ceux où Ies racines nianqirent. Ce sont ces raciries 
déficien tes y u i  corresporide~it aux racines iirraginaires. Pour chaque 
couple de racines imaginaires, il existe une çaleur rdeLle de la va- 
rialde x;. telle que x deveilarit égale à cette valeur, la suite des signes 
perd deux variatioris à la fois sans que .x devienne nulle. 1,e nombre 
des couples de r ac i~es  irriagiiiaires est nécessairernerit égal aux rionl- 
hres de ces valeiirs critiques. 811 conclud de cette proposition gé- 
nérale celle de de Gua de Malves, qui exprime les conditior~s 
propi-es aux équations algébriyines dont toutes les racines soiit 
réelles. 

Nous avoiis remarquh plils haut que le caractère des valeurs cri- 
tiques est de reridre nulle irne f'oi~ctio~i dérivée iriterrnédiaire, eri 

1. 5 
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donnant un même signe à la fonction qui prkcède et à celle qui suit. 
Cette condition ne s'applique pas seulement à la fonctim prin- 
cipale X. 1,orsqu'elle a lieu pour iine des fonictioris dérivées cl'un 
ordre quelconque X(*), ckst-à-dire lorsque la valeur réelle de x qrli 
rerld cette fonction X(.) niille donrie deux r;ésuléats de même signe 
pour la brictiori X'"*') qui p&cède, et p u r  celle qui suit, savoii* 
X(l'-l), ce caractère indique deux racines imaginaires Lf.e l'équation 
X("'= O ,  dont le premier membre est la fonction interniédiaire. On 
en concl~~d avec certitude que l'équation principale X - O manque 
aussi de deux racines dans ce même intervalle de a à 6. OncorinaZt 
parcette remarque qine les racines imaginaires de l'équation X = O ne 
sont pas toutes du nienie ordre; les unes manquent dans l'éqiiation 
principale,et les autres daris les équations subordoiiriées qui eri déri- 
vent par la différentiation. Au reste la {'orme de toutes ces raciries, cle 
quelque ordre qu'elles soient, est toujours celle du binoiîie a + 6 1 / S 7  

c'est-à-dire que deux de ces r;lciaes conjugubes corresporident à un 
fhcteiir du second degré dont les deux coefficierits sont rkels. 

Iles racines imaginaires qui manquent dans l'équation principale 
X-O sont indiquées par la figure de la ligne courbe dont l'équa- 
tion est y = X ; chaque couple de racines imaginaires correspond 
à une ordonnée dont la valeur est un minimum, abstraction faite 
du signe. Il ii'en est pas de même des racines imaginaires qui man- 
quent dans les équations subordonnées: leur forme n'est point in- 
dicluée de la meine manière par la figure de la ligne courbe dont 
l'équation est y = X  ; niais si l'on se représente que toutes les lignes 
courbes qui correspondent aux fonctions ddrivées de tous les ordres 
sont tracées, toutes les racines imaginaires de l'équation X =  O de- 
viendront apparentes : chaque couple de ces racines correspondront 
à iin niinimutn absolu dans la courbe dont l'ordonnée est la valeur 
(l'une fonction dérivée. 

(3) Il reste à énoncer la règle que nous avons dorinde autrebis 
pour distinguer les rnciries imaginaires, et qui résolid coriiplètement 
cette question. 

(B) On suppose cliie l'application du tl-iéorème (A) fasse connaitrc 
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que l'on doit cherches entre les limites CL et b uli certain iioinhrc; 
de racines; il s'agit de reco~inaître quelles sont parnii les ra<.ines 
ainsi iridiqu4es celles qui existent en effet , et celles qui ne pc auven t 
se trouver dans cet intervalle parce qu'elles correspondent à aintaiit, 
de racines imaginaires de la proposée: le nombre entier j est p ; ~ r  
hypotl-ièse plus grand que o. Or il faut remarquer que le théorèrno 
général ( A )  ne s'applique pas seinleinent à l'équatioli priricipale 
X =  O ,  il indique aussi conibien I'éqilation dérivée X'- o peut avoir 
de racines daiis un intervalle donné; il eri est de même des éclria- 
tions dérivées des ordres suivants , savoir Xr'- O ,  X =  O ,  XI' - o 
etc. : on connaît immédiatenierit par l'application din théorème 
coinbieri on peut chercher dans un iiitervalle donlié de valeill-s tfe 

z propres à rendre nulles ces tliverses folictions. Concevoris qiic 

dans la suite totale des fbnctions dérivées f ("),X,J~'~-')X, f('+?),~,. . . 
f"x ,  f'x? fz, on marque ail-dessins de chacinne de ces fenctioiis 
un rionlbre i, qui indique combien l'équatioii dorlt cette f'orictiori 
est le preniier iiien-ihre peut avoir de raciiies dans l'intc~rvalle des 
deux limites u et b. 1,es rioiiibres désignkes par i iri tliquerit coni- 
bieri dans l'intervalle donné on devrait chercher de i.aeines de l'éqila- 
tiori correspondarite , si l'on se de résoiidre cette éqilatioan. 

Geç norn.bres respectifs, (Iiie iloils appelions indices, pcin7en t êt ra: 
écrits à la seule inspection de la suite totale des hnctions dérivées 

Cela posé or1 remarque en parcourant la sinite totale de droite ia 
gauche qiielle est la première des fonctions dont l'indice est l'unité, 
et l'on s'arrête à cette fotlction qiae noiis désignons Ilar J'(') x. JI 
est démontré que l'indice pécédent placé à la droite de celui-ci 
sera toujours 2. On examinera si l'indice suivant placé à gauclie de 
f (''x est o. Si cela n'a point lieu, il faut diviser l'intervalle a ,  b des 
limites en deux parties, err substitijarit pour x un nombre interrné- 
diaire a. On remplacera ainsi l'intervalle ( L ,  b par deux arntres a ,  
et cr, 6 ,  et l'on appliquera littéralement la présente règle .i Ja re- 
cherche des racines daris ces deux intervalles. Or  en opérarit ainsi 
on parviendra toujours, et trks-promptement , au cas nientionné ci- 
dessus, c'est-à-dire qu'ayant remarqué dans Ic noinvel état de la suite 

5. 
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totale dessignes, et en passant dedroite à gauche, la preniihe fbnctioii 
qui porte l'indice I , on trouve que l'indice précédent à gauche est o. 

Désignant donc par f (r)x la fonction pour laquelle cette condition 
est satisfaite, on considérera les trois fonctions consécutives f x, 
f (.)r, f k7r)x, dont les indices respectifs sont O ,  2,3. On écrira la 

f ( r - *  

quantité -- ~ ( 4  et faisant x égale à la moindre liniite a,  on con- 
f (.-.)a 

liait la valeur du quotient - Ji?n, si ce quotient est moindre que la 

différei~ce b-- n des deux limites, on est assure que les deux racines 
que l'on cherchait entre a et b manquent dans cet intervalle, et que 
par conséquent elles répondent à un couple de racines imaginaires 
de l'écluatioil principale X=o. Dans ce cas on retranchera derlx 
imités de cliacun des termes de la suite des indices écrits à droite, 
depuis et y coinpris celui qui répond à f k-') x, jusqit'au dernier 
terme X et y compris ce terme. On conservera les indices'précé- 
demment trouvés pour les termes placés à la gauche de f (l-')x, e t ,  
cela étant, on aura une nouvelle suite d'indices pour ce même in- 
tervalle des cleux limites a et b. On continuera donc la recherche 
des racines conIrne si cette nouvelle suite d'indices eût été celle que 
l'on a trouvée d'abord. Par cet examen des valeurs des qÙotieiits, 
on parvient promptement et sans aucune incertitude à la séparation 
de toutes les racines. 

Tles cas singuliers où les fonctions différentielles ont des facteurs 
communs, se résolvent facilement au moyen des théorèmes connils 
sur les racines égales. 

f ( r -1)  ,% 
Au lieu de substitiier l'une des limites a dansl'expression - F ,  

on peut substituer la plus grande limite b ,  et comparer le quotient 

+'= à la différence b -a. Si ce quotient n'est pas moindre que 
f k ) b  

/, -a, on est assuré qu'il nianque deux racines dans l'intervalle. 
Eiifin on tirerait la même conséquence si la somme des deux yuo- 

f 
tients - -- +- f'"-"6 n'était pas moindre que b -a. Ainsi toutes 

f k) a f ( r )  b 

les fois que la différence h - a desdeux limites n 'e~ t  pas plils grande 



yiie la somme des deux quotients, il est certain que les deux ra- 
cines que l'on devait chercher entre a et b nianquent dans cet 
intervalle, et  que par conséqueiit elles correspondent à deux racines 
imaginaires de l'équation X = o. Si au contraire la somme des deux 
quotients est ~ l u s  petite que la différence 6- a ,  on est averti que 
les limites a et b ne sont point assez voisines pour qu'on puisse re- 
connaître la nature des racines par une seille opération. On substi- 
tuera donc dans l'intervalle de a et 6 un nombre intermédiaire a ,  

et l'on fbrmera deux intervalles a, a et a ,  b : le théorème (A) in- 
diquera immédiatement celui de ces intervalles dans lequel on doit 
chercher les deux racines. On continuera donc l'application de la 
présente règle, et il est impossible qu'en continuant cet examen 
on ne parvienne pas à. distinguer la nature des racines. 

(4) Les propositions que l'on vient d'énoncer sont l'objet du pre- 
mier livre : elles y sont démorltrées avec tous les développements 
que petit exiger une étude élémentaire. Ide théorème (A) et la règle 
que nous avons donnée pour la distinction des racines iiriaginaires 
conduisent promptement et avec certitude à séparer les racines. 
On reconnaîtra en multipliant les applications de cette seconde 
règle (B) combien son usage est facile. Cet avantage provient de 
ce que l'on opère d'une manière spéciale pour cllacun des inter- 
valles où l'on cherche les racines : on considère distinctement ce 
qui est propre à cet intervalle, et l'on ne fait qiie le calcul absolu- 
ment nécessaire pour juger de la nature des racines clui doivent y 
être cherchée;. 1,e plus gériéralement l'application de la règle (B) 
exige peu de calcul, et la première ou la seconde opération sufisent 
pour connaître la nature des racines : toutefois il peut y avoir des 
cas particuliers où la recherche ne se terminerait pas aussi promp- 
tement. Cela arriverait si la différence des deux racines réelles était 
extrêmement petite, ou si le point qui répond au minimum absolu 
était très-voisin de l'axe des x. Il faut remarquer à ce sujet E O quele cas 
des racines égales est très-facile à distinguer, comme rious l'avons dit 
plus haut; 20 que si dans l'intervalle a, b la ligne dont l'ordonnée 
représente la valeur de la fonction s'approche extrêmement de i'axe 



des x, soit qu'il y ait ou non intersection, la disti~ction des 1-acines ne- 
cessite dans cet in tervalle un examen plus attentif, ailquel rien rie peut 
suppléer. Eta~rali~izage dela~ègle,et son p~inejpal cwactère,c'est qir'elle 
n'exige que le calcul. indispensable ; et surtout qu'étant appropriée 
à l'intervalle, elle permet de reconnaître très-prom pternent la nature 
des racines dans les autrvs intervalles où deux racines consécutives 
ne sont pas trbs-peu différentes. Si ail c o n t ~ a i ~ e  on faisait dépendre 
la distinction des racines du calcul de la plus petite différence pos- 
sible de deinx raciries consécutives , la recherch,e exigerait dans ce 
cas des opérations très-longues et superflues. Dans tous les cas pos- 
sibles ot-ii parvient par l'application di] tl~éorème (A) et de la règle (B) 
à séparer entièrement les racines réelles : chacune d'elles se trouve 
placée dans un intervalle déte~niiiik, et l'on est assuré qu'aucune 
autre ne peut y être comprise. Il s'agit ensuite de procéder le plus 
directement au calcil1 de chaque racine réelle, et d'évaluer 
exactement la convergence de l'approximation : ces deux questions 
sanit traitées dans le second livre. 

(5) L'approxirnation que nous appelo~is linéaire est dérivée de la 
niéthode newtonieme , après que l'on a satisfait à toutes les condi- 
tions spéciales qui en assurent et règleï~t l'usage. Les constructions 
rendent ces conséqiiences très-semsihles. On procède à l'approxi- 
mation lorsque les trois derniers ildices sont devenus les nombres 
o ,  O,, i , condition qu'il est toujoinrs facile d'obtenir. Il s'agissait 
ensuite d'éviter toute op5rahon superflue dans le calcul des racines, 
Pour =la il était nécessaire de perfectionner la règle élémentaire 
de la division des nombres. Il faut ordonner le calcul en sorte que 
la chiffres du diviseur ne soient introduits que successivenient, et 
Iarsqu'ils doivent concourir à faire connaître de nouveaux chiffres 
exacts dl& quotient. Nous avons donné cette nouvelle règle arith- 
métique : elle diffère de celle d'oughtred , qui iz'aurait pu satis- 
$aire à notre question. Cette même règle de la division ordonnée 
pourrait servir A résoudre immédiatement l'équation du second de- 
grci; on pourrait même l'appliquer à la résolution des éqilatioris des 
degrés supdrieurs. 
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(6) Il nous restait à mesurer exactement la convergence de l'ap- 
proximation. 1,'analyse différentielle fait connaître le caractère de 

cette approxiniatioii linéaire ; elle exprime la loi suivant laquelle le 
nombre des chiffkes certains croit à chaque nouvelle opération. 
terreur que l'on peut commettre, ou la différence entre la valeur 

exacte de la racine etlavaleur approchde, décroît rapidement. Cllaque 
nouvelle approximation double le nonibre des chiffres connus, oii 
plus exacteineiit ajoute aux cliif'fres déjà déterminés un pareil rionibre 
de chiffres certains augrrienté ou diminué d'un nonibre constant. La 
fraction qui exprime l'erreur correspondante à une certaine opéra- 
tion diminue de plus en plus ; elle est le produit du carré de l'erreur 
inimédiateii~ent précédente par un facteur invariable et donné. 

E'approxiniation linéaire est représentée par un système de tan- 

gentes successives. 
L'approximation du second ordre est celle qui résulte du contact 

des arcs de parabole; elle a un caractère propre que l'analyse pré- 
cédente fait aussi connaître.L,a convergence est beaucoup plus rapide : 
l'erreur correspondante à une opération est le produit d'un facteur 
constant par le cube de l'erreur précédente. On démontre assez faci- 
lement cette conséqiience pour l'approximation du second ordre, 
mais la riîême considération ne pourrait pas s'étendre aux approxi- 
mations de tous les ordres, parce qin'on ainrait à résoudre par des 
formules analogues à celle de Cardan des kquatioris élevées. Désirant 

connaître exactement le degré de convergence des approximatioiis 
des divers ordres, et le facteur constant qui leur est propre, j'ai em- 
ployé ponr cette recherche inne analyse très-differeuite qui n'exige 
point la résolution en fonction de radicaux. J'ai dktern~iné par larègle 
qui a requ le nom de parallélogramme analytique les premiers 
termes des racines des équations littérales. Nous n'avons traité de 
ces équations que dans notre quatrième livre, mais j'ai appliqué 
d'avance à la question actinelle les règles qui y sont déniontrkes , 
et l'on trouve par ce moyen la mesiire précise de la convergence 
des approximations qini dépendent du contact de tous les ordres. 
Le résultat est très-simple, et complèteme~it exprimé comme il suit: 

+. 



l'erreur correspondante à chacune des opérations qui se succèdent 
décroît comme les puissances d'irne très-petite fraction ; elle est pour 
l'approximation d'un ordre quelconque i égale au produit de l'erreur 

f (9z 
précédente par un facteur constant. Ce facteur est 2 .  31 1. . . 
en désignant par x une certaine valeur qui demeure toujours la même: 
la fonctionJ'x au dénominateur est toujours la première fluxion de 
.la variable; i marque l'ordre de la différentiation. Au reste, noils ne 
considérons ici cette question que soins le rapport théorique, afin 
qu'il ne reste rien d'inconnu dans l'examen des approximations al- 
gébriques. Lorsque l'on compare entre eux des procédés qui sont 
tous également exacts, c'est le plils simple et le plus facile que l'on 
doit choisir dans la pratique. C'est ici l'approximation linéaire telle 
que nous l'avons expliquée plus haut. 

(7) Nous avons aussi considéré sous divers points devue la question 
qui a pour objet de distinguer avec certitude les racines imaginaires : 
cette recherche est dans la théorie des équations iin point capital 
qu'on ne peut pas trop éclairer. Premièrement toute la difficulté 
consiste à reconnaître le signe du résultat que l'on obtiendrait en 
substituant dans une fonction donnée une valeur non-exactement 
connue, mais seulement très-approchée, d'une racine a qui réduit 
à zéro une fonction donnée cp x. Si cette fonction n'était point la 
fluxion du premier ordrefx ,  on connaîtrait le signe cherché par 
les principes démontrés précédeniinent , et la même conséquence 
s'applique aux fonctions d'un nombre quelconque de variables. Mais 
dans le cas singulier où la fonction que rend nulle est la première 
fonction dérivéey x , le signe du résultat demeure incertain. C'est 
ce qui arrive lorsqix'après l'application du théorème (A) ,  on se pro- 
pose de reconnaître si les deux racines cherchées sont réelles ou 
imaginaires : il fallait donc résoudre cette ambiguité dans le cas sin- 
gulier où la fonction dérivée estf'x. Nous avons donné une pre- 
inière solution de cette question, et l'application est générale et facile ; 
mais j'ai voulu remonter à l'origine même de cette difficulté, et con- 
naître s'il n'existe point d'autre solution. Or il résulte de cet examen 
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que si l'on remplace la fonction f'x par f x +f'x, l'incertitude ne 
subsiste plils : on raniène ainsi la qinestion à un cas plus général, et 
1'011 découvre par ce moyen un procédé très-simple qui Sait connaître 

la riature des deux racines chercliées. 
Secorideineiit on peut encore résoudre cette même question en 

faisant usage de l'approximation di1 second ordre. On considère 
le contact des arcs de parabole qui coïncident avec la fonction prin- 
cipale, aux deux exitrériiités de l'intervalle dans lequel on clierche 
les deux racines. Noins formons airisi une règle gknérale polir dis- 
tiiiguer très-rapiclen~r$rit les racines imaginaires : on y parvient même 
par cette voie avarit que les linnites ne soierit aussi rapprocliées 

que l'exige la règle de l'article 5; rilais l'extrême sinaplicité de cette 
règle de l'article 5 en rendra toiljoilrs l'application préférable, si 
ce n'est dans des cas particuliers qu'il est facile de recoilnaître. 

(8) Les priricipes qire l'on a déinontrés dans les deux livres précé- 
dents s'appliqilent facilement, et dans toiis les cas possibles, à la dis- 
tinction des racines imaginaires et au calciil des racines réelles. Ces 
méthodes silf'firaient à I'ohjet de nos recherches si l'or1 ne considérait 
que le but de la résolution, cgiii est la connaissance effective des ra- 
cines. Mais ces qinestions, qui se rapportent aux fondemer~ts mêmes 
de l'analyse, doivent être trait4es sous différents points de vue; car 
i l p i  objet principal n'est bien connu que si l'on se f'ornie iirie idée 
juste de ses rapports avec tous ceux qiai l'environnent. C'est pour 
cela que rious avons examiné les autres methocles qiii pourraient 
servir soit à la distinction, soit au calcul des saciraes. On découvre 
par cette con~paraison les principes cornniuns à toutes ces métho- 
des, et l'on acquiert ainsi des notions générales cli~i perfectionnent 
la théorie. Ces dernières considérations soiit expos4es dans le troi- 
sième livre. 

On remarque d'abord que lorsqu'on est parvenu à séparer les 
racines réelles, en sorte que chacune d'elles se trouve seule daris 
un intervalle distinct, or1 peut développer la valeur de la racine 
par des procédés très-différents qui donnent une connaissance com- 
plète de la valeur cherchée. L'expression en chiffres décimaux est 

1. 6 
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la plus usitée et la plus claire. La méthode que nous avons explicliiée 
donnant toujours dellx valeinrs qui rie diffèrent que par le dernier 
chiffre, et dont l'une est plus grande et l'autre moindre que la 
racine cherchée, il ne reste rien d'ii~certain. Mais ce développemerit 
élémentaire n'est pas le seul que l'on puisse dédirire de l'éqinatioai 
algébrique; on pourrait aussi résoudre la racine, soit en fractions 
continues, soit eri fractions de l'imité assujéties à un certain ordre 
que l'on peut choisir à volonté. 

Par exemple, une racine étant inn nonibre irrationnel dont on 
veut développer la valeur, en expriinarît ]>ai- tc la fraction qui doit 
compléter cette valeirr, on pourrait chercher d'abord coiribieli de fois 
l'unité contient cette fraction. Ori déterminerait le premier reste b. 
En le comparant erisiiite à l'unité, et conriaissarit coinbieii de fois 

ce premier reste y est contenu, oii trouverait la valeur tl'iin noinveau 
reste c.  On porterait de nouveau cette ffaction c sur l'unité, et l'ori 
continuerait ainsi iridéfiriiriient de comparer ctsaque reste i l'uriité, 
et non au reste précédent, cornnie ori le fait dans le calcin1 des frac- 
tions continues. Cette opération, iridéfiiiiment prolongée, donne 

P 1 1 1 
un développement de la forme K =  -- - -+ - ---- p p . q  p.4.'' I->.I ."." t etc.; 

p ,  q ,  r ,  s, etc. sont des nombres entiers que l'on détermine facile- 
merit. La valeur de a est toujours coniprise entre deux limites qui 
ne diffèrerit qu'en faisant varier cl'une unité le derriier de ces nom- 
bres eiitiers : ainsi l'approximation est complète et très-convergente, 

Oii pourrait encore choisir une suite M , N ,  P, Q, etc. de inillti- 
ples de l'unité, et comparer la valeur tc qu'il Saut développer au 
premier multiple, et les restes successifs aux autres multiples; ainsi 
de suite. 

On peut aussi coniparer de la inanikre suivante la fraction a avec 
l'unité. Supposons que tc soit contenue un nonibre rn de fois dans 

1 
l'unité, et qu'il y ait un premier reste. On prendra - pour la pre- 

m 
1 

niière valeur approchée de tc, et la différence G- a sera une frac- 

tion 6 que l'on comparera de la même manière à l'unité. En conti- 



nilarit ce calciil la fraction cc sera développée en iniic suite dont 

c liaque teriire ;i l'iiriitk pour riuniérateur , et dont les d<:iioiii itiateurs 

sorit les iiorrrl~res entiers que l'on a troiivés par la coniparaison des 

restes successifs avec l'unité. 
Ces ciivers tlévelojq~emerits, dorit le calcin1 des fi-actions contirrues 

est iin cas l~articillicr , ont des proprii.tés cpii se rapportent à la 
tliéorie des noiii !Ires ; riîais aioiis coiisidéroris ici sous i i i i  autre point 

de vile ces clif'ferenites f'orr~ies d'appïoxirriatiori , conirric servant à 
exprlrrieï les irraéio~iriellcs algél~ricliieç eii suites de iron1l)res entiers 
iridéfiriilrlerar; corstirii16es. On recoiîrinît prernièreiricnt qn'rine éqiln- 
tiori ~ I I J I ~ P ~ I - ~ ~ ~ I ~  é ~ a ~ l t  prol~os<:e, on petit ddrelopl~er la raëiiie com- 
prise entre cleiix lirnites a et I, eni choisissarit A volonté oir l'exl~res- 
siori eii In.actic;als coritinues , ou 1'11 1% tlcs dévelopyeriieriis ci-dessins 
iritliqaiés. 011 déterniitlc cxacéerilerit les déi~oiîiiriatei~i~s partiels , de 
mi-mc crii'ori le kr;tit s i  I ; I  valeiir cliercliéc était do~iliée ;)ar irlie 

éi11~ttio11 di i prciîlier degri. dori t les cl  eux coeffic.ieiits ser:iient con11 11s. 

Dans ce tleriiier cas le tléveloppcriierit serait terrilirié; il est indéfini 
lorsclir'ori cxpïi~ile irrie racine ;ilg&bricli~e irratioiiriclle : or I'Cc~ua- 
t ioi~ proposée f'oilriiit ii11inédi;iteruierrt les dénornii~at~inrs biiccessifi. 
Quellc crine soit 1a f'osnie du développcnaerit que I'ori a cxlioisi, or1 
obtient toinjoinrs poitr 1;t racine deux v;zleurs de pliis eri plus cl ' 1 I 1 3ro- 
chcics, et eutre lcsqinelles or1 est assiiré clii'clle est comprise, car il 
suffit clle fiire varier (l'une iiriité cliailue dé~ioniinaternr. Ainsi la 
convergencbe ri'est pas moins tlérriontr-Se (lire pour les fiai-tioris coriti- 
riues , et cri général cchtte corn ergcncc est di] même ordre. 

Des exeiimples particuliers rcmderit ces coricliisioris très-évidentes. 
On voit par là qii'uiic racirie cl'ilne Sclu:ttio~i à laquelle oii n al~plicli~é 

les dcux règles (4) et (13) déniorltrées daiis lc preiriier livre, n'est 
pas inofrms clairernciit conrsire que si clle était cxpriiilée par iiiie 
équatio~i prerriicr ou tlii secorid (legr4 ; car les coeiTic.iei~ts de la 
propos6e cl'irn degré qiielcoiique doiilierit saris aiiciriich iricel-titi~de 
toutes lcs partics du  tléveloppenient. Ainsi la rna%iile d'irne 4cIuatioir 
algébrique quelconcline n'est pas ~ I I I S  i~aipa~faitenient cx1,rinsCe 

quoique le degré de l'équation soit élevé ; seulement le degré déter- 

6. 
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mine l'ordre suivantleyuel se succèdent les nombres qui entrent dans 
le développement. Cet ordre est propre à cliacjue degré : les nom- 
bres qui le fornient dans to~rs les cas soiit égalenient connus. Il 
suf'fit donc pour exprimer complètenient ces valeurs d'avoir résolu 
ainsi la recherche des irrationnelles algébriques. On exige seulement 
que l'on résolve pür une métliodr exacte et facile la qilestioii qui a 
pour objet de reconnaître si iine racine est réelle, et de placer 
chaque racine réelle dans un sein1 intervalle. Lorsque cette distinc- 
tion desraciiies est achevée, la résolution ne consiste plus que dans un 
développemerit aritlimétique. La racine se trouverait toujours placée 
entre deux limites que l'on peut rapprocher autarit qu'on le veut. 
Les nombres qui foiinerit le développement ont des valeurs déter- 
minées que l'on déduit des coefficients de la proposée, en sorte 
que l'on connaît de la racine clierchke tout ce qui peiit servir 
l'exprimer cornplètenîent. 

(9) Pour doiiiier plusd'étendue à cet examen de la riature des irra- 
tionnelles algébriques, nous avons montré dans ce même livre qu'elles 
peuvent être aussi développées en fonctions contiriues, et l'on a 

rapporté les constructions géomktri qiies qui rendent les résultats 
très-sensibles. On rie pourrait point indiquer clairement cet usage 
des fonctions continues sans des détails et dcs exemples que l'on 
ne peut donner dans un exposé général : nous nous bornons aux 
remarques suivantes. On considère une certaine relation entre une 
première valeur approcliée x que 1'011 sr~p~oserai t  à la racine cher- 
cliée, et une seconde valeur 3' plus approcliée que la première x. 

1 
Par exemple soit entre x et m' la relation très-simple x'= i + ;. 
On donnerait à x une valeur qiielconque que l'on peut ici regarder 
comme arbitraire, et l'on enn conclurait la valeur correspondante de 
x'. Prenant erisilite p011r seconde valeur de x celle que l'on vierit 
de trouver pour X , on déduirait de la m&me relation une nouvelle 
valeur x", qui étant prise pour x clonnerait une valeur suivante s"'. 

En coritinilant ainsi on obtient des ~aleurs  de plus en plus appro- 

chées de la racine inëoniiiie. La valeur de cette irrationnelle est 
ici L/S , car l'approxirriation a pour limite ilne valeur de x telle qlle 
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1 
la relation x'= i + - n'apporterait pliis aucun chai~gement à la 

X 

J 
valeur que l'on donne à .z: on aurait donc x= I + -- , ou x2= 2. x 

On trouverait une conséqueiice analogue pour une autre relation 
rkcurrente , et ce procédé s'applique aux k q  inations de tous les degrés. 
La racine inconnue est une limite dont 011 s'approclie indéfiniment, 
et la différence devient plus petite que toute quantité assignable. 
Les constri~ctioris qui répondent à ce genre d'approxinnatiori sont 
renîarquables. Par exemple elles coiisistent ici dans une spirale 

dont le point extrême s7approclie coiitinuelletiiei~t 
du point d'iiîtersectiori correspondaiit à la valeur de la racine. 

On trouve aiissi par ce même procédé les racines des équations 
exponentielles ou trançceridantes : noils en avons cité divers exem- 
ples dans la Tlîéorie analytique de la chaleur, pag. 343 pt suivantes. 

Tl faut remarquer que l'approximation indiquée par ces méandres 
rectangiilnires, quoique régulière, serait trop lente pour devenir 
une métlîode usuelle: notre but est seulenient de rendre manifeste 
le rapport singulier de In iiginre avec la marclie de l ' a p ~ ~ r o x i ~ ~ i a t i o ~  
et de prouver qire l'on connaît un moyen certain d'approelier in- 
définiment de la racine des équations. Mais ce même procédé des 
fonctions coi~tinues donne des approximations beaucoup plus eon- 
vergentes lorsque la spirale ortl~ogonale est rem1)lacée tlaris la con- 
struction par la suite des tangentes inclinees, et l'on pourrait 
augmenter la convergence de l'approxiiilation en considérant le 
contact du second ordre. 

J,a fonction continue qui donne les valeurs approciiées a un rap- 
port nécessaire avec l'équation 13roposée. Il 1i7y a auciriie équation 
algébrique pour laquelle il ne soit facile de déterminer les fonctions 
c'orresl,ondantes aux tangentes inclinées. L'approxiniation rlewto- 
nienne n'est elle-niênie qu'un exenaple de ce procédé général. .l'ai 
fait un usage fréquent de cette fornîe d'approxiniiation dans di- 
verses recherches, et particulièrenient pour la résolintiori d7ilne 
équation transceiidante qui m'avait &té indiquée par nion illilstre 
confrère M. le baron de Proriy. 
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Cet emploi des fonctions continues doit être dirigé par les pro- 
priétés de la figure. On pourrait y suppléer par des considérations 
puremerit ainalytiques; mais en omettant l'examen de la figure on 

beaucoup à la dif'ficultb de la recherche , qui au contraire 
ès-sinnple au moyen de la construction. C'est Inn des cas, 

d'ailleurs fort rares, oii la construction est pour ainsi dire néces- 
saire. Il peut arriver qu'on ne trouve par ce moyen que des valeurs 
approcl-iées , toutes moindres que la racine, ou toutes plus grandes 
que cette racine ; mais il est toinjours facile de former une seconde 
limite qui complète l'approximatisn : elle est clairement indiquée 
par la construction mêane. Il n'est pas moins facile de distinguer 
les cas où la fonction continue, ?u lieu de donner des valeurs plus 

à des &sultats de plus en plus éloignés de 
'est ce qui arriverait si l'on tracait la spirale 

orthogonale dans Line directiori opposée à celle que la figiire indique. 
Les cornsidérations que l'on vient de présenter dirigent et faci- 

litent l'emploi des fonctions continues; elles exclinent les expressions 
analytiques divergentes, et montrent qu'il suffit de calculer les 
premiers chiffres des résultats successif's. Au reste l'enlploi des 
approximations de ce genre n'est point nécessaire pour la résoh- 
tion des équations rii~mériques, et les méthodes que nous avons 
expliquées conduisent plus simplement encore à la connaissance 
des racines; mais il importait de remarquer des procédés généraux 
qui donnent une étendue ,nouvelle à la théorie des fractions con- 
tinues et rriontrent les rapports de ces fractions avec les propriétés 
des figures. 

(IO) Après avoir exposé dans le troisième livre l'usage des frac- 
tions continues pour approcher de plus en plus et indéfiniment des 
racines irrationnelles dont chacune est placée entre deux limites 
connues, nous avons considéré une propriété fort générale com- 
mune à toutes les méthodes exactes d'approximation. Elle consiste 
eri ce qu'il n'y a aincuiie de ces méthodes qui ne suffise pour distinguer 
les racines imaginaires lorsqu'on dirige le calcul par l'application 
du théorème général (A). Cette conséquence est pour ainsi dire évi- 



dente pour l'approximatioa linéaire dérivée de la méthode new- 
tonienne. En effet ce prbcédé d'approximation est représenté, 
comnle nous l'avons dit,  par la suite des tangentes inclinées indi- 
quées par les figures I ou z. Supposons qu'il résulte du théorème 
(A) q11e l'on doive chercher deux racines entre les Biaiites a et 6 ,  
et que l'oii connaisse par les principes démontrés dans les deux 
premiers livres qne l'arc m n  n'a ailcurie sinuosité dans l'intervalle 
ab. On ignore si les deux racines cherchées sont réelles (hg. I ) ,  

ou si elles manquent dans cet intervalle (fig. 2). Or le procédé d'ap- 
proximation peut résoudre cette question. En effet, ce procédé 
coiisiste à déduire de la première valeur approchée a une valeur 
plus approchée a', qui répond à I'extrénlité a' de la sous-tangente; 
ensuite oii passe de a' à une rionvelle valeiir approchée a"; ainsi 
de suite, en coritininant le niême calcul. Or dans le premier cas 
toutes les valeurs approchées a ,  a', a", etc. ne peuvent dépasser 
le point d'intersectiori qui répond à la racine réelle : par consé- 
quent si l'on détermine par le théorèine(A) coriribien on doit cliercher 
de racines eritre cc et 6,  ou eritre CL' et b ,  ou eritre cc" et 6, etc., on 
trouvera toujours que ce nombre des racines indiquées est 2 ,  comnie 
il l'était d'abord. Mais le contraire arrivera dans le second cas (fig. 2) 
où les deux raciries cherchées manquent dans l'iiitervalle : il est 
impossible dans ce dernier cas qiie si l'on continue l'approximatioi~, 
on ne parvienne pas à une valeur telle que O " ,  au-cIel:i du point où 
l'arc rnn est le plus rapproche de l'axe ab; ct lorsqu'on sera arrivé 
à un tel point a", si l'on détermine par le théorènie (A) combien 
on doit cliercher de racines entre la dernière valeur a" et b ,  on 
trouvera que le nornbre des raciiies indiquées entre a" et b n'est 
plus 2 ,  mais zéro. Cette condition petit ne point arriver pour les 
premières valeurs approchées telles que a',  niais il est iuipossible 
que si l'on continue le calciil, et si la h rme  de l'arc est celle que 
représente la figure 2 ,  on ne trouve point ilne valeur approchée 
telle que l'extrémité a" devienne très-vsisirie du point 6, ou rie se 
porte au-delà de ce point. Le seul cas si~igulier où l'oii ne pourrait 

obtenir iin tel résiiltat est celi~i cies deux racines égales, détermi- 



riéeç par le contact de l'arc m n  et de l'axe n 6. On sait que ce cas 
intermédiaire est très-facile à distinguer : il suppose qine les fonc- 
tions f x et f ' x  ont un facteur commun, ce que l'on peut connaître 
d'abord, comme nous l'avons expliqué précédemment. Ainsi la 
métliode d'approximation jointe ail théorème ( A )  suffit toujours 
pour reconnaître la situation de l'arc rn n par rapport à l'axe a 6. 
Voici le procéclé qui indiquera la nature des deux racines. On cal- 
cule ilne première valeiir approcliée d qui répond à l'extrérilité a' 
de la première soiitangente. S'il arrive qire cette seconde valeur a' 
soit plils graride que la seconde limite O ,  il est évident que les 
racines.cherckiées sont imaginaires. Nais si a' est nioindre que 6 ,  
on désigne une valeur intermédiaire a inoindre que 6 et plus grande 
que a',  et ora la siibstitue dans f ,x. Si par cette sinbstitutioii les 
deux racines sont séparées, c,'est-à-dire si le résultat de la substi- 
tution est négatif, les deux racines cherchées sont réelles : l'une 
est entre n et v. et l'autre entre a et 6. Mais si la substitution doririe 
iin résultat positif, on dkterminera par le théorème (A) le nombre 
des racines qui doivent être cherchées entre a et 6. Si ce nombre 
est O ? les deux racines sont imaginaires ; niais si aucune des deux 
eoncliasions n'a lieu, c'est-à-dire si les racines ne sont point sépa- 
rées, et si le tl-iéorènie (A) indique que l'on doit chercher deux 
racbines entre cc et b ,  on a deux limites a et 6  entre lescluelles on doit 
chercher deux racines, et l'on ignore jusqu'ici si ces dein racines 
sont réelles ou si elles inanquent daris l'intervalle : la question est 
donc la niiênie que celle que l'on avait eue à résoudre, et alors les 
limites u et b  sont plus voisines que les premières limites a et b. 
On procédera donc, et de la même manière, à une seconde épreuve ; 
c'est-à-dire que l'on ajoutera à la nouvelle valeiir un secorid accrois- 
senlent qui répond pour cette nouvelle valeiir à l'extrémité de la 
soutangente. On suivra littéralement le procédé qui vient d'titre 
indiqué pour la valeur approchée a ,  et l'on en déduira les consé- 
quences précédemment énoncées. Il est impossible qu'en continuant 
ce calcul, on n'arrive pas par la voie la plus briève à reconnaître la 
nature des racines. Il faut seulement ajouter que le cas sir~gulier des 
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racines égales doit être examiné séparément, ce qui n'a aucune dif- 
ficulté. On voit par cé qui précède que la règle donnée dans le 
premier livre, article 3 ,  pour reconnaître la nature des derlx ra- 
cines que l'on cherchait dans un intervalle donné, ri'es t autre chose 
que I'approxiniation linéaire appliquée à la distinction des racines. 
Or cette conséquerice ri'est point bornée à 17approxirnatiori liriéaire : 
nous démontrons dans ce troisièriie livre qu'il n'y a aucun procédi 
d'approximation qui ne doline uil résultat seinlslable. Eri général 
toute méthode exacte propre au calcul des valeurs :ipprochées suffit 
poirr la distinction des racines imaginaires, lorsclu'on joiiit à cette 
niéthode l'usage du théorème (A) qui fait connaître coinbie~i de 
raciiies doivent ktre cherchées dans uri intervalle doilné. Nous en- 
tendons par niéthocles exactes d'approxiniation celles qui dtarit foii- 
dées sur les principes exposés daris le premier livre, donnent con- 
tinuellement deux valeurs dorit l'une est plus grande et l'autre 
moindre que la racine. 

(1 1) Nous avons appliqué priiîcipalement cette reniarque à l'ap- 
proximation qui résulte de l'emploi des fractions continues, parce 
que cette niéthode est pliis généralement connue. Voici la consé- 
quence remarquable que fournit cet examen. 

Le théorème (A) du premier livre indiyrie combien oii doit chercher 
de racines dans un intervalle donné. Considérons le cas où170n serait 
assuré que tolites les racines d'une équation sont réelles. Il faut se 
représenter d'abord que l'on opère sur une éqiiation de ce genre, 
et que l'on ,cherche la valeur des racines par la iriéthode d'approxi- 
mation des fractioiîs continues. Cette méthode est expliquée de la 
manière la plus claire dans les ouvrages de Lagrange. 1,'illilstre auteur 
suppose qu'au moyen d'une éqiiation auxiliaire on est assuré qu'il 
n'existe qi17une racine dans chaque intervalle ; mais ici rious ferons 
abstraction de tout calcul précédent, et nous adniettoris que la 
réalité des racines est connue d'avance. Cela posé la seule applica- 
tion du théorènie (A),  combinée avec le calcul dcs fractions con- 
tinues, suffirait pour trouver les valeurs de toutes ces racines. En 
renouvelant après chaque opération partielle l'application dii même 
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théorème (Aj , il arriverait toujoiirs qu'en joignant aux racines déja 
séparées par les opérations précédentes celles que l'on aurait à clier- 
cher dans l'intervalle restant, on trouverait précisément autant de 
racines que le théorème en avait prinritivenlent indiqué. Mais cela 
ne peint arriver que si l'éqiiatiori proposée a en effet toutes ses ra- 
cines réelles. Si ail contraire plusieurs de ces racines manquent dans 
des intervalles où le tliéorème indique qu'elles doivent être cher- 
chées, rioinç démontrons qiie le calcil1 des fractions coritinues fera 
disparaître ces racines déficientes ; par là on reconiiaitra que l'équa- 
tion n'avait pas toutes ses racines réelles, coirieiie on l'avait supposé, 
et l'on saura avec précisioil quel est le nombre des couples de ra- 
ci nes imaginaires. 

La remarque que l'on vient de faire exige une démonstration 
complète, que nous avons rapportée daiis le troisième livre. Elle 
prouve que le calcul de l'équation auxiliaire qui ferait connaître la 
limite de la rnoinclre différence des racines est entièrement superflu, 
de sorte que la partie cle cette rriithode que l'on peut justernent 
regarder comme impraticable est celle qui doit être oiiiise ; il suffit 
I O  d'employer le calcul des fractions continines tel qu'il est exposé 
par I'inveriteur de cette niéthode ; a0 de combitler cliaqine opération 
partielle avec l'eiriploi du tliéorème général (A). Par ce moyen il 
rie reste rien d'incertain, ~ i i  sur la nature des racines, ni sur les 
valeurs de plus eri plus approcliées qui proviennent de la coriver- 
gence rapide des fract?ons coritiniies. 

'routefois nous ne proposoris point de recourir à cette 'dernière 
iriéthode pour le calcin1 des racines. L'approxiri~ation linéaire, telle 
que noils l'avo~is expliquée dans le premier livre, est plus commode 
et aussi convergente. Nous avoris voulu seulement exposer inne pro- 
priété singulière el; iiouvelle des fractions continues. 

Notre objet principal est de prouver dans ce ti-oisièrne livre 
r u  que les irrationnelles qui expriment les racines des équations 
peuverit être développées soiis différentes fernies, et que ces ap- 
proxiriiatiom sont exactes, parce qu'elles donnent toinjoilrs deux 

valeurs eritre lesquelles la racine est coniprise ; 
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z0 que ces quaiitités irrationnelles ne sont pas moins clairement 
définies et connues que si elles étaient des fractions siinples, eri 
sorte que l'on peut toinjoiirs déduire facilement des coefficients de 
la p ro~osée  les dénominateurs qui entrent dans un développement 
quelconclue ; 

30 que toute méthode exacte d'approximatiori résoud la ques- 
tion difficile de la distinction des racines imaginaires, pourvu qrn'on 
y joigne l'emploi de notre tl-iéorènie (A) du premier livre ; 
4" que cette remarque s'applique surtoiit au développement en 

fractions coritiaiucs, et que cette dernière nléthode n'exige auciine- 
nient le calcul de l'écliiation aux différences, ou tout autre résultat 
déduit des propriétés des fonctions invariables. 

On a vu précédenirnent que la métliode d'approximation newto- 
nienne ne pourrait point être appliquée généralement à la déter- 
mination exacte des racines, et qu'il était nécessaire de résoiidse 
les difficultés auxquelles elle est sujette. 11 en est de niêrne drn pro- 
cddé des fractions continues, tel qu'il a été proposé par les inven- 
teurs, car il exigerait que l'on connût d'avance la plus petite dif- 
ference de deiix racines consécutives. Or  cette recherche suppose 
un calcin1 que l'on doit regarder comme impraticable, si ce n'est 
 POU^ les éqilations des premiers degrés. C'est pour cela que nous 
avons examiné avec beaucoup de soiil si cette difiiciilté peut être 
résolue, et nons y sonltries parvenus en proinvant que le calcil1 de 
la plus petite différence des racines est superflu. TJa siiite des opé- 
rations à effectuer est toujours la même quelle que puisse être cette 
ciifference. Ces opérations sont celles que l'on ferait si l'on con- 
naissait d'avance que toutes les racines sont réelles. Seulement elles 
deviennent moins nombreuses et plus simples lorsque plusieurs des 
racines sont imaginaires, parce que l'application du théorème pri n- 
cipal (A) indique que ces racines nianquent en iiombre pair dans 
les intervalles où on les cherchait. 

(1 2) L'objet du quatrième livre est la résollition des éqiiatioris ' 
littérales. Les coefficients de ces équations sont des polynomes al- 
gébriques dont chaque terme est de la forme h a n  b p  cg. . . . . I,es 

7. 
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lettres a, b, c,  etc. sorit des quantités connues. Les exposants n, 
p , q , etc. sont des nombres donnés. Si A ,  B,  C ,  représentent de tels 
polynomes , et si l'oiiconsidèreun produit (x- A) (s- 13) (x - C) . . . 
formé de plusieurs de ces facteurs, le résultat de la multiplicatiori 
est un polynome d'un certain degr; en x. Ori suppose que ce pro- 
duit complet est donné, et que le nombre des facteiirs est rn: il 
s'agit de trouvcr tous les polynornes du premier degré x - A ,  
x- B, x- C , etc., cfu'lil est iiécessaire de réunir pour former le 
premier membre de I'éqinatioii proposée. Il faut donc découvrir 
une ri~étl-iode générale qui étant appliquée à une éqination d'un degré 
cluelçonque nt, fasse connaître les fhcteurs simples qui répondent 
aux raciries de la proposée. Si quelques-uns des polynorries A ,  13, 
C ,  etc. contierrnent un riombre fini de termes, la inétliode doit 
faire conriaitre les racines exprimées par ces polynonies iinis; mais 
si l'on propose une éqilatio1-t littérale cluelcoricline du degré m, la 
méthode de résolution doniiera le pliis soinvent des polynomes clor] t 
le rionibre des tesiries est inifini. Chacune de ces racines aura tou- 
jours la propriété essentielle de réduire à zéro le premier membre 
de la proposée, lorsqu'on y çinbstituera cette racine au lieu de s. 

Ainsi la iiléthode qui est l'objet de notre recherclie reproduira 
tolites les raciries exprimées en un riombre fini de termes lorsq~n'il 
existe de telles racines, et doit servir à développer en séries infinies 
celles qui ne peuvent poirit c,voir la forine de polynome fini. 

Cette question appartient à l'analyse spkcieuse dont Qiete est 
l'inventeur. Elle peut &tre rksolue complètemerit, et le principe de 
la solution existe déja dans Ics écrits de Newtori, de Stirling et de 
Lagrange. A la vérité on a toujours considéré cette recherche 
comme uii  élément de la doctrine des séries, mais on verra bientôt 
qin'elle se rapporte directement à l'analyse algébrigiie. C'est sous 
ce point de vue qiie rioiis la considéronis ici. 

Newtora a ramené la partie principale de cette question à une 
coristrinction siiigulière, qui sera toujours regardée comnie inne des 
plus belles inventions a~ialytiques que nous ayons r e p s  de ce grand 
gioniètre. 1,agrarige en a doriiié une ciémons-tratiori qui ne laisse 
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rien i désirer. Saris reproduire dans notre ouvrage ces preniières 

décoixvcrtes, nous nous ;~ttachons principalelnent à compléter la 
métliodc, et à. nioritrer qu'elle petit devenir à la fois plus ficile et 
beai~coill) plus étendiie. 

Nous avons employé iine constriletion dif'f;:n*eritc t-le celle de 
Newton, mais susceptible d'iirie applicatiori plins g6riérnPe. Elle 
conduit pour le cas tl'riiie seille variable ;iu rriêriic résiiltat , savoir 
à la règle aiialyticliie cliw Lagrange a d4riiontr4c. 

Parriii les lettres qui  exprimerit Ics c~iia~1tit6s connues oui eii dé- 
signe iinc qiielcoriclucb a ,  afin d'ordoriracr le calcul selon les puis- 

sances cle cette qilaritité, et l'on regarde (%orilliie le premier terrne 
d'une racine celui q u i ,  dans l'exprcssiori de cette racirie, coritient 

le plus Iiaut exposant de la lettre choisie a. Ccl:i posé on cE~erche 
d'a1)oi-d les prernicrs termes de toutes les ';lcin~ç. IJ7er(l)os;àr~t dc la 
lettre a dans iiii cle ces premiers terrries est une iricoiiriire qui doit 
satisfai re à ceri airics corid i t io~is : il faut dt'ieririiiier ce1 exptss:in t , 
el e i ~  trouver autant dc valeiirs qiic lia pi'o~~oséc* ;a tle r;icincbs. Or 
oii trouve ccs exposanls, qiii sont cri noi~ilji)a'e. nl , par. irrie i.Ggle 
spé(.iale dorit l'application est facile. Voici la coilsirtic.ticsai ([MC" nous 

avons erriployt'e pour représenter les résiiltats clc cctte règlc arialy- 
tique. On considère uile rriultitiide de lignes tlroitcs differentcs, 
tracées siir un niênie plan. IAü position de cliacuiie ale ces lignes 
est donnée par uoe éqilntioil du prenîier degré, doiit les deux c.oef- 
ficierits sont connus , parce qu'ils se forrricnt inirii4dita tenient c'lc 
l'exposant de la  variaIlle daris certains teriincç (le la ~,ropo&c cet 
de l'exposnrit tle 1;i lettre priricipale n daris ces ~riênies ternws. )T,e 

systèincb de toutes ces droites est toiljours Biiiiité A sa partie sup4- 
rieure par un polygone dont les deux côtés extrêrries i droite et à 
gauche sont irifiriis. 'Toutes les parties ales alroites trac6a.s cliiii iie 
se coriforiderit point avec les côt6s de ce polygonie sont plac4es 

ail-dessoils de ces côtés. Or on prouve qiie 1a.s solzlralets dc.s arngles 
de cbe polygone correspondent ailx exposniits clicrcli4s. l'oute ab- 
scisse d'un de ces arigles est une (les valeurs qiie l'on peut cloiines 

i 1'exl)osant de n pour former le pren~ier tertmle d'i~rie racine. Tles 



seills exposants que la lettre cl-ioisie a p i s se  avoir dans les pre- 
niiers termes clierchés sont les abscisses des sommets du polygone. 
Tla figure indique clairement le moyen de déterminer ces abscisses. Il 
faut desccndre en suivant inn des côtés extrêmes jilsqii'à la rencontre 
du premier son-imet, continuer en suivaiit le côté que l'on vient 
d'atteindre jusqu'à la rerlcontre d'un second côté, puis suivre ce 
rnou\reau côté jnsqu'à ce qii'on atteigne le côté contigii; ainsi de 
suite. lFla règle analytique qiie ce procédé indique est celle que 
Newton, Stirling et Lagrange ont corisid4rée. 1,e calchl est très- 
sinlple , et il n'y a aucune voie plus courte pour dgcouvrir les ex- 
posants des premiers termes. On en dédinit irniîiédiatement les 
coefficients dans les premiers termes chercllés, et l'on forme tous 
ces premiers termes. La règle fait ainsi connaître autant de pre- 
miers termes que la proposée a de racines, et il n'est pas moins 
facile de former les termes suivants. 

Nous avons supl>osé que les terriîes sont ordonnés selon les puis- 
satacesdkcroissantes de lalettre principale a. On pourraitaussi suivre 
un ordre contraire, et 11 faudrait trouver en premier lieu le terme de 
cllacilne des racines dans leyilel cette lettre a le moindre exposant. 
Dans ce cas la racine cherchée serait ordonnée selon les puissances 
croissantes de cc. Pour résoudre cette seconde question on emploie 
une règle semblable à celle qui clonne pour premier terme celui où 
la lettre a a le plus grand exposant. En effet ce même système de 
lignes droites que nous avoris considérées plus l-iaiit est limité à 
sa partie inférieure par un autre r>olygorie, et toutes les parties de 
ces lignes droites qui ne se confondent point avec un côté de ce 
polygone inférieur sont placées ail-dessus de ces mêmes côtés. Il 
en résulte un ~ rocédé  parfaitement analogue à celui que nous avons 
décrit plus haut, et l'on trouve par ce calcul les abscisses des som- 

1 

mets de ce polygone inférieur. Ces abscisses sont les exposants de 
la lettre a dans les premiers terines des racines ordonnées selon les 
puissances croissantes de a. Les exposants étant ainsi déterminés, 
on trouve immédiatement les termes correspondants, et l'on forme 

les parties des racines cherchées. Il est égalenient facile 



EXPOSB SYNOPTIQUE. 

de trouver par la mêrrie règle tous les terllies subséquents, et l'on 
parvient aiiisi à former tous les facteurs dir premier degré dont le 
produit est le premier membre de l'équation proposée. 

En général l'application de ces règles donne sans aucune diffi- 
culté les valeurs de toutes les racines de la proposée orcionnées se1011 
les puissarices décroissantes ou selori les puissances croissantes de 
la lettre choisie. S'il existe des polynornes finis qui satisfassent à la 
proposée, on découvre successivenient toutes les parties de ces po- 
lynomes, et l'on arrive à iine dernière og~ération qui montre que le 
nombre des ternies est fini : mais si la racine cl-iercliée n'est pas 
forniée d'un nombre lin; de termes, I'opératioii se prolonge con- 
tiaiinelleiaient et la racine est donnée par ime série in finie. Cette ex- 
gressior1 est toiijours telle qu'étant substituée dans la proposée au 
lieu de la variable, tous les ternies din résimltat se rédiniseait sincces- 
sivernerit à zéro. 

Cette méthode de rksolution est générale. Elle s'applique aux 
6quations d'iin degré qiielconqiie, ct la lettre prir~cipale par rapport 
à latluelle le calcul est ordamré pcli.it torijours être prise à volonté. 
Si l'équatiori proposée est très-simple, par exemple si elle n'a qire 
deux ternies, en sorte que les racines claerchées contiennent uiî 
seul radical, la niétliode géiiérale se réduit à celles que l'on connaît 
depuis lonç-temps pour extraire la racine littérale d'un polynome 
donné. Nori-seulement le résultat est le rnênie , mais les procédés de 
calcul sont précisément ceux des r6gles éIéinerrtaires de l'algèbre 
On voit par là que la méthode conaprend coiilme des cas particu- 
liers les extractions des racines des qiiantités littérales. 

Nous avons dit qiie la prernière partie d'une racine étant déter- 
minée par la règle rxéeédente, on décou17re par le riiêrrie procédé 
toutes les parties silbséqinentes. En effet désigriant par p la pre- 
mière partie déja connue de la racine, il siiffit de substituer le 
hinonle p -t- y ail liein de la varial~le x: on ;1111-a ainsi iine trans- 
fbrmée du degré m dont la ~a r i ab l e  g sera l'inconnue. On poiirrait 
donc appliquer à cette traiasforrnée la règle que nous avons exposée, 
et cherclier la première partie de la valeur de g : il est évident que 



ces substitutions successives feront coiiiiaitre toutes les parties de 
la racine converiablenierit ordonnées. Pour faciliter les applications, 
nous nous sornruies proposé d'exclure de ce calcul toutes les opé- 
rations superflues, et noixs avons fornié une règle spéciale qui 
donne la seconde partie de chaque racine. Les mêmes considéra- 
tions réduisent aux formes les plus élémentaires le calcul des troi- 
sième, quatïiènie, etc. termes, en sorte qu'il ne reste plus à effec- 
tuer que les seules opérations sails lesquelles les valeurs des racines 
ne poilrraie~it être connues. La règle se rédinit à substituer dans 
le preri~ier rriembre de l'équation la partie déja connue de la racine, 
et à niiiltiplier le résultat par ilne valeur constante. Quant à la con- 
vergence de l'approximation, on la déterminerait par les mêmes 
principes que ceux qui ont été expliqués dans le secoiid livre. Cette 
convergence est, généralement parlant, celle qui résulte de l7ap- 
proxiination riuinérique linéaire. 

Le caractère de cette méthode exégétique qui rksoud toutes les 
équations littérales ne peut être bien expliqué que par divers exem- 
ples. 1,e quatrième livre en présente plusieurs. Nous citerons seu- 
lement l'équation littérale 

En appliquant la règle générale à cette équation, et en ordonnant 
le calcul suivant les puissances décroissantes de la lettre a ,  on trouve 
facilement que les premiers termes des raciries sont x= a' + etc. ; 

3 - 
2=- cx + etc. ; x=V-~ + etc. Les termes suivants contiennent 
de moindres puissances de a. Si l'on cherche ces termes suivants 
par l'application des mêmes règles, on reconnaît que les termes qui 
suivent n' sont tous nuls, que tous les termes qui suivent -a équi- 
valent à -b. Quant à la troisième racine dont le premier terme 

3 - 
est V-a, elle serait d'abord développée en série infinie, mais la 

3 
même analyse ferait connaître que la valeur complète estV-(a+ 1). 
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On obtiendrait ainsi par un calcul régulier tous les facteurs de la 

proposée, savoir 

On pourrait aussi ordonner le calcul par rapport à la lettre b ,  et 
les opérations ne seraient pas rnoiiîs faciles. Iles mêmes règles s'ap- 
pliquent à tous les cas, et il n'y a aucune équation littérale , q inelcyue 
coiuiposée qii'elle soit, qu'or1 ne piiisse ainsi résoudre en ses fac- 
teurs. 

Nous avons dit yu'e la règle qui fait connaître les premiers termes 
&es racines est représentée par une construction hrmée d'un sys- 
tème de lignes droites. TAa figure 3 préserite ce système de lignes 
pour l'exemple que nous venons de citer. Les équations des lignes 
droites sont 

Les coefficients de ces équations sont formés des termes de la pro- 
posée où la lettre a a les plils grands exposants. La lirriite supérieure 
est le polygone M A B C N : le système est limité au-dessous par 
le polygone p ct gyv. 

Tolite équation littérale d'un degré quelconque est complètement 
résoliie par cette niéthocle en ses facteurs sirnl)les, et il ri'est pas 
moins Krieile de trouver ses racines que celles des équations à deux 
termes que l'on sait résoudre depuis long-teinps par des règles algé- 
briques élémentaires. Or] trouve clans les oilvrages de Newton 
(Arithnlétiyue iiriiverselle) , et dans ceux de Cllairaint et autres, des 
procédés particuliers poinr découvrir les racines cornmensixrables 
des équations littérales : ils consistent dans une suite d'essais dont 
le calcul est incertain. II est plus facile et plus exact de résoudre 
l'équation proposée par la nrétliode générale que l'on vient de dé- 
crire. Newton n'a employé la règle du parallélogramme analytique 
que pour le calciil des séries, qui est le vrai fondement de sa mé- 
thode des Aiixions. 

1. 8 
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On pourrait faire usage de ces développenlents des racines en 

séries pour le calcin1 de leurs valeurs approchées, et si l'on ne po* 
sédait point aujourd'hui une métliode très-siiilple pour la recherche 
directe des limites, il faudrait recourir à cette résolution des équa- 
tions littérales. Mais les règles que nous avons expliqilées dans les 
deux premiers livres concluiserlt bien plus rapidement à la con- 
naissance effective des racines, et dispeiisent de toute discussion 
de la convergence des séries. Lia règle précédente qui sert à former 
les preniiers termes des racines des éyuations littérales est néces- 
saire pour l'analyse des ligr~es courbes considérées dans leur cours 
infini. Onen trouve des exemples semarqi~ables dans les ouvrages de 
Newtoii, Stirling, Cramer et divers auteurs. On peut déduire cette 
règle des constructions, ou la réduire, comme l'a fait Lagrange, à un 
procédé ~~uremerit analytique. A proprement parler, cette recherche 
a~par t ien t  à l'analyse des inégalités linéaires dont nous exposons 
les principes dans notre septiènie livre : c'est le point de vue le plus 
général sous lequel les recherches de ce genre pinissent être con- 
sidérées. 

( I  3) Nous avons indiqué aussi dans Ie quatrième livre une ques- 
tiori beaucoup plus con~posée que la recherche des racines d'une 
seule équation littérale : elle a pour objet la résolutiori simultanée 
cle deux équations littérales à deux incorinues. Chacinil des termes 
de ces équations est de la forme 13 xpy* : x et y désignent les iii- 
conrrues, 1-1 est un polynonie litthal formé des grandeurs conriues 
a ,  b, c ,  etc. La question consiste à trouver pour x et y deux po- 
lynoines contenant les lettres a ,  b , c ,  etc., et tels que si on les sub- 
stitiie en mêriie temps au lieu de x et de y dans les équations pro- 
posées A=o, B= o ,  l'une et l'autre sinbstitiition rendent nulles les 
fonctions ,4 et 13. Le système .des deux valeurs de d~ et de y qui ont 
cette propriété h r m e  une solution des deux proposées. II s'agit de ' 

déç:oinvrir toutes les solirtions possibles, en assignant ,les termes 
dont se coniposent les valeurs de x et de y. Si les équations A = o ,  
B =  O admettent des valeurs commensurûhles de s et y ,  en sorte 
que les polynoiiies qui  expriment ces valeurs ne contiennerit qu'un 
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nombre fini de termes, il faut que ces polynomes soient déterminés 
par la règle générale que nous avons en vue. Mais si les valeurs 
de x et y n'admettent point ces expressions finies, la règle doit 
produire successivement tous les termes du développement de ces 
valeurs. 

Airisi nous étendons à deux équatioris, et el1 général aux équa- 
tions littérales multiples lorsc~u'il y a autant d'équations que d'incon- 
nues, les principes de résolutiori que nous avons appliqilés précé- 
demment aux équations littérales où il n'entre qu'une seule in- 
connue. 

Ces développements des racines des équations multiples offrent 
dans l'analyse des usages importants. Par exemple, pour le cas de 
deux équations, ils servent à connaître la nature des surfaces cour- 
bes dans leur cours infini et leurs nappes asimptotiqiles. 

On pourrait aiissi eniployer ces expressions des racines pour 
résoudre d'iine manière approchée les équations qui contiennent 
plusieurs inconriues , mais ces applications ne sont point iki l'objet 
de notre recherche. Nous avoris seinlemerit voiilu connaître s'il existe 
pour les éqilations littérales à plusieurs inconnues cles règles algé- 
briques analogues à celles qui donnent les racines des éqiiations 
littérales : et en effet nous avons démontré que les méthodes de ré- 
solution ne sont point bornées aux équations littérales qui ont i h e  
seule inconnue. Elles s'étendent à toutes les éqinations niultiples dans 
lesqiielles le nombre des inconnues est kgal au nombre des éqila- 
tions : le calciil est plus composé, mais il est de la même riatilre. 
On trouve d'abord le premier terme de chaque racine, c'est-à-dire 
celui où la lettre choisie pour ordonner le calcul contient un expo- 
sant plus grand que celui de la même lettre dans tous les termes 
suivants. On forme ainsi autiint de premiers termes qu'il y a de 
solutions diff'érentes. Chaque solution corriprend deux valeurs de 
z et y qui, étant substitiiées sirnultanément dails les deux équations 
proposées, satisfont à l'une et à l'autre. C'est le calcul de ces premiers 
termes qui fait connaître le cours infini des surfaces. 

Si l'on considérait trois équations et trois inconnues, chaque so- 
8. 



56 EXPOSÉ SYNOPTIQUE. 

liltion serait formée de trois valeurs simultanées de x, y, z. En 
ginéral cette méthode de résolution des equations littérales consiste 
à trouver successivement toutes les parties des racines où la lettre 
choisie a le plils graiid exposant. On peut désigner une lettre quel- 
conque parnii celles qui expriment les gra tideurs couiniles. Lorsyin'ori 
a ainsi trouvé les premiers termes de toutes les solutions, ori peut 
calculer les terines suivants par l'application de la même métliode. 

S'il arrive qu'une oii plusieurs des racines puissent être expri- 
mées par un norribre fini de termes, Ja méthode s'arrête au dernier 
ternie subsistant; on reconnaît qiae toils les autres seraient nuls. 
Mais en général ces opérations conduiserit à des séries. Elles pour- 
raient servir à déterminer les valeurs approchées des racines des 
kquations numériques rriiiltiples, mais nous ni'avovis pas traité cette 
dernièré question. Si plusieurs équatioizs algébriqiles sont propo- 
sées, et que leur nombre soit égal â celui des inconnues, on sait 
qu'on peut éliminer une de ces inconnues prise à volonté, puis une  
seconde, Fine troisième, aiuisi de sinite, et parvenir ainsi à une équa- 
tion fillale qui rie cou] tient qu'une seule inconnue. Il y a plusieurs 
cas simples daris lesqiiels cette éli niiilation peut faire coiinaître les 
solutions cherchées, et il est remarquable que dans tous les cas 
il existe Urie équation finale. Mais, cette conséquence est pure- 
ment théorique : elle prouve que tointes les racines des équa- 
tions algébriques ont une nature commune, parce qu'il n'y a 
aucune de ces raciiies yini ne soit Ij'iliconriiie d'une certaine éyua- 
s o n  algébrique. Toutefois il n'en fatnt point conclinre que ce 
procédé d'élimination représente la mé~lnode que l'on doit suivre 
pour parvenir à la conanaissatice effective des racines : cette voie 
serait l~eaincoiap trop coing~liqu&e. Elle serait io~~rat icable  pour des 
éyilations élevées, et merne, daris la plupart des cas, cette méthode 
nécessiterait un examen très-atterltif' pour éviter l'irntrodinctiori des 
facteurs étrangers h la question, c'est-à-dire de ceux qui ne renderit 
point nuls A la fgis les premiers membres de toutes les eqiaations 
I ~ r o l ~ ~ & e s .  Quoique l'on puisse éviter ou distinguer ces facteurs 
sinperflins que proviendraient cle l'élimination, l'extrême cornplica- 
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tion des calculs, et la tlifficulté de hrrner séparémerit toutes les 
différentes solutions, excluraient toinjoeirs l'usage ei'fectif de ces 
règles, si ce n'est dans des cas très-siiiiplcs choisis d'avarice comme 
exerriples. Ori peint dire qu'il faudrait se rcisoiidre à ignorer les so- 
lutions des éqi~ations niultiples, si l'analyse ne pouvait les déter- 
illiner que par le's proc&dés d'élinlirlation. 

Noins envisageons la résoIiition des équatio~is littérales rnailtiples 
sous un point de vue très-diff'brent. Noiis conservoiis ailx éq~rations 
proposies leurs formes primitives, et comparant à la fois tous leurs 
coeflieieritç , nous clserclioris les racines Isar la résolution sirniiltanée 
de ces kquations. Nous larouvons en effet yu'aiici~iie éliniinatiori 
n'est nécessaire, et que l'ori peut déterminer immédiatemerit les 
prenliers termes des racines d'après la seule condition cpne la sub- 
stitution sirnidtanée de ces racines doit satisfaire en même temps 
à toutes les proposées. 

L'oejet de notre quatrième livre est donc d'expliquer Ies prin- 
cipes qui serverit à cette résolution des éqirations littirales. Nous 
employons immédiatement les Gqaiatioris telles qu'elles oiîil été pro- 
posées, sans altérer en rien leurs coefficients, et raous parvenons à 
connaître les termes successifs qui doivent f'orriîer les racines. C hac~iie 
soliition est composée d'autarit de racines cp'il y a d'iriconnaxes dit'- 
férerites, et la substitution simultanée doit rendre riuls à la fois tous 
les premiers merribres des équations. Tl faut d'abord découvrir les 
premiers termes des racines qui forment une inênie solutiori. Cette 
dernière question est beaiicoup plus composée que celle qni se rap- 
porte à ilne seule équation littérale, inais elle se r6soud aussi par 
un rkgle certaine q u i  s'applique à des éyilations d'lm degré c~iiel- 
conque. 

Nous citeroris ici l'exeniple suivant, q u i  présente deux équations 
à deux inconriues, savoir 

Si l'on applique à ces deux équations les principes qui rious venons 



d'indiquer, on trouve deux solintions différentes : la première est 
formée de deux valeurs conjuguées de x et y dont les premiers ter- 

sont 

la seconde solution comprend les deux autres valeurs de x et y qui 
ont pour premiers ternies 

ce sont les premières parties des iriconnues x et y. 
Pour décoinvrir les termes subséquents, il faut substituer le 

binomep + q au lieu de x et pl-t- p' ail lieu de y; p et p' désignant 
les premiers termes connus, et q et p' les sommes des termes sub- 
séquents. Lies nouvelles inconnines sont q et q', et l'on a deux éctua- 
tions pour les déterminer. On appliyuela même règle afin de trouver 
les premiers termes de y et y', qui seront les seconds termes des 
racines cherchees. En poursiiivant le calcul d'après les mêmes prin- 
cipes, on trouverait les parties suivantes des racines. 

On voit que les deux équations proposées n'ont qire deux solil- 
tions possibles. L'une contient aux premiers ternies les puissances 
+ et - de a : aucune autre cornbillaison ne pourrait satisfaire à 
la fois aux deux proposées. 

Quant à la règle qui fait connaître les premiers termes dfts raci- 
nes, nous noins bornons à dire ici qu'on peut aussi ramener cette 
recherche à des constructions, et c'est par ce moyen que nous avons 
formé les premiers termes des deux solutians ci-dessus indiquées. Air 
reste la recherche des exposants de ces premiers termes est un 
problème de l'analyse des inégalités linéaires; mais l'usage des 
cu>iiçtructions peut ici suppléer à cette analyse. On parviendrait à 
découvrir les premiers termes des solutions par les essais successifs 
des chbinaisops de différentes valeurs attribuées aux exposants : 
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l'emploi de l'analyse des inégalités, ou celui des constriictions , sup- 
pléent à ces essais. Au reste, cet erriploi n'est indispensable que si 
le noml~re des termes qui entreait dans les proposées était trop 
grand ; et dans ce cas les rGgles elles-mêmes rie peuvent pas tou- 
jours prévenir la longuei~r du calcul. Quoi qu'il en soit, il demeure 
certain que l'on parviendra toiijours à la détermination exacte des 
premiers termes de toutes les soliitions possibles. Quant aux ternies 
suhskq uents , non-seulement or1 les décoiivre par 1'apl)lication des 
mêmes règles, mais la aiarche des opérations se sinlplifie de plus 
eii plus, parce yixe ces terines ne peuvent avoir qile des exposants 
inférieurs à ceux que l'on a déja déter~îiiiiés , conclitiori qui facilite 
la recherclre. 

Les conséquences que l'on vierit d'énoncer s'appliquent à toutes 
les équations niultiples, quels qu'en soient le nonibre et le degré; 
inais les opérations sont d'autant plus composées que le nombre 
des équations est plils grand. Toutefois il est mariifeste que la rk- 
solrntion des éq~iations littérales iniiltiples s'opère ain moyen de ces 
principes, sans qu'il soit nécessaire de recourir aux éliiiiiiiations 
sirccessives. La méthode de résolution donne en général les déve- 
loppements des solutions en séries infinies. L'usage de ces séries, 

ou plutôt le calcul des selils preniiers termes, doit s'appliquer prin- 
cipalement à la discussion des propiétés des lignes oii des si~rfjces 
coiirbes considérées dans leur coiirs infini. Ida coriséquence la plus 
générale de cette analyse est que la résolution des équations ri~ultiples 
est indépendante de tout procédé d'élimination, et qu'elle doit coir- 
sister dans -le calcin1 simultané des équations proposées, salis al)- 
porter aucun changement à leurs coefficients j,ririiitifs. 

(14) T.'objet du cinquième livre est de nioritrcr coriiriieiit les 
principes de l'analyse algébrique exposés dans les livres précédents 
s'appliquent airx fonctions transcendantes. Nous avons principa- 
lemeiit en vue celles de ces fonctions que les géomètres ont consi- 
d6réks j iisqii'ici , par exemple celles que l'on trouve dans les ouvrages 
d'Euler, ou que plusieurs géomètres ont successivement employPrs 
dans des recherches de dynamique ou de pliysique mathématiqiie , 
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et spécialeirieot celles que nous avons rioris-m6me introduites dans 
la théorie de la chaleur. 

N ous corisi dérons les équations déterniillées brmées d'ex pressions 
trariscendarites dont la vaIeur change par degrés irisensihles , quelle 
que soit d'ailleurs la nature de la fonction ; ou du nioiiis nous con- 
sidéroiîs les parties des fonctioris transcendantes qinelcoriques qui 
varient airisi par degrés i!~sensibles. Ainsi on ne suppose point qiie 
dans les parties de fbnctions auxqtnelles ces recliercl-ies s'appliquent 
les valeurs passerit du positif au négatif sans devenir nulles dans 
l'intervalle : mais lorsque cette coridition n'a pas lieu, rien ri'em- 
pêche d'examiner séparénient chacune des parties où la continuitb 
subsiste. 

Le caractère propre des fonctions cilgébricjues entières est de se 
réduire tot~jot~rs à Ilne va l e~~r  constante par des diflzrentiations 
continues, et norns avons jinçqil'ici admis cette coridition. Il faut 
remarquer inaintenant y ue les conséquences principales aueqinelles 
nous avons été conduits rie dépendent point de cette mêrrie coridi- 
tioiî. Nous l'avoiis d'abord supposke pour rendre les démonstrations 
plus simples ; mais en exariiinaiit avec soin ces dérnonstratioris , on 
reconnaîtra qir'elles ont un objet beaucoup plus étendu, et qu'il n'est 
nulleirient nécessaire qrie la differentiation indéfinie réduise les fonc- 
tions à des valeurs conçtaritcs. 

Par exeiiriple, on  a ddinosatré dans le premier livre que si la sinh- 
stitution d'une liiilbte n dans la suite des forictians dérivties de tous 
les ordres donne des rési,iltats qui soient les inêrnes, terme pour 
terme, qine ceinx qini proviennent de la substitution d'une autre 
limite h daris les mêmes fonctioris, l'équation principale fx'= O ne 
peut avoir aucurie dans l'intervalle des deux limites. Ce lemnie 
est iniportant, et iious en avoris souverit fait usage dans diverses 
recl-ierclaes d'analyse algébrique. Or  il est certain que cette propo- 
sition lie s'applique point de la rnkme manière aux Sornctions algd- 
briques et aux expressions transcendantes. Par exenîple si la f'onc- 
tion principale est sin.x, et si les dellx limites cc et O sont respec- 
tivement cc et a+ 2 r i ,  les deux suites de résultats seront les mêmes, 



tei-me pomnr terme. Or il est manifeste qu'on ne peut point en con- 
clure que l'éqnatiori sin. x= O n'a pas de racines dans cet intervalle 
de a à a -+ 27; : mais la clémonistration que nous avons d'orinée du 
lemme dont il s'agit prouve dans ce Cas qii'iniie équation dérivée 
d'un ordre qiielconque , telle que f (")x = O ,  rie peut pas avoir entre 
les deux limites n et b plus de racines que n'en a dans le même 
intervalle l'équation f ("+')x= o d'un ordre plus élevé, quel que 
soit le nombre i. Or cette proposition est indépendante de la nature 
de la fonction différeritielle, et l'on doit se borner à cette conclu- 
siori, parce que l'intervalle des limites est trop grand poinr que lespre- 
niières substitiltions puissent indiquer les limites de chaque racine. 

( I  5) Nous allons maintenant énoncer quatre propositioris gérié- 
raies qui servent à déteriiîiner les limites et les valeurs des racines, 
lorsqu'ori applique les principes de l'analyse algébrique aiix hnc -  
tions transcendantes. 

Ire. Ori a expliqué dans le premier livre les relations qu'ont entre 
eux les nombres entiers appelés indices qui correspondent aux hnc- 
tions dérivées. Si l'on coiinaissait l'indice i pour une certaine fonction 
f ("jx comprise daiis la sinite des dérivéesdefx, a et h désignantles deux 
limites auxqinelleç cet indice se rapporte, on en conclurait que l'équa- 
tion f fn)x = O iîe peut pas avoir plus dei  racines dans l'intervalle de 
ces limites ; c'est-à-dire que si l'on avait A rLsoudre l'éqiiation f (")x =O, 

il faudrait clmercl~er un nonibre ide ces raciiies entre a et b. Corisidé- 
rantensuite l'équation dérivéeplacée à gauche de f '")x, savoir f ("-+'!x, 
et désignant par i' le noilvel indice correspoiidant à f (''+ri x , 011 en 
conclurait qiie si l'on avait à résoudre l'équation f(n+'3.x=o, il 
faudrait cliercher un nombre if de ces raciiies dans le même inter- 
valle des limites a et 6. Or les indices i et i' peinvent être d'abord 
inconnus , lorsque la fonction,fx est transcendante, mais ces deux 
indices ont une relation nécessaire. Le nombre i' est i, ou i - I ,  oii 
i -t. 1,  et l'on connaîtra toujours lequel de ces trois cas a lieu. Il 
suffit de comparer les résultats de la substitution de 0, dans f('"x 
et f ("")x aux r4sirltats de la substitution de h dans les wiêrries fonc- 
tioris. On les écrira donc comriie il siiit 

1. 9 
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et l'on examinera si la combinaison provenant des deux termes 
coriséciltifs f ("+ ')a, f ("1 a est une variation de signe, ou si elle est 
une permanence. Ensuite on examinera si la coinbinaison des deux 
ternies 'consécutifi f ("+')b, f (n)b est unie variation de signe, ou si 
elle est une permanence. Lorsque la combinaison provernant des 
silbstitutions est unevariation dans la première sinite et inne variation 
dans la seconde, ou lorsque cette combinaison est une permanence 
dans la première suite, et urie permanence dans la seconde, le nouvel 
indice i' est le même que le précédeiit i. Mais si la première suite 
donne une permanence qui corresporide à une variation dans la 
seconde, on a i' = i- 1. Enfin si une variation dans la preniière 
suite répond à une pernlanence dails la seconde, on a il= i + 1 .  

Ces conséqiiences résultent de la règle que nous avons doririée dans 
le premier livre ]mur former les indices correspondants aux dhri- 
vées successives, et elles ne dépendent point de la nature de la foritr- 
tion Tn)x. En effet ces conséq~lences sont fbndéès sur cette propo- 
sition générale que le nombre substitué aiigmeiitant par degrés in- 
sensibles, la suite des signes perd une variation lorsque le nombre 
substitué devient égal à inne racine. Or la véritoi cie cette renlarque 
n'est pas bornée aux fonctions algébriques; c'est inne propriété de 
tout point d'intersection, quelle que soit la figure de la courbe qui 
coupe l'axe des x. 

011 voit donc que si l'indice correspondant à une forictiori dérivée 
est coririu, on peut facilenlerit determiner les indices qui, pour le 
même intervalle des deux limites a et b ,  réponderit aux fonctions 
précédente ou suivante. Par exemple si les résultats de la substi- 
tu.tion de a dans la suite entière des forictio~is dérivées sont les 
menies que les résultats de la substitution de O dans ces fonctions, 
la valeur de l'ii~clice i rie subit ailcilil çliangeinent, en sorte qrxe 
l'équation f " x = o  tie peut avoir entre les limites n et O plus de 
racines qu'une autre éyinatiori dérivée = O 11't~n peut avoir 
eritre ces mêmes limites, que soit le nonibre j. Si la fonction 
principale fx était algébrique, or1 serait assuré que la dif'fërentia- 
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tion indéfinie donne une constante f(m)x, m étant le degré de la 
proposée. On arriverait ainsi à un premier indice, qui est évidem- 
ment nul ; et comme tous les indices sont les mêmes, il s'ensuit que 
l'équation principale f (x) = O ne pourrait avoir aucune racine dans 
ce même intervalle : c'est le lemme de l'article 34 din premier livre. 
Si l'équation principa1ef.x = O n'est pas algébrique, il est manifeste 
qu'on ne doit pas tirer la mênie conclusion, mais on connaitra la 
relation qui subsiste entre inn indice i correspondant à une quel- 
conque des dérivées désignée par f (')x, et l'indice i' correspondant 
à la dérivée de l'ordre moins klevé d'une unité, savoir f ('-')x. Par 
conséqilent on déterminer,a par le rriênie moyen la relation de l'in- 
dice i de la fonction f(')x: avec l'indice j de la fonction principale 
f (x) , et si l'on connaissait i on en conclurait la valeur de j. Or nous 
démontrerons que I'on peut toiijours assigner un certain intervalle A 

pour lequel l'indice correspondant à ilne Sonctionf (r)x est nul. Doiic 
à partir dc cette fonction jinsqia'à la fonction priilcipale f x, or1 déter- 
minera les indices des autres foiictions pour ce même intervalle, 
et I'on connaîtra ainsi combien on y doit chercher de racines de 
la proposée f x= o. 

Ile. fx désignant une fonction transcendante déterminée, et A 
une valeur donnée de la variable x, on peut toujours assigner un 
intervalle A tel qu'on soit assuré c~u'une équation dérivée quelconque 
f (+$=O ne peut%avoir aincune racine dans l'intervalle de A à A-+ A ,  
en sorte que l'indice i propre à cet intervalle est certainement zéro. 
En effet la proposéefx=o est, selon notre I-iypothèse, ilne équa- 
tion déterminée, c'est-à-dire qiie l'expression f ( z )  détermine eritiè- 
rement la valeur de la fonction f (x) pour toute valeur de la varia- 
hle x ,  soit qii'elle dorine cette valeur exactement par un iîombre 
fini d'opérations, soit c~ia'elle en donne des valeurs approchées qui 
en diffèrent aussi peii qir'oii le veut, corn me cela a lieu par exemple 
lorsque f(x) est donnée en série convergente. Si 17expressionf(x) 
ne déterminait pas la valeiir de la fonction pour toute valeur de 
la variable, il n'y aurait pas lieu de proposer de résoiidre l'écpation 

f (x) = o. II est r~écessaire qiie l'expression f (x) , quelle qu'en soit 

9. 



la nature, puisse servir à connaître si, pour une valeur qinelconqine 
A de la variable x, la valeur de la hiiction f (x) est plus grande si1 

moins grande qu'un nonibre proposé B. Ainsi l'expression f (z) 
donne la foriction f ( A j ,  ou exactement, ou par une série conver- 
gente, ou par tout autre procédé qui tiendrait liein de cette série, 
en sorte que l'on puisse rapprocher inidkliniinent les limites de la 
valeur de f (A). Il en est de même d'une îonction dérivée de f (x) 
d.'iin ordre quelconque : car la fonction pdpincipale étant entièrerilent 
déterminée, la fluxion d'un ordre quelconqiie est aussi déterminée. 
Cela étant, il s'ensiiit rigoureilsemerit qu'en désignalit par A iine 
valeur quelconque et donnée de la variable x ,  on peut toujours 
assigner un intervalle A tel que pour irne dérivée d'un ordre quel- 
conqile f (') x, l'éy (ration f @)x = O rie petit avoir auciille racine dans 
l'intervalle de A à A + A ,  c'est-à-dire que toutes les valetirs de f (')x 
dans cet intervalle ont inn niêine signe. En effet quelle que soit l'ex- 
pression de f ($), par exemple si cette fonction est doririée en urie 
série, la convergerice de la série suppose une condition d'inégalité, 
qui par consécjuent subsiste dans toute l'ktendue d'un certain in- 
tervalle. Ori conriah tans cet intervalle deux fonctioi~s différentes 
qui servent de limites à la valeur d e p ) x ,  et l'on peut déterminer 
l'accroisseii~eilt il en sorte que l'une et l'autre litnites donnent pour 
f @) x, dans l'intervalle A -4- A ,  des résultats qui ont un meme signc. 
On en conclut qu'on ne doit clîerclier aucune racine de l'équatioai 

f (''z = O entre A et A + A : c'est un intervalle pour lequel l'indice i 
est certainement nul. 

On détermirie ensuite, conformément à la proposition Ire, la ka- 
leur de l'indice qui, pour ce même intervalle, répond à l'éyuatiori 
principale. Ori parvient ainsi, quoique la fonction proposée f (x) rne 
soit point algébrique, à connaître combien on doit chercher de  
racines de l'équation f (x) : ) O  dans l'intervalle dont il s'agit, et il 
n'y a aucun des intervalles suivaiits auxyilels le même procédé ne 
s'applique. On connaîtra donc les intervalles où les racines doivent 
être chercliées, et 170n déterminera par les règles expliqinécs dans 
les premiers livres la nature et les limites c1c.s racines. 

Noins avons rapporté dans ce cinquième livre divers exeinples 
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propres à éclairer cette application des principes de l'analyse al- 
gébrique. Elle est foridée sur la irotion générale des variations et 
cies permanences de signe: ce serait retrancher une partie consi- 
dérable de l'art analytique que de ne point introduire cette notion 
dans la tl-iéorie des kquations transcendantes. 

( I  6) 1IIe. Une fonction transcendante ou algébriclue px étant pro- 
posée, si l'on fait II'énunîératioii de toutes les valeurs réelles ou 
imaginaires de x , savoir cc, G , y ,  8 ,  etc. q u i  reiiderit nulle la fonc- 

tion px, et si l'on dGsigne par f (x) le produit ( r  -a), ( r  --6)) , 
( r  -5)'  . . . . de tous les facteurs simples qui correspondent aiix 

racines de l'équation y x = O ,  ce prodilit pourra ciif'ferer de la fonc- 
tion yx, en sorte que cette fonction, au lieu d'etre éqinivalerite à 
fx, sera le produit d'un premier fkcteilrfix) par iin second F(x). 
Cela pourra arriver si le second facteur F (3) ne cesse point d'être 
une grandeur finie, quelclue valeur rkelle ou imaginaire que l'on 
donne à x, ou si ce second facteur F (x) ne devient nul que par la sub- 
stitution de valei~rs de x qui rendent infini le premier facteur f cxj. 

Et réciproquement si l'éqination F (x)= O a des racines, et si 
elles ne rendent point infini le facteur f (x), on est assilré que le 
produit de tous les facteurs du premier degré correspondant aux 
racines de yx= O éqa i~aut  à cette fonction 9 x(*). 

(*) En effet I O  s'il existait un facteur F x qui ne pht devenir nul pour aucune 
valeur réelle ou imaginaire de x ,  par exemple si F x  était une constante A et 
sifx était sin. x, toutes les racines de A.sin.x= O seraient celles de sin..z.=o, 
et le produit de tous les Rcteurs simples correspondant aux racines de Asin. x = o  
serait seulement sin.x, et non A.5in.x. Il en serait de mêmc si le fi'acteur Fx 
n'était pas une constante A. Mais s'il pouvait exister un facteur I ~ x  qui ne ces- 
serait point d'avoir une valeur finie, quelque valeur réelle ou iniaginaire que 
i'on attribuât x, toutes les racines de l'équation s in .x .Fx=o  seraient celles 
de sin.'x= O ,  puisqii'on ne pourrait rendre nul le produit sin. x.Fx qu'en ren- 
dant sin. x nul. Donc le produit cle toiis les facteurs correspondants aux racines 

CIC < P X = O  serait s in .x,  et non sin.x.F*x. On voit donc que dans ce second 
cas il serait possible que le produit de tous les facteurs siinples ne donnât pas yx.  
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IVe. Étant proposée une équation algkbrique ou transcendante 

cp x = o  formée d'un nombre fini ou infini de facteurs réels oin ima- 
ginaires 

on trouve le nombre des racines imaginaires, les limites des racines 
réelles, les valeurs de ces racines, par la méthode de résolution 
qui a été exposée dans les premiers livres, et qui sera la même soit 
que la différentiation répétée réduise cq x à une valeur constante, 
soit que la différentiatiori puisse être indéfiiiiment continiiée. L'éqiia- 
tion cqx=o a précisément autant de racines imaginaires qu'il y a 
de valeurs réelles de x qui, substituées dans irne fonction clérivke 
intermédiaire d'un ordre quelconque, rendent cette fonction nulle, 
et donnent deux résultats de même signe pour la fonction dérivée 
qui la précède et pour celle qui la suit. Par conséquent si l'on par- 
vient à prouver qu'il n'v a aucune valeur réelle de x qui, en faisant 
évanouir une fonction dérivée intermédiaire, donne le même signe à 
celle qui la précède, et à celle qui la sinit, on est assuré que la pro- 
posée ne peut avoir aucune racine imaginaire. Par exemple en exa- 
minant l'origine de l'équation transcendante 

a" Si l'équatioii F x = o  a des racines, ou réelles ouimaginaires, ce qui exclut 
le cas où F x  serait iine constante A ,  ou serait un facteur dont la valeur est 
toujours finie, et si les racines de Fx= O renderitfx infini, le produit Jx.Fx 
devient z ,  et peut avoir une valeur très-différente de cpx. Mais si les racines de 
. x =  O donnent pourfx une valeur finie, le produit fx. F x deviendrait nul 
lorsque F x = o  : donc l'énumération corriplète des racines de l'équation cp x = o  , 
oufx.Fx=o, comprendrait les racines de Fx ;.=o. Or nous avons représenté 
par fx le produit de tous les facteurs simples qui répondent aux racines de 
apx=o : il serait donc contraire à i'hypothèse d'admettre qu'il y a un  autre 
facteur Fx, tel que les racines de FXZO sont aussi des facteurs de cq x =o. Cela 
supposerait que l'on n'a pas fait ilne ériiimération complète des racines de l'équa- 

tion cp x = o  , puisqu'on 3 exprimé seulement par f x le produit des facteurs sim- 
ples qui correspondent aux racines de cette équation. 



(1 )  
x x ' x x4 o = r - - +  -- 
1 ( 1 . 2 ) '  ( 1 . ~ . 3 ) ~ + ( 1 . n . 3 . q ) ~  - etc. , 

nous avons prouvé qu'elle est formé du produit d'un nombre infini 
de facteurs ; et en corisidéran t une certaine relation réciirreri te qui 
siihsiste entre les coefficients des fonctions dérivées des divers 
ordres, on reconnaît qu'il est impossible qil'une valeur réelle de x, 
substituée dans trois fonctions dérivées consécutives, réduise la " 

fonction intermédiaire à zéro, et donne deux résultats de même 
signe pour la fonction précédente et pour la fonction suivante. 
On en conclut avec certitude que l'équation (1) ne peut point avoir 
de racines imaginaires. 

La règle que nous avons donnée dans le premier livre pour re- 
connaître facilement si les deux raciries qire l'on doit chercher 
dans im intervalle donné sont réelles, ou si elles manquent dans cet 
intervalle, s'applique directement à toute équation algébrique ou 
transcendante ainsi formée d'un nombre fini ou infini de facteurs 
réels ou imaginaires, 11 en est de même des théorèn~es que nous 
avons donnés dans les premiers livres pour régler l'approximation 
linéaire, en déterminant deux limites l'une toujoi~rs plus grande et 
l'autre toujours moindre que la racine. La mesure de la convergence 
est du même ordre que si l'équation était algébrique. Ainsi le nombre 
des chiffres exacts que l'on détermine à cllaque opération croît sui- 
vant la même loi, quelle que soit la nature de la foiiction algébrique 
011 trariscendante : le caractère de l'approximation linéairr: n'est 
point propre aux seules fonctions algébriques; il est déterminé par 
le mode des substitutions successives, et corivient à toutes les 
fonctions. 

On vient d'énoncer dans cette analyse drx cinquième livre les pro- 
positions qui servent à généraliser la méthode de résolution des 
équations déteriîiinées. Si l'or1 bornait cette méthode aux fonctions 
algébriques, on ne s'el1 formerait qu'une idée très-incomplète. 11 est 
évident qu'elle convient à tous les gerires de fonctions. Les dirers 
exemples ailxquels nous avoris appliqué ces principes rendent cette 
conclusion encore plus manifeste. 



( I  7 )  IJ'oLjet du sixième livre est de démontrer les rapports des 
séries récurrentes avec la théorie des éyiiations. Ces rapports sont 
beaucoup plus étendus qu'on ne l'a pensé jusqu'ici. Nous avons 
reçoriiiir cjri'ils comprennent toutes les racines, soit réelles, soit ima- 
ginaires, et que l'on peut en gériéral déterminer par cette méthode 
tous les coefficients de tous les Sxteurs d'un degré quelconque. Ori 
pourrait trouver dans les ouvrages de Newton la première vue qui 
a conduit à cet usage des séries récurrentes, mais Daniel Bernoulli 
doit être considéré comme le principal inventeur. 

Nous rappelleroiîs d'abord la propriété qui sert de fondement à 
cette niéthode. Dans les séries qui ont été nommées récurrentes 
chaque terme est dérivé de ceux qui le précèdent, au moyen d'une 
relatiori constante et très-simple. En général pour former un terme 
d'une série récurrente, on désigne un certain nonîbre de termes 
qui le préctxlent immédiatement; ori multiplie ces termes respec- 
tivement par des nombres constarits , positifs ou négatifs; on ajoute 
les produits, et la soniine est le terme cherché. La série est de l'ordre 
m lorsque, pour hriner i ~ n  terme, on prend les rn termes qui le 
précèdent inamédiatenient, On a appelé échelle de relation la suite 
des rn nombres constants. Polir former une série de cet ordre, il 
suffit de connaître les m premiers termes de la série, et I'éclielle 
de relation. II est évident que l'on en peut déduire tous les ternies 
qui suivent, et prolonger la série indéfiniment. Ces définitions étant 
posées, voici en quoi conisiste la règle de Daniel Bernoulli. 

Soit proposée iine équation algébrique 

dans laquelle les coefficients a ,  b, c .  . . . . g ,  h sont des nombres 
connus. On écrira un nombre m de valeurs numériques prises à vo- 
lonté pour les rn premiers termes d'urie série récurrente; par exemple 
on peut supposer que ces premiers termes sont tous égaux à l'iinitk. 
(911 prendra pour l'échelle de relatiori les coefficients a, b, c .  . .ç, A, 
cle l'équation, et l'on prolongera indéfiniment la skrie , en calculant 
cl-iaqire nouveau terme au moyen des rn termes qui le prkcèdciit 



EXPOSÉ SYNOPTIQUE. 69 

immédiatement. On formera donc ainsi une série récurrente dont 
les premiers termes sont arbitraires, mais qui a dans tout le reste 
de la suite une relation nécessaire avec l'équation proposée. 

Cela étant, si l'on divise chaque terme de la série réc i~ren te  par 
celui qui le précède, on forme Urie suite de quotients: or l'auteur 
de la règle démontre qiie cette suite de quotients con~~erge de plus 
en plus vers une racine de l'équation. Cllaque quo tient est une valeur 
approchée de cette racine, et ces valeurs devierinent de plus en plus 
exactes. Elles ne diffèrent plus que par les derniers chiffres déci- 

. maux, et l'on parvient ainsi, par les seules opérations élémentaires 
du calci~l, à conriaitre la racine aiissi exactement qu'on peut le 

esirer. d '  ' 
Euler a expliqué en détail la règle que I'ori vient d'énoncer; c'est 

l'objet du chapitre dix-septième de l'llitrodtiction à l'Analyse infi- 
nitésimale. Celle des racines qui est airisi déterininée par-la série 
récurrente est la plus grande de toutes, c'est-à-dire celle qui con- 
tient le plus d'unités, abstraction bite du signe. 

Il faut concevoir que l'on a élevé au carré cllacune des racines, 
et que les carrés sont rarigés par ordre de grandeur : on marque- 
rait ainsi l'ordre des racines depuis la plus grande jusqu'à la plus 
petite. Si l'équation a des racines imaginaires, on détermine ericore 
l'ordre suivant lequel les racines doiverit être rangées. Pour cela 
on consoit que deux des racines irnagiiiaires conjuguées ont été. 
multipliées l'une par l'autre : le produit est toiljours réel, et e7est 
ce prodinit qui, étant comparé au carré de chaque racine réelle, 
marque la place que doit occuper dans l'ordre des racines le couple 
des deux racines imaginaires conji~giiées. 

La série réciirrente fait connaître la première racine, 10~syu'elle 
est réelle ; elle fait aussi connaître la plus petite racine lorsy ii'elle 
est réelle. Quant aux racines inîaginaires, si elles sont subordorinées 
à la plils graride racine, c'est-à-dire si le produit des deux conju- 
guées est moindre que le carré de la première'racine , on détermine 
par le procédé qui vient d'etre énoncé cette première racine; elle 
est ericore la liniite dont s'api~roclîe coiitiriuellen~ent la suite con- 

1. 1 O 



vergente des quotients continus. Mais si un coiiple de racines ima- 
ginaires occupe le premier rang, la série récurrente lie donne aucun 
résultat. En prenant le quotient de chaque terme par celui qui le 
précède, la suite de ces quotients continus n'est pas convergente : 
elle donne des valeurs vagues et inégales, qui ne s'approchent d'au- 
cunc limite déterminée. 

Daris les notes jointes au Traité de la Résolution des équations 
riumériques , Lagrange rappelle la règle découverte par Daniel Ber- 
noulli, et les remarques d'Euler concernant l'exception des ra- 
cines imaginaires. L'auteur de ce Traité ajoute que l'on pourrait 
déterminer par le même procédé une racine quelconque, comme 
l'inventeur l'a proposé, si l'on connaissait d'avance les limites qui 
séparent cette racine de toutes les autres, et il montre que la marche 
de l'opération est analogue à celle de la règle d'approxiination de 
Newton. Mais comme cette application exigerait que l'on eût une 
inethode certaine pour déterminer les limites des racines, il consi- 
dère avec raison cet usage des séries récurrentes comilie trés-im- 
parfait, soit parce que la règle est en défaut dans le cas des racines 
imaginaires, soit parce qu'il est nécessaire de déterminer d'avance 
les limites de chaque racine. 

(18) Les détails que je viens d'exposer font connaître d'une ma- 
nière positive la nature de la question que l'on avait à traiter, et 
son état actuel. L'extrême simplicité de cette méthode, et l'utilité 
de ses applicatior~s qu'Euler a mise dans tout son jour, m'ont porté 
à rechercher avec, soin si elle peut s'étendre à toutes les racines, soit 
réelles, soit imaginaires, et quels sont les rapports les plus géné- 
raux des séries récurrentes avec la tliéorie des équations. Voici les 
questions que cette aiialyse présentait, et que j'ai toutes résolues. 

Premièrement : quelle est la niesure exacte de la convergence de 
l'approximation ? 

Secondement: peut-on employer un procédé analogue pour dé- 
couvrir la seconde racine, la troisième, et en général toutes les 
racines réelles de la proposée, saris recourir à aucune autre méthode 
pour déterminer les limites de ces racines ? 
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Troisièmement : lorsque les racines cherchées sont imaginaires, 

ce mênie emploi des séries récurrentes peut-il encore avoir lieu, et 
comment en déduira-t-on les valeurs de plus en plus approchées 
de la partie réelle de chaque racine et de la partie imaginaire? 

Je vais rapporter maintenant la solution des trois questions pré- 
cédentes : cet exposé suffira pour faire connilitre clairement l'objet 
et les résultats du sixième livre. 

Lorsqin'on applique la série de Daniel Bernoulli à Urie équatiori 
dont la première racine est réelle, la suite des quotients converge 
vers la valeur de cette racine, et les erreurs finales des approxima- 
tions diminuent comme les termes d'une progression géoniétrique 
dont la racine est une fraction. Cette fraction est le rapport de la 
seconde racine à la première, comme on le reconnaît au premier 
examen. Si la première racine et la seconcle ont des signes dif'fé- 
rents, condition yin'il est toujours facile d'obtenir, les valeurs ap- 
prochées sont alternativement trop grandes et trop petites. Ainsi 
les chiffres communs à deux valeurs consécutives appartiennent 
nécessairement à la racine cherchée. Cette propriété ne se rencontre 
point dans les approxinlatio~~s newtoniennes. 

Les applications très-remarquables qu'Euler a faites de la méthode 
des séries récurrentes prouvent qu'elle est utile dans un grand 
noriibre de cas; mais la marche du calcul ne nous parait pas en gé- 
néral assez rapide. Ce n'est donc point soi~s ce rapport que nous 
considérons ici les propriétés des séries récurrentes. Lie caractère 
principal que nous avons eri vue, et qui distingue cette méthode de 
toutes les autres, est qu'elle n'exige aucune connaissance antérieure, 
et il résulte tHe nos recherches que le même procédé détermine les 
parties, soit réelles, soit imaginaires de toutes les racines. Cette con- 
séquence parait en quelque sorte indiquée dans l'ouvrage de Daniel 
Bernoulli, et surtout dans celui d'Euler, mais elle exigeait la solu- 
tion complète de la seconde et de la troisième question. Voici en 
quoi consiste cette solution. 

Concevons que l'on ait formé la série récurrente primitive qui 
dérive immédiatement cles coefficients de la proposée, et de pre- 

1 O .  



miers termes pris à volonté. Désignons par s , t ,  u, v, x, etc. les 
racines de l'équation rangées par ordre de grandeur. Soient A ,  B , 
C, D , E ,etc. les ternies de la série récurrente. Si la racine qui occupe 
le preniier rang est réelle, on en approclmera de plus en plus, et in- 
définiment, en divisant chaque terme par celui qui le précède : c'est 
en cela que consiste la règle déja connue ; niais ori lie trouve ainsi 
que la première racine. Pour déterminer les racines suivantes on 
prendra quatre ternies consécutifs A ,  B ,  C ,  D ; on formera le pro- 
duit A D  des deux ternies extrêmes, on en retranchera le produit 
B C des deux termes moyens ; on écrira le reste A ID -B C ail-des- 
soils de la première série, et l'on opérera de la rnênie manière poilr 
quatre autres termes consécutifs B ,  C , D, E ; C , D , E , F ; ainsi de 
suite. On aura donc i l r i  seconde suite a ,  6 ,  y ,  8 ,  8 , .  . . déride de la 
première. Or nous déniontrons I O  que la seconde série est récur- 

6 6 rente; 2' que le quotient,continu ;, $, -, . . . etc. a pour limite la 
Y 

somme s + t des deux premières racines de la proposée : et comme 
la première est connue par une opération précédente, ori eorinaît 
aussi la valeur t de la seconde raci,ne. 

Si au lieu de choisir quatre termes coiîsécutifS de la première 
série, on prend seulelnent trois termes corisécutifs A ,  B , C ; si du 
produit A C des extremes oii retranche le carrd Ba du terme moyen, 
en écrivant tous les restes au-dessous de la série primitive : on for- 
mera uaie seconde série, et l'on démontre I"  que cette seconde série 
est rilcili-rente; a0 que la suite des yinotients continus qiie donne cette 
série est convergente, et a poiir limite le produit s t  des deux pre- 
mières racines de la proposée. 

On déterminerait pareillement les trois preriiièreç racines s , t ,  u 
de l'équation. Pour cela on formerait la série primitive, et l'on en 

déduirait par les règles que nous avons énoncées trois autres séries 
récurren tes. La première ferait connaître, par la ""te convergente 
de ses cli~otients, la somme s t t + u  des trais premières racines; la 
seconde déterminerait la somine s t  t s u + t u  des prodilits deux à 
deux ; la troisième série déterminerait le produit s tu .  

11 en est de même de toiltes les racines de .l'équation proposée : 



on les déterminerait par ordre, en quelque nombre qu'elles fussent. 
En général, pour déterminer par ordre toutes les racines, on forme 
en premier lieu la suite des quotients continus dont la limite est 
la valeur de s. On déduit ensuite de la première série récurrente 
celles qui sont propres à faire connaître la somme s  t t ,  puis la 
somme s  + t + u ,  puis la somme des quatre premières racines ; 
ainsi de suite. 

J1 nous reste i?i énoncer la solution de la troisième question con- 
cernant les racines imaginaires. On peut former d'après ce qui vient 
d'être dit : 

10 la série récurrerite &où l'on déduit les valeurs approchées de 
la première racine s; 

20 une seconde suite de quotients qui donne la valeur du pro- 
duit s t ;  

30 une troisième suite qui donne la valeur di1 produit s  t u des 
trois premières racines ; ainsi de suite. 

Cela posé, si la première racine est imaginaire, c'est-à-dire si le 
produit des deux imaginaires conjuguées surpasse le carré de chaque 
racine réelle, la première série ne donnera aucun résultat; la suite 
des quotients continus sera divergente et vague, comme Euler la 
remarqué. Or nous démontrons que, dans ce même cas, la seconde 
suite de quotients est convergente, et que la limite de ces quotients 
continus est le produit réel s t  des deux racines imaginaires. 

Si la troisième racine u est réelle, la troisième suite de quotients 
est convergente. 

Le contraire aurait lieu si la troisième: racine était imaginaire; 
mais dans ce cas la quatrième rinite de quotients, qui répond à 
s t u  v, est nécessairement convergente. 

Les mêmes conséquences s'appliquent aux s&ries que l'on f'or~nerait 
d'après les règles précédentes pour déterminer les sommes .s -t t ,  

s + t -+ u,  etc. En général toutes les fois qil'ora applique ces règles 
au calcul desquantités si~ccessives s ,  s t ,  s t u ,  etc., ou s  + t ,  s  + t +u, 
etc. , il ne peut pas arriver deux fois de suite que la suite des quo- 
tients soit divergente. Deux suites consécutives peuvent donner 



toutes les deux des résultats convergents, niais elles ne peuvent pas 
toutes les deux être divergentes : il y en a nécessairement une des; 
deux pour laquelle la suite des quotients a une limite fixe, qui est 
la valeur cherchée. 

Il résulte de ces théorèines que, pour connaître dans tous les cas 
les racines de la proposée, il suffit de former les séries qui se rap- 
portent aux produits successif5 des racines, et celles qui se rappor- 
tent aux sommes successives des racines. On aura ainsi les valeurs 
de plus en plus approchées de toutes les racines réelles, et,  ce qui 
est remarqinable, on connaîtra pour chaque racine imaginaire la 
partie réelle de cette racine et le coefficieiit de l'imaginaire. Voilà 
l'usage le plils étendu que 1'011 puisse faire de la méthode de séries 
récurrentes. Ces séries ont donc en effet des propriétés très-géné- 
rales, relatives à la théorie des équations, et c'est l'étude de ces 
rapports qui est le: véritable objet de notre sixième livre. 

(1 !)) Qri sait depuis long-temps qu'une fonction algébrique in- 
variable de toutes les racines d'une équation, c'est-à-dire urie expres- 
sion dans laquelle elles entrent toutes de la même manière, est 
donnée par une équation du premier degré au moyen des coeffi- 
cients de l'équation. Cette proposition remarquable a sa première 
origine dans les théorèmes de Franqois Viete, l'un des premiers 
fondateurs de l'analyse des équations. Albert Girard a déduit des 
théorèmes de Viete I'expressiori de la soinme des puissances entières 
des racines. On trouve ensuite ces iormi~les dans les ouvrages de 
Newton. Les nouveaux théorèmes que l'on vient d'énoncer font con- 
naître que les fonctions qui ne contiennent qu'un certain nombre 
de racines ont des propriétés d'un ordre différent, mais qui ne sont 
pas moins générales. Ainsi, dans une équation d'un degré plus élevé 
que le troisième, ]la somme de trois racines n'est point donnée par 
une équation di1 premier degré, mais par une limite dont on ap- 
 roche de plils eri plus. Cette limite est le quotient continu de deux 
ternies consécutifs d'une série qu'il est très-facile de former. Tl n'y 
a aucun facteur provenant d'un nombre quelconque des facteurs 
simples de l'équation proposée rangés par ordre, dont on ne puisse 
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déterminer ainsi tous les coefficients. L'examen de ces propriétés 
générales nous fait mieux connaître la nature des nombres irration- 
nels exprimés par les racines des équations algébriques. Ces racines 
sont les limites de certaines suites, qui dérivent selon une loi très- 
simple des coefficients de la proposée. Ce procédé, fondé sur l'usage 
des séries récurrentes, est principalement remarquable parce qu'il 
tient lieu de toute autre méthode pour la distinction des racines 
et de leurs limites, et parce qu'il s'applique à la recherche des coef- 
ficien ts des racines imaginaires. Au reste nous ne pensons point que 
l'on parvierine assez promptement par cette voie à la connaissance 
des racines. Les exemples cités par Euler sont ingénieusement choi- 
sis, mais ce mode d'approximation exige en général trop de calcul. 
Nous ne considérons donc cette question que sous les rapports théo- 
riques. Les propriétés que nous venons d'énoncer sont incompa- 
rablement plus générales que celles qui ont ét6 connues des inven- 
teurs, et des auteurs qui ont traité depuis la même question : elles 
intéressent surtout la théorie. Nous avons eu pour but dans cette 
recherche de compléter un des principaux élhments de l'analyse 
algébrique. 

(20) Dans le septième et dernier livre, on expose les principes 
de l'analyse des inégalités. Cette partie de notre ouvrage concerne 
iin nouveau genre de questions qui offrent des applications variées 
à la géométrie, à l'analyse algébrique, à la mécanique et à la théorie 
des probabilités. Nous allons indiqiiw le caractère principal de ces 
recherches, et nous citerons quelques exemples propres à en faire 
connaître l'objet. 

Une question est en général déterminée lorsque le ~iornbre des 
équations qui expriment toutes les conditions proposées est égal aii 
nombre des inconnues. Dans la théorie dont il s'agit les conditions 
ne sont pas exprimées par des équations; c'est-à-dire qu'au lieu 
d'égaler à une constante ou à zéro une certaine fonction des incon- 
nues, on indique au moyen des signes > oii < que cette fonction 
est plus grande ou moindre que la constante. C'est ce qui constitue 
une inégalité. 
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On suppose, par exemple, que quatre indéterminées doivent être 

assujéties a un certain nombre d'inégalités du premier degré, et qu'il 
faut trouver toutes les valeurs possibles de ces inconnues. Le nombre 
des inégalités pourrait être moindre que celui des inconnues, ou 
lui être égal, et mêrne il peut être beaucornp plus grand : il est; 
en général, indéfirii. Il s'agit de trouver les valeurs des quatre in- 
connues, qui étant substitilées siniultanément, satisfont à toutes 
les conditions proposées, soit que ces conditions consistent seule- 
nient dans certaines inégalités, soit quelles con1 prennent aussi des 
équations. Une question de cette espèce admet une infinité de so- 
liitions ; elle est iridéteriiiiriée : il faut donner une règle générale qui 
serve à trouver facilement toutes les $oliitions possibles. 11 est évi- 
dent que des problèmes de ce genre doivent se présenter fiéquem- 
ment dans les applications des théories mathématiques. 

Dans plusieurs cas on peut arriver à la solution par des remar- 
ques particulières propres à la question que 1'011 veut résoudre : 
mais si le nombre des conditioiis est assez grand, et si elles se rap- 
portent à trois oii à plus de trois variables, la suite des raisonne- 
ments devient si composée qu'il serait presque toujours impossible 
à l'esprit le plus exercé de la saisir tout entière. Il faudrait d'ail- 
leurs recourir à des considérations différentes, selon la nature de 
la question, comme cela arrive a l'égard de plusieurs problèmes 
simples que l'on résoud sans le secours de l'analyse. Il était donc 
nécessaire de ramener à un procédé général et uniforme le calcul 
des conditions d'inégalité. On supplée ainsi, par une combinaison 
régulière et constante des sigries, aux raisonnements les plus difficiles 
et les plus étendus, ce qui est le propre des méthodes algébriques. 
Nous citerons en premier lieu un exemple très-siniple de ce genre 
de questions. 

On suppose qi1'ui.i plan triangulaire horizontal est porté par trois 
appuis verticaux placés aux soinmets des angles. La force de cl-iaqiie 
appui est donnée et exprimée par I , c'est-à-dire que si l'on placait 
sur cet appui un poids moindre quel'unité, ce poids serait supporté, 
mais que l'appui serait aussitôt rompu, si le poids siirpassait l'unité. 
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On  propose de placer un poids donné, par exemple 2 , sur la table 
triangul;iire, en sorte qu'ailcnn des trois appuis ne soit rompu. T,a 
question serait déterminée si le poids donné était 3;  elle n'a point 
de solution possible si ce poids siirpasse 33; elle est indéternriinée 
s'il est moindre que 3. Désignant par deux inconnues les coordon- 
nées dii point où l'on doit placer le poids proposé, par trois autres 
inconnues les pressions exercées sur les appuis ; et supposant, pour 
simplifier le calcul, que le triangle est isocèle rectangle, on voit 
que la question renferme cinq qiiantités iricorinues. et une qui est 
conriue, savoir le poids proposé. Or les principes de la statique 
donnent imniédiatement trois équations, et l'on y joindra pour 
chaque sommet deux inégalités, qui expriment que la pression est 
positive et moindre que r , ou plutôt ne peut pas surpasser I .  11 est 
évident que toutes les conditions de la question seront alors expri- 
mées : il ne s'agit plus que d'appliquer les règles générales du calcul 
des inégalités linéaires ; on en déduira toutes Iles valeurs possibles 
des coordonnées inconnues, et l'on déterniinera ainsi tous les points 
du triangle oii le poids dohné peut être placé. 

, 

Si l'on forme cette solution, on trouve que: les points dont i l  
s'agit se rkiinissent daris l'intérieiir de la table, et composent ilri  

hexagone lorsque le poids donné est cornpris entre I et 2. Cette 
figure devient le triangle lui-même si le poids esi; nioindre que 
l'unité ; elle est un triangle pliis petit si le poids est compris entre 
a et 3 ; elle se réduit à un seul point si le poids est égal à 3; enfin 
lorsqu'il surpasse 3 la figure n'existe pliis, parce que les lignes 
qui doivent la former cessent de se rencontrer. 

Voici la constructiori qui sert à tracer ces lignes. Désignant par I 

le côté du triangle isocèle-rectangle, on divise l'innitd par le poids 
donné qu'il s'agit de placer, et l'on porte la longueilr mesirr6e par 
le quotient I O  sur chaque côté de 17arigle droit, à partir di1 sommet 
de cet angle, ce qui donne deux points I et 2 ;  a0 sur un des c6tés 
de l'angle droit, à partir du sommet de l'angle aigu, ce: qui donne 
iin troisième point 3 ; 30 sur l'autre côté de l'angle droit, à partir 
du sornrnet de l'angle aigu, ce qui donne un quatrième point 4. 

1. I I  
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On élève par le point r inne ligne perpendiculaire sur le côté où 
se trouve ce point, et par le poirit 2 une seconde ligne perpendi- 
culaire sinr l'autre côté; enfin on mène une troisième ligne droite 
par les points 3 et 4. @es trois lignes ainsi tracées terminerit sur la 
surface du triangle l'espace ou le poids doiiné peut être placé sans 
qu'aucun des appuis soit rompu. 

Il serait facile de résoudre sans càlcul une question aussi simple; 
mais si le nombre des appuis est plus grand que trois, si leur force 
est inkgale, si la table horizontale porte déja en certains poirits 
des masses donilées, oii si l'on doit y placer non un seul poids , 
mais plusieurs, on ne peut se dispenser de recourir au calcul des 
inégalités. L'avantage de ce calcul consiste en ce qu'il suffit dans 
tous les cas d'exprimer les conditions de la question, ce qui est 
fjcile, et de combiner ensuite ces expressions au moyeii de rkgles 
générales qui sont toujours les mêmes. On forme ainsi la solution, 
à laquelle on n'aurait pu parvenir que par une sinite de raisonne- 
ments très-compliqués. 

Les questions de ce genre sont toutes indéterminées, parce qu'elIes 
admettent une infinite de solutions; mais elles diffèrent entre elles 
quant à l'étendue. Dans les unes, les conditions exigées restreignent 
beaucoup cette étendue ; pour d'autres , l'énumération de toutes 
les solutions possibles est moiurs lirrritée. Il est nécessaire ; dans 
certaines recherches, de considérer les questions sous ce rapport. 

Un exanien attentif prouve qine l'étendue propre à chaque ques- 
tionest une qinantitéque l'on peut toujours évaluer en nombres : c'est 
en cela que la théorie dont oui expose les principes se lie à celle 
des probabilités, et il y a en effet divers problèmes dépendants de 
eette dernière science qui se résolvent par le calcul des inégalités. 
Or on ne peut niesurer l'étendue ou capacité d'une question 
sans comprendre dans 17énuinération toutes les solutions possibles, 
en sorte qu'on doit ici faire usage du calciil intégral et en effet 
le nombre qui mesure l'étendue d'irile question quelconque est 
toujours exprimé par unc intégrale définie iriultiple , doiit les limites 
sont données. T l  est toujours possihle et très-facile d'effectiier ces 



F,XPOSÉ SYNOPTIQUE. 

intégrations successives, quel qu'en soit le nombre; et si l'on écrit 
les limites des intégrales en se servant de la notation que j'ai pro- 
posée dans la Théorie analytique de la chaleur, la quantité que 
l'on veut déterminer est exprimée sous la forme la plus générale 
et la plus simple. 

I l  est évident que le$ conditions proposées pourraient être telles 
que la question n'admît aucune solution possible. Dans ce cas le 
calcul développe l'opposition réciproque des conditions, et montre 
l'impossibilité d'y satisfaire. Ainsi la méthode a pour objet de re- 
connaître si la question peut être résolue; de trouver dans ce cas 
toutes les soliations qu'elle admet; enfin de mesurer par un nombre 
l'étendue propre à la question. 

Il arrive souver~t aussi, dans ce genre de recherches, que l'objet 
principal est de trouver les limites des soluéio~~s : alors la ques- 
tion n'est pas indéterminée; et il en est de même de celle qui con- 
siste à en mesurer l'étendue: niais ces questions dépendent de la 
même analyse. 

Nous avons rapporté iin premier exemple cl'une c~!lestion de 
statique que l'on résoixd par le calcul des inégalités. Voici une 
seconde question du même genre, mais qui differe de la première 
en ce que la quantité inconnue est une limite, et par conséquent 
a uile seule valeur. 

On suppose qu'une surFace plane et horizontale, de figure carrée, 
est portée sinr quatre appuis verticaux, placés aux sommets des 
angles; chacun des appuis peut supporter irn poids moindre que 
l'unité, mais il romprait aussitôt s'il était chargé d'un poids plus 
grand que cette unité. On marque un point quelconque sur la table 
horizontale, et l'on demande quel est le plus grand poids que l'or1 
puisse placer en ce point donné saris qu'aucun des appuis soit 
rompu. Ce plus grand poids, ou la force de la table en ce lieu, 
dépend évidemrner~t de la position du point. Concevons qu'on y 
élève une ordonnée verticale pour représenter le plus grand poids 
qui répond à ce lieu, et qui détermine ce plus grand poids pour 
chaque point de la table horizontale; il s'agit de tracer la sur- 

1 I .  



face courbe qui passe par toutes les extrennités supérieures des 
ordonnées, 

Cette recherche appartient à la tliborie a~ialytique de l'6lasticité : 
il faudrait coiisidérer les appuis conirne compressibles, et exprimer 
aussi par le calcul les ckiangernents qiie subit le plan élastique dans 
toutes ses parties. Cette qarestion, quelque composée qu'elle paraisse, 
peut être résolue aujourd'hui; car les méthodes qui servent à ïnté- 
grer les équations différentielles propres à la Théorie de la chaleur 
orit donné à l'analyse une &tendue nouvelle, qui permet de soumettre 
au  calciil les effets de l'élasticité. Mais nous considérons ici la qiies- 
tion sous Lin autre poirit de vue. On sinppose que la table élastique 
ayant reqn la figure qui convient à l'équilibre, devient parfaitenient 
rigide, ce qui ne peint point détruire l'éyuilil-jre subsistant. Il faut 
donc que les conditions riécessaircs à I'éc~iiiljbre soient satisfaites, 
soit que la table soit flexible, comme tous les corps le sont en effet, 
soit qu'oii la suppose rigide. Ce sont ces dernières conditions que 
l'on veut exprimer par l'a~ialyse des inégalités, et l'on n'a ici aucilne 
hypothèse physique à former. 

On se propose de découvrir la nature et les dimerisions de la 
surface dont les coortlonn&es expriment le plus grand poids que 
la table puisse silg)portcr en chaque lieu tlonrié. Os la solution 
déduite cie notre calcul prouve que Ba sairface dont il s'agit ri'est 
point assujettie à une loi continue : elle est forrnée de plusieurs sur- 
faces hyperboliques, diff'érenirnent si tuées. La question est résolue 
par la construction suivante. 0i1 divise le carré eri huit parties 
&gales, au nioven des deux diagonales et de deux droites trans- 
versales, dont cliaciine joint le niiliein d'un côté au milieu du côté 
opposé, Chaciiinie de ces huit parties est un triangle rectangle 
(lue l'on divise en deux segriieuts, doait l'iiri a trois hds plus de 
surface que I'aintre. Cette divisiori s'opère en rnerrarit une ligne 
droite de l'atigle droit du  triangle ài l ' t i r 1  des angles clin carré. 0 1 1  

considère comme base de clanëz~n de ces segments celiii de ses 
trois côtés qui est parallèle à un côté din carré. Polir trouver le plus 
grand poids qui puisse êrtre placé eil un poirit doil116 di1 plus grand 
segrnerit, il. faut, par ce point, mener une parallèle à la base di] 



segment, jusqir'à la rencontre de celle des deux cliagoriales dont le 
point cst le plus éloigri6, et mesurer sur cette parallèle la longueur 
interceptée entre le point de rencontre et le point donné. L'unité, 
divisée par cette longueur interceptée, est la valeur cherchée du plus 
grand poids. 

Si ce point donné est situé dans le petit segrneiit, il faut, par ce 
point, mener une parallèle à la bas6 du segment, jusqu'à la ren- 
contre de celui des côtés du carré dont le point donné est le plus 
distant, et mesurer la partie dc cette parallèle qui est interceptée 
entre le point de rencontre et le point donné. L'unité, divisée par 
la moitié de la longilei~r interceptée, exprime la valeur cherchée 
du plus grand poids. En appliquant l'une ou l'autre règle à cllacun 
des seize compartiniei~ts du carré, on connaîtra le plus grand 
poids qui puisse être placé eri cliacpe point de la table rectan- 
gulaire. 

On voit que la valeur de 170rdorin6e verticale qui mesure le plus 
grand poids n'est pas assujettie à une loi continue. Cette loi change 
tout-à-coup lorsqil'ori passe du grand segrnerit aia petit segment. Tl 
serait facile de trouver cette solution sans calcul , et nous l'skions 
remarquée depuis long-temps. Mais si la figure du plan est diffé- 
rente ; si le nonibre des appuis est plus gr:incf que quatre ; si la table 
supporte clléja eil certains poiiits des masses cloriii4es; il est néces- 
saire de recourir'aux règles qui servent à la corribinaison cles in- 
égalités. 

(21) Parnii les applications que nous avoris rapportees dans ce 
septième livre, les unes ont,  conniine les deux precécientes , pour 
principal objet de faire connaître la nature de ce nouveau gerire 
de problèmes , et la forme générale du calc-cil. D'a il tres concernent 
des questions plus gériérales, dont la solution est iiécessaire au 
progrès des théories analytiques. L'une se rapporte à l'usage 
des écluations de coiidition, si important pour la formation cles 
tables astronomiques. Il s'agit de trouver les valeurs cles inconnues 
telles que la plri; grande erreur, abstraction faite du signe, soit 
la moindre possible; ou telles cjue l'erreur moyenne, c'est-à-dirc 
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la somme des erreurs, abstraction faite du signe, divisée par leur 
iionîbre, soit 1a moindre possible. 

Une seconde application est celle que nous avons donnée dails 
le quatrième livre; elle a pour objet de former les termes successifs 
de la valeur de chacune des inconriues qui doivent satisfaire à des 
équations littérales dorinées. Nous avons fait voir que la résolution 
de ces équations dépend de l'analyse des inégalités linéaires. " 

Quel que soit le nombre des inconnues, il suffit d'exprimer les 
conditions propres à la question, et d'appliquer aux inégalités écrites 
les règles gsnérales de ce calcul. On supplée ainsi par un procédé 
algorithmihue à des raisonnements très-composés , qu'il faudrait 
changer selon la nature de la question, et qu'il serait pour ainsi 
dire impossible de former, si le nombre des inconnues surpassait 
trois. Toiltefois on ne peut pas toujours éviter que le nombre 
des opérations ne devienne très-grand , mais on réduit beaucoup 
ce nombrc, en considérant les propriétés des fonctions extrêmes. 
Nous appelons ainsi celles qui deviennent ou plus grandes ou plus 
petites que toutes les autres. 

Nous indiquerons maintenant le principe de la solution d'une 
des cluestions les pliis remarquables, cellequi se rapporte aux erreurs 
des observatioris. 

Ori coiisidère des fonctions linéaires de plusieilrs inconnues 
x, y, z, etc. Les coefficieiits numériques qui entrent dans les foiiar 
tions soiit des quantités données. Si le nombre des fonctions n'était 
pas plus grand que celui des inconnues, on pourrait trouver pour 
.x, y, z, etc. un système de valeurs numériques tel que la substitu- 
tion simultanée de ces valeurs dans les fonctions donnerait pour 
chacune inn rGsultat nul. Mais on ne peut pas en général satisfaire 
à cette condition lorsque le nombre des fonctions surpasse celui 
des inconnues. Sinpposons maintenant que l'on attribue à x,y, z ,  etc. 
des valeurs numériqiles X ,  Y, Z ,  etc., et qu'en les substituant dans 
une fonction, on calcule la valeur positive ou négative du résultat 
de la substitution. On considère comme une erreur, ou écart; Ic 
résiiltat positif ou négatif qini diffère de zéro; et ,  faisant abstrac- 



tion di1 signe, on prend pour mesure de l'erreur le nombre d'innités 
positives ou négatives que le rhsultat exprime. 

Cela posé, il faut donner à x, y, z ,  etc. des valeurs X , Y, Z, etc. 
telles que le plus grand écart, provenant de la substitution daris 
les diverses fonctioris proposées, soit moindre que le plus grand 
écart que l'on trouverait en substituant dans les fonctions tout aiitre 
système de valeurs difl'érent de celui-ci, X , Y, Z ,  etc. On pourrait 
aussi chercher un système X ,  Y ,  Z,  etc. de valeurs sirrirnltanées de 
x, y, z, etc. tel que la somme des erreurs, abstraction faite  di^ 
signe, soit moindre que la somme des erreurs provenant de la 
substitution de tout système différent de X ,  Y, Z, etc. 

La coristruction suivante représente clairement la méthode qui 
doit être suivie pour trouver saris caleinl inutile les quantités X , 
Y ,  Z ,  etc. qui donnent ail plus grand écart sa moindre valeur. 
Cette construction, que nous avons donnée depuis long-temps, est 
le point capital de la cpestion : elle en résoimd seule toutes les dif- 
ficultés. Non-seulement elle rend la solution serisible et la fixe dans 
la mémoire, mais elle sert à la découvrir; et quoiqine propre ail 
cas de deux variables x et y, elle suffit pour faire bien coniiaître 
le procédé général. On suppose d'ailleurs qine le nombre des foric- 
tions proposees est qiielconqi~e. 

z et y sont dans le plan Iiorizouital les coordonnées d'inn point. 
L'ordonnée verticale z mesure la valeur de la foriction linéaire. A 
chaque fonction correspond un plan. Ida distance z d'ut  point di] 
plan au plan horizontal est exprimée en x et y. Dans chaque fenc- 
tion linéaire on changera les signes de z et ,y, ce qui double le 
nornbre des fonctions proposées, et par conséqinerit le nombre des 
plans que l'on considère. Cela posé, on se représente qlile tous les 
plaris sont tracés, et l'on ne porte son attention que siir les par- 
ties des plans qui sont placées ail-dessus du plan horizontal. Q s  
parties supérieilres des plans clonnés sont indéfiniment prolorigées. 
11 faut principalement reniarqiner que le système de toils ces plans 
forriie un vase qui leur sert de limite ou d'enveloppe. La liçure de 
ce vase extrême est celle d'un polyèdre dont la convexité est tournée 



vers le plan horizontal. Tle point inf4rieur du vase oii polyèdre a 
po i r  ordonnées les valeurs X,  Y, Z, qui sont l'objet de la question ; 
c'est-à-(lire que Z est la moindre valeur possible du plus grand 
écart, et que X et Y sont les valeurs de x et y propres à donner 
ce minimum , abstraction faite di1 signe. 

Polir atteindre promptement le point inférieur du vase on élève 
en un point quelconque du plan horizontal, par exemple à l'ori- 
gine des x et ,y, une ordonnée verticale jusqu'à la rencontre du 
plan le plus élevé, c'est-à-dire qine parmi tous les points d'inter- 
section que l'on trouve sur cette verticale on choisit le plus distant 
du plan des x et y. Soit nz, ce point d'intersection : on connaît le 
plan siIr l eve l  il est placé. On descend sur ce même plan, et dans 
irn plan vertical, depuis le point m, jusq~x'à un point m, d'une arête 
din polyèdre; et en suivant cette arête on desceiiti de nouveau 
depuis le point m, jiisqu'à un sommet m, commun à trois 
extrêriies. A partir du point m, on continue de descendre suivant 
une seconde arête jusqu'à iin autre sommet m,; et l'on continue 
l'application dii même procédé, en suivant toujours celle des deux 
arêtes qui conduit à un sommet moins élevé. On arrive ainsi ai1 
point le plus bas du polyèdre. Or cette constri~ction représente exac- 
tement la série des opérations numériques que la règle analytique 
prescrit. Elle rend très-sensible la marche de la méthode, qui con- 
siste à passer successivement d'une fonction extrême à une autre, 
eri diminuant de plils en plins la valeur du plus grand écart. 

Le calcul des inégalités fait connaître que le même procédé con- 
vient à un nombre quelconque d'iiiconnixes, parce que les fonctions 
,extrênies ont dans tous les cas des propriétés analogues à celles 
des faces du polyèdre qui sert de limites ailx plaris inclinés. En 
général les propriétés des faces, cies arêtes, des sommets et des 
limites de tous les ordres , subsistent dans l'analyse générale, quel 
que soit le nombre des inconnues. 

(22) Iles analyses que l'on vient de rapporter présentent l'en- 
semble de nos recherches. Cette exposition était nécessaire pour 
que l'on pût se former lme idée générale de la théorie des équa- 
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tions, et porter un jugement exact des méthodes qui étaient déja 
conriues. On voit qne la notion la plus claire, et qui eût été la plus 
propre à diriger toutes les recherches, est aussi la plils simple : 
c'est celle que Viete avait proposée dès l'origine de l'analyse mo- 
derne. Il pensait que la résolution des équations algébriques doit 
dépendre d'une méthode iiniverselle , qu'il appelait exégétique, et 
qui consiste à considérer simultan6ment tous les coefficients de la 
proposeie pour en déduire par des opérations si~ccessives toutes 
les parties de chaque racine. Viete n'a point formé la rnéthode uni- 
verselle dont il proposait la recherche; il l'a seiilement eritreviie, 
et il en a indiqué le caractère par divers exemples : on rie pouvait 
point la découvrir sans connaître quelqiles éléments de l'analyse 
différentielle. IJa justesse de cette vue générale n'a point échappé à 
Newtori; il l'a mêrile confirmée en donnant ilnepremière partie de la 
méthode exégétique , celle qui fait connaître les premiers termes des 
séries. Mais il n'a point découvert le nioyen 'de recoilnaitre les ra- 
cines inlaginaires des équations nnmériqiles , et de trouver deux 
limites pour chaque racine &elle. On peint résoudre aujourd'liini 
toutes les difficultés que ces recherches présentaient, et suppléer 
aux iniperfections des premières tentatives : c'est le bint que l'on 
s'est proposé dans cet ouvrage. Il contient I'expositioi~ d'une mé- 
thode qui sert à déterminer facilement les racines de toutes les 
éqiiations. 'a 

On peut maintenant se former une idée complète de l'objet et 
des résultats de nos recherches. Les points principaux sont pre- 
inièreanent la déinonstration du théorènie général qui fait connaître 
conihien oii doit chercher de racines dans uil intervalle donné, et 
(le la proposition relative au nonihre des racines illlaginaires. 1,a 
règle de Descartes est un corollaire de ces théorèmes, et je pense 
qu'on ne peut pas les considérer SOUS un point de vile plus simple 
et plus étendu. 

20 IJa règle qui sert à reconnaître avec certitude si les deux ra- 
cines clierchées sont réelles ou si elles manquent dans l'intervalle. 

30 La résolutioii .de toutes les qiiestions rliie présente l'approxi- 



ination newtonienne. Ce procédé, l'un des plus simples et des plus 
féconds de toute l'analyse, serait i~icomplet et vague si ces ques- 
tions n'eussent été résolues. 

4" L'examen de la méthode qui suppose que l'or1 calcule d'abord 
la rrioindse valeur de la différence de deux racines. Il résulte de la 
discilssiori que ce calcul est inutile. Il faut appliquer immédiate- 
ment les procédés des fractions continues, et la nature des raciiies 
devient r-iianifeste. 

5" L'exposé des principes qui servent à résoiidre les équations 
littérales, et l'extension de cette niéthode au cas de plusielnrs in- 
connues. 

6" L'extension singulière de la inéthode des séries récurrerites. 
Nous avons prouvé que cette méthode suffit pour faire connaître 
toutes les racines, les facteurs de tous les degrés, et les coefficients 
des expressions imaginaires. Cette règle était bornée aux deux ra- 
cines extrêmes et aux racines réelles ; nous avons montré qu'elle 
donne toutes les racines réelles ou imaginaires. 

Y On voit par cette éniimération que nous n'avons ornis aucune 
des recherches qui peuvent éclairer la théorie des équations ; on a 
recherché dans chaque question les principes les plus généraux, et 
qui pouvaieiît conduire par la voie la plus b r ibe  à la connaissance 
effective des racines. On doit regarder aujourd'hui cette question 
célèbre conîme complètement résolue. Nous pensons que la science 
du calci11 conservera toiljours cet élément principal. 




