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摘要 本文中，我们提出了用混合广义Jacobi函数和Legendre多项式的谱元法求解线性和非线性弱奇

异Volterra积分方程（VIEs）。该方法结构简单且容易实现。我们分析了所提混合谱元法的存在性、唯

一性以及收敛性，获得了该方法在L2范数下的hp-型误差估计，并展示了与理论分析相吻合的数值结

果。
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1 引言

在本文中，我们考虑第二类非线性弱奇异Volterra积分方程:

y(t) = f(t) + Vy(t), t ∈ I := [0, T ], (1.1)

其中积分算子V : C(I) → C(I)定义如下：

Vy(t) :=
∫ t

0

(t− s)−µK(t, s)G(s, y(s))ds,

上式中0 < µ < 1，K ∈ C(D)，D := {(t, s) : 0 6 s 6 t 6 T}，f ∈ C(I) 以及 G 是一个连续函数。

Volterra积分方程具有记忆性质，其在物理、生物、激光以及人口增长等模型中有着广泛应用，相

关的数值研究日益受到重视，并已成为该领域的一个热点。弱奇异VIEs研究的主要困难在于：(1)积分

算子是非局部算子；(2)精确解在t = 0处具有奇性。Brunner [1]和Lubich [2]对弱奇异VIEs解的相关性质

做了详细的研究。许多研究者也相继构造了诸多弱奇异VIEs的数值方法，相关的工作主要包括分片多

项式配置方法和Runge-Kutta方法 [1, 3–5]。然而，这些方法往往比较适合局部算子，对于求解VIEs似

乎并不高效。

谱方法一般只需要相对较少的自由度就能获得精确的数值结果。近几十年来，谱方法得以迅速发

展，并广泛应用于计算流体力学、量子力学、材料科学、金融数学、生物数学等的数值模拟，参见文献
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[6–12]。谱方法能够非常有效地求解全局问题，因此非常适合数值求解带光滑核的VIEs。Li等 [13]介绍

了线性VIEs的多区域预估校正并行算法；Sheng等 [14]提出了非线性VIEs的多步谱配置方法；Wang等

[15]也提出了带消失时滞的非线性VIEs的多步谱配置方法。

为了更好地数值求解弱奇异VIEs，研究者们已经做了许多尝试来克服解的奇异性所造成的困

难。Chen等 [16,17]提出了线性弱奇异VIEs的谱配置方法；Huang等 [18]研究了弱奇异Volterra/Fredholm

型的积分方程的超几何收敛性。然而，这些方法都是使用正交多项式作为基函数。另一种求解弱奇

异VIEs的方法是使用非多项式的奇性函数（它能刻画精确解具有的奇性）作为基函数。Brunner [19]

构造了弱奇异VIEs的非多项式样条配置方法；Cao等 [20]提出了一种弱奇异VIEs的非多项式配置法。

最近，Shen等 [21]提出了弱奇异VIEs的广义Jacobi函数的谱方法。由于弱奇异VIEs的解只有在t = 0处

具有奇性，在t ̸= 0时解是光滑的。若将弱奇异VIEs的区间进行划分，显然只有第一个区间的解具有奇

性，而其他区间的解没有奇性。因此，我们只需要在第一个区间使用广义Jacobi函数作为基函数，其

他区间则使用Legendre多项式作为基函数就能达到理想的逼近效果。

本文提出了用混合广义Jacobi函数和Legendre多项式的谱元法求解弱奇异VIEs。Chen等 [22]首先

使用了广义Jacobi 函数作为基函数来求解分数阶偏微分方程。本文的主要工作和创新点如下：

• 我们将广义Jacobi函数和Legendre多项式分别作为第一个区间和剩余区间的基函数，来构造非线

性弱奇异VIEs的谱元法。广义Jacobi 函数能够与真解的奇性相匹配，从而得到一个简洁的过程

（见本文的(2.35)和(2.29)）。而已有的谱方法研究了线性弱奇异VIEs的单区域配置法，其基函数为

经典的正交多项式。

• 我们在假设精确解是非光滑的情况下，分析了所提谱元法的存在性、唯一性以及hp-型误差。而已
有的谱方法则是假设真解是充分光滑的，且数值误差都是p-型的。

我们的数值结果表明所提的方法对高振荡解问题和长时间计算问题都十分有效。

本文的结构安排如下：在第二节，我们构造了非线性弱奇异VIEs的混合谱元法。在第三节，我们

给出了一些证明收敛性要用到的引理。在第四节中，我们分析了所提方法的存在性、唯一性以及hp-型

误差，接着在第五节中，我们给出了一系列的数值算例来验证我们的理论分析。最后一节我们进行总

结。

2 谱元法

2.1 准备工作

在建立方程(1.1)的谱元法之前，我们先对(1.1)做一些预处理。设Ih为定义在I上的一个网格：

Ih := {tn : 0 = t0 < t1 < · · · < tN = T}.

记hn := tn − tn−1, hmax = max
16n6N

hn，In = (tn−1, tn]，令yn(t)为方程(1.1) 第n个小区间上的解，即

yn(t) = y(t), ∀t ∈ In, 1 6 n 6 N.

对任意的t ∈ In，方程(1.1)可以写成

y(t) = f(t) +

∫ tn−1

0

(t− s)−µK(t, s)G(s, y(s))ds+

∫ t

tn−1

(t− s)−µK(t, s)G(s, y(s))ds. (2.1)

2
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上述方程等价于

yn(t) = f(t) +
n−1∑
k=1

∫
Ik

(t− ξ)−µK(t, ξ)G(ξ, yk(ξ))dξ +

∫ t

tn−1

(t− s)−µK(t, s)G(s, yn(s))ds. (2.2)

为了将区间(tn−1, t]变换到In上，我们作如下线性变换:

s = s(t, τ) := tn−1 +
(τ − tn−1)(t− tn−1)

hn
, τ ∈ In. (2.3)

这样方程(2.2)就可以写成

yn(t) = f(t) +
n−1∑
k=1

∫
Ik

(t− ξ)−µK(t, ξ)G(ξ, yk(ξ))dξ

+
( t− tn−1

hn

)1−µ
∫
In

(tn − τ)−µK(t, s(t, τ))G(s(t, τ), yn(s(t, τ)))dτ

:= f(t) + Vn
1 y(t) + Vn

2 y
n(t).

(2.4)

2.2 移位广义Jacobi函数和移位Legendre多项式.

2.2.1 区间I1上的移位广义Jacobi函数

对任意的α, β > −1，设J (α,β)
n (x)，x ∈ Λ := (−1, 1)为标准单元上次数不超过n的Jacobi 多项式，其

中权函数χ(α,β)(x) = (1−x)α(1+x)β。显然，由Jacobi多项式构成的集合形成一个完备的L2
χ(α,β)(Λ)−正

交系，即 ∫ 1

−1

J
(α,β)
l (x)J (α,β)

m (x)χ(α,β)(x)dx = γ
(α,β)
l δl,m, (2.5)

其中δl,m是Kronecker函数，且

γ
(α,β)
l =


2α+β+1Γ(α+ 1)Γ(β + 1)

Γ(α+ β + 2)
, l = 0,

2α+β+1

(2l + α+ β + 1)

Γ(l + α+ 1)Γ(l + β + 1)

l!Γ(l + α+ β + 1)
, l > 1.

(2.6)

特别地，J (α,β)
0 (x) = 1。

从而，定义区间In上的移位Jacobi多项式J̃n,l(t)为

J̃
(α,β)
n,l (t) = J

(α,β)
l (

2t− tn−1 − tn
hn

), t ∈ In, l > 0. (2.7)

显然，由J̃ (α,β)
n,l (t), n > 0构成的集合形成一个完备的L2

χ
(α,β)
n

(In)−正交系，其中权函数χ(α,β)
n (t) = (tn − t)

α

(t− tn−1)
β , 由(2.5)和(2.7)易知∫

In

J̃
(α,β)
n,l (t)J̃ (α,β)

n,m (t)χ(α,β)
n (t)dt =

(hn
2

)α+β+1

γ
(α,β)
l δl,m. (2.8)

对任意的整数Mn > 0，定义{x(α,β)n,j , ω
(α,β)
n,j }Mn

j=0为标准单元Λ上的Jacobi-Gauss 求积节点和求积系数。

设PMn(In)为区间In上次数不超过Mn次的多项式集合，而t
(α,β)
n,j 为区间In上的Jacobi-Gauss求积节点

t
(α,β)
n,j =

1

2
(hnx

(α,β)
n,j + tn−1 + tn), 0 6 j 6Mn. (2.9)

3
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由标准单元上Jacobi-Gauss求积性质（即(2.5)）知，对任意的ϕ ∈ P2Mn+1(In)，∫
In

ϕ(t)χ(α,β)
n (t)dt =

(hn
2

)α+β+1
∫ 1

−1

ϕ(
hnx+ tn−1 + tn

2
)χ(α,β)(x)dx

=
(hn
2

)α+β+1
Mn∑
j=0

ϕ(
hnx

(α,β)
n,j + tn−1 + tn

2
)ω

(α,β)
n,j

=
(hn
2

)α+β+1
Mn∑
j=0

ϕ(t
(α,β)
n,j )ω

(α,β)
n,j .

(2.10)

下面来介绍区间I1上的移位广义Jacobi函数(参考 [22])：

P
(α,β)
1,l (t) := tβ J̃

(α,β)
1,l (t), α, β > −1, t ∈ I1. (2.11)

定义

F (β)
M1

(I1) := {tβψ(t) : ψ(t) ∈ PM1(I1)} = span{P (α,β)
1,l : 0 6 l 6M1}. (2.12)

由(2.8)和(2.11)易知，{P (α,β)
1,l (t)}l>0构成的集合形成一个完备的L2

χ
(α,−β)
1

(I1)−正交系，其中权函数为

χ
(α,−β)
1 (t)，即∫

I1

P
(α,β)
1,l (t)P

(α,β)
1,m (t)χ

(α,−β)
1 (t)dt =

∫
I1

t2β J̃
(α,β)
1,l (t)J̃

(α,β)
1,m (t)χ

(α,−β)
1 (t)dt

=

∫
I1

J̃
(α,β)
1,l (t)J̃

(α,β)
1,m (t)χ

(α,β)
1 (t)dt =

(h1
2

)α+β+1
γ
(α,β)
l δl,m.

(2.13)

由(2.10)可知，对于任意的φ(t) = t2βϕ(t)以及ϕ(t) ∈ P2M1+1(I1)，∫
I1

φ(t)χ
(α,−β)
1 (t)dt =

∫
I1

ϕ(t)χ
(α,β)
1 (t)dt =

(h1
2

)α+β+1
M1∑
j=0

ϕ(t
(α,β)
1,j )ω

(α,β)
1,j

=
(h1
2

)α+β+1
M1∑
j=0

(t
(α,β)
1,j )−2βφ(t

(α,β)
1,j )ω

(α,β)
1,j .

(2.14)

设(u, v)
χ
(α,−β)
1

和∥v∥
χ
(α,−β)
1

为空间L2

χ
(α,−β)
1

(I1)上的内积和范数。引进区间I1上的离散内积和离散范数如

下：

⟨u, v⟩
χ
(α,−β)
1

=
(h1
2

)α+β+1
M1∑
j=0

(t
(α,β)
1,j )−2βu(t

(α,β)
1,j )v(t

(α,β)
1,j )ω

(α,β)
1,j ,

∥v∥
M1,χ

(α,−β)
1

= ⟨v, v⟩
1
2

χ
(α,−β)
1

.

(2.15)

根据(2.14)，对于任意的ϕ, ψ ∈ F (β)
M1

(I1)，下式成立

(ϕ, ψ)
χ
(α,−β)
1

= ⟨ϕ, ψ⟩
χ
(α,−β)
1

, ∥ϕ∥
χ
(α,−β)
1

= ∥ϕ∥
M1,χ

(α,−β)
1

. (2.16)

2.2.2 区间In上的移位Legendre多项式(其中n > 1)

设Ll(x)，x ∈ Λ为标准单元上次数为l次的Legendre多项式。定义区间In上的移位Legendre多项

式Ln,l(t)为

Ln,l(t) = Ll(
2t− tn−1 − tn

hn
), l = 0, 1, 2, · · · .

4
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根据标准单元上的Legendre多项式的性质，有

(l + 1)Ln,l+1(t)− (2l + 1)(
2t− tn−1 − tn

hn
)Ln,l(t) + lLn,l−1(t) = 0, l > 1, (2.17)

d

dt
Ln,l+1(t)−

d

dt
Ln,l−1(t) =

4l + 2

hn
Ln,l(t), l > 1. (2.18)

特别地，

Ln,0(t) = 1, Ln,1(t) =
2t− tn−1 − tn

hn
,

Ln,2(t) =
6t2 − 6(tn−1 + tn)t+ 4tn−1tn + t2n−1 + t2n

h2n
.

显然，由Ln,l(t)构成的集合形成一个完备的L2(In)-正交系，即∫
In

Ln,l(t)Ln,m(t)dt =
hn

2l + 1
δl,m. (2.19)

这样，对任意的v ∈ L2(In)，

v(t) =

∞∑
l=0

vn,lLn,l(t), vn,l =
2l + 1

hn

∫
In

v(t)Ln,l(t)dt. (2.20)

对任意的整数Mn > 0，定义{xn,j , ωn,j}Mn
j=0为标准单元Λ上的Legendre-Gauss求积节点和求积系数。

设PMn(In)为区间In上次数不超过Mn次的多项式集合，而tn,j为区间In上的Legendre-Gauss求积节点

tn,j =
hnxn,j + tn−1 + tn

2
∈ In, 1 6 n 6 N, 0 6 j 6Mn. (2.21)

由标准单元上Legendre-Gauss求积性质知，对任意的ϕ ∈ P2Mn+1(In)，∫
In

ϕ(t)dt =
hn
2

∫ 1

−1

ϕ(
hnx+ tn−1 + tn

2
)dx

=
hn
2

Mn∑
j=0

ωn,jϕ(
hnxn,j + tn−1 + tn

2
) =

hn
2

Mn∑
j=0

ωn,jϕ(tn,j).

(2.22)

下面设(u, v)In和∥v∥In为空间L2(In)上的内积和范数。引进区间In上的离散内积和离散范数如下：

⟨u, v⟩In =
hn
2

Mn∑
j=0

u(tn,j)v(tn,j)ωn,j , ∥v∥Mn,In = ⟨v, v⟩
1
2

In
. (2.23)

根据(2.22)，对任意的ϕψ ∈ P2Mn+1(In)和φ ∈ PMn(In)，下式成立

(ϕ, ψ)In = ⟨ϕ, ψ⟩In , ∥φ∥In = ∥φ∥Mn,In . (2.24)

2.3 非线性弱奇异VIEs的谱元法.

下面我们考虑对非线性弱奇异VIEs(2.4)的混合广义Jacobi函数和Legendre多项式的谱元法：求Y 1(t) ∈
F (1−µ)

M1
(I1)以及Y n(t) ∈ PMn(In)，其中n > 2，使其满足 (Y 1, φ)

χ
(−µ,µ−1)
1

= (f, φ)
χ
(−µ,µ−1)
1

+ (V1
2Y

1, φ)
χ
(−µ,µ−1)
1

, ∀φ ∈ F (1−µ)
M1

(I1);

(Y n, ψ)In = (f, ψ)In + (Vn
1 Y, ψ)In + (Vn

2 Y
n, ψ)In , ∀ψ ∈ PMn(In).

(2.25)

5



盛长滔等: 求解弱奇异Volterra积分方程的混合谱元法 献给应隆安教授80华诞

下面我们介绍格式(2.25)的一个有效数值算法。为此设
Y 1(t) =

M1∑
p=0

y1pP
(−µ,1−µ)
1,p (t), t ∈ I1,

Y n(t) =

Mn∑
p=0

ynpLn,p(t), t ∈ In, n > 2.

(2.26)

将(2.26)代入到(2.25)中，取φ = P
(−µ,1−µ)
1,q (t), 0 6 q 6M1，以及ψ = Ln,q(t), 0 6 q 6Mn，得

M1∑
p=0

y1p(P
(−µ,1−µ)
1,p , P

(−µ,1−µ)
1,q )

χ
(−µ,µ−1)
1

− (V1
2Y, P

(−µ,1−µ)
1,q )

χ
(−µ,µ−1)
1

= (f, P
(−µ,1−µ)
1,q )

χ
(−µ,µ−1)
1

,
Mn∑
p=0

ynp (Ln,p, Ln,q)In − (Vn
2 Y

n, Ln,q)In = (f, Ln,q)In + (Vn
1 Y,Ln,q)In .

(2.27)

令

yn = (yn0 , y
n
1 , · · · , ynMn

)T , An =
(
anpq

)
06p,q6Mn

,

a1pq = (P
(−µ,1−µ)
1,p , P

(−µ,1−µ)
1,q )

χ
(−µ,µ−1)
1

=
(h1
2

)2−2µ
γ(−µ,1−µ)
p δp,q,

anpq = (Ln,p, Ln,q)In =
hn

2p+ 1
δp,q, n > 2,

fn = (fn0 , · · · , fnMn
)T , f1q = (f, P

(−µ,1−µ)
1,q )

χ
(−µ,µ−1)
1

, fnq = (f, Ln,q)In , n > 2, (2.28)

vn = (vn0 , · · · , vnMn
)T , vnq = (Vn

1 Y,Ln,q)In , n > 2,

wn = (wn
0 , · · · , wn

Mn
)T , w1

q = (V1
2Y

1, P
(−µ,1−µ)
1,q )

χ
(−µ,µ−1)
1

,

wn
q = (Vn

2 Y
n, Ln,q)In , n > 2.

从而，可以得到如下的线性系统 A1y1 −w1(y1) = f1,

Anyn −wn(yn) = fn + vn, n > 2.
(2.29)

在实际计算中，我们使用求积公式(2.15)和(2.23)来逼近fnq，即

f1q ≈ ⟨f, P (−µ,1−µ)
1,q ⟩

χ
(−µ,µ−1)
1

=
(h1
2

)2−2µ
M1∑
i=0

(
t
(−µ,1−µ)
1,i

)2µ−2
f(t

(−µ,1−µ)
1,i )P

(−µ,1−µ)
1,q (t

(−µ,1−µ)
1,i )ω

(−µ,1−µ)
1,i

=
(h1
2

)2−2µ
M1∑
i=0

(
t
(−µ,1−µ)
1,i

)µ−1
f(t

(−µ,1−µ)
1,i )J̃

(−µ,1−µ)
1,q (t

(−µ,1−µ)
1,i )ω

(−µ,1−µ)
1,i .

(2.30)

和

fnq ≈ ⟨f, Ln,q⟩In =
hn
2

Mn∑
i=0

f(tn,i)Ln,q(tn,i)ωn,i. (2.31)

6
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根据(2.4)和(2.23)，可得

vnq ≈
⟨ n−1∑

k=1

∫
Ik

(· − ξ)−µK(·, ξ)G(Y k(ξ))dξ, Ln,q(·)
⟩
In

≈ hn
2

Mn∑
i=0

n−1∑
k=1

hk
2

M̂k∑
j=0

(tn,i − tk,j)
−µK(tn,i, tk,j)G(Y

k(tk,j))Ln,q(tn,i)ωk,jωn,i.

(2.32)

类似地，根据(2.11)，(2.15)和(2.23)，得

w1
q ≈

⟨( ·
h1

)1−µ
∫
I1

(t1 − τ)−µK(·, s(·, τ))G(Y 1(s(·, τ)))dτ, P (−µ,1−µ)
1,q (·)

⟩
χ
(−µ,µ−1)
1

≈
(h1
2

)3−3µ
M1∑

i,j=0

( t(−µ,1−µ)
1,i

h1

)1−µ

K(t
(−µ,1−µ)
1,i , s(t

(−µ,1−µ)
1,i , t

(−µ,0)
1,j ))

·G(Y 1(s(t
(−µ,1−µ)
1,i , t

(−µ,0)
1,j )))P

(−µ,1−µ)
1,q (t

(−µ,1−µ)
1,i )(t

(−µ,1−µ)
1,i )2µ−2ω

(−µ,0)
1,j ω

(−µ,1−µ)
1,i

=
h2−2µ
1

23−3µ

M1∑
i,j=0

K(t
(−µ,1−µ)
1,i , s(t

(−µ,1−µ)
1,i , t

(−µ,0)
1,j ))G(Y 1(s(t

(−µ,1−µ)
1,i , t

(−µ,0)
1,j )))

· J̃ (−µ,1−µ)
1,q (t

(−µ,1−µ)
1,i )ω

(−µ,0)
1,j ω

(−µ,1−µ)
1,i ,

(2.33)

和

wn
q ≈

⟨( · − tn−1

hn

)1−µ
∫
In

(tn − τ)−µK(·, s(·, τ))G(Y n(s(·, τ)))dτ, Ln,q(·)
⟩
In

≈ hn
22−µ

Mn∑
i,j=0

(tn,i − tn−1)
1−µK(tn,i, s(tn,i, t

(−µ,0)
n,j ))G(Y n(s(tn,i, t

(−µ,0)
n,j )))

· Ln,q(tn,i)ω
(−µ,0)
n,j ωn,i.

(2.34)

为了书写方便，我们将(2.32)-(2.34)中的G(·, y)简写为G(y)。
显然上式为隐格式。在实际的计算中，可以使用迭代法来计算系数{ynp }

Mn
p=0。在本文中，我们用一

种简单的迭代算法(也称为连续替代方法)。简单地说，我们要计算Y n在当前区间上各点的值，只需知

道前面每个单元上的系数{ykp}
Mk
p=1, 1 6 k 6 n− 1即可，算法2.1给出具体计算步骤。

算法2.1 一个简单的迭代算法

n从1算到N

给定迭代初值yn,(0) ≡ (1, · · · , 1)T，执行以下迭代过程：

A1y1,(k) = f1 +w1(y1,(k−1)), 或 Anyn,(k) = fn + vn +wn(yn,(k−1)), k = 1, 2, · · ·

注释 2.1. 对于线性弱奇异VIEs(即G(s, y) = y)，方程(2.25)等价于如下的线性系统： A1y1 −B1y1 = f1 ⇒ y1 = (A1 −B1)−1f1,

Anyn −Bnyn = fn + vn ⇒ yn = (An −Bn)−1(fn + vn), n > 2.
(2.35)

7
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其中yn, fn, An 由(2.28)给出，

Bn =
(
bnqp

)
06q,p6Mn

, b1qp = (V1
2P

(−µ,1−µ)
1,p , P

(−µ,1−µ)
1,q )

χ
(−µ,µ−1)
1

,

bnqp = (Vn
2 Ln,p, Ln,q)In , n > 2.

(2.36)

类似地，由求积公式(2.15)和(2.23)可以得到

b1qp ≈
⟨( ·

h1

)1−µ
∫
I1

(t1 − τ)−µK(·, s(·, τ))P (−µ,1−µ)
1,p (s(·, τ))dτ, P (−µ,1−µ)

1,q (·)
⟩
χ
(−µ,µ−1)
1

≈ h2−2µ
1

24−4µ

M1∑
i,j=0

(
t
(−µ,1−µ)
1,i

)1−µ
K(t

(−µ,1−µ)
1,i , s(t

(−µ,1−µ)
1,i , t

(−µ,1−µ)
1,j ))

· J̃ (−µ,1−µ)
1,p (s(t

(−µ,1−µ)
1,i , t

(−µ,1−µ)
1,j ))J̃

(−µ,1−µ)
1,q (t

(−µ,1−µ)
1,i )ω

(−µ,1−µ)
1,j ω

(−µ,1−µ)
1,i ,

(2.37)

以及

bnqp ≈
⟨( · − tn−1

hn

)1−µ
∫
In

(tn − τ)−µK(·, s(·, τ))Ln,p(s(·, τ))dτ, Ln,q(·)
⟩
In

≈ hn
22−µ

Mn∑
i,j=0

(tn,i − tn−1)
1−µK(tn,i, s(tn,i, t

(−µ,0)
n,j ))Ln,p(s(tn,i, t

(−µ,0)
n,j ))Ln,q(tn,i)ω

(−µ,0)
n,j ωn,i.

(2.38)

3 引理

在这一部分，我们回顾一些误差分析中将要用到的引理。对任意的整数m > 0，定义如下带Jacobi权

的Sobolev空间

Hm
χ(α,β),A(Λ) = {v : ∥v∥Hm

χ(α,β),A
<∞},

其范数和半范数定义如下:

∥v∥Hm

χ(α,β),A
=

( m∑
k=0

|v|2Hk

χ(α,β),A

) 1
2 , |v|Hk

χ(α,β),A

= ∥∂kxv∥χ(α+k,β+k) ,

其中∥ · ∥χ(α,β)表示L2
χ(α,β)(Λ)范数。记c为任一正常数，它不依赖于hk，M，Mk以及方程的解y(t)和Y (t)。

下面，我们来回顾下Riemann-Liouville分数阶积分和Riemann-Liouville分数阶导数，参考 [23, 24]。

定义 3.1. (Riemann-Liouville分数阶积分和Riemann-Liouville分数阶导数.)对任意的ρ ∈ R+，左

侧和右侧Riemann-Liouville分数阶积分分别定义为

aI
ρ
xu(x) =

1

Γ(ρ)

∫ x

a

u(y)

(x− y)1−ρ
dy, x > a; xI

ρ
b u(x) =

1

Γ(ρ)

∫ b

x

u(y)

(y − x)1−ρ
dy, x < b, (3.1)

其中Γ(·)为通常的Gamma函数。

对任意的s ∈ [k − 1, k)，k ∈ N，左侧Riemann-Liouville s阶导数定义为

aD
s
xu(x) =

1

Γ(k − s)

dk

dxk

∫ x

a

u(y)

(x− y)s−k+1
dy, x ∈ (a, b), (3.2)

而右侧Riemann-Liouville s阶导数定义为

xD
s
bu(x) =

(−1)k

Γ(k − s)

dk

dxk

∫ b

x

u(y)

(y − x)s−k+1
dy, x ∈ (a, b). (3.3)

8
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接着，我们定义(参考 [22])

F̃ (β)
M (Λ) := {(1 + x)βψ(x) : ψ(x) ∈ PM (Λ)} = span{(1 + x)βJ

(α,β)
l (x) : 0 6 l 6M},

和

B̃m
α,β(Λ) := {u ∈ L2

χ(α,−β)(Λ) : −1D
β+r
x u ∈ L2

χ(α+β+r,r)(Λ) for 0 6 r 6 m}, m ∈ N0.

根据 [22]中的定理4.3，我们有

引理 3.1. 设α > −1，β > 0，对任意的u ∈ B̃m
α,β(Λ)其中0 6 m 6M，成立

∥π̃(α,β)
M u− u∥χ(α,−β) 6 cM−(β+m)∥−1D

β+m
x u∥χ(α+β+m,m) . (3.4)

这里π̃(α,β)
M 为标准区间Λ上基于空间F̃ (β)

M (Λ)的L2
χ(α,−β)(Λ)-正交投影

(π̃
(α,β)
M u− u, ψ)χ(α,−β) = 0, ∀ψ ∈ F̃ (β)

M (Λ).

为了更好的描述解y的正则型，我们引入区间I1上带分数阶导数的非一致权空间：

Bm
α,β(I1) := {v ∈ L2

χ
(α,−β)
1

(I1) : 0D
β+r
t v ∈ L2

χ
(α+β+r,r)
1

(I1) for 0 6 r 6 m}, m ∈ N0,

Hm
α,β(I1) := {v ∈ L2

χ
(α,−β)
1

(I1) : 0D
β+r
t v ∈ L2

χ
(α,−β)
1

(I1) for 0 6 r 6 m}, m ∈ N0.

定义π(α,β)
I1,M1

为区间I1上基于空间F (β)
M1

(I1)的L2

χ
(α,−β)
1

(I1)-正交投影

(π
(α,β)
I1,M1

v − v, ψ)
χ
(α,−β)
1

= 0, ∀ψ ∈ F (β)
M1

(I1). (3.5)

引理 3.2. 设α > −1，β > 0，对任意的v ∈ Bm1

α,β(I1)，其中0 6 m1 6M1，成立

∥π(α,β)
I1,M1

v − v∥
χ
(α,−β)
1

6 ch−β
1 M

−(β+m1)
1 ∥t0D

β+m1

t v∥
χ
(α+β+m1,m1)
1

. (3.6)

特别地，若v ∈ Hm1

α,β(I1)，则

∥π(α,β)
I1,M1

v − v∥
χ
(α,−β)
1

6 chm1
1 M

−(β+m1)
1 ∥t0D

β+m1

t v∥
χ
(α,−β)
1

. (3.7)

证明： 设u(x) = v(t)
∣∣∣
t=

h1x+t0+t1
2

.由于π(α,β)
I1,M1

v(t)
∣∣∣
t=

h1x+t0+t1
2

和π̃(α,β)
M1

u(x)按变量x属于空间F̃ (1−µ)
M1

(Λ)。

因此

π
(α,β)
I1,M1

v(t)
∣∣∣
t=

h1x+t0+t1
2

= π̃
(α,β)
M1

u(x). (3.8)

上述式子和(3.4)可得

∥π(α,β)
I1,M1

v − v∥2
χ
(α,−β)
1

=
(h1
2

)α−β+1
∫ 1

−1

(
π̃
(α,β)
M1

u(x)− u(x)
)2
(1− x)α(1 + x)−βdx

6 chα−β+1
1 M

−2(β+m1)
1

∫ 1

−1

(
−1D

β+m1
x u(x)

)2
(1− x)α+β+m1(1 + x)m1dx

6 ch−2β
1 M

−2(β+m1)
1

∫
I1

(
0D

β+m1

t v(t)
)2
(t1 − t)α+β+m1(t− t0)

m1dt.

(3.9)

9
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从而得到结果(3.6)。进一步地，∫
I1

(
0D

β+m1

t v(t)
)2
(t1 − t)α+β+m1(t− t0)

m1dt 6
(h1
2

)2(β+m1)
∫
I1

(
0D

β+m1

t v(t)
)2
(t1 − t)α(t− t0)

−βdt.

根据文献 [12]中的定理3.35，有

引理 3.3. 对任意的函数u ∈ Hm
χ(0,0),A

(Λ)以及整数1 6 m 6Mn + 1，成立

∥u− π̃Mnu∥L2(−1,1) 6 cM−m
n ∥∂mx u∥L2

ωm (−1,1), (3.10)

这里π̃Mn是基于多项式空间PMn(Λ)的L
2(Λ)-正交投影：

(π̃Mnu− u, ψ)L2(Λ) = 0, ∀ψ ∈ PMn(Λ).

进而，我们定义πIn,Mn是基于多项式空间PMn(In)的L
2(In)-正交投影：

(πIn,Mnv − v, ψ)In = 0, ∀ψ ∈ PMn(In). (3.11)

引理 3.4. 对任意的函数v ∈ Hm(In)以及整数1 6 m 6Mn + 1，成立

∥v − πIn,Mnv∥In 6 cM−m
n ∥∂mt v∥χ(m,m)

n
6 chmn M

−m
n ∥∂mt v∥In , (3.12)

这里Hm(In)为通常的Sobolev空间。

证明： 显然，由u(x) = v(t)
∣∣∣
t=

hnx+tn−1+tn
2

，而且πIn,Mnv(t)
∣∣∣
t=

hnx+tn−1+tn
2

和π̃Mnu(x)按变量x是属于多

项式空间PMn(−1, 1)，因此

πIn,Mnv(t)
∣∣∣
t=

hnx+tn−1+tn
2

= π̃Mnu(x). (3.13)

从而，由上式和(3.10)可得

∥v − πIn,Mnv∥2In =
hn
2

∫ 1

−1

(u(x)− π̃Mnu(x))
2dx

6 chnM
−2m
n

∫ 1

−1

(∂mx u(x))
2(1− x2)mdx

6 cM−2m
n

∫
In

(∂mt v(t))
2(tn − t)m(t− tn−1)

mdt

6 ch2mn M−2m
n

∫
In

(∂mt v(t))
2dt.

(3.14)

证毕。

以下的Gronwall引理参考 [14]。

引理 3.5. 假设{kj}和{ρj} (j > 0)是两组给定的非负序列，且序列{εn}满足ε0 6 ρ0以及

εn 6 ρn +
n−1∑
j=0

qj +
n−1∑
j=0

kjεj , n > 1, (3.15)

其中ρ0 > 0 (j > 0)。则

εn 6 ρn +

n−1∑
j=0

(qj + kjρj) exp(

n−1∑
j=0

kj), n > 1. (3.16)

10
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4 存在性、唯一性和误差分析

本节我们将对格式(2.25)进行存在性、唯一性以及收敛性分析，其中hp-型误差估计要求0 < µ <

1/2。我们知道方程(1.1)的解只有在t = 0处具有奇性，而t ̸= 0时解则是光滑的。因此，我们可以假

设当n = 1时，y|t∈I1属于带分数阶导数的非一致权空间Bm1
−µ,1−µ(I1)，当n > 1时，y(t)|t∈In属于一般

的Sobolev空间Hmn(In)。进一步地，我们设y(t)是方程(1.1)解，而Y (t)则是方程(2.25)的整体解，即

Y (t) := Y n(t), t ∈ In, 1 6 n 6 N.

设en(t) = yn(t)− Y n(t)，1 6 n 6 N，以及Mmin = min
16n6N

Mn。

定理 4.1.假设K(t, s) ∈ C(D)，且G满足如下的Lipschitz条件:

|G(s, y1)−G(s, y2)| 6 γ|y1 − y2|, γ > 0. (4.1)

则对任意的1 6 n 6 N以及足够小的h2−2µ
max , 方程(2.25)存在唯一解。

证明：我们首先来证明存在性。设U (m)
1 (t)和U2(t)为定义在[0, tn]上的整体函数，

U
(m)
1 (t)

∣∣∣
t∈Ik

= G(t, Y k,(m)(t))−G(t, Y k,(m−1)(t)), U2(t)
∣∣∣
t∈Ik

= G(t, yk(t))−G(t, Y k(t)), 1 6 k 6 n.

(4.2)

考虑如下的迭代过程m = 1, 2, · · ·：

 (Y 1,(m), φ)
χ
(−µ,µ−1)
1

= (f, φ)
χ
(−µ,µ−1)
1

+ (V1
2Y

1,(m−1), φ)
χ
(−µ,µ−1)
1

, ∀φ ∈ F (1−µ)
M1

(I1);

(Y n,(m), ψ)In = (f, ψ)In + (Vn
1 Y, ψ)In + (Vn

2 Y
n,(m−1), ψ)In , ∀ψ ∈ PMn(In), n > 2.

(4.3)

根据π(−µ,1−µ)
I1,M1

和πIn,Mn的定义(3.5)和(3.11)，可以得到

 Y 1,(m) = π
(−µ,1−µ)
I1,M1

(
f + V1

2Y
1,(m−1)

)
,

Y n,(m) = πIn,Mn

(
f + Vn

1 Y + Vn
2 Y

n,(m−1)
)
, n > 2.

(4.4)

接着，令Ỹ n,(m) = Y n,(m) − Y n,(m−1), n > 1，由(4.4)，则有

 Ỹ 1,(m) = π
(−µ,1−µ)
I1,M1

(
V1
2Y

1,(m−1) − V1
2Y

1,(m−2)
)
,

Ỹ n,(m) = πIn,Mn

(
Vn
2 Y

n,(m−1) − Vn
2 Y

n,(m−2)
)
, n > 2.

(4.5)

显然地，对于任意的v ∈ L2

χ
(−µ,µ−1)
1

(I1)，有

∥π(−µ,1−µ)
I1,M1

v∥2I1 6 h1∥π(−µ,1−µ)
I1,M1

v∥2
χ
(−µ,µ−1)
1

6 h1∥v∥2χ(−µ,µ−1)
1

. (4.6)

11
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从而，根据(4.1)，(4.5)，(4.6)以及Cauchy-Schwarz不等式，我们得到

∥Ỹ 1,(m)∥2I1 6 h1

∫
I1

(∫ t

t0

(t− s)−µK(t, s)U
(m−1)
1 (s)ds

)2

χ
(−µ,µ−1)
1 (t)dt

6 ch1

∫
I1

[ ∫ t

t0

(t− s)−µds

∫ t

t0

(t− s)−µ
(
U

(m−1)
1 (s)

)2
ds
]
χ
(−µ,µ−1)
1 (t)dt

= ch1

∫
I1

(−(t− s)1−µ

1− µ

∣∣∣s=t

s=t0

)∫ t

t0

(t− s)−µ
(
U

(m−1)
1 (s)

)2
dsχ

(−µ,µ−1)
1 (t)dt

6 ch1

∫
I1

(t− t0)
1−µ

∫ t

t0

(t− s)−µ
(
U

(m−1)
1 (s)

)2
dsχ

(−µ,µ−1)
1 (t)dt

6 h1

∫
I1

(t1 − t)−µ

∫ t

t0

(t− s)−µ
(
U

(m−1)
1 (s)

)2
dsdt

6 ch1

∫
I1

(
U

(m−1)
1 (s)

)2 ∫ t1

s

(t1 − t)−µ(t− s)−µdtds

6 ch2−2µ
1

∫
I1

(
U

(m−1)
1 (s)

)2
ds 6 ch2−2µ

1 ∥Ỹ 1,(m−1)∥2I1 .

(4.7)

类似地，当n > 1时，由(4.1)，(4.5)，(4.6)以及Cauchy-Schwarz不等式，得

∥Ỹ n,(m)∥2In =

∫
In

(∫ t

tn−1

(t− s)−µK(t, s)U
(m−1)
1 (s)ds

)2

dt

6 c

∫
In

∫ t

tn−1

(t− s)−µds

∫ t

tn−1

(t− s)−µ
(
U

(m−1)
1 (s)

)2
dsdt

= c

∫
In

[−(t− s)1−µ

1− µ

∣∣∣s=t

s=tn−1

] ∫ t

tn−1

(t− s)−µ
(
U

(m−1)
1 (s)

)2
dsdt

6 ch1−µ
n

∫
In

∫ t

tn−1

(t− s)−µ
(
U

(m−1)
1 (s)

)2
dsdt

6 ch1−µ
n

∫
In

(
U

(m−1)
1 (s)

)2 ∫ tn

s

(t− s)−µdtds

6 ch2−2µ
n

∫
In

(
U

(m−1)
1 (s)

)2
ds 6 ch2−2µ

n ∥Ỹ n,(m−1)∥2In .

(4.8)

因此，若满足ch2−2µ
1 6 β < 1，当m → ∞，则有∥Ỹ 1,(m)∥I1 → 0 或∥Ỹ n,(m)∥

χ
(−µ,µ−1)
n

→ 0。从而证明了

解的存在性，我们可以用类似的方法来证明解的唯一性。

定理 4.2. 设yn是方程(2.4)的解，Y n是方程(2.25)的解。假设0 < µ < 1/2，K(t, s) ∈ C(D)，y|t∈I1 ∈
Bm1
−µ,1−µ(I1)，y|t∈In ∈ Hmn(In)其中n > 2，以及整数1 6 mn 6Mn + 1，并且G满足Lipschitz条件(4.1)，

那么，对任意的整数1 6 n 6 N以及足够小的h2−2µ
max ，有

∥y1 − Y 1∥I1 6 ch
µ−1/2
1 M

−(1−µ+m1)
1 ∥0D1−µ+m1

t y∥
χ
(1−2µ+m1,m1)
1

,

∥yn − Y n∥In 6 chmn
n M−mn

n ∥∂mn
t y∥In , n > 2.

(4.9)

特别地，若y|t∈I1 ∈ Hm1
−µ,1−µ(I1), 则

∥y1 − Y 1∥I1 6 ch
m1+1/2
1 M

−(1−µ+m1)
1 ∥0D1−µ+m1

t y∥χ−µ,µ−1
1

,

∥yn − Y n∥In 6 chmn
n M−mn

n ∥∂mn
t y∥In , n > 2.

(4.10)

12
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证明： 我们将(2.4)减去(2.25)，得
y1 − Y 1 = f − π

(−µ,1−µ)
I1,M1

f + V1
2y

1 − π
(−µ,1−µ)
I1,M1

V1
2Y

1,

yn − Y n = f − πIn,Mnf + Vn
1 y − πIn,MnVn

1 Y + Vn
2 y

n − πIn,MnVn
2 Y

n, n > 1.

此外，由(2.4)可知
f − π

(−µ,1−µ)
I1,M1

f = y1 − π
(−µ,1−µ)
I1,M1

y1 +
(
π
(−µ,1−µ)
I1,M1

− I
)
V1
2y

1,

f − πIn,Mnf = yn − πIn,Mny
n +

(
πIn,Mn − I

)
Vn
1 y +

(
πIn,Mn − I

)
Vn
2 y

n, n > 1.

其中I为等价算子。结合以上两式可以进一步得到
e1 = y1 − π

(−µ,1−µ)
I1,M1

y1 + π
(−µ,1−µ)
I1,M1

(
V1
2y

1 − V1
2Y

1
)
,

en = yn − πIn,Mny
n + πIn,Mn(Vn

1 y − Vn
1 Y ) + πIn,Mn(Vn

2 y
n − Vn

2 Y
n), n > 1.

(4.11)

进而, 由(4.11)和(4.6)，可得

∥e1∥2I1 6 2∥y1(t)− π
(−µ,1−µ)
I1,M1

y1∥2I1 + 2∥π(−µ,1−µ)
I1,M1

(
Vy1 − VY 1

)
∥2I1 6 ch1(D1 +D2), (4.12)

其中

D1 = ∥y1(t)− π
(−µ,1−µ)
I1,M1

y1∥2
χ
(−µ,µ−1)
1

, D2 = ∥Vy1 − VY 1∥2
χ
(−µ,µ−1)
1

.

根据引理3.2，对任意的整数1 6 m1 6M1 + 1，即有

D1 6 ch2µ−2
1 M

−2(1−µ+m1)
1 ∥0D1−µ+m1

t y∥2
χ
(1−2µ+m1,m1)
1

6 ch2m1
1 M

−2(1−µ+m1)
1 ∥0D1−µ+m1

t y∥2
χ
(−µ,µ−1)
1

.
(4.13)

使用类似于(4.6)和(4.7)的方法, 易知

D2 6
∫
I1

(∫ t

t0

(t− s)−µK(t, s)U2(s)ds
)2

χ
(−µ,µ−1)
1 (t)dt

6
∫
I1

[ ∫ t

t0

(t− s)−µds

∫ t

t0

(t− s)−µ
(
U2(s)

)2
ds
]
χ
(−µ,µ−1)
1 (t)dt

=

∫
I1

(−(t− s)1−µ

1− µ

∣∣∣s=t

s=t0

)∫ t

t0

(t− s)−µ
(
U2(s)

)2
dsχ

(−µ,µ−1)
1 (t)dt

6
∫
I1

(t− t0)
1−µ

∫ t

t0

(t− s)−µ
(
U2(s)

)2
dsχ

(−µ,µ−1)
1 (t)dt

6 c

∫
I1

(t1 − t)−µ

∫ t

t0

(t− s)−µ
(
U2(s)

)2
dsdt

6 c

∫
I1

(
U2(s)

)2 ∫ t1

s

(t1 − t)−µ(t− s)−µdtds

6 ch1−2µ
1

∫
I1

(
U2(s)

)2
ds 6 ch1−2µ

1 ∥e1∥2I1 .

(4.14)

13
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因此，根据(4.12)，(4.13)和(4.14)容易得到

∥e1∥2I1 6 ch2m1+1
1 M

−2(1−µ+m1)
1 ∥0D1−µ+m1

t y∥2
χ
(−µ,µ−1)
1

. (4.15)

下面考虑n > 1的情况

∥en∥2In 6 2∥yn(t)− πIn,Mny
n∥2In + 2∥πIn,Mn

(
Vyn − VY n

)
∥2In 6 2(D3 +D4), (4.16)

其中

D3 = ∥yn(t)− πIn,Mny
n∥2In , D4 = ∥Vyn − VY n∥2In .

根据引理3.4，对于任意的整数1 6 mn 6Mn + 1，

D3 6 ch2mn
n M−2mn

n ∥∂mn
t y∥2In . (4.17)

由(4.16)易知

D4 = ∥D5 +D6∥2In 6 2∥D5∥2In + 2∥D6∥2In , (4.18)

其中

D5(t) =

∫ tn−1

0

(t− s)−µK(t, s)
(
G(s, y(s))−G(s, Y (s))

)
ds,

D6(t) =

∫ t

tn−1

(t− s)−µK(t, s)
(
G(s, yn(s))−G(s, Y n(s))

)
ds.

进而，根据(4.1)，(4.2)和Cauchy-Schwarz不等式, 当0 < µ < 1/2时，有

∥D5∥2In =

∫
In

(∫ tn−1

0

(t− s)−µK(t, s)U2(s)ds
)2

dt

6 c

∫
In

[ ∫ tn−1

0

(t− s)−2µds

∫ tn−1

0

(
U2(s)

)2
ds
]
dt

= c

∫
In

(−(t− s)1−2µ

1− 2µ

∣∣∣s=tn−1

s=0

)∫ tn−1

0

(
U2(s)

)2
dsdt

6 c

∫
In

(t− tn−1)
1−2µ

∫ tn−1

0

(
U2(s)

)2
dsdt+ c

∫
In

t1−2µ

∫ tn−1

0

(
U2(s)

)2
dsdt

6 c

∫
In

∫ tn−1

0

(
U2(s)

)2
dsdt

6 chn

n−1∑
k=1

∥ek∥2Ik .

(4.19)

14
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类似地，由(4.1)，(4.2)和Cauchy-Schwarz不等式, 易知

∥D6∥2In =

∫
In

(∫ t

tn−1

(t− s)−µK(t, s)U2(s)ds
)2

dt

6 c

∫
In

∫ t

tn−1

(t− s)−µds

∫ t

tn−1

(t− s)−µ
(
U2(s)

)2
dsdt

= c

∫
In

[−(t− s)1−µ

1− µ

∣∣∣s=t

s=tn−1

] ∫ t

tn−1

(t− s)−µ
(
U2(s)

)2
dsdt

6 ch1−µ
n

∫
In

∫ t

tn−1

(t− s)−µ
(
U2(s)

)2
dsdt

6 ch1−µ
n

∫
In

(
U2(s)

)2 ∫ tn

s

(t− s)−µdtds

6 ch2−2µ
n

∫
In

(
U2(s)

)2
ds 6 ch2−2µ

n ∥en∥2In .

(4.20)

因此，由(4.16)-(4.20)，得

∥e∥2In 6 c
n−1∑
k=1

hn∥ek∥2Ik + ch2mn
n M−2mn

n ∥∂mn
t y∥2In . (4.21)

最后，根据引理3.5可得

∥en∥2In 6 ch2mn
n M−2mn

n ∥∂mn
t y∥2In . (4.22)

证毕。

定理 4.3. 设y是方程(1.1)的解，Y是方程(1.1)的整体数值解。假设0 < µ < 1/2, K(t, s) ∈ C(D), y|t∈I1 ∈
Bm
−µ,1−µ(I1), y|t∈In ∈ Hm(In)其中n > 2，以及整数1 6 m 6 Mmin + 1，并且G满足如下的Lipschitz条

件(4.1)，那么，对足够小的hmax，有

∥y − Y ∥L2(I) 6 ch
µ−1/2
1 M

−(1−µ+m)
1 ∥0D1−µ+m

t y∥
χ
(1−2µ+m1,m1)
1

+ hmmaxM
−m
min ∥∂

m
t y∥L2(I). (4.23)

特别地，若y|t∈I1 ∈ Hm
−µ,1−µ(I1)，则

∥y − Y ∥L2(I) 6 ch
m+1/2
1 M

−(1−µ+m)
1 ∥0D1−µ+m

t y∥
χ
(−µ,µ−1)
1

+ hmmaxM
−m
min ∥∂

m
t y∥L2(I). (4.24)

证明：显然地，我们将方程(4.9)和(4.10)的n从1到N进行累加，即

∥y − Y ∥2L2(I) 6 ch2µ−1
1 M

−2(1−µ+m)
1 ∥0D1−µ+m

t y∥2
χ
(1−2µ+m,m)
1

+
N∑

n=2

h2mn M−2m
n ∥∂mt y∥2In

6 ch2µ−1
1 M

−2(1−µ+m)
1 ∥0D1−µ+m

t y∥2
χ
(1−2µ+m,m)
1

+ h2mmaxM
−2m
min ∥∂mt y∥2L2(I),

和

∥y − Y ∥2L2(I) 6 ch2m+1
1 M

−2(1−µ+m)
1 ∥0D1−µ+m

t y∥2
χ
(−µ,µ−1)
1

+
N∑

n=2

h2mn M−2m
n ∥∂mt y∥2In

6 ch2m+1
1 M

−2(1−µ+m)
1 ∥0D1−µ+m

t y∥2
χ
(−µ,µ−1)
1

+ h2mmaxM
−2m
min ∥∂mt y∥2L2(I).

证毕。

注释 4.1. 与传统的有限元方法不同，定理4.2和定理4.3中的收敛性结果并不要求网格是拟一致的。
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5 数值结果

这一部分我们给出一些数值例子来说明混合广义Jacobi函数和Legendre多项式的谱元法的有效性。

定义E1(T )和E2(T )分别为网格点上的最大误差和离散L2−误差:

E1(T ) = max
16k6N

|y(tk)− Y (tk)|,

E2(T ) =
( N∑

k=1

hk
2

Mk∑
j=0

(yk(xk,j)− Y k
Mk

(xk,j))
2ωk,j

) 1
2 ≈

(∫ T

0

(y(t)− Y (t))2dt
) 1

2

.

这里我们取初值{yn,(0)p }Mn
p=0 ≡ 1。

5.1 线性问题

先考虑线性弱奇异VIEs:

y(t) = f(t) +

∫ t

0

(t− s)−1/3K(t, s)y(s)ds, t ∈ [0, T ]. (5.1)

这里我们取K(t, s) = 1，选择适合的f使得方程的精确为y(t) = t2/3 cos(t)。

注意到解在t = 0处的一阶导数是无界的，而在t ̸= 0时是解析的。因此，方程(5.1)非常适合来检

验我们的混合广义Jacobi函数和Legendre多项式的谱元法。这里我们采用(2.25)来求解(5.1)。在图1中，

我们列出了方程(5.1)的L2−误差，其中T = 2，每个小区间上使用相等的配置点数Mk ≡M以及一致的

步长hk = h。数值结果表明，当M递增或hmax递减时，误差呈指数衰减。这意味着我们可以通过增加

多项式次数或细化网格来获得更高的精度。

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
−15

−13

−11

−9

−7

−5

−3

−1

M

lo
g 10

E
2(2

)

 

 

h=1;
h=1/2;
h=1/8;

图 1 方程(5.1)的离散L2−误差.

3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
−14

−12

−10

−8

−6

−4

−2

0

M

lo
g 10

E
1(5

)

 

 

h=5;
h=5/2;
h=5/4;

图 2 方程(5.2)的最大误差.

5.2 非线性问题

再考虑带弱奇异核的非线性VIEs:

y(t) =
√
t exp(t) +

4

3
t3/2 −

∫ t

0

(t− s)−0.5 exp(−2s)y2(s)ds, t ∈ [0, T ], (5.2)

其精确解为y(t) =
√
t exp(t)。

16



中国科学 : 数学 第 46 卷 第 7 期

显然，方程(5.2)的解在t = 0处具有奇性。我们使用算法2.1的算法来求解(5.2)。图2和3列出了方

程(5.2)的最大误差和离散的L2−误差，其中T = 5，一致的Mk ≡ M和hk ≡ h。数值结果表明，当M递

增或hmax递减时，误差呈指数衰减。事实上，这就是hp-型的主要优势。

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
−14

−12

−10

−8

−6

−4

−2

0

M

lo
g 10

E
2(5

)

 

 

h=5;
h=5/2;
h=5/4;

图 3 方程(5.2)的离散L2−误差.

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
−3

−2

−1

0

1

2

3

t

y(
t)

=
t5/

6 si
n(

10
0t

)

图 4 精确解y(t) = t1−µ sin(100t).

5.3 高振荡解问题

考虑带弱奇异核的线性VIEs:

y(t) = f(t) +

∫ t

0

(t− s)−1/6K(t, s)y(s)ds, t ∈ [0, T ]. (5.3)

这里我们取K(t, s) = 1，选择适合的f使得方程的精确为y(t) = t5/6 sin(λt)。

显然当λ很大时，解具有高振荡性，参见图4。我们用算法2.1中的混合广义Jacobi函数和Legendre多

项式的谱元法来求解方程(5.3)，在图5和6中，我们列出了方程(5.3)的最大误差和离散的L2-误差，其

中T = π，λ = 100，Mk ≡M以及hk ≡ h。数值结果表明，当M递增或h递减时，误差呈指数衰减。这说

明所提算法对于计算高振荡解问题也非常有效，这是混合谱元法的另一个优点。

4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28
−14

−12

−10

−8

−6

−4

−2

0

M

lo
g 10

E
1(π

)

 

 

h=π/20; 
h=π/40; 
h=π/80; 

图 5 方程(5.3)的最大误差.

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26
−15

−13

−11
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−3

−1
0

M
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g 10

E
2(π
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h=π/20; 
h=π/40; 
h=π/80; 

图 6 方程(5.3)的离散L2−误差.
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5.4 长时间计算

考虑带弱奇异核的非线性VIEs：

y(t) = f(t) +

∫ t

0

(t− s)−0.5 exp(
−s−0.5y(s)

2
)ds, t ∈ [0, T ]. (5.4)

其精确解为y(t) = t0.5 ln(t+ e), 源函数为

f(t) =
√
t ln(t+ e) + 2 arctan(

e1/2√
t
)− π.

我们用算法2.1中混合广义Jacobi函数和Legendre多项式的谱元法来求解方程(5.4)，在图7中，我们

列出了方程(5.4)的相对最大误差，其中hk = h = 1, Mk =M = 10。数值结果表明，所提方法长时间计

算精确且稳定。

100 200 300 400 500 600 700
−14

−13

−12

−11

T

lo
g 10

E
rr

or
(T

)

 

 

L∞−error, h=1;

图 7 方程(5.4)的相对误差.
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−3

−2

DOF1/2
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g 10

E
1(1

)

 

 

µ=1/3, r=1.5, ρ=0.2, λ=1/2;
µ=1/2, r=1.5, ρ=0.2, λ=1/2;

图 8 方程(5.5)的误差.

5.5 给定源函数

考虑带弱奇异核的线性VIEs：

y(t) = f(t) + λ

∫ t

0

(t− s)−µy(s)ds, t ∈ [0, T ]. (5.5)

这里我们取源函数为f(t) = 1, 精确解为y(t) = E1−µ(λΓ(1− µ)t1−µ), 其中

E1−µ(λΓ(1− µ)t1−µ) =
∞∑
k=0

(λΓ(1− µ)t1−µ)k

Γ(1 + k(1− µ))
.

为了能更有效地处理奇性问题，我们使用几何网格和线性增加的多项式次数。更精确地，选用

(i). 网格点: t0 = 0, tn = TρN−n, 1 6 n 6 N, ∀ρ ∈ (0, 1)。

(ii). 多项式的次数:

M1 = 1, Mn = max(1, [rn]), 2 6 n 6 N, ∀µ > 0,

其中 [rn] 表示不大于rn的最大整数。

18
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这里我们在第一个区间使用Legendre多项式，并结合几何网格和线性增长的多项式次数来求解方

程(5.5)。取定r = 1.5，ρ = 0.2并且记“DOF”为自由度。图8给出了方程(5.5)的最大误差，其中µ =

1/3, 1/2以及λ = 1/2。数值结果表明，随着DOF1/2的增长，我们能获得指数的收敛率。类似的理论分

析可以参考文献 [1]和 [25]。

6 结论

本文中，我们提出了用混合广义Jacobi函数和Legendre多项式的谱元法求解线性和非线性弱奇

异Volterra积分方程。该方法结构简单且容易实现。我们分析了混合谱元法的存在性、唯一性以及

收敛性，同时获得了该方法在L2 范数下的hp-型误差估计。数值结果表明了所提方法具有高精度，且

长时间计算快速稳定。
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SCIENCE CHINAMathematics: A hybrid spectral element method

for Volterra integral equations with weakly singular kernel

Changtao Sheng & Jie Shen

Abstract In this paper, we propose a hybird generalized Jacobi function and Legendre spectral element method

for the linear and nonlinear Volterra integral equations (VIEs) with weakly singular kernels. It is shown that the

suggested method is easy to implement and possesses the high-order accuracy. We also establish the existence

and uniqueness of the numerical solution, and characterize the hp-error analysis of the suggested method under

L2(I)-norm. Numerical results confirm the theoretical analysis.
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