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LIVRE PREMIER.

METHODE

POUR DETERMINER DEUX LIMITES DE CHAQUE RACINE REELLE
ET POUR DISTINGUER LES RACINES IMAGINAIRES.

(1) L’E’QUATION proposée est
4 a, " a, " ..o, X A, =—=0.

Nous désignons par X, ou f{(x),le premier membre de cette équation.
L’exposant m est entier; les coefficients a,, @,, ;. . . .a,_,, a, sont
des nombres donnés. 11 s'agit de connaitre combien il y a de nom-
bres réels «,€,y, ete. qui, substitués dans X a la place de x,
réduisent cette fonction f(x) & zéro, et d’assigner pour chacune
de ces racines réelles «, €,y, ete. deux limites entre lesquelles elle
est seule comprise. Pour résoudre ces questions, nous considérons
les fonctions X, X', X", X", ...X®, dont chacune se déduit de la
précédente en différentiant par rapport & x et divisant par dx.
Le nombre de ces fonctions est m + 1, et la fonction X™ ne con-
tient pas x ; elle est une quantité constante positive. Nous écrivons
cette suite de fonctions dans cet ordre,

X®, X Xo= X" X X

Coneevons maintenant que I'on donne a & une valeur déterminée
12.
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a, positive ou négative, et que 'ayant substituée au heu de x dans
la suite des fonctions, on écrive le signe de chaque résultat: on
formera ainsi une suite de signes, dont le premier, qui répond a
X est toujours +. Nous supposons que le nombre substitué a
augmente par degrés infiniment petits depuis une valeur négative
qui contient un nombre infini d’unités, et quel'on désigne par — =,
jusqua une valeur positive £ qui croit aussi sans limite; et nous
examinons les changements que subitla suite des résultats,, & mesure
que le nombre substitué a augmente. Cette suite de signes a des
propriétés tres-remarquables , dont I'examen attentif conduit a la
détermination des limites des racines.

Lorsque le nombre substitué a est — =, chaque fonction est ré-
duite a son premier terme : le signe du résultat de la substitution
de — = est évidemment + pour la premiére fonction, — pour la
seconde, -+ pour la troisieme, ainsi de suite alternativement. Lors-
que le nombre substitué est devenu égal a + 3, la suite des signes
ne comprend ue des signes +. Ainsi dans le premier cas, a étant
— %, chaque sfgne de la suite est suivi d'un signe différent ; cette
suite ne comprend que des changements de signe, dont le nombre
est m : et dans le second cas, a étant =, chaque signe est suivi d’'un
signe semblable; la suite ne comprend que des permanences de
signes. Nous allons prouver que le nombre m des changements de
signe qui existaient dans la premiére suite diminue continuellement
a mesure (ue le nombre substitué @ augmente, et que cette suite
perd un changement de signes toutes les foissque le nombre a de-
vient égal a une racine réelle.

(2) Il est d’abord évident que la suite des signes demeure telle
gu'elle était auparavant tant que le nombre substitué « ne rend
pas nulle une ou plusieurs des fonetions X™, X, .., . X", X/, X:
car la valeur d’une fonction telle que X, ou X', ou X”, etc. ne peut
point changer de signe, si elle ne devient auparavant égale a zéro.
Il faut donc examiner ce qui survient dans la suite des signes,
lorsque le nombre substitué atteint une valeui'.qui rend nulle une
des fonctions X™ ! X=X = X" X', X. Supposons en pre-
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mier lieu que la seule fonction qui devient nulle soit la derniére
X, ou f(x). On a donc f(a)=o0. Quant a la fonction /" (a), elle a
une valeur ou positive ou négative.

Nous considérons trois états successifs et inﬁn}ment voisins du
nombre substitué a, savoir

rx—a-—da,
r—=—a,

r=—a -+ da s
et nous comparons les résultats des substitutions, savoir

f(a’—da)s
Sla),
S(a+da).

Puisque le terme f(a) s'évanouit, ces résultats sont

—daf’(a),

+daf ()

Silon éerit sur trois lignes horizontales correspondantes les signes
des trois suites que l'on forme en substituant a—da, a, a+ da,
ces suites différeront seulement par les signes qui les terminent.
En effet nous supposons que la valeur a de x rend nulle la seule
fonction f(x); et 'on peut toujours faire varier « d'une quantité
si petite da, ou f—d a, en sorte que la substitution de a¢-—da,
ou de a + d a, ne fasse évanouir aucune des autres fonctions. Donc
ces autres fonctions conservent le signe qu'elles avaient lorsque la
valeur de « était «. Si le signe de /' («) est + , les trois suites com-
parées seront terminées ainsi : |

oot —
..+ o0 (1)
s
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cest-a-dire gue la fluxion f'(a) étant positive, f(x) augmente de
valeur et est successivement négative, nulle et positive. On voit, &
I'inspection de la table (1), que le changement de signes + — est
devenu une perr%lanence de signes + +.

Si le signe de f(a) est négatif, les trois suites sont ainsi ter-
minééé, '

..— O (2)

— —

CREIRY ’

c'est-a-dire que la fluxion f(a) étant négative, la valeur de /()
est décroissante, en sorte qu’elle est successivement positive, nulle
et négative. La table (2) fait connaitre que le changement de signes
— + est remplacé par une permanence — —. Donc soit que le
signe de /' (a) soit positif ou négatif, il arrive dans 'un et I'autre
cas qu'un changement de signes est remplacé par une permanence.
Donc la suite des signes des résultats que I'on trouve en substituant
pour x une valeur a continuellement c¢roissante, perd un change-
‘ment de signes toutes les fois que la valeur substituée atteint et
dépasse infiniment peu une des racines réelles de 'équation pro-
posée. ) ‘ .

Nous supposerons maintenant que le nombre substitué « atteint
une valeur qui rend nulle une seule des fonctions intermédiaires
de la suite X™, Xt~ X2 X" X', X, et ne rend point nulle
la derniére fonction X. SoitX®, ou £ (x), la fonction qui s’évanouit,
en sorte que I'on a f®(a)==o0. Nous désignons par » l'indice de
différentiation, et par n+1 ou n— 1 cet indice dans la fonction
qui préeéde ou qui suit. On ecomparera, comme on I'a fait plus haut,
les résultats des trois substitutions de a—da, a, a +da dansla
suite des fonctions; et I'on remarquera d’abord que da étant une
uantité infiniment -petite, les suites de signes ne différent que par
les signes des résultats qui proviennent des substitutions dans
J® (). Les trois résultats sont
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f®(a— da)

S (@)
SOla+da),

—da f*+)(a)
o

daf+)(a):

or le signe de f"*”(a) peut étre + ou —, et il en est de méme du

signe de /" a, ce qui forme quatre combinaisons différentes.
Dans la premiére le résultat "+ (a) est positif ainsi que /= (a)::

il faut donc comparer ces trois parties des suites de '_signe, savoir:

ou

+ — +
+ 0 + 13)
+ + +. ‘
Dans un ‘second cas le signe de f "+ (a) est — , et celui de /" (a)
est + : les parties correspondantes qu'il faut comparer sont done

—_—— .
—o+ W
: —_—— .

La table (3) fait connaitre que la suite supérieure a perdu deux de
ses changements de signes, savoir + — et — -+ , qui sont rem-
placés par + + et + +. Il n’en est pas de méme de la table (4) :
elle montre que la suite n’a perdu aucun changement de signes;
car un de ses changements — + est remplacé par une permanence
— —. Mais en méme temps la:permanence + + est remplacée par
le changement — +.

Nous avons supposé que la fonction £ (x) a le'signe +. Si
au contraire elle devient négative lorsqu'on substitue @ au lieu de
@, on aura les deux tables suivantes, '

4 ——
+ 0 — (3)
+ 4 — |
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et

—o— (6)

. o N

T.'une (5) montre que dans ce cas la suite supérieure n’a perdu aucun
changement de signes; I'autre (6) répond a un cas différent, ol la
suite des signes a perdu deux changements, savoir — + et + —,
remplacés par — — et — —. '

11 suit de cet examen que si le nombre substitué @ atteint une
valeur qui rend nulle une seule des fonctions intermédiaires, et
ne fait point évanouirgla fonction proposée X, la suite des signes
perd a la fois deux changements, ou n’en perd aucun. Il n’arrive
jamais qu’elle en perde un seul, ou qu’elle en acquiere.

Lorsque le nombre substitué atteint et dépasse une racine réelle
de la proposée, nous avons vu que la suite perd nécessairement
un changement de signe; et 'on vient de démontrer que si la fonc-
tion rendue nulle par la substitution n’est point la derniére X , mais
une des fonctions intermédiaires, la suite des signes perd deux
changements a la fois, ou qu'elle n’en perd aucun. Donc le nombre
substitué a croissant par degrés infiniment petits depuis —  jus-
qua -+ =, la suite des signes perd au moins autant de changements
qu’il existe de racines réelles. Le nombre de changements de signe
de la suite ne peut jamais augmenter; il diminue nécessairement
d'une seule unité, lorsque la seule fonction qui s’évanouit est Ja
derniere X, et il peut ou diminuer de deux unités, ou demeurer le
méme qu’auparavant, lorsque la fonction qui s'évanouit seule est
une des fonctions intermédiaires.

(3) Nous avons supposé jusqu’ici que la substitution de a fait
evanouir une seule des fonctions qui forment la suite, et c'est ce
(qui arrive en géneral. Le contraire ne peut arriver qu'accidentelle-
ment, lorsqu’il existe de certaines relations entre les coefficients de
Ja proposée. Un changement infiniment petit dans la valeur des

coefficients détruirait cette relation, et une méme valeur de x ne
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ferait plus évanouir en méme temps deux ou plusieurs des fone-
tions. C’est pour cette raison que I'on peut toujours, dans les re-
cherches de ce genre, faire abstraction de ces cas singuliers. Mais
il est préférable ici de les considérer séparément, parce qu'il s'agit
de donner la démonstration rigoureuse d’une proposition fonda-
mentale.

Supposons donc qu’'une méme valeur a, substituée au lieu de x
dans la suite des fonctions rende, nulles plusieurs fonctions consé-
cutives, et comparons, comme nous I'avons fait jusqu'ici, les trois
résultats des substitutions de a—da, @, a + da. Nous désignons
par /™ (x) la fonction qui s'évanouit lorsqu’on y substitue « au lieu
de x, et nous supposons que plusieurs fonctions suivantes /"= (x),
S (x), ete. sont aussi rendues nulles par la méme substitution.
Soit 7 le nombre des fonctions consécutives /™ (a), /"= (a), [~ (a),
S (@), ete. qui s’évanouissent. Quant a la fonction précédente
S+ (a), elle ne donne point un résultat nul : elle prend le signe
+ ou le signe —; etil en est de méme de la fonction /-7 (x) qui
suit la derniere fonction évanouissante. Il s’agit de comparer la
suite intermédiaire qui est donnée par la substitution de a, a la suite
inférieure que I'on forme en substituant @ + da, et a la suite su-
périeure qui répond a a—da. On ne considere d’abord que les
parties de ces suites qui se rapportent aux fonctions évanouissantes
et a la fonction qui les précede. On aura /™ (a + d a)=/f" (a) +
daf"+(a), ou seulement /' (a + da)=d a f"* a, parce [ (a)
est nulle par hypothese; IR

S - (e ’ n da’ i1 da® et
S a+da)=f" )(a)+daf()(a)—§——2—f( )(cz):—z——-ﬂ"‘)(a),

puisque f™a et f*(a) deviennent nulles. En général on aura
cette suite d’expressions,
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SO (a+ da)=daf"+(a)
S @+ da) =5 fo ()
S (a4t da) =22 fo9 (a)
iy

S0+ da) =22 LS (@

etc.,

et par conséquent

S (a—da)y=—daf"*+(a)
S (a—da) =2L o (a)

S a—da)=—T5 f+ (@)

S (a—da) =35 /) (@)

ete.

11 suit de la qu’en désignant par
[+ (a), 0,0, 0,0,0, etc.
la partie de la suite intermédiaire que donnent les fonctions

), SO@), SO0 @), S @), S0 @), S0 @), ete.

lorsqu'on suppose x—ua, on trouvera dans la regle que nous
allons énoncer les signes de la partie correspondante de la suite in-
férieure que donne la substitution de a + d a, et les signes de la
partie correspondante de la suite supérieure donnée par la substi-
tution de a—d a. ;

11 faut pour la suite inférieure écrire au-dessous de chaque zéro
de la suite intermédiaire le signe méme de /" (a); et pour former
la suite supérieure, il faut au-dessus du premier zéro a gauche écrire
le signe de "+ (a), au-dessus du zéro suivant écrire le signe con-
traire a celui de /“+(a), et continuer ainsi a écrire alternativement
le signe de f®+(a), ou le signe contraire, au-dessus des signes
zéro de la suite intermédiaire.
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- Cela posé, si I'on procede a la formation des suites en allant de
gauche a droite, il est évident que I'application de la régle précé-
dente introduit dans la suite supérieure des changements de signes
qui deviennent autant de permanences dans la suite inférieure. 7
étant le nombre des fonctions évanouissantes, on trouve que la
suite supérieure contient un pareil nombre i de changements de
signes remplacés dans la suite inférieure par autant de permanen-
ces. Il faut remarquer aussi que dans ces deux suites les signes cor-
respondants sont alternativement différents ou semblables. Ils sont
différents pour les fonctions dont le¢ rang est indiqué par f®,
S fo8, 0= ete.; et ils sont les mémes pour les fonctions
dont le rang est indiqué par f=9, f¢=9, £0=9 etc. Enfin les fonc-
tions qui deviennent nulles, et dont le nombre est i, sont suivies
d’'une fonction non évanouissante f©= (x) : la substitution de «
dans cette fonction donne le méme signe pour les trois suites, et
ce SIgne peut étre + ou —.

Il est facile de connaitre maintenant comblen la suite supérieure
a perdu de changements de signe, remplacés par autant de perma-
nences dans la suite inférieure. En effet si 7 est un nombre pair,
le signe de la derniére fonction évanouissante f“~+J(a) est le
méme dans les suites. inférieure et supérieure : il donne par consé-
quent dans I'une et autre la méme combinaison de signes avec la
fonction extréme non évanouissante, qui est f“=(«). Donc la suite
inférieure a perdu dans ce cas un nombre / de changements de
signe remplacés par des permanences.

Mais si le nombre ¢ est impair, ce cas se subdivise en deux autres;
parce que le signe de la derniére fonction évanouissante /= (q)
n’étant pas le méme pour les suites supérieure et inférieure, il en
résulte que ces signes différents forment deux combinaisons con-
traires avec le signe de /"~ (a) commun aux deux suites. Si celle
de ces combinaisons qui se trouve dans la suite supérieure est un
changement de signes, elle répond a une permanence dans la suite
inférieure : donc le nombre de changements ‘de signes que la suite
supérieure a perdus n'est pas ¢: il est £+ 1. Mais si la combinaison

13.
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de signes qui termine la suite supérieure est une permanence, elle
devient un changement de signe dans la seconde suite; dans ce cas
le nombre des changements de signe perdu par la suite supérieure
n'est pas i, mais i—1. ,

On conclut de ces remarques que le nombre des fonctions éva-
nouissantes étant i, le nombre des changements de signe perdus
par la suite supérieure est égal a ¢ lorsque z est pair; et que si le
nombre 7 est impair, la suite supérieure perd dans un premier cas
un nombre z+ 1 de changements de signe, et dans un deuxieme
cas un nombre z —1. Donc en désignant par /. le nombre total des
changements de signe de la suite supérieure, et par & le nombre
total de changements de signe de la suite inférieure, on voit 1° que
le nombre £ ne peut jamais étre plus grand que / ; 2° que la dif-
férence & — k est égale & i lorsque 7 est pair; 3° que si le nombre ¢
des fonctions évanouissantes est impair, la différence A— % est
i + 1 ou i— 1. Cette différence est donc toujours un nombre pair.

Lorsque la valeur de ¢ est seulement 1, la différence — £ est
2 ou o: c'est le cas général gue nous avions examiné d’abord , en
supposant quune seule fonction intermédiaire s’évanouit : mais si
plusieurs fonctions intermédiaires consécutives s’évanouissent en
méme temps, la différence ~—7% est 2, ou 4, ou 6, ete.

(4) Nous avons aussi a considérer le cas ou les fonctiohs éva-
nouissantes consécutives sont placées a I'extrémité de la suite des
fonctions vers la droite, en sorte quelles comprennent le premier
membre X de I'équation proposée. Or i} suit de notre démonstration
précédente que, désignant par j le nombre de ces fonctions extre-
mes qui s’évanouissent, la suite supérieure perd un nombre de
changements de signe précisément égal aj. On sait que dans ce
cas, qui est celui des racines égales, la fonction X contient le fac-
teur (x—a)’. Donc la suite des signes a perdu un nombre j de
ses changements de signes lorsque le nombre substitué est devenu
égal & 1a valeur @ de la racine multiple. Cette diminution du nombre
de changements de signe de la suite a lieu toutes les fois (ue le
nombre substitué a, en passant par degrés de la valear —% a la
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valeur %, atteint et dépasse infiniment peu chacune des racines
réelles ; et la suite perd pour cette cause autant de changements
de signe que I'équation proposée a de racines réelles égales ou
inégales.

(5) On peut enfin supposer que la substitution du méme nombre
a fait évanouir plusieurs fonctions consécutives dans diverses par-
ties de la suite, savoir un nombre ¢ dans une premiere partie, un
nombre ¢’ dans une seconde partie, ainsi du reste; et un nombre j
de fonctions extrémes qui comprennent la fonction proposée X.

Désignant par H le nombre total de changements de signe que
la suite contenait lorsque le nombre substitué avait une valeur
moindre que a dont elle difféere d’'une quantité infiniment petite
et par K le nombre de changements de signe que la suite conserve
lorsque la valeur de x est devenue plus grande que a dont elle dif-
fere d’une quantité infiniment petite, on voit que pour trouver la
différence H—XK, il suffit d’appliquer a chacune des parties de la
suite o se trouvent les fonctions évanouissantes les conséquences
(ue nous venons de démontrer. Si le nombre i est pair, il faut
compter pour cette partie de la suite unnombre 7 de changements
de signes remplacés par des permanences. Mais si le nombre 7 est
impair , il peut arriver que la suite perde un nombre 7+ 1 ou
i— 1 de changements de signes. Il en est de méme des nombres
¢, 1", etc. Quant aux fonctions extrémes qui s’évanouissent, et dont
le nombre est j, elles indiquent dans tous les cas que la suite a
perdu un nombre de changements de signe précisément égal a ;.

On voit que la démonstration précédente se réduit toujours i
comparer les expressions analytiques des résultats que I'on trouve
en substituant ¢« —da, a, a + da dans la suite des fonctions :
cette comparaison rend manifestes toutes les conséquences (ue nous
avons exposés concernant la diminution progressive du nombre
des changements de signes de la suite.

(6) Ces démonstrations nous font connaitre comment la suite
des résultats des substitutions perd successivement les m change-
ments de signe qu’elle avait lorsque la valeur substituée était — 2.



98 LIVRE PREMIER.

1° T.e nombre des changements de signe de la suite diminue
continuellement; cette suite ne peut point en acquérir de nouveaux,
ni reprendre aucuns de ceux qui ont disparu. |

20 [Lorsque la substitution fait évanouir la derniere fonction /{x),
la suite perd pour cette cause autant de changements de signes
que Déquation f(x)==o0 a de racines réelles égales au nombre
substitué. ‘ ‘

3o Si cette valeur substituée rend nulles une ou plusieurs des
fonctions intermédiaires, et ne rend point nulle la derniére fonction
JS'(x), il peut arriver que la suite ne perde aucun changement de
signe, ou (u'elle en perde un nombre pair. Il est impossible que
dans ce cas il disparaisse un nombre impair de changements.

Cela posé, si I'équation a toutes ses racines réelles en nombre
m , la suite perdra un nombre de changements de signes précisé-
ment égal a m , et par conséquent elle ne peut dans ce cas perdre
auncun de ses changements de signes par la substitution d'une valeur
(ui ferait évanouir une ou plusieurs des fonctions intermédiaires
sans rendre nulle la derniere fonction f(x).

Si I'équation a un nombre m —a de racines réelles et deux ra-
cines imaginaires, il arrivera une fois seulement que la suite perdra
deux changements de signe, par la substitution d’'une valeur qui
rend nulle une fonction intermédiaire sans faire évanouir la fone-
tion extréme f(x); et les m — 2 autres changements de signe dis-
paraitront successivement a mesure ue le nombre substitué devien-
dra égal a chacune des m— 2 racines réelles.

Dans tous les cas chacune des racines réelles, égales ou inéga-
les, correspond nécessairement & un changement de signe perdu.
Par conséquent le nombre de changements de signe qui dispa-
raissent sans que la derniére fonction f(x) devienne nulle, est
toujours égal au nombre des racines imaginaires de la proposée.

(7) On parvient ainsi 2 démontrer la proposition que nous allons
énoncer , et que nous regardons comme un des éléments fondamen-
taux de I'analyse algébrique.

Etant proposée l'équation numérique f(x)==o0 dont le degré est
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m, on considére les fonctions f(x), f'(z), f"'(x),...f™ (x), dont
chacune se déduit de la’ précédente en différentiant par rapport
a @ et divisant par da. Apres avoir écrit cette suite de fonctions
suivant cet ordre f™(x), /" (x), f" ) (x),. .. [ (®), [ (2), f (@),
on substitue au lieu de x une valeur déterminée a , et 'on marque
combien la suite des signes des résultats f(a), f"(a),...f"(a),
f'(a),f(a) présente de combinaisons de deux signes différents
consécutifs , tels que + — ,ou — +.Le nombre A de ces change-
ments de signes comptés dans la suite qui provient de la substitu-
tion de a varie lorsqu’on substitue dans les mémes fonctions des
nombres différents de @ : la comparaison des résultats offre les pro-
priétés suivantes. 1° Si I'on concoit que la quantité substituée «
augmente par degrés insensibles depuis —  jusqu’'a + +, lenombre
h des changements de signes comptés dans la suite diminue a mesure
que la quantité substituée augmente. La suite des signes, qui con-
tient un nombre m de changements lorsqu’on substitue — %, perd
successivement tous ses changements de signe a mesure que I'on
substitue des valeurs plus grandes. Le nombre % de changements
de signe qui répond a la substitution de @ ne peut jamais surpasser
le nombre £ de changements qui répond & la substitution d’une
valeur 6 plus grande que a. -

° La suite perd un de ses changements de signes toutes les fois
que la valeur substituée o devient égale a une des racines réelles
de la proposée. I disparait ainsi autant de changements de signes
que l'équation a de racines réelles égales ou inégales.

3% Autant I'équation fx=o0 a de couples de racines imaginaires,
autant il arrive de fois que la suite perd deux de ses Lhancements
de signe qui disparaissent ensemble.

(8) Cette proposition indique immédiatement combien une équa-
tion proposée f(x) = o peut avoir de racines réelles comprises entre
deux limites données a et b. En effet substituant la moindre limite
a dans la suite des fonctions, on comptera le nombre % de chan-
gements de signe de cette suite; substituant aussi la limite &, on
comptera le nombre/ des changements de signe delasuite que donne
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cette seconde substitution; et la différence /# — £ fera connaitre com-
bien on doit chercher de racines entre les deux limites proposées.
Nous avons démontré que cette différence o— k ne peut pas étre
‘négative; elle peut étre nulle, ou égale &4 1,2, 3,4, etc.

Si elle est nulle, il est impossible que I'équation X =o ait aucune
racine réelle entre les limites .« et . En effet s'il existait dans cet
intervalle une racine réelle telle que «, qui rendit nulle la fonc-
tion X, il serait nécessaire que la quantité substituée au lieu de a
passant par degrés infiniment petits de la valeur a a la valeur & fit
disparaitre au moins un changement de signes; et comme ceux de
ces changements qui ont disparu ne peuvent point étre rétablis,
la suite donnée par la substitution de b aurait moins de change-
ments de signes que celle qui provient de la substitution de a, ce
(jui est contre I’hypothese.

Si la différence o—#% est 1, 'équation a une racine réelle entre
@ et b: car un seul changement de signe ne peut disparaitre que
par la substitution d'une valeur qui rend nulle la fonction X. Et
il ne peut y avoir plus d’'une racine réelle entre les mémes limites
a et b : car dans ce cas la suite aurait perdu plus d'un changemen:
de signe. ,

Si la différence A—k est 2, I'équation X = o peut avoir deux
racines réelles entre les limites a et b : mais il peut arriver aussi
quil n’y ait aucune racine réelle dans cet intervalle. Cela aurait
lien s'il existait un certain nombre p., plus grand que @ et moindre
que b, qui, étant substitué dans la suite des fonctions, fit dispa-
raitre a la fois deux changements de signe sans rendre nulle la
fonction X. Il est d’ailleurs certain que dans ce cas I'équation ne
peut avoir plus de deux racines réelles dans l'intervalle des limites
a et b : car, si cela était, la suiteaurait perdu plus de deux chan-
gements de signe, ce qui est contre 'hypothése.

Dans tous les cas, I'équation X —=o0 ne peut pas avoir plus de
racines réelles entre les limites a et & qu’il n’y a d'unités dans la
différence 2~ — % des nombres de changements de signe comptés



SEPARATION DES RACINES. 101

dans les deux suites (@) et (b). Nous désignons ainsi les suites des
résultats de la substitution de @ ou de &.

Si ce reste 4% est un nombre impair, il y a au moins une
racine réelle entre les limites a et b.

Si le reste A—#% est un nombre pair, I'équation X —=o0 peut
n’avoir aucune racine réelle entre « et b. En général si lenombre des
racines réelles comprises entre a et b n’est pas égal au reste h— %,
il ne peut en différer que d’'un nombre pair A, et dans ce cas I'équa-
tion X=o0 a au moins autant de racines imaginaires quil y a
d’unités dans la différence A.

(9) Le théoréme connu sous le nom de régle de Descartes, et
dont le sens général est depuis long-temps fixé, est un corollaire
de la proposition précédente. Il suffit de choisir pour les deux
limites @ et b les quantités — 2 et 0, ou o et + +. En effet si l'on
substitue la valeur o au lieu de » dans les fonctions X™, X
X”, X, X, les signes de la suite des résultats sont évidemment les
mémes que les signes des coefficients 1, a,,a,,.....a, de la
proposée. Donc pour connaitre au moyen de la proposition pré-
cédente combien il peut y avoir de racines entre — = et o, ou
entre o et =, il faut marquer combien la suite des signes des coef-
ficients, cest-a-dire celle que donne la substitution de o dans la
série des fonctions, contient de changements de signe, afin de la

T

comparer ala suite que donne la substitution de — 3, et a celle que
donne la substitution de + Z. Or la suite (— %) contient un nombre
m de changements de signes, et la suite (+ %) n’en contient aucun.
Donc I'équation proposée ne peut pas avoir plus de racines réelles
négatives qu'il n'y a de permanences de signes dans la suite des
coefficients, et cette équation ne peut pas avoir plus de racines
réelles positives que la suite des coefficients n’a de changements
de signe.

(10) L/application de la proposition générale fait connaitre clai-
rement les intervalles dans lesquels les racines doivent étre cher-
chées. Si deux limites @ et b sont telles que les suites (a) et (b) aient
le méme nombre de changements de signe, il est impossible qu'il

1L 14
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se trouve aucune racine entre ces limites. Par conséquent toute
méthode de résolution qui conduirait a substituer au lieu de x des
nombres compris entre de telles limites serait par cela méme tres-
imparfaite, puisqu’elle exigerait un grand nombre d’opérations
superflues. 1l est évident quon ne doit chercher de racines que
dans quelques intervalles, savoir ceux ou le théoréme précédent
indique qu’elles peuvent exister.

Avant de procéder a Papplication de ce théoreme, il est néces-
saire de s’arréter a une remarque importante concernant les sub-
stitutions qui rendent nulles une ou plusieurs des fonctions inter-
médiaires. ,

(11) Lorsqu'on a trouvé deux suites de résultats en substituant
les limites preposées a et & dans les fonctions f™ (x), f= (x),. ..
/7 (x), f'(x), f(x), il arrive fréquemment qu'un ou plusieurs de
ces résultats sont nuls. Il s’agit de connaitre quels signes on doit
attribuer aux quantités qui s'évanouissent, et comment il faut
compter le nombre de changements de sighe.

Nous considérons dans ce cas deux valeurs infiniment peu diffé-
rentes du nombre @ qui est substitué, et ces valeurs sont ainsi in-
diquées : a— (Za, a+da, ou <a,>a. Chacune de ces valeurs
donnera maintenant le signe + ou le signe —, et non un résul-
tat nul. ,

Par exemple, si la suite qui provient‘de la substitution de « est

++o000 0 -—0900—-+0-+0 0000 —,
on trouvera

++++++————— A+ —
R

pour la suite que donne la substitution de la quantité désignée
par > a. Pour former cette seconde suite on procede de gauche
a droite, et lorsqu'on trouve dans la premiére suite un signe qui
n’est point o, on éerit ce méme signe au-dessous dans la seconde
suite. Mais lorsqu’on arrive & un signe o de la premiere suite, on
le remplace dans la seconde par un signe semblable a celui que Von
vient d’écrire & gauche dans cette seconde suite.
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Pour former la suite qui répond a la quantité < a, on procede
aussi de gauche & droite, et lorsqu’on trouve un signe qui n’est
point o dans la suite donnée par la substitution de @, on repéte
ce méme signe au-dessus. Mais lorsqu’on arrive a un signe o de
la suite donnée, on le remplace dans la suite supérieure par un
signe contraire a celui qu'on vient d’écrire a gauche dans cette
suite supérieure. Nous avons démontré dans l'article 3 les deux
regles que 'on vient de rappeler. Si, dans I'exemple cité, on rap-
proche les trois suites, on a la table suivante:

(<a) - F—+—+—+—F—F—+—+ ———
(v,a) ...+~0000 —000—~—4+0-+0 00 0 0 —

(>a) o +H++t+t+—————- b A e

Ayant ainsi remplacé la suite (@) par deux autres, on se servira
“de la suite (> &) lorsqu’on aura a comparer la limite @ a une limite
plus grande 4. Mais si I'on doit comparer la limite @ a une limite
6" moindre que @, on remplacera la suite («) par la suite (< @). On
appliquera cette regle du double signe toutes les fois que la substi-
tution d'une limite quelconque donnera un ou plusieurs résultats

nuls, en sorte que dans aucun cas les suites comparées ne contien-
dront de signes zéro.

3

1 arrive le plus souvent que les deux suites (< a) et (> a) ne
contiennent pas le méme nombre de changements de signe. Le
nombre /. des changements de signe de la- suite supérieure (< a)
ne peut pas étre moindre que le nombre 4 des changements de
signe de la suite inférieure, et si & surpasse &, ce qui arrive néces-
sairement lorsque deux ou plus de deux termes' consécutifs s’éva-
nouissent, la différence 2— £ est un nombre pair A. Dans ce cas
I'équation proposée f(x)==o0 a un pareil nombre de racines imagi-
naires, indépendamment des racines qui pourraient manquer en
d’autres intervalles.

Dans l’e‘xe‘mple précédent la suite inférieure a quatorze chan-
gements de signes de moins que la suite supérieure : I'équation
J(x) = o aurait.done, pour cette seule cause, quatorze racines ima-

14.
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ginaires. Ces racines manquent & I'équation dans l'intervalle infi-
niment petit compris entre a —da et a4 da.

(12) Les propositions qui ont été démontrées jusqu’ici donnent
un’ moyen facile de distinguer les seuls intervalles dans lesquels
les racines doivent étre cherchées. Nous citerons divers exemples
de T'application de ces théoremes. Le premier exemple est celui de
I'équation

2 —3rt—242 +gba’— 46— 101 =o0.
On a pour la suite des fonctions

X..... 2 —3a'—afx’ + gba—fbxr— 104
XL....528—122°—722" 4+ 190 x — 46
X" . oa02’— 360" — 1442 + 190

X", . .600"— 722 — 144

XY, ... 1200— 72

X'.....120.

Si l'on substitue au liea de  les nombres ...—10,—1,0,1,
10,...,et si I'on écrit les signes des fonctions

X" X7 X" X" X’ X,

on trouve

(—10)iiiii + — 4+ — 4 —
(—1)vennn + — 4+ — 4+ 4+
(o) e — — 4 —
(I) ...... + 4+ - 4+ 4+ —
(10) eiveve + + + + + +

En comparant la suite des signes qui provient de la substitation
ou de —10 & celle qui provient de la substitution de + 10, on
voit (ue la premiére suite (—10) a cinq changements de signes et
que la suite (10) n’a aucun changement de signes: donc l'équa-
tion ne peut avoir de racine que dans cet intervallede —10 & + 10.
En comparant les deux suites (— 10) et (—1), on conclut qu'une
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des racines réelles existe dans cet intervalle ; car la seconde suite
n'a que quatre changements de signe, et’la premiere en a cing.
Les deux suites (— 1) et (0) étant comparées de la méme maniere,
on voit qu'il existe une seconde racine réelle dans cet intervalle ;
car le nombre des changements de signe de la premiére suite sur-
passe d’'une unité le nombre des changements de signe de la seconde.
I’intervalle suivant de o a 1 ne peut contenir aucune racine ; car
la suite (0) a trois changements de signe, et la suite (1) en a un
pareil nombre. Qunant & l'intervalle compris entre 1 et 10, on trouve
dans la premiére suite (1) trois changements de signe, et la seconde
(10) n'en a aucun. Donc on doit chercher trois racines entre t
et 10: I'une de ces racines est réelle, et I'on ignore jusquiici si les
deux autres sont réelles, ou si elles manquent dans l'intervalle.
Les seuls intervalles dans lesquels on doit chercher les racines
sont done celui de — 10 & — 1, celui de — 1 4 0, et celui de 1
a 10. Dans chacun des deux premiers il se trouve une racine réelle
entiérement séparée des autres; et dans le troisiéme, savoir entre 1
et 10, il existe aussi une racine réelle, mais il reste a découvrir
s1 les deux autres racines indiquées dans cet intervalle sont réelles
ou imaginaires: nous résoudrons bientot cette question. Il serait
entiérement inutile de chercher des racines de la proposée dans
d’autres intervalles que ceux qui viennent d’étre désignés.

(13) Soit I'équation proposée
2 —4fx*—3x+ 23=o0.

L suite des fonctions est

v

X #t—4a2* —3x+ 23
X.oo..fa* — 12202 —3
X ... 1220°— 24

X" . ..24x- 24

X7 . ...24.

Si Lon substitue les nombres o, 1, 10, et si 'on marque les signes
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des résultats dans les fonctions

X_”I X//I X/I X/ X’

on trouve

(Lo)....
(o).... ‘
(o) .eoi + — — —
(<1)viii + — — —
(1) ....+
(>1).... +
(1o0) .... +

+ o+
|
(=}
I
+

++ 0
I
!

+ o+ttt

+ +

Dans cet exemple la substitution de o au lieu de z fait évanouir
la fonction X": il faut donc employer Ia rég]e'du double signe.
Elle montre que dans la suite supérieure (< o) on doit écrire le
signe + au-dessus du signe o, et que dans la suite inférieure on
dott écrire le signe —. Si actuellement on compare les deux suites
(< o)et (>0), on trouve quatre changements de signe dans la
premiere, et seulement deux dans la seconde. Donc I'équation a
deux racines imaginaires qui manquent dans l'intervalle infiniment
petit de <o a >o.

I.a substitution du nombre 1 fait évanouir la fonction intermé-
diaire X"’, et en appliquant de nouveau la régle du double signe,
on voit que le signe o de la suite intermédiaire (1) doit étre rem-
placé par — dans la suite supérieure (< 1), et par + dans la suite
inférieure (> 1). Si maintenant on compare les deux suites (< 1)
‘et (> 1), on y trouve le méme nombre de changements de signe :
done il ne manque point de racine dans Tintervalle de <14 >1.
Cette substitution du nombre 1, qui rend nulle une des fonctions
intermédiaires, conserve le nombre de changements de signes. 11
n‘en est pas de méme de la substitution de o, qui, faisant dispa-
raitre deux changements de signe, montre que I'équation manque
de deux racines, dans l'intervalle de <o & >o0.

Pour comparer la suite des signes que donne la substitution de
o a celle que donne la substitution de 1, il faut employer les suites
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(>o0) et (< 1): mais pour comparer la suite que donne la substi-
titution de 1 a celle que donne la substitution de 10, il faut em-
ployer les suites (> 1) et (10). La comparaison des suites (> o)
et (< 1) montre qu'il ne peut y avoir aucune racine entre o et 1 ;
car les deux, suites ont le méme nombre de changements de signe.
I.a comparaison des suites (>1) et (10) montre que I'on doit
chercher deux racines dans l'intervalle de 1 a 10; car la seconde
suite n’a aucun changement de signe et la premiere en a deux.
I équation proposée a donc deux racines imaginaires, et les deux
autres racines ne pelivent exister que dans l'intervalle de 1 a 10.
11 restera a découvrir si elles sont réelles ou si elles manquent dans
cet intervalle, ce que nous examinerons ultérieurement.
(14) L'équation ‘

42 —3x+ 2=0
donne les résultats suivants :

X =& +20—3x+ 2
/ X =3xr+4x—3

X'=6x+4
- Xlll:6,
et
X/IIX// X/ X
(=10 + — + —
(—1)evii 4+ — — +
) (0) vivi 4+ + — +
(1) eovi + + + +.

La comparaison des suites (— 10) et (— 1) montre que l'équation
a une racine réelle entre — 1oet — 1, et qu’il ne peut y en avoir
plus d’une dans cet intervalle. Car la premiére suite a trois chan-
gements de signes et la seconde en a deux seulement.

On voit aussi en comparant les suites (-— 1) et (o) que I'on ne doit
chercher aucune racine entre — 1 et o; car les deux suites ont le
méme nombre de changements de signe , savoir deux.
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Quant & l'intervalle suivant de o & 1, on doit y chercher deux
racines, parce que la suite que donne la substitution de o au lieu
de z a deux changements de signes, et que la suite qui répond a
t n'a plus aucun changement. Il reste a connaitre si ces deux ra-
cines indiquées entre o et 1 sont réelles, ou si elles manquent dans
I'intervalle.

(15) Si I'équation proposée est

L+ 2+ —a2br—36=o0,
on aura cette suite de fonctions,

X =2+t +a—2ba—36
X =ba'+ 42 +20—25
X' =—o0x’+ 122"+ 2
X"=6ox*+ 24x
X"=1902+ 24
X' = 120;

et substituant les nombres

—1, — 10, — efc.
o
1, 10, ete.
on trouve
X" X/II XII Xz X
- — 4 —
+

(—10). ..
(<o)...
(o) ...
\(>0)...
(1)...
(10) ...

On conclut de la comparaison de ces résultats
1° Que toutes les racines doivent étre cherchées dans l'intervalle

——

|
I

—— r———

+ + o
+ + + +

SR I N e

o+t

+ + +.

+
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de — 10 a + 10, puisque 'une des suites a cinq changements de
signe, et que l'autre n'en a aucun; -

2° que deux de ces racines doivent étre cherchées entre — 10
et — 1, parce que la premiere suite a cinq changements de signe
et que la seconde en a trois seulement, mais qu’il reste a dé-
couvrir si ces deux racines existent en effet, ou si elles sont ima-
ginaires;

3¢ que la svite (< o) ayant deux changements de plus que la
suite (> 0), I'équation a deux racines imaginaires qui manquent
en cet intervalle infiniment petit;

4° qu’il ne peut y avoir aucune racine entre — 1 et o, parce que
les suites (-——1) et (< 0) ont l'une et I'autre trois changements de
signes ; | '

5¢ qu’il ne peuty avoir aucune racine entre o et 1, parce que
les suites (> 0) et (1) ont I'une et 'autre un changement de signe;

-6° que I'équation a une racine réelle entre 1 et 10, parce que la
seconde suite a un changement de moins que la premiere: cette
racine est entierement séparée.

(16) Lorsqu’'on applique la proposition énoncée a la fin de l'ar-
ticle 11 aux équations binomes de la forme

"+ a,—0o,
ou a celles qui manquent de plusieurs termes consécutifs, comme

2"+ a,x" " +a,=o0,

on-connait immédiatement, par 'emploi de la régle du doublesigne,
le nombre des racines imaginaires qui proviennent de I'omission
des termes. Si les équations sont binomes, la substitution de o au
lieu de x dans la suite des fonctions
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X X =) X o= X X! X
donne les résultats suivants :

(€Lo)eor + — + — ... +a,
(o) ... + o 0 0 ...0+4a,
(>0)... + =+ -+ + ... Ha,.

[loréque le nombre m est pair, et le coefficient a, positif, la
suite (<o) n’'a que des changements de signes, et la suite ( > o)
n’en a aucun : ainsi toutes les racines sont imaginaires. Leur nombre
est m. Mais si le degré m étant pair,le coefficienta,, est négatif, 'équa-
tion manque d'un nombre 72— 2 de racines dans l'intervalle infi-
niment petit de <o a > o. Elle a une racine réelle entre — - et o,
et une autre racine réelle entre o et %.

Si le degré m est impair , on conclut a I'inspection des suites que
I'équation a un nombre m —1 de racines imaginaires, et une seule
racine réelle dont le signe est contraire a celui de a,,.

Quant aux équations telles que

a4 ax" " + a,=—o0

qui manquent de plusieurs termes consécutifs, on reconnait par
la méme regle qu'elles ont nécessairement, a raison de cette omis-
sion, des racines imaginaires, et 'on en détermine le nombre comme
il suit. Lorsque, entre deux termes subsistants, il manque dans
'équation un nombre 1 +n de termes consécutifs , le nombre des
racines imaginaires qui proviennent de cette seule cause est n ou
n + 2; savoir n lorsque les deux termes subsistants entre lesquels
manguent les termes consécutifs ont le méme signe, et n -+ 2 lorsque
ces deux termes sont de signes différents.
Par exemple on voit immédiatement que I'équation

'

44+ 1=0

a quatre racines imaginaires, parce qu'il manque trois termes con-
sécutifs entre les termes &° et & qui ont le méme signe.
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Les conséquences que nous venons d’énoncer sont trop faciles
a déduire de la proposition citée dans larticle 11 pour qu'il soit
nécessaire de les développer; et d’ailleurs elles sont pour la plupart
connues, et on les démontre aisément par d’autres principes.

(17) En appliquant la méme analyse a I'équation

| —a22—3x8 + 4 —bxr+6=o,
on trouve \
X =0"—2x8' =32+ 42 —52x4+6
X' =7a’—102*—9gx*+ 8x—5
X" =fox’*—hox’ —18x + 8
X" =2102—1202"— 18
X" =8jox*—2fox
X" =2b202x*— 240
v X"=ho4ox
X™=50j0 ,

et 'on forme cette table

(——VIO)...+—-+-——-’+—-+——'
(—1)i. + — 4+ — + + — +
,§(<0)...+—————+—-—+——+
' (o) ...+ 0 — 0 — + — +
(>0)c. 4+ + — — — + — +
(1) voi+ + + + + — — +
(10) oo + 4+ + + + + + +.

1° En comparant les deux suites (— 10) et (—1), on voit que la
seconde a seulement un changement de signe de moins que la pre-
mieére. Donc I'équation a une seule racine réelle entre les limites
—10et —1I.
2 La substitution de o au lieu de x donne plusieurs résultats
nuls. On formera donc les deux suites (< 0) et (>>0); et 'on voit

15.
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en comparant ces suites que I'une a six changements de signe et
lautre quatre. Donc I'équation a deux racines imaginaires qui man-
quent en cet intervalle.

3° Les suites (—— 1) et (< 0) étant comparées, on connait que
I'équation ne peut avoir aucune racine réelle entre — i et o.

4° Les suites (> o) et (1) étant comparées, on connait qu'il ne
peut pas y avoir plus de deux racines réelles entre o et 1. Il
restera a distinguer si ces racines existent en effet, ou si elles man-
quent dans cet intervalle. ‘

5° On conclut a I'inspection des deux suites (1) et ('10) que I'on
doit chercher deux racines entre les limites 1 et 1o0.

Ainsi les seuls intervalles dans lesquels on ait a chercher les ra-
cines de la proposée sont celui de — 10 a — 1, ou il existe certai-
nement une seule racine réelle; celui de o a 1, ou 'on ne peut
trouver plus de deux racines réelles; et celuide 1 4 10 oul'on doit
aussi chercher deux racines. On est assuré d’ailleurs que I'équation
a deux racines imaginaires; elles manquent dans l'intervalle infi-
niment petit de <oa >o.

(18) Nous citerons encore deux exemples du procédé qu’il faut
suivre pour distinguer facilement les intervalles ou les racines doi-
vent étre cherchées.

Le premier est celui de I'équation

2+ 3t + o2 — 32 —2x—a2=0.
On a

X ...2%+ 32 +20—3 20" —22—2

X 32128 + 60 —6x—2

X ...208 4+ 362"+ 122—6

X", ..60x + 722+ 12

X7 L1202 + 72

X' ... 120;

et substituant les nombres — 1, o, 1, 10, on trouve
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Xv X”,- XII; XVI Xl X

((K<—1)eii+ — + — + —
(—1) oi+ — 0o — + —
(> =)+ — — — 4+ —
0 .ii+ + + — — —
(1) e+ —
(10) vov 4+ + + + + +

On voit a I'inspection de ces suites

1° que la proposée ne peut avoir aucune racine au-dessous de
— 1, puisque la suite (< —1) a cinq changements de signe;

2° qu'il manque deux racines dans l'intervalle dont les limites
sont <—1 et >— I, puisque la limite < — 1 répond & cinq chan-
gements designe, et quil y a seulement trois changements de signe
dans la suite (> —1);

'3° que I'on doit chercher deux racines entre —1 et o, car la
suite (> — 1) a trois changements de signe, et la suite o en a seu-
lement un;

4° qu'il ne peut y avoir aucune racine entre o et 1, car les deux
suites (0) et (1) ont le méme nombre de changements de signes,
$avoIr un;

5° que l'équation a une seule racine réelle entre 1 et 10, car la
suite (10) a un seul changement de moins que la suite (1).

(19) Le second exemple est celui de 'équation

r—i1o02+6x+4+ 1=0o0.
On a
X =m=a2! — 102 +6x+1

X =bzxi—30x*+ 6
X" =s02’—60x
X" = 60 x*— 60
X"=120 x

X" =120,
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et I'on forme la table suivante :

(._10).... 4+ — 4 — 4 —
((LK=1)eer + — 4+ + — +
) e
?(>_—1‘) 4+ — — 4 — +

(<o) ovv + — — + + +
‘ (0) cer 4+ 0 — 0o 4+ +
((>0)- + + — — 4+ +
[ (<1) + + - — — —

(1) + + 0o — — —

(>1) + + + - — —

(10) + + + + + +

On conclut

des suites (—10) et (< —1), qu'il y a une seule racine réelle
entre — 10 et I; ,' ‘

des suites (> —1) et (<o), que 'on doit chercher deux racines
entre — 1 et 0; '

des suites (>o0) et (< 1), que I'équation a une racine réelle et
seule entre o et 1;

des suites (> 1) et (10), que I'on doit chercher deux racines entre
I et 1o.

(20) 1l serait inutile de multiplier ces applications : nous les
avons choisies telles qu'elles offrissent un assez grand nombre de
cas différents..

11 est évident que ce procédé fait connaitre sans aucune incerti-
tude les lieux des racines, c'est-a-dire les limites entre lesquelles
on doit les chercher : mais il ne détermine pas toujours la nature
de ces racines. On voit au contraire que si application du théo-
réeme indique un nombre pair de racines dans un intervalle donné,
il peut arriver que toutes ces racines soient imaginaires. Nous
avons donc une seconde question a résoudre , celle qui a pour objet
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de découvrir la nature des racines indiquées. Nous donnerons par
la suite une solution complete de cette seconde question : elle est
fort différente de la premiére que nous avons traitée jusqu’ici, et
(qui avait pour objet de désigner les seuls intervalles our I'on doit
chercher les racines.

Il faut se représenter que l'on a divisé-en une multitude d'inter-
valles la différence de deux valeurs attribuées a, x, et dont l'une
est au-dessous de o a une trés-grande distance, et 'autre au-dessus
de o a une trés-grande distance. Chacun de ces intervalles partiels
a deux limites a et b: Or ces intervalles sont de deux sortes.

1° Ceux dans lesquels on ne doit chercher aucune des racines de
I'équation. On reconnait ces intervalles au caractére suivant : qu'en
substituant leurs limites @ et 4 dans la suite des fonctions /™ x,
Sz, f (), f(®),/(x), ce qui' donne deux séries de résul-
tats, la seconde suite a autant de changements de signe que la
premiére. .

2” Les intervalles dans lesquels on doit procéder a la recherche
des racines. On reeonnait ces intervalles au caractére suivant :

~qu'en substituant les limites @ et b dans la série des fonctions, la
suite donnée par la substitution de la plus grande limite & a moins
de changements de signe que la suite donnée par la substitution de a.

Les premiers intervalles sont exclus, et leur étendue totale est
incomparablement plus grande que celle des autres. A I'égard des
seconds intervalles, ils sont enx-mémes de deux especes différentes :
savoir ceux ou les racines existent en effet, et ceux ou les racines
manquent. Il nous reste a expliquer clairement cette distinction, et
a donner des régles certaines et d’'une application facile pour dis-
tinguer ces deux espéces d’intervalles.

(21) La question se présente, par exemple, dans l'analyse de I'équa-
tion ' — 3x' — 24 2*+ 95 2*— [j6 2 — 101=0, citée art. t2. Le théo-
réme général indiqueque l'on doit chercher trois racines entre les li-
mites 1 et 10. On ?"[’iourrait diviser cet intervalle en deux parties, en
substituant dans la série des fonctions un nombre ¢ plus grand que 1
et moindre que ro; et 'on appliquerait les regles précédentes aux
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intervalles partiels 1 et ¢, et ¢ et 10. Or en continuant ainsi de
substituer des nombres intermediaires, et de diviser les inter-
valles, on parviendrait & séparer les trois racines, si elles sont toutes
réelles, et 'on connaitrait pour chacune d’elles un intervalle ou
elle est seule comprise, ce qui est le but de la recherche. Mais si
deux des racines cherchées sont imaginaires, la subdivision de I'in-
tervalle naura aucun terme, et 'on ignorera toujours si la séparation
des racines est impossible, parce qu'elles sont imaginaires, ou si
elle est seulement retardée, parce que leur différence est extréme-
ment petite.

On ne peut point résoudre cette difficulté en se bornant & sub-
stituer des valeurs intermédiaires, et a comparer les signes des ré-
sultats : la question exige une régle spéciale. C’est pour cette raison
que la méthode proposée par Rolle, sous le nom de Méthode des
cascades, ne peut servir i la détermination des limites des racines :
car elle manque d’un caractére pour la distinction des racines ima-
ginaires. '

La reégle d’approximation que I'on doit a Newton ne résoud
point cette question; elle la suppose résolue. Cette méthode new-
tonienne est un des éléments les plus précieux de I'analyse parce
quelle s’étend a toutes les branches du calcul ; mais elle n’a point
pour objet de distinguer les racines imaginaires. C'est pour y
parvenir que Lagrange et Waring ont proposé de rechercher la
plus petite différence des racines de I'équation, ou une quantité
moindre que cette plus petite différence. Considérée sous le rap-
port théorique, la solution est exacte. En effet si 'on était parvenu
a connaitre que la différence des racines réelles qui different le
moins est plus petite qu'une certaine quantité A, il suffirait de sub-
stituer pour la variable  des nombres consécutifs dont la diffé-
rence serait A, ou moindre que A. On serait assuré de distinguer
ainsi toutes les racines; et si 'on n’en trouvait pas autant qu’il y a
d’'unités dans le degré m de la proposée, celles que 'on ne sépa-
rerait point par ces substitutions seraient en nombre pair, égal
au nombre des racines imaginaires de la proposée. Mais il est facile
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de juger qu'on ne peut point admettre une telle méthode de réso-
lution. En effet 1° le calcul qui ferait connaitre cette valeur de la
limite A est impraticable pour les équations d'un degré un peu élevé ;
2° on effectuerait des substitutions dans des intervalles ou le théo-
réme général, art. 7, prouve quil ne peut y avoir aucune racine. Il
faudrait donc appliquer d’abord ce théoréme, et ne faire des substi-
tutions que dans les intervalles ou les racines doivent étre cher-
chées. Cette opération diminuerait la longueur du calcul , mais elle
ne dispenserait pas de trouver la valeur de A, ce qui est la diffi-
culté principale. Il était donc nécessaire de traiter par d’autres
principes cette question tres-importante qui a pour objet de re-
connaitre avec certitude la nature des racines. Je suis parvenu
depuis long-temps a la résoudre par des procédés dont lapplica-
tion est prompte et facile. La solution que nous allons exposer dans
les articles suivants a été donnée autrefois dans les cours de I'Ecole
Polytechnique de France; elle est la plus claire et la plus simple de
toutes celles que j’ai pu découvrir pour cet objet. Il s’agit ici d’'un
élément essentiel , et que J'on a pu regarder comme le point le plus
difficile de toute la théorie: nous avons dii nous attacher a éclaircir
entierement. Il ne suffisait pas de donner le principe analytique
dont nous avons déduit autrefois la solution: il est préférable de
rendre les conséquences trés-sensibles par I'emploi des construc-
tions. Rien n'est plus propre a montrer distinctement la nature de la
question. Nous rapporterons ensuite plusieurs exemples de la regle
générale qui sert a la résoudre.

(22) On suppose qu'apreés avoir substitué deux nombres a et b,
dont b est le plus grand, dans la suite des fonctions

SO@), fo @) S @), S (@), S (%), [(@),

il arrive que la suite (a) des signes des résultats, cest-a-dire celle
qui provient de la substitution de a, différe de la suite (b) en ce
que la seconde contient deux changements de signes de moins que
la premiére. Par exemple la suite (@) est terminée par les trois

L 16
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signes
+ — 4+ [}

et la suite (b) par ceux-Cl

+ + +.

Nous supposons aussi ue dans toutes les parties de ces deux suites
qui sont placées a la gauche des trois signes que 'on vient d’écrire,
chaque signe de la suite (@) est le méme que le signe correspon-
dant de la suite (). On voit que le nombre substitué passant de
la valeur @ a la valeur 4, la suite des signes perd deux changements.
Il suit donc du théoréme précédent, article 7, que l'équation
f(x)=no0 ne peut pas avoir plus de deux racines entre a et b ; mais
on ignore si les deux racines indiguées sont réelles, ou si elles man-
quent dans cet intervalle : c’est la question qu’il faut résoudre. Or
st dans chacune des deux suites (a) et (b)) on omettait le dernier
signe, la premiére contiendrait seulement un changement de signes
de plus que la seconde. Donc I'équation f”(x) = o0 ne peut avoir
qu'une racine entre a et b, et 'on est assuré que cette racine est
réelle.

De plus, en omettant les deux derniers signes de chacune des
suites () et (b), on trouve, par hypothése, que la premiére suite n'a
pas plus de changements de signe que la seconde. Donc I'équation
JS”(£) =o0 n’a aucune racine entre a et b; Cest-a-dire quil ne peut
y avoir dans cet intervalle aucun nombre qui, mis au lieu de x,
rende nulle la fluxion du second ordre f”(x).

(23) 11 est facile de représenter par les propriétés des figures les
relations qu'ont entre elles les fonctions f”(x), /' (x), f(x). L’or-
donnée y de la courbe mp n (fig. 4 et 5) exprime la valeur que recoit
la fonction f(z) lorsqu'on donne a la variable x une valeur quel-
conque mesurée par 'abscisse o . Les limites a et & sont les ab-
scisses 0 @, 0b. L’arc m p n qui répond a cet intervalle @ b n’a aucun |
pointd’inflexion , car la valeur de 'abscisse correspondante a chaque
point d’'inflexion est celle qui rend nulle la fluxion du second ordre
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2
£ (x), ou Z—Jf«; AinsiI’arc mp n est exempt de sinuosités, et comme

la valeur de f”(x) est positive aux deux extrémités de l'arc, on voit
que cet arc a la forme que la figure indique. Il est concave dans
toute son étendue : sa concavité regarde le haut de la planche. En
un certain point p de cet arc la tangente est parallele & I'axe des
abscisses. Ce point répond a la valeur de & qui rend nulle la fluxion
du premier ordre f'(x); et 'équation f'(z)==0 ayant une seule
racine entre les limites @ et b, il n'existe qu'un seul point p ou
I'inclinaison soit nulle. Si 'on ajoute 4 ces conditions que les or-
données extrémes f'(a) et f(b) sont positives, on voit que la partie
de la ligne courbe que I'on considére est celle que représente la
figure 4 ou la figure 5. Dans la premiere il existe deux points d'in-
tersection « et , et les abscisses 0«, 06 expriment les valeurs des
deux racines réelles. Dans la seconde figure, 'arc n’atteint pas I'axe
des abscisses; il n’y a aucun point d’intersection, en sorte que les
deux racines que l'on cherche sont imaginaires. La question con-
siste a distinguer celle des deux constructions qui représente la fone-
tion proposée dans lintervalle des limites a et &. Cette question
serait facilement résolue, si 'on connaissait la valeur exacte y de
I'abscisse oy qui répond au point p ol la tangente est paralléle a
Paxe ; car il suffirait de substituer cette valeur y dans la fonction
S(x), et d’examiner le signe du résultat. Si ce signe est différent de
celui qui est commun aux deux résultats f(a) et f(6), il existe deux
points « et € d’intersection. Mais si le signe de /() est le méme que
celui de f'(a) et f(b), les deux points d’intersection manquent, et
les racines sont imaginaires. J

On pourrait substituer dans f(x) au lieu de « une valeur appro-
chée de la racine y de 'équation f”(x)=o. Si le résultat de cette
substitution a un signe différent de celui de f(a) et f(b), on est
assuré que les deux racines sont réelles, et elles se trouvent séparées.
Mais si le signe du résultat estle méme que celui de f(a) et f(b), la
nature des racines demeure incertaine : car on ignore si en sub-
stituant dans f(z) une valeur encore plus approchée de y, on ne

16.
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trouverait point un signe différent de celui de f'(a) et f(b). Cette
difficulté se présenteraitnécessairement toutes les fois que les racines
seraient imaginaires , et elle subsisterait tonjours quoique l'inter-
valle des deux limites put étre rendu extrémement petit.

(24) Pour résoudre cette ambiguité nous considérons que la
seconde construction (fig. 5) differe de la premiere (fig. 4) par un
caractere propre que le calcul peut exprimer. En effet concevons
que dans la construction représentée par la fig. 5 on méne par les
points m et n deux tangentes jusqua la rencontre de l'axe en «' et
o' qu'en ces points & et &’ on éleve des ordonnées a’m’', &' n'; quaux
points 72" et n’ on méne deux nouvelles tangentes jusqu’a la ren-
contre de I'axe. Il est évident quapres une ou plusieurs opérations
semblables, il arrivera nécessairement qu'on ne pourra point tracer
ces tangentes successives sans quelles finissent par sortir de l'inter-
valle ab; et la distance du point @ a l'intersection de la tangente
et de l'axe, c'est-a-dire la sous-tangente, deviendra certainement
plus grande que l'intervalle ab. Si au contraire l'arc mr a deux
points d’intersection entre a et b, comme le représente la figure 4,
la condition qu’on vient d’énoncer n’aura jamais lieu; chacune des
sous-tangentes a a’, @’ a”, etc. sera toujours moindre que l'intervalle
ab, a' b, ete. Il en sera de méme des sous-tangentes successives b8,
b'b", etc., comparées aux intervalles ba, 0’ a', ete. Dans cette méme
construction de la figure 4, si 'on prend les valeurs de deux sous-
tangentes aa’, b0, et si on les ajoute sans avoir égard aux signes,
cest-a-dire en attribuant le signe + a chacune de ces quantités,
la somme sera toujours moindre que lintervalle a5 des deux limi-
tes. Il en sera de méme de toutes les sous-tangentes suivantes : la
somme des deux sous-tangentes portées aux deux extrémités d’un
intervalle quelconque @', a” ", etc. sera moindre que cet inter-
valle. C’est un caractére distinctif du cas ou I'arc m p n a ses deux
points d’intersection.

Nous avons supposé que le point m’ (fig. 4 et fig. 5) répond pré-
cisément a I'extrémité a' de la sous-tangente a «'. Les conséquences
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seraient les mémes si ce point m' répondait a4 un point voisin de
a', et compris entre les points ' et a.

(25) On appliquera aisément le calcul a I'énoncé de la proposi-
tion précédente, en se servant de l'expression connue de la sous-

: dy , s . ' .
tangente 64'. Le rapport —= est égal & celui des deux lignes nb et

l

bb', doul'on conclut

bb’:nb:%ﬁ:f(b):ia%x—@, ou bd f((?)
On aura donc la valeur numérique de la sous-tangente b4’ en for-
mant le quotient des deux résultats /'(5) et f7(5). On trouvera de
méme, abstraction faite du signe, la valeur de la sous-tangente
aa' en divisant f(a) par f’(a). En général l'expression de I'abscisse
0b', qui répond a l'intersection b de la tangente n 5’ et de l'axe,
est x — Jj,f,(—é))
ensuite & pour x, le second résultat
NAQ)
@

présentela figure 4. Cette condition ne peut cesser de subsister que

En substituant dans cette expression a pour z, et

£0)
b—2)

, si la ligne courbe est celle que re-

sera toujours plus

grand que le premier a—

si la position de I'arc est celle que représente la figure 5; et dans
ce cas il arrive nécessairement, lorsqu'on trace les tangentes suc-
‘cessives, que la condition cesse d’avoir lieu. Le caractere propre
aux racines réelles est donc ainsi exprimé :

a f(& b a
g <b—f o F L <t

Il s’ensuit que les deux limites a et b étant proposées , et les résultats
S (a), f(a), (), f(b) étant connus, il faudra premiérement, pour
reconnaitre la nature des deux racines indiquées, diviser f(a) par
S (@), et f(b) par f'(5). Si l'un des deux quotients, pris abstraction
faite du signe, ou si la somme de ces deux quotients, surpasse ou
égale la différence 5— a des deux limites, on est assuré que leb
deux racines ne sont point réelles.
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Mais si la différence b—a des deux limites est plus grande que
la somme des deux quotients, on est averti que la distance des deux
limites entre lesquelles on cherche les racines n'est pas devenue
assez petite pour qu'on puisse reconnaitre la nature de ces racines
au moyen d’une seule opération, Il faut diviser l'intervalle ab des
deux limites, en substituant dans f(x) un nombre intermédiaire ¢
plus grand que @ et moindre que &, et marquer le signe du résul-
tat. Lorsque le signe de f(c) n’est pas le méme que le signe commun
de f(a) et f(b), on connait que les deux racines sont réelles : I'une
est entre a et ¢, et 'autre entre ¢ et b. L'intervalle 5 — ¢ est ainsi
divisé en deux parties dont chacune contient une racine réelle en-
tierement séparée. |

11 arrive le plus souvent qu'un premier examen suffit ];our indi-
uer la nature des racines cherchées. On trouve que la somme des

Sa) S&)
—/f'(@)’ S®)
stitution d'un nombre intermédiaire ¢ donne un résultat /(c) dont
le signe différe de celui qui est commun a f(a) et f(5). Si aucune
de ces deux conditions n’a lieu, il faut conclure que les limites «
et b ne sont point assez approchées pour quune seule opération
détermine la nature des racines. Dans ce cas la substitution du
nombre intermédiaire ¢ donne pour le signe de_£(c)le signe commun
de f(a) et f(b). 1l n’en est pas de m¢me des résultats /7 (a), f(b)
et f”(c):les deux premiers sont de signes différents, par hypothése.
Donc un de ces deux résultats /7(a) et f'(b) a le méme signe que
/' (c); I'autre a un signe contraire. Désignons par d celle des limites
@ et b qui, étant substituée dans f”(z), donne un résultat de signe
contraire & celui de f'(¢). On voit que I'équation f”(x)==o0 aura
une racine réelle entre les nouvelles limites ¢ et d ; et les deux ra-
cines, dont la nature est encore incertaine , doivent étre cherchées

quotients surpasse la différence 6 — a, ou quela sub-

dans l'intervalle de ¢ 4 d. On appliquera done a ce second inter-
valle de ¢ a d la regle qu'on avait appliquée a lintervalle de a a
b, et I'on recherchera la nature de ces racines par un procédé en-
tierement semblable a celui que nous venons de décrire.
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(26) Il est nécessaire de remarquer que si les deux racines cher-
chées étaient réelles, mais égales , on n’en reconnaitrait pas la nature
par la régle précédente. Mais on distingue facilement ce cas inter-
médiaire et singulier, puisqu’il suffit de comparer les fonctions f(x)
et f'(x), afin de savoir si elles ont un commun diviseur ¢ (), et si
ce commun diviseur a une racine réelle comprise entre a et b. Lors-
qu'un tel diviseur ¢(z) n'existe pas, ou si I'équation ¢ (z)=o0 n’a
point une racine réelle entre a et b, on parviendra toujours par
le procédé que nous avons décrit, et en. continuant 'examen autant
que la forme de la courbe peut l'exiger, a reconnaitre que les ra-
cines cherchées sont imaginaires, ou a les séparer si elles sont réelles.
Dans ce dernier cas, I'intervalle a5 des deux limites proposées sera
divisé en deux auires, dans chacun desquels se trouve une seule
racine.

(27) Les figures 4 et 5 se rapportent au cas ou le signe commun
de f(a)et f(b)est +.8Si les deux suites de signes (a)et () que 'on
doit comparer , et qui ne différent que par 'avant-dernier signe —,
sont ainsi terminées,

et

la construction est celle des figures 4’ et 5'. L’arc mpn n’a aucune
sinuosité, mais seulement un point p ou l'inclinaison est nulle.
Cet arc est convexe dans toute son étendue, parce que le signe
de la fluxion du second ordre est —. 1 existe deux points d'inter-
section « et € si la position de l'arc est celle que représente la fig. 4,
et ces deux points d'intersection manquent a la fois dans I'inter-
valle si la position de l'arc est celle que représente la figure 5'. La
regle qu'il faut suivre pour reconnaitre si les deux racines cher-
chées sont réelles ou imaginaires est exactement la méme que celle
que nous venons d’exposer.

(28) Nous résumerons comme il suit, 'énongé de cette régle.
Siapres avoir substitué deux limites a et & dans la suite des fonc-
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tions f™ (x), [ (x). .. [ (x),[" (), f(x), et comparé les signes

des résultats de la suite (@) & ceux des résultats de la suite (5), on
remarque que la seconde suite () a.deux changements de signes
de moins que la suite (), et qu'en omettant les deux derniers signes
de chaque suite, la seconde a autant de changements de signes que
la premiére, il faut pour juger siles deux racines indiquées sont
réelles, comparer les résultats f'(a), f(a), et f'(b), f(b), abstrac-
tion faite de leurs signes, c’est-a-dire en attribuant a toutes ces
quantités le signe 4. Si 'un des deux quotients J{,—% , j{,(—@) , ou si
la somme de ces quotients, surpasse ou égale b — a, on est assuré
que les deux racines cherchées sont imaginaires.

Si la condition précédente n’a pas lieu, en sorte que la somme
des deux quotients soit moindre que la différence 6 —a, on exa-
minera si les fonctions f'(z) et /() ont un facteur commun ¢ (),
et si 'équation ¢ (x)==0 a une racine réelle entre a et . Si ce divi-
seur commun ¢ (z) existe, et si de plus I'équation ¢ (x)=o0 a une
racine réelle ¢ comprise entre @ et b, I'équation a deux racines
réelles égales a c. '

Mais si les deux fonctions /() et /" (x) n’ont pas de diviseur com-
mun, ou si ce diviseur ¢(z) existant, 'équation ¢ (#)=o0 n’a pas
une racine réelle entre @ et &, ce que l'on connait facilement par
les principes ci-dessus exposés, il faudra examiner si les deux ra-
cines de I'équation f(xr)=—o indiquées entre a et b peuvent étre
séparées par la substitution d’'un nombre intermédiaire ¢ plus grand
que a et moindre que b. On substituera donc un tel nombre ¢ dans
JS(x). Sile signe de f{c) n'est pas le méme que celui de f(a) et f(b),
les deux racines cherchées sont réelles; 'une est entre « et ¢, et
l'autre entre c et b. Si au contraire le signe de f'(c) est le méme que
celui de f{a) et f(6), on en concluera que les deux limites a et &
n’étaient pas assez approchées pour que I'on put connaitre par un
premier examen la nature des racines. Choisissant donc celle des
deux Jimites @ et & dont la substitution dans f'(x) donne un ré-
sultat de signe contraire a celui de f'(c), et désignant par d cette
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limite, on opérera pour l'intervalle compris entre ¢ et d de méme
qu'on vient d’opérer pour l'intervalle compris entre a et 5. En con-
tinnant ainsi 'emploi de ce procédé, dont la pratique est tres-
simple,, on parviendra par une voie certaine a reconnaitre qu'il
n'y a point de racines dans l'irtervalle proposé, ou a séparer ces
racines si elles existent.

(29) Nous appliquerons cette regle a divers exemples, et pre-
miérement a 'équation

L4288 —3x4+9=—0

citée dans I'article 14. On a vu que cette équation a une racine réelle
comprise entre —= 10 et — I, et qui se trouve entiérement séparée.
La comparaison des suites qui répondent aux limites o et 1 indique
que P'on doit chercher les deux autres racines dans cet intervalle;
mais on ignore si ces racines existent en effet, ou si elles sont ima-
ginaires.

Pour faire usage de la regle precedente on compare les deux

suites
f"’(w) S (@) S (@), f(m)
(O) . e -+ ;— !
(1). e+ + + -+
4 2

On écrit au-dessous des deux derniers signes les valeurs numériques
des résultats : car il est nécessaire de considérer ces valeurs pour
connaitre la nature des racines. Les suites présentent le cas que
nous avons d’abord examiné, cest-a-dire que I'équation /"' (x)=o
ne peut avoir aucune racine entre o et 1, et que 'équation f'(x)=o
a une seule racine réelle dans cet intervalle. Il s’agit de reconnaitre
si I'équation f(x)=o0 a deux racines réelles entre ces limites, ou
si les deux racines indiquées sont imaginaires. On écrira confor-
mément a la regle, et abstractlon faite des signes, les deux quo-

tients 2D o £6)

(@) f 77y’ sIﬂlVOII‘ = et 4, et 'on examinera si I'un de ces

quotlent», ou si leur somme, surpasse ou égale la différence 1 des
1. o 17
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deux limites. Cette condition ayant lieu, on est assuré que les deux
racines indiquées sont imaginaires. Ainsi I'équation proposée a une

seule racine réelle entre — 10 et — 1. Elle manque de deux racines
dans l'intervalle de o a 1. : ;

(30) Nous choisirons pour second exemple de Fapplication de
la méme régle I'équation

r+at+axr—o2br—36=0¢

citée danslarticle 15. On a vu que deux racines sont indiquées dans
I'intervalle de — 10 & 1: il s'agit de reconnaitre siles deux racines
sont réelles, ou si elles manquent entre ces limites. On résoud cette
(uestion en comparant, selon la régle de I'article 28, les deux suites

S’ (x)sf' (x)’ f(x)
(—10)eei+ — 4+ — + —_
45955 89686

(—1)eii 4+ — == - —

26 10
Nous avons écrit au-dessous des deux derniers signes de chaque
suite les valeurs numériques des résultats. Les deux suites com-
parées satisfont aux conditions que suppose I'énoncé de la regle.

On examinera done sil'un de ces quotients 32622 et m, ou st leur

somme , surpasse ou égale la différence 9 des deux limites; et comme
cela n’a pas lieu, on en conclut qu'il faut subdiviser I mtervalle de
— 10 & — 1. Mais avant de procéder a la substitution d'un nombre
intermédiaire, on doit examiner si les fonctions f(x) et f'(x), ou

B xt+wr—adbx-—36 et bat+ 4t + 24— 25,

ont un diviseur commun, et si ce diviseur a une racine réelle entre
— 10 et — 1. Ce diviseur n’existant pas, on substitue au lieu de x
un nombre compris entre — 10 et — 1, et exprimé par un seul
chiffre. Si 'on prend — 2 pour ce nombre intermédiaire, et si 'on
cherche les signes de la suite des résultats que donne la substitution
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de — 2 dans les fonctions

S @), S @) S (2), S (@), S (%), S (%),

on trouve
(—10)... + — + - + -
(—2)... + — + — 4+ +
(—r1)ee. +  — + - - —.

‘On compte cinq changements de signe dans la suite (— 10), quatre
dans la suite (— 2) et trois dans la suite (— 1). Par conséquent la
substitution du nombre intermédiaire a séparé les racines indi-
quées. Elles sont donc réelles : I'une est entre — 10 et — 2, et lautre
entre —2 et —1. )

Ainsi 'opération qui a pour objet de déterminer la nature et
les limites des racines, est achevée. I.’équation a deux racines ima-
“ ginaires et trois racines réelles: I'une est comprise entre — 10 et
— 2, la seconde entre —2 et — 1, et la troisieme entre 1 et 10.

(31) Nous avons supposé jusqu’ici que les deux suites comparées
'sont telles 1° que la seconde a seulement deux changements de
signes de moins que la premiere, et 2° qu'en omettant les deux
derniers signes, les deux suites ont le méme nombre de changements
de signes. Mais la succession des signes dans les deux suites est sus-
ceptible d'un trés-grand nombre de combinaisons, et le nombre des
racines indiquées peut étre plus grand que 2. I1 nous reste & mon-
trer que, dans tous les cas possibles, I'application de la méme régle
suffit pour distinguer facilement les racines imaginaires. Cette dis-
tinction s’opere par la comparaison des résultats que donne la sub-
stitution des limites « et & dans les fonctions

FO@), L), o), S (@), S (@), @)

Ces résultats sont
S(@), S (@), S @), - - S (), f1(@),f(a),
SO, SoE), SO, - ST (0), S (B), SB).

On comptera dans la premiere suite combien il se trouve de chan-

17.
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gements de signes depuis le premier terme f™(a) jusqu’au second,
au troisieme, au quatriéme, etc., en procédant de gauche a droite.
On marquera au-dessus de chaque terme, tel que /™~ (@), le nombre
h de changements de signes contenus dans la suite jusqu’au terme
S~9(a), en y comprenant ce terme. On désignera de la méme ma-
niere dans la seconde sunite combien il se trouve de changements
de signes depuis le premier terme jusqua un terme quelconque
S =9(b). Soit k le nombre de changements comptés dans la seconde
suite jusqu’a ce terme f~(b). On prendra la différence ~— %
des deux nombres correspondants marqués dans I'une et l'autre
suites, et I'on écrira entre les deux termes cette différence, que
nous désignons par &, et qui ne peut jamais étre négative (art. 7).
On forme ainsi a Vinspection des deux suites une série d’indices
placés entre les termes de ces suites.
(32) Par exemple si les signes des résultats dans les suites com-
parées sont tels que les représente la table suivante,

(m—1) {m—2) (m—3) (m—5) "
(a%f @),/ (x), (x), )f (x) S (wB oo ST@S (@) S (), F (:c),
o 1 2 3 4 4 5 6 6 7 8
v =+ 44— e o+ L 2
o o I 1 I 2 1 2234 3 4 4 5
.+ -_ — —- — - + +4++4+ — — -+~ ~+
) I 1 Cx I I 2 2 2 2 2 3 3 4 4

la série des indices formée selon la regle précédente sera
oor11t12122343445.

Nous désignons en général cette série par

08 &Y. ... A.

[.e dernier indice A montre que I'équation proposée f(x)=o ne
peuat pas avoir entre les limites « et & plus de racines réelles qu’il
n'y a d’unités dans A. En général un indice quelconque § qui cor-
respond a la fonction f ) (x) fait connaitre que I'équation f™ (x)=o
ne peut pas avoir entre les limites @ et & un nombre de racines
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plus grand que §. Ainsi, dans I'exemple cité, I'équation proposée
S (x)=o0 ne peut pas avoir entre a et b plus de cinq racines : on
est assuré que I'une de ces racines est réelle. Quant a I'équation
JS'(x)=o0, le nombre des racines indiquées est 4 : cette équation
ne peut donc avoir entre les mémes limites a et & plus de quatre
racines. Il en est de méme a I'égard de Véquation /' (z)=o. Pour
équation /"’ (x)=o le nombre des racines indiquées est 3 : une
de ces racines est certainement réelle. '

La valeur d’un indice quelconque étant désignée par &, celle
de I'indice suivant est §, ou & —1, ou 8+ 1: cela est une consé-
quence évidente de la formation de la série. Il est nécessaire d'in-
sister sur cette derniéreremarque, parce que nous devons en faire
usage dans la suite de cet ouvrage en traitant des fonctions trans-
cendantes.

(33)Lorsquele dernierindice A est o, I'intervalle des limites a et &
est , comme nous l'avons dit, un de ceux ou l'on ne peut chercher
aucune racine de la proposée f(x) =o.

Si ce dernier indice A est 1, 'équation f(x) =o a une seule ra-
cine réelle entre @ et b. Les indices précédents, qui répondent a
f'(x) et f”(x), peuvent étre différents de zéro ou de 1 ; mais il est
facile de voir qu'en diminuant a volonté I'intervalle de @ a & par
la substitution de nombres intermédiaires, on peut faire en sorte
que Tindice pénultieme qui répond & f'(x) soit o. En effet f(x) et
S (x) n'ont point de diviseur commun ¢ (x) qui puisse devenir nul
par la substitution d'un nombre compris entre a et b : car si cela

. était, I'équation f(2)=o aurait deux racines réelles égales dans
lintervalle de @ a 4. Or le dernier indice étant 1 , 'équation f(x)=o
ne peut pas avoir plus d'une racine réelle « entre @ et 6. Donc on
peut diminuer et ensuite augmenter la valeur de la racine réelle jus-
qua des limites a’ et &', telles que 'équation f”(«) — o ne puisse avoir
aucune racine entre ces mémes limites. Done pour les hmltes a etd
le dernier indice sera 1, et le pénultiéme zéro.

Les constructions rendent tres-sensible la vérité de cette consé-
quence. En effet onest assuré que la ligne dont'équationest y= f'(x)
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coupe l'axe des abscisses (fig. 6) en un certain point a placé entre
a et b, puisque I'équation f(x)=o0 a, par hypothese, une racine
réelle dans cet intervalle. Or il est évident que, de part et d’autre de
ce point « d’intersection, il existe un intervalle a’ 5’ tel que l'arc
nav situé au-dessus de cet intervalle n’a aucun point ou l'inclinai-
son de la tangente soit nulle. Il n’y aurait qu'une seule exception,
elle ou, dans le point méme d’intersection, l'inclinaison serait
nulle. Mais dans ce cas les deux fonctions f(x) et f'(x) s'‘évanoui-
raient ensemble pour cette valeur « de 2. Par conséquent I'équation
J(x)=o aurait au moins deux racines réelles égales dans l'inter-
valle de @ & &. Donc le dernier indice ne serait pas 1, comme on
le suppose; il serait au moins 2, puisque I'équation f(x)=o0 ne
peut avoir plus de racines réelles inégales ou égales dans linter-
valle des deux limites, qu’il n’y a d’unités dans le dernier indice.

Lorsque l'intervalle des deux limites satisfait a cette condition,
qui peut toujours étre remplie, savoir que le dernier indice est 1
et que le pénultiéme est o, nous disons que la racine réelle com-
prise dans l'intervalle est entiérement séparée; et nous donnons
dans le second livre de cet ouvrage les regles propres a en calculer
la valeur par la voie la plus brieve. '

(34) Si le dernier indice n'est nio,ni 1, l'intervalle est un de ceux
dans lesquels on doit chercher plusieurs racines. Clest alors seule-
ment quil peut devenir nécessaire dappliquer la regle qui sert a
distinguer les racines imaginaires.

Supposons donc que le dernier indice soit 2, ou plus grand que
2: on procédera comme il snit a la séparation des racines.

Ayant formné, comme nous I'avons dit ci-dessus, la série des in-
dices entre les termes correspondants des deux suites (@) et (),
on parcourra cette série de droite a gauche jusqu’a ce qu'on trouve
pour la premiére fois I'indice 1. Soit f/*(x) celle des fonctions de
la suite

SO@), S @) SO S @), S @), @)

qui répond & cet indice. On voit que les racines sont séparées jus-
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qu'a ce terme, clest-a-dire qu'en s'arrétant a f”(x) on est assuré
que P'équation f™ (x)=o0 a une seule racine réelle entre @ et b. 11
faut maintenant poursuivre cette séparation en sorte que l'indice 1
s'approche de plus en plus de l'extrémité de la série a droite, jus-
qu'a ce que le dernier indice A soit I'unité, ce qui est le terme de
I'opération.

I’indice 1 auquel on s’est d’abord arrété, et quirépond a la fonc-
tion f™(x), est nécessairement suivia droite de I'indice 2. Car nous
avons remarqué plus haut que I'indice §' qui suit I'indice § ne peut
étre que 3,0ud—1,ou § + 1 : donc l'indice 1 dont il s’agit ne pour-
rait étre suivi que de 1, ou o, ou 2. Or cet indice suivant nlest
pas 1, puisqu'on s'est arrété au terme que l'on trouve égal a 1 pour
la premiére fois. Si I'indice suivant était o, il faudrait que cet in-
dice o augmentit dans la partie ultérieure de la série, puisque sa
derniére valeur est par hypotheése 2, ou plus grande que 2. Done
lindice 0 augmentant, passerait par la valeur 1; done l'indice au-
quel on s'est arrété ne serait pas,, comme on le suppose, le premier
terme que l'on trouve égal & 1 en procédant de droite a gauche.
Ainsi I'indice 1 le plus voisin de I'extrémité a droite est certaine-
ment suivi de 2. Or si ce méme indice 1 n'est pas précédé de zéro,
on peut diminuer l'intervalle des limites a et &, en sorte que cette
derniére condition soit remplie. En effet supposons que les indices
qui répondent aux fonctions f® (z), /" (x) étant 1 et 2, celui qui
répond a la fonction précédente /9 (x) ne soit pas zéro. On for-
mera dans l'intervalle des limites @ et & un intervalle moindre com-
pris entre a’ et &', et dans lequel I'équation f*2(x)=o0 nait
aucune racine. Nous avons prouvé précédemment, art. 33, qu’il est
toujours facile de satisfaire a cette condition. On a donc a consi-
dérer dans I'intervalle des limites données « et & un intervalle par-
tiel compris entre les nouvelles limites a' et &', et tel que les in-
dices correspondants aux fonctions /" +7 () et /* (x) soient respec-
tivement o et 1. Ainsi l'intervalle primitif de @ a b se trouve formé
de trois autres, savoir celui de @ a a', celui de ' a &', et celui de

b ab.
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Il est manifeste que dans le premier de ces intervalles terminé
par les limites a et @', et dans le troisieme entre les limites & et &,
I'équation f(x)= o ne peut avoir aucune racine, puisque la seule
racine réelle entre les limites a et & est placée entre les nouvelles
limites @’ et &'. Donc pour chacun de ces intervalles extrémes « et
@', ou &' et b, I'indice correspondant a la fonction /() serait o.
Il s'ensuit que pour chacun de ces intervalles a et @/, ou &' et b,
la séparation des racines est portée au-dela de la fonction f® (x);
c'est-a-dire que si dans 'un ou l'avtre de ces intervalles partiels, il
existe apres I'indice o un indice égal a 1, il répond a une fonction
-plus avancée que f ™ (x) vers la droite. Quant a I'intervalle partiel
de a’ a &', on sait que l'indice qui répond a /™ (x) est 1; et il peat
arriver que le terme 1 ne soit plus le dernier indice égal a 1, en
sorte qu'on y trouverait un autre terme égal a 1 et plus avancé vers
la droite. Dans ce cas, la séparation des racines est continuée au-
dela de la fonction /(). Mais il peut arriver aussi que I'indice 1
qui répond a f (x) soit encore pour cet intervalle de «' et &' le
terme 1 le plus voisin de extrémité a droite. Dans ce second cas
I'indice 1 dont il s’agit est suivi de 2; par conséquent les indices
correspondants aux fonctions

Ser(@), fO(@), f07 (),

(0] I 2.

sont

I résulte de cet examen qu'en divisant I'intervalle primitif des li-
mites a et b, onfait avancer de plus en plus vers la droite, dans chaque
intervalle partiel, lI'indice 1 le plus voisin de 'extrémité, a moins
que dans certaines parties de l'intervalle on ne vienne a remarcuer
(ue le dernier indice égal a 1 étant suivi de 2 est précédé de o. C'est
seulement lorsque cette derniere condition se présente, qu'il con-
vient d’examiner si les racines indiquées sont imaginaires. Dans
tous les autres cas, on doit poursuivre la séparation des racines jus-
qua ce que le dernier indice de la série soit 1.

' n us reste par conséquent qu’un seul cas a considé
35) 11 ne no te p quent qu’ 1 onsidérer,
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celui pour lequel on trouve que le dernier indice égal & 1 étant suivi
de 2 est précédé de o.

Soit done un intervalle compris entre deux limites @ et &, et qui
a les propriétés suivantes.

En comparant la suite (@) des signes qui proviennent de Ja sub-
stitution de la limite @ dans les fonctions

L), o @), fo), - (), S (), f@)

a la suite (b) que donne la substitution de 'autre limite b, et for-
mant par cette comparaison la série des indices, on marque dans
cette série le terme 1 le plus voisin de I'extrémité a droite, et 'on
voit que ce dernier indice égal a 1 est précédé de o et suivi de 2.
Ces indices consécutifs

[

o 1 )

répondent aux fonctions
S (@), S (%), SO0 (@)

Ainsi Véquation f+)(x)=o0 ne peut avoir aucune racine entre
et b. L'équation /™ (x)=o0 a dans cet intervalle une racine réelle,
et n’en peut avoir qu'une. Quant a I'équation /"~ (x)==o, elle ne
peut pas avoir entre a et & plus de deux racines réelles. Il s’agit de
reconnéitre si ces racines existent, ou si elles manquent entre les
mémes limites. Dans le premier cas la racine exacte de I'équation
JS®{x)= o étant substituée dans " (x) et dans £+ (x), donne-
rait deux résultats de signe contraire, et dans le second cas les
résultats des deux substitutions auraient le méme signe. La ques-
tion. consiste a distinguer lequel de ces deux cas a lieu. Or nous
avons résolu cette question par la régle énoncée dans I'article 28:
il suffira donc d’appliquer cette regle aux trois fonctions f“+9(x),
SO (x), fo(x), et aux limites a et b. Si l'on reconnait que les
deux racines de I'équation f(x)==o0 sont réelles, elles seront
séparées, et Vintervalle des limites @ et & se trouvera divisé en deux
autres, pour chacun desquels on aura la série d’indices qui lui est

L L . 18



134 LIVRE PREMIER.

propre. Dans I'une et I'autre série l'indice 1 le plus voisin de l'ex-
trémité a droite sera porté au-dela de la fonction /™ (x).

Mais si 'on reconnait que I'équation /" («x)==0 manque de
deux racines dans l'intervallede a a &, on en conelura qu’il en est
de méme de toutes les équations suivantes

f("*’)(x)ﬁO, S (x)=o0...f"(®)=0, f'(x)=0, flx)=0.

En effet I'équation "~V (xr)=—=o0 manque de deux racines parce.
qu’il se trouve entre ces mémes limites une racine réelle 4 de I'équa-
tion f™(xr)=o qui, substituée dans f“+9(x) et f"(x), donne
deux résultats de méme signe. Donc la suite des signes des résul-
tats perd deux changements de signe lorsque la valeur de x devient
égale a celle qui rend nulle la fonction /() ; donc I'équation pro-
posée f(x)= o manque aussi de deux racines dans l'intervalle des
limites @ et 4. Il s'ensuit que dans chacun des indices correspon-
dants aux fonctions '

SO@), fO0(@), fo0@), S (@) (@), f(@), @),

il se trouve une partie de cet indice égale a 2, et correspondante anx
deux racines qui manquent en cet intervalle dans les équations

SO@y=0,f "A@)= 0, [ z)=0,...f"(@=0, f'(z)=o0, flz)=0.

Cette partie de chaque indice qui est égale a 2 doit donc étre dis-
tinguée de la partie restante, et on peut I'omettre. Il n’y a plus que
la partie restante qui indique combien on doit encore chercher de
racines dans I'intervalle des limites. Par conséquent on retranchera
2 de chacun des indices qui répondent aux fonctions

FE@), L), L@, S (@), f@)y f@)r

en soite que celui de £ (z) deviendra zéro.

En rapprochant les propositions qui viennent d’étre demontreeb
on voit que dans tousles cas, soit que les deux racines de équation
S (z)=o0 soient réelles, soit quelles manquent dans l'intervalle
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des limites « et b, I'opération précédente donne de nouvelles séries
d’indices dans lesquelles le terme 1 le plus voisin de extrémité &
droite est plus avancé vers cette extrémité qu'il ne I'était aupa-
ravant. On appliquera donc la présente régle a chacune de ces séries,
et 'on parviendra nécessairement 4 des séries d’indices dont le
dernier terme sera o, ou dont le dernier terme sera 1.

(36) Les deux exemples suivants offrent des applications de la
regle que I'on vient de donner pour la séparation des racines.

On a vu article 12 par 'analyse de I'équation

2'— 3t —24a' +9bx*— 46 x—101 =0

que T'on doit chercher entre les limites 1 et 10 trois racines, dont

une est certainement réelle. Tl s'agit de reconnaitre si les deux autres

existent, ou si I'équation a deux racines imaginaires qui manquent

dans cet intervalle. On procédera comme il suit a cette d]St]nLthl]
Les deux suites que I'on doit comparer sont

S (@) £ (@), [ @), S (@), S (@), (%)

(... o+ + —— + +  —
120 48 156 3o 65 78
o o 1 2 a2 3
(10)... =+ + 4+ + 4+  +.

120 1128 5136 15150 - 32654 54939

La série des indices, formée selon le procédé de l'article 31, est
oo1223. Le dernier indice étant 3, l'intervalle est un de ceux
auxquels_on doit appliquer la régle de 'article 35. On a écrit au-
“dessous des signes des résultats les valeurs numériques des fonc-
tions correspondantes.

En pareourant de droite & gauche la série de ces indices depuis
le. dernier terme 3, on trouve pour la premiere fois I'indice 1 cor-
respondant a la fonction f”(x): ce terme 1 est suivi de 2, et pré-
cédé de o. Ainsi les trois indices consécutifs font connaitre que 'on
doit appliquer aux fonctions /" (), f"(x), /' (x) la régle de I'ar-
ticle 28 qui sert a distinguer les racines imaginaires. On écrira donc

18.
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3o  151b0,
1567 5136’
ou si leur somme , surpasse ou égale la différence g des deux limi-
tes.. Cette condition n’ayant pas lieu, on en conclut que les limites

les quotients et l'on examinera si 'un de ces quotients,

1 et 10 ne sont pas encore assez approchées pour que l'on puisse
déterminer "par une seule opération la nature des racines. On sub-
stituera donc un nombre intermédiaire : mais il faut auparavant,
conformément A la régle énoncée, examiner si les fonctions " (x)
et £ (x), qui sont '

202 — 362" — 1442 + 190 et 6o’ —7ax— 144,

ont un diviseur commun. Ce facteur commun n’existant pas, on sub-
stituera dans les fonctions un des nombres compris entre 1 et 10,
et exprimé par un seul chiffre.

I.a substitution des nombres 2 et 3 donne les résultats suivants,
(ue nous joignons aux suites (1) et (10).

S @), (@), S (@S (@), [ (%), [ (=)

(... + + — 4 —

120 48 156 30 65 78
o o 0 1 o 0
(2)... =+ + —_ — + -
120 168 48 82 30 21
o (0] I . o 1 2
B)... + + + — -
120 288 180 26 43 32
o o ‘ (o) I I I
(10)... + + + o+ 4+

120 1128 5136 15150 33654 54939

lia comparaison des suites (1) et (2) montre qu'il ne peut y avoir
aucune racine réelle entre les limites 1 et 2, car les deux suites
ont le méme nombre de changements de signe. Cela résulte aussi
de la série des indices 0 0 0 1 0 0, puisque le dernier indice est o.
1l s'ensuit que I'on doit chercher les trois racines entre 2 et 10:
si I'on comparait ces deux limites 2 et 10, on trouverait
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(2) ... + + — — 4+ —
o o 1 1 2 3
(i0)... + + + + + +

Le dernier indice est 3. Si, a partir de ce terme et en se portant vers
la droite, on s’arréte au premier indice 1, on voit qu’il est suivi de
2, ce qui a lieu nécessairement. Mais il n'est pas précédé de o, ct
par conséquent on doit immédiatement diviser l'intervalle de 2 &
10. On a donc substitué un des nombres intermédiaires, savoir 3.
La comparaison des deux suites (2) et (3) montre que l'on doit
chercher les deux racines entre ces limites. La série des indices
est 00 101 2. L'indice égal a 1, et le plus voisin de Vextrémité,
‘étant suivi de 2 et précédé de o, on connait par 1a qu'il faut appli-
quer a cet intervalle la régle qui sert a distinguer les racines ima-
‘ 21 32
. 307 43

pIus'% grande que la différence 1 des deux limites, on est assuré que
les deux racines indiquées entre 2 et 3 sont imaginaires. I reste
Pintervalle de 3 a 1o, pour lequel la série des indices est 000 1 1 1.
I’équation a donc une seule racine réelle entre ces limites.

Ainsi l'opération qui a pour objet de déterminer la nature des
racines de la proposée, et d’en assigner les limites, est terminée.

ginaires. On écrit donc les quotients » et lear somme étant

L'intervalle de — 10 & — 1 comprend une seule racine réelle.
Une seconde racine est entre les limites — 1 et o.

I ne peut y avoir aucune racine entre o -et 1.

Il en est de méme de l'inter’valle des limites 1 et 2.

L'équation a deux racines imaginaires qui manquent entre 2 et 3.

Elle a une troisiéme racine réelle entre 3 et 10.

Les seuls intervalles dans lesquels se trouvent les racines réelles
et séparées sont celui de — 104 — 1, celui de — 1 2 o0, et celui de
3 ar1o0. k ,

(37) On propose pour second exemple I'équation

z—hat—3x+23=0
citée article 13,
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On a vu que la comparaison des suites (1) et (10) indique deux
racines entre ces limites. 1l s’agit de connaitre si ces deux racines
sont réelles, ou si elles manquent dans I'intervalle. -

Les suites comparées sont

X_I v‘ XHI X!I XI X

()... + o — — +
+
24 o 12 11 17
o o I 1 2
(10). ..+ + + + +.
24 216 g6o 2797 5993

On a écrit au-dessous des signes des résultats les valeurs numéri-
ques , et 'on a remplacé le signe o par le double signe, conformé-
ment a la remarque de l'article r1. La série des indices est pour
cet intervalle oo 1 1 2. Le terme 1 le plus voisin de 'extrémité a
droite est le pénultieme :. il est suivi de 2, mais non précédé de o.
Par conséquent il faut diviser I'intervalle des limites 1 et 10. Silon
substitue le nombre 2, on trouve les résultats suivants
(2) ... + + 0o — +.
+

Le troisieme terme devient nul, ce qui nécessite 'emploi du double
signe. Mais la suite donnée par le signe inférieur n’a pas moins de
changements que la suite donnée par le signe supérieur. Donc il ne
mangque point de racines dans l'intervalle infiniment petit de <o
a > o. |

Si 'on compare la suite (1) a la suite (2), on voit qu’il ne peut y
avoir aucune racine entre 1 et 2, et sil'on compare les suites

X+ X7 X' X X

(>2)...+ + + —  +
24 24 [ 19 1
(0] o (8] I 2
(10) + + + 4+ +
24 216 960 2797 5993
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on trouve que deux racines sont indiquées entre 2 et ro. La série
des indices est 0 00 1 2. L'indice 1 le plus voisin de I'extrémité &
droite est suivi de 2 et precede de o: par consequent on doit ap-
pliquer la régle qul sert a dmtmguer les racines imaginaires. Feri-
5993
2797
bres est moindre que la distance 8 des deux limites: donc on doit

substituer un des nombres compris entre 2 et 10, et exprimé par.
un seul chiffre. Mais il faut auparavant sassurer que léquation
X == o0 n’a point deux racines égales dans intervalle dont il s'agit.
Or cela n’a point lieu puisque les fonctions X et X', qui sont

vant les quotients -5 et , on voit que la somme de ces nom-

2’ —3x+ 23 et fat— 122 —3,

nont pas de lelseur commun. Substituant le nombre intermé-
diaire 3, on trouve ces résultats que nous comparons a ceux des
suites (2) et (10), ‘
| (2) coevvi + + + — +
(3) ceeeen 4+ + + — —
(10)iiii

‘Done les racines qui étaient indiquées entre. 1 et 10 sont réelles.
Elles ont été séparées par la substitution du nombre 3: I'une est
entre 2 et 3, et l'autre entre 3 et 10.

Ainsi loperatlon qui avait pour but de découvrir la nature des
‘racines de I'équation

-——4333—-—3.1' -+ 23:0,

et d’en assigner les limites, est achevée.

En rappelant les conséquences énoncées art. 13, on reconnait
que 'équation a deux racines imaginaires entre les limites infini-
ment peu distantes au-dessous et au-dessus de zéro;

qu'il ne peut y avoir de racine dans l'intervalle de o & 1, et qu'il
en est de méme de lintervalle de 1 4 2;

que I'équation a une racine réelle entre 2 et 3, et une seconde ra-
cine réelle entre 3 et 10.
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(38) On voit par ce qui précede que la détermination des limites
des racines réelles, et la distinction des racines imaginaires, se ré-
duisent a Vapplication de deux regles principales. L'une est déduite
du théoréme qui exprime les changements que subit la suite des
signes lorsque le nombre substitué augmente par degrés infiniment
petits depuis — 3 (articles 7,8, 10). La seconde régle fait connaitre,
par un-calcul numérique tres-simple, si le nombre substitué qui
rend nulle une des fonctions intermédiaires donne deux signes sem-
blables ou deux signes différents a la fonction qui précéde et a
celle qui suit (art. 28, 31, 35). T/opération qui résulte de ces deux
regles combinées indique d’abord les seuls intervalles dans lesquels
on doit chercher les racines; ensuite elle partage ces intervalles en
plusieurs autres, dont chacun contient une seule racine réelle. Pour
montrer 'ensemble de cette opération, nous en résumerons I'énoncé
en rappelant les regles qui ont été précédemment expliquées.

1/équation X =o0 étant proposée, on formera par des différen-
tiations successives la suite des fonctions X, X/, X7 . . X=X
qui seront écrites dans cet ordre

X, Xe=0, X=X, X X

et 'on substituera au lieu de x dans cette suite de fonctions, les
nombres
— I,=—10,—100,~— 1000, elc.
0

I, 1o, 100, 1000, etc.

jusqu’a ce que I'on trouve deux suites de résultats telles que l'une
ne contienne que des changements de signes, et que 'autre n’en ait
aucun. On connaitra ainsi les limites décimales des racines, ¢'est-
a-dire le nombre des chiffres qui les expriment, si elles sont réelles,
et les divers intervalles dans lesquels ces racines doivent étre cher-
chées. | ,

Pour chacun des intervalles partiels, dont a et b\désignem fes
linlites, on comparera comme il suit la snite (@) des signes ue
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donne la substitution de @, & la suite (b) que donne la substitu-
tion de la limite plus grande &. Il faut marquer dans chaque suite
combien il se trouve de changements de signe depuis le premier
terme A gauche jusqu’a un terme quelconque, et former , selon la
régle énoncée article 31, la série

088 d.....A

des indices propres a l'intervalle. Si le dernier indice A est o, l'in-
tervalle ne peut contenir aucune racine. Si le dernier indice A est
1, l'intervalle contient une seule racine réelle. Les autres racines
doivent étre cherchées dans les intervalles dont le dernier indice
est 2, ou plus grand que 2.

Lorsqu'un ou plusieurs des résultats des substitutions sont nuls,
on emploie le double sigre suivant la regle que nous avons donnée
article 11, et I'on connait par la comparaison de ces signes mul-
tiples si la proposée a des racines imaginaires qui manquent entre

les limites infiniment voisines des valeurs substituées, et le nom-

bre de ces racines imaginaires.

Considérant un des intervalles dont le dernier indice est2, ouplus
grand que 2, on remontera dans la série des indices depuis I'extré-
mité & droite en se portant vers la gauche, jusqu’a ce que 'on trouve
pour la premiére fois le terme 1 : il sera toujours suivi a droite de
lindice 2. Quant a I'indice placé a la' gauche du terme 1 auquel
on s'est arrété, cet indice précédent peut étre o, ou 1, ou 2. §'il
n’est pas o, I'intervalle des limites a et & est trop grand pour que
'on puisse immédiatement distinguer la nature des racines. Il faut
choisir, conformément 2 la remarque de larticle 34, un nombre
intermédiaire ¢ du méme ordre décimal que les limites @ et b, ou
de T'ordre immédiatement suivant, et le substituer dans la suite
‘des fonctions afin de former deux intervalles partiels a et ¢, et ¢
et b. Par ces substitutions des nombres intermédiaires on rappro-
chera de plus en plus de 'extrémité 4 droite'indice 1 le plus voisin

~de cette extrémité; et il arrivera nécessairement, ou que le dernier

indice A d’un intervalle sera zéro ou 1, ou que I'indice 1 le plus voisin
de l'extrémité étant toujours suivi de 2 sera précédé de zéro.

L 19
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Lorsque cette derniere condition se présente, on est averti qu'il
faut employer la régle qui sert a distinguer les racines imaginaires.
Désignant par '

S (@), fO (@), o) (=)
les fonctions auxquelles répondent les indices consécutifs

o I 2,

on examinera si les valeurs numériques des résultats
SN @), SO (a), fo(a)
f("+l) ([)) , f(") (5) , f("—l) (b)

sont telles, abstraction faite des signes, que I'un des quotients

S a)  fe(0)
SW@) 7 ) 7

ou leur somme, surpasse ou égale la différence b— a des limites;

et

et l'on procédera a cette comparaison suivant la regle spéciale ex-
pliquée dans l'article 28. L'emploi de cette regle fera connaitre si
les deux racines de I'équation /= (x)==o0, qui étaient indiquées
dans I'intervalle dont il s’agit, sont réelles et inégales, ou réelles

et égales, ou imaginaires.

Si ces racines sont réelles et inégales, elles se trouveront séparées
par Popération que I'on vient de faire; et I'on continuera de pro-
céder de la méme maniére a la séparation des racines dans les in-
tervalles dont le dernier indice ne serait ni o, ni 1.

Si au coutraire les deux racines de /¢~ (x)=0 sont imaginai-
res, il fant, a partir de I'indice 2 qui répond a f“=7(x) jusqu'a
I'extrémité de la série a droite, retrancher deux unités de chaque
indice, ce qui donnera pour ce méme intervalle une autre série
d'indices dont les derniers termes seront moindres que dans la
série précédente.

Lorsque les deux racines de 'équation /= (x)= o seront égales,
on examinera selon les procédés connus si ces racines égales font
aussi évanouir toutes les fonctions suivantes /= (x), /9 (x), ete.,
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en y comprenant la derniére f(x) : dans ce cas, on connaitrait les
racines égales que I'équation f(x)=o aurait entre les limites pro-
posées. Mais s'il n’y a point de facteur commun a la fonction /"))
et a toutes celles qui sont placées a sa droite, les conséquences re-
latives ala nature des racines seront exactementles mémes que si les
deux racines del'équation /"~)(x)=o étaient imaginaires.On retran-
chera donc deux unités de chacun des indices correspondants aux
fonctions /=9 (), f*(x),. .. f'(x), f(x), et on continuera, s'il
est nécessaire, d’'appliquer les mémes regles aux nouvelles séries
d’indices jusqu’a ce queles racines soiententiérement séparées. L opé-
ration se termine lorsqu’il ne reste plus que des intervalles dont le
dernier indice A est o ou r.

(39) Nous proposons, pour premier exemple dé 'application de
cette regle générale, I'équation

' —2+ fx+x—4=o0.
Les fonctions dans lesquelles on doit substituer sont

Xoooon =T+ fr+x— 4
X..... fa*— 32 +8x+1
X.....122°—6x+8

Substituant les nombres
—1, — 10, — etc.
o

I, 10, etc.
on trouve
X" X/// X// X/ X
(=—10) ... + —

+ — +
(—1) evo + — 4+ — — .
(0) voi + — + + —
(1) + + 4+ 4+ -+

19.
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Toutes les racines doivent étre cherchées entre — fo et 1, parce
que. la suite (—- 10) n'a que des changements de signe, et que la
suite (1) n’a que des permanences de signe.

1° En formant, selon la régle énoncée article 31, la série des in-
dices entre les limites -—10 et —1, on a

(—10).i.. + — + — +
0 0 0 O I
(—1)eeii+ — + — —.

Dans cette série o0 0 0 1, le dernier indice est 1 : donc I'équation
aune seule racine réelle entre les limites — 10 et — 1. Cette racine
est séparée de toutes les autres.
2° En comparant les deux suites(—1) et (0), on voit que cet in-
tervalle est un de ceux ou l'on ne doit chercher aucune racine,
parce que les deux suites ont le méme nombre de changements de
signe. Si I'on formait pour ces deux suites la série des indices, on
trouverait ’
(—1)iv + — + — —
o0 0 0 1 0
(0) voe 4+ — + + —;

il s’ensuit que l'intervalle ne peut contenir aucune racine.
3° Les deux suites (0) et (1) donnent pour la série des indices

X“ XH/ XII X/ X

0... + — + + -
24 6 8 I 4
o 1 2 2 3
(... + + + + +
24 18 14 10 T

1l s'agit de procéder a la séparation de ces racines, et de recon-
naitre si elles sont toutes les trois réelles, ou si deux sont imagi-
naires. On parcourra la série des indices de droite a gauche, depuis
le dernier terme 3 jusqu’a ce I'on trouve pour la premiere fois I'in-
dice 1 : on le trouve sous la fonction X”. Cet indice est suivi de 2,
ce qui a lieu nécessairement ; et comme il est précédé de o, on
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voit que la condition des trois indices consécutifs o1 2 est satis-
faite. On est averti par cette condition quil faut procéder a Yap-
plication de la régle (article 28) pour la distinction des racines
imaginaires.

Nous avons placé au-dessous des signes les valeurs numé-
riques qui proviennent des substitutions. Les fonctions aux-
quelles répondent les trois indices consécutifs o 12 sont f~ (z),
S"(x), f"(«).On considérera, suivant la régle énoncée, les quotients
g et ;’g, sans avoir égard aux signes de ces résultats. Si I'un de
ces quotients, ou si leur somme, surpasse la différence 1 des deux
limites, on est assuré que deux des racines indiquées dans l'inter-
valle sont imaginaires. Or cette condition a lieu, puisque la diffé-
rence des limites est seulement 1 : donc deux racines de I'équation
proposée mariquent entre les limites o et 1. On doit maintenant,
comme la régle le prescrit, retrancher 2 de chaque indice & partir
du dernier des trois indices consécutifs 0 1 2. On formera ainsi la

nouvelle série de l'intervalle,
X+ X7 X' X' X
(0)...

‘(:1) cen

Le dernier indice de la nouvelle série étant 1, il sensuit que la
proposée a entre o et 1 une seule racine réelle : elle est entiere-
ment séparée des autres.

L opération de la distinction des racines est terminée, parce qu’il
n’y a maintenant aucun des intervalles partiels dont le dernier in-
dicene soit ou 0, ou 1. On en conclut qu'une premieére racine réelle
est comprise— 10 et—1 , qu'une seconde racine réelle est comprise
entre o et 1, et que les deux autres racines sont imaginaires.

(40) Nous déduirons de la méme régle la résolution de I'équation

L+ —2x 4+ 28—1=0.
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Ayant formé les fonctions

X+ 2+ —oxtoxr—1
X . ..+ 4P+ 32—+ 2 !
X" . .08+ 1227462 —4
X’"....6’0m’+24m+6 :
X" ... 1202 4 24
XV......Izd,

on trouve

X X+ X" X" X' X

(—1)eeiii 4+ — + — + —
96 42 18 10 2

o I 2 2 2 2

(o) ..... + + 4+ — + —
24 6 4 2 e

o o o 1 2 3

(1) eeevv + + + + +.
144 90 36 10 2

Nous avons écrit les valeurs numériques au-dessous de leur signe,
et la série des indices propre a chaque intervalle : voici les consé-
quences que donne la comparaison des suites.

1° Toutes les racines doivent étre cherchées dans I'intervalle de
--1 & + 1, parce que 'une des suites a cinq changements de signes
et que l'autre n'en a aucun.

2° Deux racines sont indiquées entre — 1 et o. Le dernier indice
étant 2, il faut, & partir de 'extrémité 4 droite, remonter vers la
gauche dans cette série des indices , jusqu’a ce qu’on trouve 1 pour
la premiere fois. Cet indice 1 correspond a la fonction X; il
est suivi de 2 et précéde de o; on appliquera done la régle de I'ar-
ticle 28 aux fonctions X', X**, X", qui répondent aux trois indices

consécutifs o 1 2. Il faut considérer les valeurs des quotients g—g

et o2 abstraction faite des signes, et examiner si I'un de ces quo-

tients, ou leur somme, surpasse ou du moins égale la différerice 1
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des deux limites o et — 1. Cette condition nayant point lieu, on
en conclut que les limites — 1 et o ne sont point encore assez ap-
prochées pour que l'on puisse distinguer par une seule opération
si les deux racines ‘indiquées sont réelles ou imaginaires : il faut
diviser cet intervalle. Mais avant de procéder a la substitution d’un
nombre intermédiaire, on doit, conformément a la regle de l'ar-
ticle 28, s’assurer que 'équation X" = o n’a pas deux racines égales
comprises entre les limites — 1 et o. Si cela avait lieu, les deux
fonctions
Gox® + 24x + 6 et 120x + 24

auraient un facteur commun; ce facteur n ex1stant pas, le cas des
racines égales est exclus.

Il reste a substituer un nombre compris —1 et o, et de l'ordre
décimal immédiatement suivant, cest-a-dire exprimé par un seul
chiffre décimal. Substituant —o, 5, on forme cette table :

(—1)ooo + — + — + —
(—3)eee + — + — + —

(8} I 2 2 2 2
0 oo + + + -— + —
. 24 6 4 2 1

Le premier intervalle partiel, qui est celui de — 1 a —:, ne peut
contenir aucune racine, puisque les deux séries sont les mémes.
Pour le second intervalle partiel la série des indices est 01222 2.
L'indice 1 le plus voisin de I'extrémité a droite étant suivi de 2 et
précédé de o, on doit, selon la regle de l’artic]e 28, considérer les

9

valeurs numériques des quotients =% et — , pour connaitre si l'un

4 ?
de ces quotients, ou si leur somme, surpasse ou du moins égale
la différence * des deux limites. Cette condition ayant lieu, on est
assuré que les deux racines indiquées dans lintervalle de — 3 a o
sont lmagmalres

11 ne reste plus que lintervalle de o & + 1, dans lequel trois ra-
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cines sont indiquées. Il s'agit de découvrir si ces trois racines sont
réelles, ou si deux d’entre elles sont imaginaires. Il suffit pour cela
d’appliquer la méme regle a l'intervalle

‘ Xv X“ X/II XII X/ X

(o). + + + — + —

24 6 4 a 1

o o o 1 =2 3

s (1) vo. + + + + + -+
144 9o 36 10 a

On voit que dans la série des indices o oo 123, l'indice 1 le
plus voisin de I'extrémité a droite est précédé de o. La condition
relative aux trois indices conséeutifs o 1 2 subsistant, on écrira les

. 2 10 . . .
quotients - et =, pour connaiire si I'un de ces quotients, ou si

4

leur somme, surpasse ou égale la différence 1 des deux limites. Cette
condition n'ayant pas lieu, on en conclut que les limites o et 1 ne
sont pas assez voisines pour quon puisse distinguer la nature des
racines par une seule opération.

Il faut done substituer un nombre compris entre o et 1, et ex-
primé par un seul chiffre décimal. Mais avant de faire cette substi-
tution, il faut s'assurer que I'équation X'=o0 n’a point de racines
réelles égales comprises entre o et 1. Or cela est certain, parce que
les polynomes X’ et X", ou

bt + 42 +3x*—4x + 2 et 2028° + 122 + 62 — 14,

n‘ont pas de facteur commun.
Si l'on substitue le nombre intermédiaire 0,5 on aura les résul-
tats suivants :

X X X" X' X' X

. (0)eevi + + 4+ — + —
24 6 4 3 b

o (6] [0} 1 2 2

()i + + + + + —

Mow o oH &

(1) eeee + + + + + +
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Le second intervalle partiel compris entre X et 1 contient une seule
racine réelle, qui est entierement séparée. Quant a l'intervalle
partiel de o & %, deux autres racines sont indiquées. La série des
indices 000 1 2 2 offrant la chdition des trois intervalles consé-

2 . ab
Z_et;gn

si I'un de ces quotients, ou si leur somme, surpasse ou égale la
différence * des deux limites. Cette condition ayant lieu, on con-
nait avec certitude que les deux racines indiquées dans I'intervalle
de 0 4 * sont imaginaires. En retranchant 2 de chaque indice a
partir du terme 2 qui est le dernier des trois indices consécutifs
0.1 2, on aura pour la nouvelle suite des indices 0 00 1 0 0. Donc
I'équation proposée a une seule racine réelle entre 0,5 et 1: les
quatre autres racines sont imaginaires.

cutifs o 12, on formera les quotients g, pour connaitre

(41) On propose, pour troisieme exemple, de résoudre I'équation
2*—122" + 6oz’ + 1232 + 45672 —8go12=0.
On écrit ces fonctions

X =a°—124° + 602" + 1232 + 4567 x—8go12
X' =62°—60x* + 2402’ + 246 x + 4567
- X"=30a' — 2402’ + 7202 + 246

X"=1202— 7202 + 144ox
- X"==3602*—1440x + 1440

XY =720 2— 1440

X"=1720;

et substituant les nombres

— 1, — 10, etc.
o
I, 10, etc.,

on trouve les résultats suivants :

1, 20
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X X' X X7 X" XX
("""IO)Q- .. +‘ _— + —

+ — +

()i + — 4+ — 4+ — —

(0) oo+ — + o + + —

+

(1) evi 4+ — + + + + —
w 730 360

o I 2 32 2 3

(10)eee + + + + + 4+
5760 23040

A Tinspection de cette table on voit que toutes les racines doivent
étre cherchées entre les limites — 10 et + 10, puisque I'une des
suites a six changements , et que I'autre n'en a aucun.

La comparaison des suites k(,< 0) et (> o) montre quil manque
deux racines dans l'intervalle des limites < 0 et > o.

Ia suite (— 1) ayant cinq changements de signe, et la suite (—10)
ayant six changements de signe, I'équation a une seule racine réelle
entre — [0 et — 1. :

Les suites (— 1) et (< 0) ont le méme nombre de changements de
signe; par conséquentil ne peut yavoir aucuneracine entre leslimites
—1 et 0. Il en est de méme des suites (> o) et (1) qui ont I'une
et Pautre trois changements de signes. Ainsi l'on ne peut chercher
aucune racine entre les limites o et 1.

Il veste lintervalle des limites 1 et 10, dans lequel trois racines
sont indiquées. La série des indices propres a cet intervalle est

0122223

Le premier indice que l'on trouve égal a 1, en parcourant la série
des indices de droite & gauche & partir du dernier 3, est placé entre
les indices o et 2. On est averti par ces trois indices consécutifs o 1 2

qu’il faut appliquer immédiatement la régle del'article 28. On écrira
5760
tients, ou leur somme, surpasse ou égale la différence g des deux

C]. 1 . 360 A <1
onc les quotients — et pour connaitre si I'un de ces quo-
720 ’
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limites. Cette condition n’ayant pas lieu, on conclut que I'intervalle
de 1 4 10 est trop grand pour quune seule opération fasse con-
naitre la nature des racines. Mais avant de diviser cet intervalle, il
faut examiner si les fonctions X*" et X', qui répondent aux deux
derniers des trois indices consécutifs o 1 2, n'ont point un facteur
commun, et si ce facteur n'est point rendu nul par une valeur de
a-¢omprise entre les limites. La comparaison des fonctions

360 x* — 1440z + 1440 et 720x— 1440

montre qu’elles ont un facteur commun, savoir *z—1, et que ce
facteur est rendu nul par une valeur a comprise entre 1 et ro. Le
méme facteur ;2-— 1 n'est pas commun a toutes les fonctions X,
X", X, X : il faut en conclure, conformément a la regle de I'art. 35,
que l'équation proposée manque de deux racines dans l'intervalle
de'r & 10. Par conséquent on retranchera 2 de tous les indices,
depuis le dernier des trois indices consécutifs o 1 2, et I'on aura
pour la nouvelle série des indices de I'intervalle compris entre 1 et 10

OI O0O0OO]1I.

Ainsi la séparation des racines est achevée : 'équation proposée a
une racine réelle entre — 10 et 1; deux racines manquent dans
Iintervalle infiniment petit compris entre <o et >>o0; deux ra-
cines manquent également dans l'intervalle compris entre 1 et 10;
enfin, dans ce méme intervalle, I'équation a une seconde racine réelle
entiérement séparée.

(42) Afin de mieux faire connaitre la diversité des cas et I'usage
dela régle, nous réunissons dans un seul tableau les exemples cités
‘dans les articles précédents.

20.
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P. Art. , e
(-10) + — 4+ — + —
une racine.
104. (12) X ... 25—3zé—242’+9bx*—f6x—101=0 |} (~1I) + — 4+ — 4 + )
135.(36) X' .. . Szxi—1223-=naz’ - 1g0x—46 - (0) 4+ — — + — _ Uneracime.
X". . .2023—36x*— 144+ 190 ’ < (Ig 4 + — 4 4 —
X"...60z*—g22—144 (2) + 4+ — — + — ‘
X, . .1202— 72 . o 310 ZI (}t‘auxraazcinesi.ndiq.
X¥...120 - B) 4+ + + — — __Toti3 > x.imag.
43 3a
une racine.
\ (10) + + 4+ + + +
o . X X X" X/ X
. ) i .
105.(3)X . — ) —3 - 2dmo @k — & — el
137.37) X' .. 4xd—122>—3 ‘ -
X", . . 122* —a24x {(1)+_(,)_ - - +*
X", .. 24— 24 @)ee .+ + 0 — )
1 .
X*, . .24 (3>.”+ 4 _—!l: ____ umeracine
une racine.
(10)...-!— + + + +
Jl X’Il ' XII X.I X
(~10)e. .4+ — 4+ —
107.(14)X i ox’ —3axta2—a une racine.
195.(29) X' . 3art o —3 7% e i
X' ..6x+4 . 3 2 L
X", . § ‘ ‘ ‘o I > t}eux:'amne'smd{q.
(1) eood 4+ + 4 5 Ha>rimagin
\\ | 4 2
X]v XIII XII X’ X
143.(39) X ...2¢*— 2344zt x—f=0 (=10)e+ — + — +nneracine
X o fxdi—32*4-8x 41 (—1)eeid — 4 — — ’
X", ..122°—62x+8 . (0 oi 4+ — 4+ 4+ —
X"...242—6 o f 2 5 3 trois racinesindiq.
X, . .24 ‘ (l) et 4+ 4 + +—:—> r.deuximagin.
\ 18 14
/ X Xr XX XX X
149. (41) X ..x5—122° 6024+ 1232* 44567 2—8go12=—0 (‘[0)"+_+_+—'+uue racine
X/ . .6zx5—60xi+ 24023+ 2462+ 4567 (=) oo — e — '
X", ,30x4—~240x3+720x"+246 - deux imaginaires
X", .120 x3—n20x* + 14402 (0) =+ i+ +—mrégledud0ub.signc«
Xl"_,360x2____1440.1'+ 1440 (I) ot — 4+ 4 . . o
X' ga0.2—1fdo 01 2 2 323 i indy
X", .720 \ (10) v+ + 4+ + + giaaires.

* X" a deux racines égales qui ne sont pas racines de X.
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108.(15) X .. .28 zét 2’ —25x—36=0

126. (30)

X' ..
XII ..
XI/I .

111, (1’7) X ..

X7..

S XL

112. (18)

[13.(19)

145. (40)

XHI .
X,

va .
X_ux' .

X' .
X"

Xv...

X

X"..
XIII ..
X,

X¥...

X ..
X',
X"..
X",
X,
Xr.

Sxé4 4’3+ 2x—25
20x 4122742
602+ 24x

D. SN
X ..

120x-+ 24
120

' —axb—3xd - fax’—bx 4+ 6=—0

mxb—r0zt—g2*+8x—5

SgoxS—foxd —18x 48

210 x4—1202°
..840x3—240x—18
Xv ..

.25202* —240
. ‘
.dog4ox

.5040

e X I axd—3xt~—s2x—22=0
At 1223 +-6x*— 6x—2
20234362 4~ 12— 6

Box® 7224 12

120+ 72
120

xS 102364150
Hxt—30x*+6
.20xd—6ox

.6ox*— 60
.120%
120

i xt A xd—sxt 2 x— 120
St 423432 — 442

poxdi4122*+6—4

6oz fa242+4-6
120x 424

2 120

| (~10)...

153

X.' X" XIH Xu XI X

+— 4+ — + — .
une racine.

4+ — 4 — + + ‘
une racine.

A ——

(~2)...
1)
(0)
(1)

__ __ deuximaginaires.
o _(:_ + régledudoub.signe

c A ——

upe racine.

(10) e F A 4 4+ +

/ Xy Xu Xv X"X”'X" X’X

(~10)4- — 4 =+ — 4 —
- une racine.
(~1) +—+—++—+
— “+
—_ o 4. deunximaginaires.
(0) + f*)_ 3, +—+ régledudoub.signe

deuxracinesindiq.

O +++++——+t

deuxracines indiq.
‘(10) + ++ +++++
Xy X X" X" X X
) -+
+ — 0 — -+

deux imaginaires.-
" régledudoub.signe

(=1)..

deux racines indiq.

(.. ++ + — — —
(e + + + + + — .
une racine.
\(10) .. + 4+ + + + +
Xv Xxv X/II X/) X/ X.
(-10). . 4+ — 4+ — + —
-+ une racine.
1)ee4+ — 0 4+ — +
) . - + : deux indiquées.
(© ..+ 0 — o + +
+ . - une racine.
() ..+ 4+ 0 — — —
] -+ une racine.
L (10) oo+ 4+ +
. ' Xv X." X/II X// X/ X
(-1)es i — 4+ — 4+ —
=)ot — 4 —= 4+ —
| 36 9 . deux racinesindig.
o r 2 2 2 Z 4L —~ imag.
(0)...+++___+__36 Py 8
24 6 4 2 deuxracinesindiq.
(_._) __(;_ —(l)— j__ _:_ j_ Z=—1.imaginaires-
,2 36 10 une racine.
(I)—l— + + + + +
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(43) Nous avons exposé jusqu’ici la premiere partie de notre
méthode de résolution, celle qui avait pour objet de déterminer
les limites et la nature des racines. On éerit les fonctions différen-
tielles des divers ordres, on substitue les nombres les plus simp]es/
dans la série de ces fonctions, et I'on marque les signes des résul-
tats. A l'inspection de ces suites on connait les seuls intervalles ou
les racines doivent étre cherchées. Il reste a découvrir si les racines
indiquées dans un intervalle donné sont réelles, ou s’il en manque
un nombre égal a 2, ou 4, ou 6, ete.; car il ne peut en manquer
quun nombre pair. Une seconde régle résout completement cette
(juestion, et par un procédé d’une application facile. Alors la nature
et les limites des racines sont déterminées; chacune des racines
réelles est placée seule dans un intervalle dont les limites sont con-
nues. Il faut maintenant poursuivre le calcul-de chaque racine,
afin de connaitre tous les chiffres qui I'expriment, si le nombre en
est déterminé, ou de trouver autant de chiffres décimaux exacts
quon peut le juger nécessaire. Cette question est I'objet de la
seconde partie de la méthode. Avant de passer & cette autre re-
cherche, nous insisterons sur une des conséquences principales
des théorémes précédents, celle qui concerne les propriétés gé-
nérales des racines. _

Nous avons vu, article 7, qu'en substituant dans la suite des fonc-
tions un nombre a qui croit par degrés insensibles depuis — 2
jusqu’a + %, la suite des signes perd successivement tous les chan-
gements de signe qu'elle contenait. Il est évident que cette diminu-
tion du nombre des changements ne peut s’opérer que lorsque la
substitution de a fait évanouir une ou plusieurs des fonctions. Ces
valeurs de a dont la substitution rend une des fonctions nulle sont
de deux sortes: les unes sont telles que la suite des signes ne perd
aucun changement, et cela arrive parce que la méme substitution
¢qui rend nulle une des fonctions, telle que ™ (x), donne deux signes
différents aux fonctions précédente et suivante, savoir f©+(x) et
S (x); les autres valeurs de a sont telles que la suite des signes
perd un certain nombre de changements. Ces valeurs du nombre
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substitué sont elles-mémes de deux especes : les unes indiquent les
racines réelles, et les autres les racines imaginaires. Lorsque la sub-
stitution fait évanouir la fonction f'(x) qui est le premier membre
de l’équatidn proposée, la valeur substituée est une des racines
réelles de I'équation. Lorsque la substitution d’'une valeur @ ne
fait pas évanouir f(x), mais rend nulle une des fonctions inter-
médiaires f{z), et en méme temps donne deux signes semblables
“aux fonctions précédente et suivante £+ (z) et £ (x),le nombre
substitué @ n'est pas une racine réelle de V'équation, mais une
valeur indicatrice de deux racines imaginaires.
Iy a donc deux espéces d'intervalles, ceux ou il existe une seule
racine réelle, et ceux ol il manque deux racines. Ainsi les racines
- appelées imaginaires manquent en de certains intervalles, et non
entre d’autres limites; c'est-a-dire qu'il y a de certaines limites «
-et b, telles que si 'on prouve d’'une maniére quelconque que I'équa-
tion n’a point deux racines réelles dans cet intervalle , on est assuré
par cela méme que I'équation a, pour cette cause, deux racines
imaginaires. La valeur indicatrice de dewx racines imaginaires con~
jdguées est celle dont la substitution fait évanouir une des fonctions
intermédiaires, et donne deux signes semblables aux fonctions pré-
cédente et suivante. Si I'équation proposée a toutes ses racines
réelles, il n’existe aucune de ces valeurs indicatrices que I'on vient
de deﬁnlr Dans ce cas toute substitution qui rend nulle une des
fonctions intermédiaires donne deux signes différents 4 la fonction
qui précede et a celle qui suit. En général I'équation a autant de
couples de racineg imaginaires qu'il y a de ces valeurs indicatrices.
Au reste plusieurs de ces mémes valeurs peuvent étre égales, soit
entre elles, soit aux racines réelles.
La premicre partie de notre méthode de résolution numérique
a proprement pour objet de marquer 1° les intervalles dont chacun
contient une racine réelle, 2° les intervalles dont chacun contient
une valeur indicatrice des racines imaginaires. On a désigné les uns
et les autres dans le tableau des équations choisies pour exemples.







