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METHODE

POUR CALCULER LES VALEURS DES RACINES DONT LES LIMITES
SONT CONNUES,

ET REMARQUES DIVERSES SUR LA CONVERGENCE DES APPROXIMATIONS
. ET SUR LA DISTINCTION DES RACINES.

O G

(1) ON connait deux limites a et b entre lesquelles est comprise
une racine réelle d’'une équation algébrique

f(x):07

et 'on est assuré qu'aucune autre racine de 'équation ne se trouve
dans le méme intervalle. On propose de déterminer des valeurs de
plus en plus approchées de cette racine, afin de connaitre tous les
chiffres qui 'expriment, si le nombre de ces chiffres est limité, ou
de trouver autant de chiffres exacts qu'on le juge nécessaire.

Le procédé d’apprbximation_le plus propre a faciliter le calcul
des racines est celui que I'on doit & Newton, et qui est générale-
ment connu. Il consiste & substituer au lieu de  dans le premier
membre f(x) la quantité « + 2, a désignant la premiere valeur
approchée. On omet dans le résultat les termes qui contiennent les
puissances de &' supérieures a la premiére, et I'on a pour déter-
miner z' une équation du premier degré. En ajoutant la valeur de
z' que fournit cette équation a la premiére valeur approchée a, on
trouve une valeur plus approchée a’; et 'on emploie cette seconde
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valeur approchée &' pour découvrir par le méme procédé une troi-
-siéme valeur approchée a”. On peut continuer indéfiniment l'ap-
plication de cette regle, et 'on obtient des valeurs qui convergent
de plus en plus, et treés-rapidement, vers la racine cherchée. Cette
méthode peut étre présentée sous différentes formes : nous la regar-
dons comme un élément fondamental de 'analyse, et il est impor-
tant d'en conserver tous les avantages. Mais elle est sujette dans
lapplication a des difficultés singuliéres, qu’il faut examiner avec
beaucoup de soin, et résoudre completement.

La premiére condition qu’exige 'emploi de cette regle consiste
a trouver une premiére valeur approchée. Cette question est déja
résolue par notre méthode, puisque nous connaissons, pour chaque
racine réelle, deux limites et & entre lesquelles elle est seule com-
prise. Mais il reste a satisfaire a plusieurs autres conditions sans
lesquelles I'opération pourrait étre inexacte, et demeurerait tou-
jours confuse. Nous énoncerons d’abord les conditions dont il s’agit;
ensuite nous démontrerons lcs regles qu’il faut suivre pour y sa-
tisfaire.

(2) 1° Quoique les limites données a et b ne comprennent qu'une
seule racine, elles peuvent, comme on le verra plus bas, n’étre pas
assez voisines pour quil y ait lieu de procéder a 'approximation.
Dans ce cas on pourrait rapprocher les limites, en subdivisant
I'intervalle; mais il est nécessaire de reconnaitre, par un caractere
eertain, que l'on est parvenu a des limites assez rapprochées.

2° Quelque petite que soit la distance des deux limites, le pro-
eédé d’approximation ne peut étre appliqué avec certitude qu’a
I'une de ces limites, et non a FPautre. Nous prouverons dans un
des articles suivants la vérité de cette remarque. Il faut done dis-
tinguer la limite qui doit étre choisie.

3° Les résultats successifs que 'on obtient sont des valeurs qui
s’approchent continuellement de la racine cherchée : mais nous
montrerons bientot que ces valeurs ne sont pas alternativement
plus grandes et plus petites que la racine. Cette pr0pr1ete qui ap-
partient a d’autres modes dapprorﬂmatlon, n’a ]amals lieu dans
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I'emploi de la méthode newtonienne : les valeurs approchées et
successives a, &', &”, a”, etc. sont toutes plus grandes, ou toutes
plus petites que la racine. Il en résulte que I'on ignore combien
chaque opération donne de chiffres exacts, et cette incertitude est
la cause principale dimperfection de la regle. On pourrait sans
doute faire varier la valeur approchée jusqu'a ce que la substi-
tution dans la fonction donnat un signe différent de celui qu'on
avait trouvé d’abord; mais ces substitutions exigeraient beaucoup
de calcul, et, en opérant ainsi, on perdrait I'avantage principal
de la méthode , qui consiste dans la rapidité de I'approximation.
Nous résoudrons cette difficulté en assignant d’autres limites b,
b',b",b", ete. qui sont moindres que la racine si les précédentes
a,a’,d’,a”, etc. sont plus grandes, et qui au contraire surpa'ssent
la racine si les précédentes sont moindres. Parla on est assuré que les
chiffres communs a I'une et Pautre limites appartiennent a la racine
cherchée, et 'on ne conserve que ces chiffres exacts. Or nous dé-
montrons que le nombre des chiffres exacts que fournit une seule
opération croit rapidement, et qu’il augmente de quantités propor-
tionnelles aux nombres 2, 4, 8, 16, etc. de la progression double.
Nous en déduisons une régle certaine pour connaitre d’avance, et
indépendamment du calcul des secondes limites, jusqu’olt I'on peut
porter I'approximation des premieéres.

4° On doit ordonner le calcul en sorte qu'il n’y ait point d’opé-
rations superflues, c’est-a-dire qu'on n’ait a effectuer que les opé-
rations qui concourent a déterminer la racine, et dont aucune ne
pourrait étre omise. ’

Nous allons examiner successivement les questions que I'on vient
d’énoncer, et en expliquer la solution.

(3) Les deux limites a et b, déterminées par notre méthode,
comprennent une racine réelle « de I'équation f(x)=o0, et l'on est
assuré qu'il n'y a dans cet intervalle aucune autre racine de Ja méme
équation, parce que la suite (@) des résultats de la substitution de
a dans les fonctions /™ (x), f= (x),...f" (x), f'(x),[(x) a seu-
lement un changement de signe de moins ue la suite () des résul-

a1.
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tats de la substitution de la limite plus grande & dans les mémes
fonctions. En omettant dans chacune de ces deux suites (a) et (b)
les denx derniers résultats, ui sont pour I'une f”(a), f(a), et pour
lautre f* (b), f(b), on comparera les deux limites restantes, et 'on
connaitra si I'équation /' (x)=o peut avoir quelques racines entre
les mémes limites @ et b. Or s'il existe dans cet intervalle de telles
racines, c’est-a-dire des valeurs de x qui rendent nulle la fonction
f” (), chacune de ces valeurs différe de la racine « qui résout I'équa-
tion f'(x) = o. 1l faut seulement excepter le cas singulier ot les fonc-
tions £ (x) et f(x) auraient un diviseur commun ¢ (). Il est facile
de juger, par 'emploi du procédé connu, si ce facteur ¢ (x) existe;
et, dans ce cas singulier, on aurait & résoudre séparément I'équa-
tion ¢(«) =o. On appliquerait donc a cette équation ¢ (xr)==o0, et
non a I'équation plas composée f(x)—o, les regles qui servent a
trouver les racines. ‘

Sile facteur ¢ (x) dont il s’agit n’existe pas, toute valeur qui ren-
drait nulle la fonction /' (x) differe de la racine « de I'équation
S (@)=o0. On pourra donc rapprocher les deux limites a et b, et
les remplacer par deux autres a’ et & assez voisines pour qu'elles
comprennent entre elles, comme les précédentes, la racine « de
I'équation f(x) =0, sans comprendre aucune des racines de I'équa-
tion f”'(x)==o0. Ponr obtenir ces nouvelles limites a’ et &', on divi-
sera l'intervalle des deux premieres @ et b en substituant un nombre
intermédiaire ¢ ; et l'on connaitra si laracine cherchée « est entre
a et ¢, ou si elle est entre ¢ et b. Il est évident que 'on pourra
facilement continuer la subdivision de Iintervalle jusqu’a ce que
'on trouve deux nombres a’ et &' qui comprendront entre eux la
racine «, sans qu’il y ait dans ce méme intervalle aucune racine
de I'équation /" (x)=o. ‘

On peut comparer de la méme maniere les deux fonctions f "(x)
et f(x). St elles avaient un facteur commun ¢(x), ce qui est le cas
des racines égales, on résoudrait séparément I'équatian ¢ (x) =o.
Si ce facteur ¢ () n'existe pas, ou si I'équation ¢ (x)=—=o0 n’a aucune
racine y comprise entre les limites @ et &, on peut rapprocher ces
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limites par la division de l'intervalle, et obtenir d’autres limites
plus voisines a’ et &', telles que 'équation f(x)=o0 ayant une seule
racine dans l'intervalle de a’ et &', Véquation f'(x)=o n’ait aucune
racine dans ce méme intervalle. |

Il s’ensuit que dans la recherche qui a pour objet de calculer
la valeur d’une racine, nous pouvons toujours supposer les deux
limites données a et b telles que 'équation f{x)= o ayant une seule
racine entre a et b, I'équation /’(x)==o0 ne puisse avoir aucune
racine dans cet intervalle, et qu'il en soit de méme de I'équation
f ”(.Z') =0. /

(4) 11 est facile de reconnaitre comme il suit si ces deux condi-
tions sont remplies. En effet les résultats des substitutions de @ et
de b dans les fonctions f™ (), f*) (z),...f"(x), f'(x), f(x) sont
déja connus par les opérations qui ont servi a déterminer les limites,
et 'on a formé Ia série des indices propre a l'intervalle. On exami-
nera si le dernier indice A étant 1, les deux indices précédents sont
o et 0. Si cela a lieu, on est assuré que les équations f”(x) =o et

S ()= o n'ont aucune racine entre les limites a et b, et nous prou-
verons que ce cas est celui ou 'on peut appliquer avec certitude
la régle d’approximation. Mais si les trois derniers indices ne sont
pas o o 1, on diminuera l'intervalle jusqu’a ce que cette condi-
tion subsiste; ou, si cela est nécessaire, on considérera séparément
les facteurs communs que nous avons désignés par ¢ (x) et ¢ ().
Si les deux suites comparées

S@), fra). - S@), (@), fla),
SE@), foIB) ... @), f10, 0,

sont telles qu'en omettant les derniers résultats f(a) et f(b), les
signes soient les mémes, il est évident que les conditions précé-
dentes sont remplies : car la suite terminée par f”'(a) aurait autant
de changements de signes que la suite terminée par f’(b), et il en
serait de méme des deux suites terminées, I'une par /" (a), 'autre
par /" (b). Donc si les suites (a) et (b) différent seulement par le
dernier signe, il ne restera plus qua procéder aun calcul de la
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racine. On verra dans 'article suivant que cet état des deux suites
ne constitue pas un cas particulier : il forme au contraire I'état gé-
néral ; et c’est pour cela qu'on doit considérer avec attention cette
disposifion des deux suites. Lorsqu’elle ne subsiste pas d’abord,
on peut toujours I'établir en rapprochant les limites.

Par exemple si I'équation proposée est

Z4+3x+rar—3r—a2r—a=—o,

on trouve, en désignant le premier membre de cette équation par
f(x), que les nombres o et 10 substitués dans la suite des fonctions

S @), S @, L@, S @), S @), S (%),

donnent ces résultats

(o) .. ++ + + — L — —
(o] O o I I I
(10) ... + . +°  + + 4+ .

Il y a une seule racine entre les limites o et 10: mais ces limites ne
sont point assez approchées pour que les équations [/ (x)=o0 et
J'(x)=o0 n’aient aucune racine dans ce méme intervalle; car on
voit en formant la série des indices, quiesto oo 1 1 1, que I'équa-
tion f” (x)==0 a une racine entre o et 10, et qu’il en est de méme
de I'équation f'(z)=o. Il faut donc substituer un nombre inter-
médiaire. Soit 1 ce nombre; on trouve les résultats suivants : '

(1)oe. + + + + + —
o 0 (0} (8] (8] I
(10) ... + + + + + =+.

Ainsi la racine cherchée est entre 1 et 10; et ces limites sont telles
que l'équation f'(x)=o et I'équation f”'(z)=o n'ont aucune ra-
cine dans ce méme intervalle. Cest ce que montre la série des in-
dices 00000 I.

(5) Nous placerons ici la démonstration de deux lemmes qui
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\ 7 . . .
sont d’un usage tres-fréquent dansle calcul des limites et des valeurs
des racines.
1° Si les deux suites

(@)...f™(a)y f"(a).....[f"(a), f'(a), f(a)
@) ... f™0), fe0). ... S1(8), [1(), S(])

sont telles que chaque terme de la premiere ait le méme signe que
le terme correspondant de la seconde, la méme condition aura
lieu lorsqu’on substituera dans les fonctions au lieu de  un nombre
intermédiaire quelconque ¢ plus grand que @ et moindre que 4 :
chaque terme de la suite

©).... "), f"c)..... S (), f'(e), flc)

aura le méme signe que le terme correspondant de la suite (a).
En effet le signe de f”(a) est par hypothese le méme que celui
de /' (b). Supposons que ce signe commun soit encore celui de toutes
les valeurs que l'on trouve en substituant dans f(x) une valeur
intermédiaire quelconque prise entre les limites @ et b, en sorte
que la fonction f”(x) conserve son signe pour toutes les valeurs
possibles de x qui tombent dans l'intervalle de @ a 4. Il faudra en
conclure que la fonction f(z) est toujours croissante ou toujours
décroissante dans ce méme intervalle, puisque la fluxion du pre-
mier ordre f'(x) conserve le méme signe + ou —. Donc f'(a)
ayant le méme signe que f(0), et f () étant toujours croissante ou
décroissante, cette méme fonction f(x) ne pourra point devenir
nulle dans ce méme intervalle. Donc en substituant dans f(x) toutes
les valeurs possibles comprises entre a et &, la fonction f(x) con-
servera le méme signe, savoir celui qui est commun a f(a) et f(b).
On démontre de la méme maniére que si la fonction /' (x) con-
serve son signe dans tout l'intervalle des limites @ et b, et si les
valeurs extrémes /” (@) et f’(b) ont le méme signe, la fonction f”(x)
conservera dans le méme intervalle le signe commun de /' («) et /7 (b).
En appliquant cette démonstration aux parties qui sont corres-
pondantes dans les deux séries, et qui sont de plus en plus reculées
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vers la gauche, on arrivera jusqu’aux deux signes +

+
dent tous les autres. Or il est évident que la fonction f™(x) con-

serve son signe, puisqu'elle ne contient pas la variable x. Donc on
est assuré qu'une fonction f(x) conserve le méme signe dans un
intervalle donné, lorsque ses deux valeurs extrémes f(«a) et _f(b)
ont le méme signe, et lorsquil en est de méme des valeurs corres-
pondantes £ () et f'(b), f” (a) et £” (), " (a) et £ (b), ete., que
I'on trouve en substituant les limites dans les fonctions différen-
tielles de tous les ordres. ‘

Les valeurs extrémes f(a) et f(b) d’une fonction f(z) étant de
méme signe, il pourrait arriver que les valeurs de f(x) qui répon-
dent aux valeurs intermédiaires de x changeassent de signe, en
devenant nulles plusieurs fois dans l'intervalle. Mais cela ne peut
avoir lieu si le signe des deux valeurs extrémes f/'(a) et f'(D) est le
méme, et si cette condition subsiste pour toutes les autres fonctions
différentielles.

2° En général si I'on a comparé les deux suites

(@)oo S (@), (@), [ (@), (@), f(a),
B)- o SOG), S B 1) S B), SO

et si, ayant formé la série des indices, on trouve que le dernier in-
dice A qui répond a_f(x) est o, on est assuré qu'en substituant un
nombre intermédiaire ¢, et formant la série des indices propres a
I'intervalle de @ a ¢, et celle qui est propre a l'intervalle de ¢ a &,
le dernier terme de chacune de ces deux séries d’indices sera o. En
effet si le dernier indice A’ de la série propre a l'intervalle de a a
¢ n'était pas o, mais égal a j, il s’ensuivrait que la suite des résul-
tats perd un nombre ; de changements de signe lorsque la gran-
deur substituée passe de la valeur @ a la valeur c. Il faudrait donc
qua partir de la valear intermédiaire ¢ jusqu'a la valeur extréme
b, la suite des résultats pat acquérir un nombre j de changements
de signes lorsqu'on augmente par degrés insensibles les grandeurs
substituées. Or nous avons reconnu que cela est impossible, car le

qui préce-
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nombre des changements de signes ne peut que diminuer lorsqu'on
augmente la quantité substituée.

On prouve de la méme maniére que le dernier terme de la série
des indices propre a l'intervalle de ¢ & b ne peut pas étre un nombre
J différent de o. Car il faudrait que dans l'intervalle précédent la
suite des résultats efit acquis un nombre j de changements de
signe, ce qui est impossible.

Donc si les deux suites comparées (a) et (b) sont telles que le
dernier terme A de la série des indices propre a l'intervalle soit o,
on trouvera toujours le dernier indice égal a o si I'on divise I'in-
tervalle par la substitution de nombres intermédiaires : chaque in-
tervalle partiel aura zéro pour dernier indice.

Les deux lemmes que 'on vient de démontrer sont, pour ainsi
dire, évidents pour le cas ol1 la fonction contient une seule variable,
qui est le seul que nous considérons ici; et le premier lemme est
un cas particulier dn second. Il suffisait en quelque sorte d’énoncer
ces deux propositions, qui sont des conséquences manifestes de la
théorie précédente. Mais il a paru préférable de les développer,
parce qu’elles s’appliquent aux fonctions formées d’'un nombre quel-
conque de variables. Nous ne considérons point ici cette proposi-
tion générale, mais il serait facile de la démontrer par les mémes
principes ; cest un élément remarquable de I'analyse algébrique.

(6) Il nous reste maintenant & prouver que siles deux limites entre
lesquelles on cherche une racine ont été assez rapprochées pour
~que les conditions énoncées dans l'article 3 soient remplies, on
peut procéder sans aucune incertitude a 'approximation. Prenons
pour exemple le cas ou les derniers signes des deux suites compa-

S @), [ (@), (=)
(@..... + -+ —
e+

rées sont

et supposons que les conditions dont il sagit ayant lieu, c'est-a-
dire que les trois derniers indices étant o o 1, il s'agit de calculer
L ' 22
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la valeur de la racine, que I'on sait étre plus grande que @ et moindre
que b. Nous présenterons d’abord la solution analytique de la ques-
tion ; ensuite nous donrerons les constructions qui s’y rapportent
et rendent les résultats treés-sensibles, comme on peut en juger en
passant d’avance a I'article 1o0.

Soit € la quantitéinconnue qu’il faut retrancher de b pour trouver
exactement la racine x, en sorte que x soit égale 4 b — €. On a donc

f(b—&)=o.

Si Ton développe cette expression jusqu’au second terme seule-
ment, on a \

S(B)—6f'(b—%.....b)=o.

On désigne par f'(b—6. .. .b) ce que devient la fonction f"(x) lors-
gu’on met au lieu de x une certaine quantité b—¢....b, que l'on
sait étre comprise entre les valeurs extrémes de la variable. Ces va-
leurs extrémes sont b —#6 et b, ou x et b. On a done

e— SO |
_ S'(x...b)
On en conclut .
—p SO
x S(x...0)
On peut encore exprimer ainsi cette valeur de z,
A O
r="b VAT ’

car toute valeur comprise entre z et b est a fortiori comprise entre
a et b. .

11 faut observer que la fonction f” (), qui est par hypothése po-
sitive lorsque # —a et lorsque =154, demeure constamment po-
sitive lorsqu'on donne & x une valeur quelconque comprise entre
a et b car ce signe ne pourrait changer que si une de ces valeurs
intermédiaires rendait nulle la fonction f”(x), ce (ui est contraire
a notre hypothése. Donc la fonction f”(x) conserve le signe + dans
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tout l'intervalle compris entre a et b. Il en est de méme de la fonc-
tion /" (x), et on le démontre de la méme maniére. Donc la fonc-
tion /" (x), positive depuis x=a jusqua x=2, est toujours crois-
sante dans cet intervalle, puisque sa fluxion du premier ordre,
savoir f"'(x), est toujours positive dans ce méme intervalle.

11 suit de la que parmi toutes les valeurs que recoit la fonction
S (x) lorsqu’on fait varier x depuis x=a jusqua x=>b, la plus
petite estf'(a) et la plus grande /7 (b). Or la valeur exacte de x est
ainsi exprimée,
f(9)

T=b— Ty

Donc en remplacant /' (a...bd) par f”(b), on divisera f(b) par une
quantité trop grande. On retranchera donc de & moins qu'on ne
devrait retrancher pour trouver la valeur exacte de la racine: done

b SO

) est une quantité 4’ moindre que 4, et plus grande que la
racine cherchée. Ainsi 'on a déduit de la plus grande limite b une
valeur &' plus approchée de la racine que ne I'était la limite &, et

qui surpasse encore la valeur de cette racine.
(7) On peut aussi employer la moindre limite pour trouver une

valeur plus approchée de la racine. Soit @ + « la valeur exacte de
la racine x, « étant une quantité inconnue. On a I'équation

f (a+ “) =0,
ou, développant jusqu’au second terme seulement,

f(a)+af’(a....a+oc)—_—o.

La valeur de la variable sous le signe f” est une certaine quantité
que l'on sait étre comprise entre @ et @ + «, ou entre @ et x. On a
donc

_ S .
Sfa...xz)’

o ==

et parce que toute quantité comprise entre a et x est 'une des va-
22.
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leurs comprises entre a et 4, on a

S
S'(a...b)

(@)

Donc
e CRR

11 faut remarquer que la valeur de f(a) est négative, et que celle
de f'(a...b) est positive: en sorte que le seeond terme de I'expres-
sion de x est une quantité positive ajoutée a la limite @. On a vu
précédemment que la plus grande des valeurs que l'on puisse trouver
en substituant dans f”(a) une quantité comprise entre a et b est
J'(b). Si donc dans la derniere expression de la valeur de z, on
écrit f'(b) au lieu de /' (a...b), on rendra trop petite la quantité
(qui est ajoutée a la limite @. Donc la valeur exacte de x est certai-
nement plus grande que

fla

“Tre
(8) Nous venons de déduire d’une premiére valeur approchée a,
moindre que la racine, une seconde valeur plus approchée que a ;
puisque, sans cesser d’étre moindre que la racine x, elle est plus
grande que a. Soit @' cette nouvelle valeur approchée, on aura

! JS(a)

a —=a— N
J'(6)
I1 ne reste plus qu'a combiner cette nouvelle limite @' avec la seconde
valeur approchée &’ que I'on a déduite de la premiére b, et qui est
ainsi exprimeée,
b)
b =p—7L0.
S'(6)

Leslimites a et b, dont'une a est plus grande et 'autre b est moindre
que x , sont donc remplacées par des limites plus voisines a' et &,
dont 'une a' est moindre, et I'autre &' est plus grande que la racine
cherchée . 11 faut remarquer que ce calcul des valeurs o' et b’ se
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Sla) f(6)

réduit a celui des quotients 7O FO) Or les trois résultats f(a),
S ), f'(b) sont déja connus par le procédé qui a servi a déter-
miner les premiéres limites a et 6. Il est donc tres-facile d’obtenir
les nouvelles valeurs @' et 4" plus approchées que a et b.

En se bornant a I'application commune de la méthode newto-
nienne, on n'obtient qu'une seule limite, et par conséquent on
ignore combien il faut calculer de chiffres lorsqu’on effectue la di-
vision indiquée. Mais le procédé que nous venons de démontrer
n'est pas sujet a cette ineertitude, puisque I'on connait deux nou-
velles limites a” et &', dont I'une est moindre et autre plus grande
que la racine. Dans le calcul des valeurs de a' et &', qui sont

a—L@ oy 1O

—7% Fg) onne doit point employer les valeurs exactes

des quotients, qui pourraient étre trop composées. 11 suffit de pro-
longer le calcul jusqu’a ce que les valeurs de @' et &' ne différent
‘que d’une trés-petite quantité, en conservant cette condition que
la valeur de @’ doit étre prise trop petite et la valeur de &' trop
grande. Désignant donc par a’ et &’ les nouvelles valeurs que 'on
aura ainsi déterminées, on emploiera ces secondes limites a’ et &’
pour en déduire suivant le méme procédé de troisiemes limites
a” et b’. Si 'on continue indéfiniment ce genre d’approximation
on trouvera des valeurs de plus en plus exactes, et 'on connaitra
toujours les limites de l'erreur.

(9) Nous allons maintenant chercher la mesure de la convergence,
cest-a-dire la loi suivant laquelle I'intervalle des limites diminue
contirtuellement : 'expression de cette loi est un des éléments prin-.
cipaux de notre question.

Soit ¢ la différence de deux limites a et 4, entre lesquelles la ra-
cine x est comprise, et assez voisines pour (ue I'équation f “(x)=0
et Véquation /' (x)= o n’aient aucune racine dans ce méme inter-
valle. Nous avons vu 1° qu'’il est facile de reconnaitre si ces condi-
tions sont remplies; 2° que si elles subsistent on déduit des limites
données a et b d'autres limites plus voisines o et &', ainsi expri-
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mées,,
' S(a) f)
ad=a—%, b=b—
f1(@8)’° Sy
Soit ¢’ la différence &' — &’ des nouvelles limites; les différences
b—aetb—a,ouieti,ontune relation qu'il s'agit de décou-
vrir. On résout immédiatement cette question en substituant b6 —z
au lieu de a dans 'expression de a': on trouve ainsi les équations

s&)
b =b— 0
d==b—i L0

Développant f'(b— ) jusqu’au troisiéme terme, on a

SO —if @) S (b—i.. )
S(8) .

a’::b—-—i-—-

On désigne par b—i...b wune valeur de la variable comprise
entre b —1i et b, cest-a-dire entre a et b. Retranchant de &' l'ex-
pression de a’ ainsi développée, on trouve

4 ’r___ fb) (5) . L f”(a )
b o — J\0)
S (GRS (O
ou
ey Sa b))
I —=1 .-—-2—1‘.—,-(6—)—‘.

Ce résultat est tres-remarquable : on voit que la différence ¢ des
deux premiéres limites étant connue, on trouverait la différence ¢’
des deux nouvelles limites, en multipliant le carré de ¢ par le coef-
f” (

- -b)
ficient T (5) . Le dénominateur 2f” () est connu; le numérateur

S (@...b) est la valeur que Ton trouverait en substituant dans la
fonction f”(x) une quantité comprise entre a et 4. Nous désigne-
f'(a...b)
2f' (7’)
grande que ce coeflicient. 11 est facile, comme on le verra dans les
articles suivants, de former cette limite C, et d’en déduire une va-

rons par G une valeur approchée du coefficient ——- =, mais plus
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leur approchée C 2> de la différence i’. Nous montrerons aussi 'usage
pratique que I'on doit faire de cette valeur approchée C:*, pour en
conclure le nombre de chiffres exacts donnés par chaque opéra-
‘tion. Nous ne voulons ici que faire remarquer le caractére de I'ap-
proximation qui résulte de I'emploi des deux limites.

En effet sila différence b—a des deux premiéres est devenue
une quantité fort petite, par exemple une unité décimale de sep-
tieme ordre, ou ()7, l'expression de i, ou Gi*, montre que la
différence ¢’ des deux nouvelles limites est de méme ordre que
(+ ). Lenombre C a une valeur une fois déterminée, qui ne change

~ plus dans le cours de 'approximation, et les différences z,7',:”, ete.
deviennent des unités décimales d'un ordre trés-élevé. Les secondes
limites o’ et & pourraient encore étre assez distantes, lorsque les
premiéres @ et b ont une différence considérable : mais la conver-
gence de 'approximation devient de plus en plus rapide, et chaque
opération fournit un nombre toujours croissant de chiffres exacts.
Nous développerons davantage par la suite ces conséquences, et
I'on reconnaitra combien elles facilitent 'approximation.

(10) Aprés avoir indiqué les principes analytiques qui servent
de fondement a cette recherche, nous allons faire connaitre les con-
structions géométriques qui représentent les résultats. Ces construc-
tions sont tres-simples, et analogues a celles qui nous ont servi pour
la distinction des racines imaginaires, article 23 du premier livre.

Nous prendrons pour exemple le cas cité dans l'article 6, cest-
a-dire le cas ou les derniers signes des suites comparées sont

L@@, @
(@.ccoc + +  —
@)eeevn + o+ +,

et les trois derniers indices sont les nombres o o 1.
L’arc m n (fig. 7) représente une partie de la ligne courbe dont

I'équation est
y=s(@)



179 LIVRE DEUXIEME.

Les abscisses o a, 0b désignent les limites données a et b. Les or-
données extrémes am, bn sont les valeurs de f(a) et /(). L’arc
man, qui correspond a l'intervalle ab des deux limites, n’a aucun
point d'inflexion, parce que I'indice antepénultiéme étant o, 'équa-
tion /' (x)==0 n’aaucune racine entre ces limites. La courbe tourne
sa convexité vers la partie inférieure de la planche, parce que la
fonction f"(x) conserve le signe + dans tout Vintervalle ab. La
fonction f'(x) conservant aussi le signe + dans cet intervalle, il
sensuit que l'arc ma«n est ascendant. Ainsi I'ordonnée f(z) au-

gmente continuellement lorsque I'abscisse augmente; cette ordon-
née, d’abord négative au point a, sapproche de plus en plus de
zéro , et lorsqu’elle est devenue positive elle s’éloigne de zéro : il
y a un seul point d’intersection de la courbe et de I'axe au point «.
Supposons que par le point 7 on mene une tangente a la courbe,
et que I'on prolonge cette tangente jusqu’au point 4" ou elle ren-
contre I'axe, il est évident que le point &’ étant compris entre « et
b, labscisse 06" sera une valeur plus grande que la racine, mais
plus approchée de cette racine que ne I'était I'abscisse 0 4. Si main-
tenant on meéne par le point m une parallele a la tangente ', le
point a’ ou cette paralléle coupe I'axe étant compris entre a et «,
Pabscisse o ' sera une valeur moindre que la racine, et plus approchée
de cette racine que ne I'était I'abscisse oa. Il ne reste plus qu'a
exprimer les valeurs de ces nouvelles abscisses 08" et oa’. Or au
point n le rapport de I'accroissement dy a accroissement dx, on
d_igi_x(_”'ﬂ, est égal au rapport de l'ordonnée nbd a la sous-tangente

bb'. On a donc

dxf'(b) _nb__f(5) .

de ~— bb'T bY

donc la ligne 58’ est égale é;-%. Ainsi la valeur de I'abscisse 06’
est
()

S UOL
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ce qui est I'expression de la valeur approchée désignée par &' dans
Tarticle 6.

dy . ‘
Le rapport —~ au point 2, ou

d—'%:—@, est égal au rapport de

I'ordonnée am (prise avec un signe contraire) a la partie a a’ de
l'axe interceptée entre 'ordonnée et la paralléle: on a done

473:(5) f()” ol ad — Jj:'(?))

Ainsi I'abscisse o @’ est égale a

/(@)

ad — ==
fl(b)’

ce qui est 'expression de la valeur approchée désignée par a dans
Particle 8.

Les deux résultats de - -Papproximation lmealre sont donc clai-
rement representes par cette constructlon. Les abscisses oa, 0b,
qui correspondent aux premiéres limites, sont remplacées par deux
autres oa’ et 0 &' que 'on détermine en menant par le point 7~ une
tangente a la courbe, et par le point 7 une parallele a la tangente.
Désignant ensuite par a’ et b’ les extrémités des sous-tangentes, ou
plus généralement deux points dont 'un est entre « et I'extrémité
a', lautre entre b et I'extrémité &', on marquera sur la courbe les
extrémités m’ et n' des ordonnées qui passent par les points dé-
signés @' et &', et T'on procédera a I'égard des points m' et 7' comme
on a procédé pour les points m et n. Il est évident que I'on aurait
pu déduire de cette seule construction la connaissance des deux

Aok
par le calcul, articles 6 et 7. La premiére de ces valeurs est celle que
donne la régle newtonienne : en général cette réglye consiste tou-
jours a corriger la premiére valeur approchée, considérée comme
une abscisse, en ajoutant a cette abscisse la valeur de la sous-tan-

valeurs approchées & — , que nous avons obtenue

gente. I’autre valeur approchée a — 77 (b)) compleéte 'approximation

1. 23
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linéaire, ou du premier degré. Nous appelons ainsi celle qui ne
dépend que des fluxions du premier ordre.

(r1) La construction précédente rend manifestes les conditions
quexige l'usage de I'approximation linéaire. En effet lorsque le
point & (fig. 7) est tres-voisin du point d’intersection «, la tangente
menée par Iextrémité n de I'ordonnée &n rencontre V'axe en un
point &' placé entre & et «, et la nouvelle valeur &’ représentée par
I'abscisse 0 b’ est beaucoup plusapprochée que la précédente & repré-
sentée par I'abscisse 0b. Mais si la premiere valeur oB & laquelle le
aleul sapplique correspond au point B, il est manifeste que la
tangente menée par le point N peut rencontrer I'axe en un point
fort éloigné de l'intersection «. Il arrive dans ce cas que la regle
newtonienne ne donne point avec certitude la valeur de la racine
cherchée : elle peut conduire a des résultats trés-différents de celui
qui est I'objet de la question. Pour que cette incertitude n’ait point
lieu, il est nécessaire que le point n extrémité de l'ordonnée bn
soit moins éloigné de l'origine o que le peint d'inflexion le plus
voisin r.

On voit aussi que I'approximation newtonienne ne peut pas étre
appliquée indifféremment ala limite « et a lalimite &, car la tangente
menée par lextrémité m de l'ordonnée am pourrait rencontrer
I'axe en un point plus éloigné de l'intersection « que ne I'était le
point &. Les limites oa, 04 (fig. 8), entre lesquelles il se trouve un
seul point d’intersection «, pourraient étre assez éloignées pour
qu’ily etit dans cet intervalle a b plusieurs points p, p ou la tangente
est paralléle a I'axe, et plusieurs points d’inflexion r,r,r qui séparent
un arc convexe d’un arc concave. Dans ce cas on ne doit point
encore faire usage de I'approximation linéaire : il faut diminuer
I'intervalle jusqu’a ce q‘l'le l'arc qui répond au nouvel intervalle a6’
ne contienne aucun point p de maximum ou minimum, ni aucun
point d’inflexion r.

Dans le Traité de la Résolution des équations numériques, on
avait déja montré que la régle donnée par Newton est incomplete,
en ce qu'elle ne porte point un caractére qui assure l'exactitude
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de lapproximation. L'illustre auteur fait observer (Introduction,
page x) qu'en négligeant a chaque opération des termes dont on
ne connait pas la valeur, on ne peut point juger du degré d’'exac-
titude de chaque correction; et il ajoute (page 129, 2° édition)
quil est difficile, et peut-étre méme impossible, de trouver a priori
un caractére pour juger si la condition qui rend l'opération con-
vergente est rempliec ou non. Cette question importante est com-
pletement résolue par la méthode que nous avons donnée dans le
livre précédent pour déterminer les limites des racines : car on con-
naitra par cette méthode si I'équation f'(2) == o a une seule racine
réelle entre deux limites a et b, et si chacune des équations f'(x)=—o
et f”(x)=o n’a point de racine dans cet intervalle. De plus on peut,
dans tous les cas, assigner pour chaque racine deux limites qui sa-
tisfont a cesconditions. Donc 'approximation linéaire,dontla regle
newtonienne fait p\artie‘, peut toujours étre appliquée. ,
La construction rend cette conséquence évidente pour le cas
indiqué plus haut, car l'arc mn (fig. 7) ne peut avoir ni point
d’inflexion, ni tangente parallele a T'axe, puisque les équations
S/(x)=o0 et f'(x) =0 n’ont aucune racine réelle entre « et 4. Tl
suffit done dans ce cas d’appl‘iquer la régle. La premiére valeur
approchée & conduira a l'extrémité de la sous-tangente; ou si,
pbur faciliter le calcul ,on s'arréte en un point €’ voisin du point &',
et compris entre b’ et b, on passera suivant le méme procédé de
ce point €' a un autre point §” plus rapproché du point d’inter-
section a. Cette approximation peut étre continuée indéfiniment.
(12) La disposition de la figure n’est pas toujours celle que I'on
vient d’indiquer. I fauten général distinguer quatre cas, savoir ceux
que représentent les figures g, 10, 11, 12, et dont nous venons de
considérer le premier. Dans ce premier cas (fig. 9), I'approxima-
tion se forme, comme nous l'avons dit, au moyen des tangentes
successives, dont la premiére est menée par le point n. Dans le
deuxieme cas (fig. 10) la premiére tangente passe par le point m.
Dans le troisieme (fig. 11) elle passe aussi par l'extrémité m de
l'ordonmée am. Pour le quatri¢me cas (fig. 12) la premiere tangente

23.
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part de Vextrémité n de Yordonnée bn. La seule inspection des
figures démontre la convergence des approximations: elle fait con-
naitre aussi que, dans tous les cas, la condition de cette conver-
gence consiste en ce que 'arc mn doit étre exempt de sinuosités
et de points d'inflexion. Or cela aura toujours lieu si les équations
JS'(xy=o et f”(x)=o0 n'ont aucune racine réelle entre a et b. On
s'en assurera, comme nous 'avons dit, en substituant les limites
a et b dans la suite des fonctions

SO, fE (@) @), L), S ), (@),

ce qui donnera deux suites de résultats, savoir :

@..... %a), foa).....f"(a), f"(a), f(a), fa),
&) SE), SO) S8, SB), S, LB

On comparera les deux suites de signes (a) et (). Si ces deux suites
ne différent que par le dernier signe, qui est positif pour l'une
des limites et négatif pour l'autre, il est certain que les équations
J"(x)=o0, f'(x)=o0 n'ont aucune racine dans l'intervalle. Donc
Parc mn n'a aucune tangente paralléle aI'axe, et n’a aucune inflexion.
Par conséquent les limites sont assez voisines pour que I'on puisse |
sans aucune incertitude, faire usage de la regle d’approximation.

On voit aussi quil n’est pas nécessaire que les deux suites de
signes (a) et (b) ne different que par le dernier signe; il suffit de
comparer les nombres de changements de signes de ces deux suites.
On procédera a cette comparaison, en allant de gauche a droite ,
et 'on s’arrétera d’abord a la fonction /() inclusivement. Silon
trouve que les deux limites ont jusqu’a ce terme le méme nombre
de changements de signes, on en conclura que I'équation f"(x)=0
n’a aucune racine entre les limites @ et . On comparera aussi les
deux suites (a) et (b) en sarrétant a la fonction f'(x) inclusive-
ment, et s'il arrive que les deux suites aient encore le méme nombre
de changements de signes, on en conclura que I'équation f'(x)=o
n’a aucune racine entre les limites @ et 6. On pourra alors pro-
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céder immédiatement a l'application de la régle, et I'on sera assuré
de trouver des limites a’ et &' plus approchées que les précédentes
a et b.

Cette comparaison des deux suites (@) et () se réduit, comme
on le voit, a former la série des indices propre a l'intervalle des
limites a et &, et a examiner si les trois derniers indices sont
oo 1 : cette condition est nécessaire et suffisante. Si elle n’était pas
remplie I'approximation serait erronée, ou du moins incertaine ;
on ne doit y procéder qu’apres avoir rapproché les limites. Mais
lorsque les trois derniers indices sont devenus o o 1, on est averti
que les deux limites a et b sont assez voisines pour que 'on puisse
faire usage de 'approximation linéaire. On passera ainsi des limites
a et b a deux autres a' et b’, qui auront la méme propriété que a
et b: I'une de ces nouvelles limites est donnée par la regle*newto-
nienne; elle est représentée dans le premier cas (fig. g) par

p—L0)
S
(13) Les constructions font connaitre tres-clairement que la regle
newtonienne ne doit pas étre appliquée indifféremment a l'une
ou a l'autre limite; dans le premier cas (fig. 9) I'arc est ascendant
et concave; il tourne sa convexité vers la partie inférieure de la
planche. Dans le second cas (fig. 10) l'arc est descendant et con-
cave. Dans le troisieme (fig. 11) I'arc est ascendant et convexe; il
tourne sa convexité vers la partie supérieure de la planche. Dans
le quatrieme cas (fig. 12) 'arc est descendant et convexe.
Pour le premier cas les trois derniers signes de la suite (@) que
I'on forme en substituant a dans les fonctions

S @), f1(@), f(@)

+ + —

sont

et ceux de la suite () sont

+ o+ +.
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Pour le second cas, les trois derniers termes des deux suites sont

(@)..... -+ — +
b)..... + — —_

(@)..... — + —
0)..... — + +-.

(@..... —_— — +
b)..... — — —.

. ,

Dans le premier et le quatrieéme cas c’est a la plus grande limite
b que le procédé d’approximation doit étre appliqué, parce que la
tangente menée par le point » donne certainement une seconde
valeur &' plus approchée que 4. Dans le second et le troisieme cas,
cest & la moindre limite a qu’il faut appliquer la regle, car la tan-
gente mende par le point m donne certainement une valeur o' plus
approchée que a.

Pour distinguer celle des deux abscisses qui représente la limite
que I'on doit choisir, il suffit de remarquer que de I'extrémité de
cette abscisse on voit la’ convexité de I'arc mn, et non point sa
concavité. Cette limite peut éire appelée extérieure, parce que le
point qui la termine est hors de l'espace que la courbe renferme.
T autre limite est intéricure.

I1 n’est pas moins facile de reconnaitre les limites par les signes
des deux suites (a) et (5). La limite extérieure est toujours celle qui
donne le méme signe pour f(z) et f” (x).

(14) On a vu que, pour l'application réguliére de la regle, il est
nécessaire de connaitre deux limites « et b entre lesquelles est seule
comprise la racine dont on calcule [a valeur, et de s’assurer, en
substituant les deux nombres a et & dans la suite des fonctions

SO (@) o (@), f(®), f(x), que I'équation f(x) = o ayant une
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seule racine entre a et b, I'équation f’(z)=o0 n’a aucune racine
dans cet intervalle, et qu’il en est de méme de I'équation £ (x)=o.
On détermine ces limites par la méthode que nous avons expliquée
dans le premier livre, et si elles n'étaient point d’abord assez rap-
prochées pour que la série des indices propre a I'intervalle et pour
derniers termes o o 1, il faudrait diminuer l'intervalle jusqu'a ce que
cette condition fat remplie. Il est toujours facile d’obtenir ce der-
nier résultat , et les constructions rendent cette conséquence mani-
feste. L’arc de courbe mn dont l'intersection avec I'axe détermine
la racine cherchée pourrait étre assez étendu pour qu'il présentat
des sinuosités et des inflexions, quoiqu’il n'elit quun seul point
d mtersectlon c’est ce qul arriverait, par exemple sl cet arc était
celui que represente la figure 8. On pourrait supposer les limites
a et b assez ¢loignées pour que I'arc mn eut deux points p et p
de maximum ou de minimum, et trois points d’inflexion r, r, r,
quoiqu’il eit un seul point d’intersection a. Mais il est manifeste
qu'en rapprochant les limites on parviendrait a des valeurs plus
voisines a’ et &', telles que 'arc mn fut entierement exempt de
sinuosités. Il faut seulement remarquer les cas singuliers ou 'on ne
pourrait pas séparer ainsi les points d'inflexion , d’intersection, et
de maxima ou minima. Cela arrive 1° si deux racines sont égales,
2° si le point d’inflexion r coincide avec le point d’intersection a.
On ne considére point ici le premier cas, parce que les deux ra-
cines n’étant point séparées, la série des indices propres a l'inter-
valle ne serait pas terminée, comme on le suppose, par le nombre
1 : le dernier indice serait 2. Quant au second cas, il est analogue
a celui des racines égales, et I'un et I'autre sont faciles a distinguer.
Pour le premier, les deux fonctions f”'(x) et f(z) ont un facteur
commun, et pour le second les deux fonctions /" (z) et f(x) ont
un facteur commun. Il suffit donc de comparer ces fonctions afin
de reconnaitre si elles ont un diviseur commury, et nous avons vu
précédemment que cette comparaison fait partle de la régle qui sert
a déterminer les limites des racines.
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(15) Nous résumerons maintenant I'énoncé général des consé-
quences que l'on vient de démontrer.

Enappliquant a une équation proposée f(x)==0 la méthode que
nous avons donnée pour la détermination des limites, on est par-
venu a distinguer un intervalle terminé par deux nombres a et b,
et dans lequel il se trouve une seule racine : on continuera comme
il suit le calcul de cette racine. La série des indices propre & 'in-
tervalle a, par hypotheése, pour dernier terme 1. On examinera si
les deux suites de signes données par la substitution des limites «
et & ne difféerent que par le dernier signe, ce qui arrive le plus
communément. Lorsque cette condition a lieu, on peut appliquer
immédiatement la méthode d’approximation. On peut aussi pro-
céder a cette application si les deux suites de signes étant différen-
tes, les trois derniers termes de la série des indices sont o o 1. Si
cette derniére condition n’est pas remplie, on est averti que les
limites ne sont point encore assez voisines pour que l'on puisse
faire usage avec certitude de la régle d’approximation : il faut di-
minuer lintervalle des limites par la substitution d’'un nombre in-
termédiaire. Mais avant de procéder a cette subdivision de l'inter-
valle, on examine si les fonctions f”(x) et f(x) ont un diviseur
commun ¢(x). Sice cas singulier se présentait, et si de plus I'équa-
tion ¢ (x) == o avait uneracine réelle « entre a et &, ce qu'il est tres-
facile de connaitre d’apres les principes que nous avons établis, il
ne resterait plus qu'a déterminer cette racine «. On appliquerait
donc la régle actuelle a 'équation ¢ (z)==o.

Lorsque le facteur commun n’existe pas, on arrive certainement,
par la division de l'intervalle, & deux limites @ et & telles que les
trois derniers indices sont 0 0 1. On distingue alors celle des deux
limites qui donne le méme signe étant substituée dans /' (x) et
S (x), et désignant par ¢ cette limite extérieure, on substitue ¢+ y
au lieu de ¢ dans I'équation f(x)=o0; on omet dans le résultat les
puissances de y supérieures a la premiére, et 'on détermine ainsi,
par la seule division numérique , une valeur approchée de, en pre-
nant le quotient trop faible, abstraction faite du signe. On trouve
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ainsi une seconde valeur approchée ¢', et I'on pourrait continuer
le méme procédé de calcul en opérant sur la nouvelle limite ¢' de
méme que 'on a opéré sur la limite c.

(16) On voit par ce qui précede que cette application de la régle
donnerait des valeurs de plus en plus approchées , mais qui seraient,
comme nous l'avons dit article 2, ou toutes plus grandes que la
racine cherchée, ou toutes moindres que cette racine. Il en résul-
terait quen effectuant la division numérique pour connaitre une
nouvelle partie de la racine, on ignorerait jusqu’a quel terme cette
‘opération doit étre partée. Si I'on se bornait a un seunl chiffre du.
quotient on perdfait un des plus grands avantages du procédé;
car une seule opération peut donner plusieurs chiffres exacts, et
elle en donne d’autant plus que I'on en connait déja un plus grand
nombre. Si au contraire on portait le quotient au-dela du terme
-ou les chiffres cessent d’appartenir & la racine, on rendrait les opé-
rations ultérieures compliquées et confuses. Il est évident que 'ap-
plication réguliére d'un tel procédé exige que I'on connaisse, par
une regle certaine, combien chaque opération donne de chiffres
qui appartiennent effectivement & la racine. Or nous avons établi
plus haut les principes qui résolvent complétement cette question.
On en déduit la regle suivante pour le caleul des valeurs appro-
chées des racines, lorsqu'on a trouvé deux limites a et b qui, sub-
stituées dansles fonctions /™ (x). .. f" (), f'(x), f(«), donnent
deux suites de résultats dont les signes sont les mémes, excepté
ceux des deux derniers résultats ; ou plus généralement lorsqu'on
a trouvé deux limites a et b qui‘, substituées dans ces fonctions,
donnent des résultats tels que la série des indices a pour ses trois
derniers termes o o 1. Il faut, désignant par € celle des deux limites
qui, substituée dansles fonctions /" (x) et f(x), donne deux résul-
tats de méme signe, former I'expression

e L0).
C=Ere

et désignant par « lautre limite qui donne des signes différents
L 24
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pour f”(z) et f(«), on formera I'expression

(G
o —d f’ (6)
Les deux quantités «' et " sont de nouvelles vakeurs entre lesquelles
la racine x est comprise, et qui sont plus approchées que « et €.

(17) Ges mnouvelles limites £— fz,%)) et o — ff_:% , déduites des
premieres € et o, ne sont pas les seules que I'on puisse employer pour
lecalcul des racines : 'approximation linéaire comprend en général
“cinq limites qui dérivent des deux premiéres « et§. La construction
(fig. 13) suffit pour indiquer ces cinq limites, et leurs propriétés.
Tl faut par I'extrémité de I'ordonnée qui répond a I'une des limites,
mener une tangente a l'arc, et prolonger cette tangente jusqu’a sa
rencontre avec I'axe desabscisses. On menera aussi une seconde tan-
gente par I'extrémité de 'ordonnée qui répond & 'autre limite; puis
on menera par extrémité de chacune de ces deux ordonnées une
droite parallele a la tangente qui passe par Pextrémité de I'autre or-
donnée. Enfin on fera passer par les extrémités des deux mémes or-
données une sécante, en marquant son point d’intersection avec 'axe
des abscisses. Cela posé, le systéme de ces cing lignes droites repré-
sente toutes les conditions de 'approximation linéaire, ou du pre-
mier degré; c’est-a-dire que 'on connaitra ainsi les nouvelles va-
leurs approchées que I'on peut déduire des deux limites primitives
« et € par la seule résolution des équations du premier degré. On
peut choisir, selon la nature des cas particuliers, celle des cing
limites qu'il est le plus facile de calculer; mais il n’arrive pas tou-
jours que l'on est fondé a conclure que les deux nouvelles limites
sont nécessairement plus approchées que les deux précédentes. Cette
propriété nappartient quaux deux quantités exprimées dans l'ar-
ticle précédent par

VORI
“TFE Ty

et & celle des cinq limites qui est indiquée par la sécante. Cette der-
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niere a pour expression

b—a
\ 5—~O re—r
Lefacteur qui multiplie— f(€) est le quotient de la différence £ — «
des deux abscisses par la différence f(6)— f(«) des deux ordonnées;

J16)

et dans,l’expression précédente 6—-=7 le facteur qui multiplie

/()
—/f(€) estle quotient dela différentielle € deI'abscisse par d€ . f7(6),
oud. f(€), qui est la différentielle de I'ordonnée : ainsi les deux
expressions différent en ce que le signe de la dlfferentlelle est rem-
placé par celui de la différence finie.

Lorsque la différence deslimites est encore assez grande, les ci nq
nouvelles limites qui en dérivent different treés-sensiblement les unes
des autres, et il convient de choisir celles qui donnent les valears
le plus approchées. Mais & mesure que l'intervalle des premiéres
limites diminue, les nouvelles limites que 'on en peut déduire se
rapprochent continuellement, et l'ordre de la convergence devient
le méme pour toutes. Nous ferons connaitre par la suvite la mesure
de cette convergence.

(18) Le cas le plus simple de Papproximation linéaire est celui
que présentent les équations a deux termes de la forme

a"—A=o.

L’exposant m.est connu, et A est un nombre positif : ainsi le
calcul se réduit & extraire la racine m*™ du nombre A. Or I'opéra-
tion arithmétique qui donne cette racine se déduit immédiatement
des principes ue nous avons exposés. En effet, si Pon applique ala
fonction f'(x), ou 2" — A |, les régles énoncées dans le premier livre,
on connait aussitot le nombre des chiffres dont la racine est formée,
et le premier de ces chiffres; on connait donc ainsi deux premiéres
limites « et 6 entre lesquelles la racine est comprise, et qui diffe-
rent d’'une seule unité décimale d’un certain ordre. Les trois der-
niéres fonctions sont

2.
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S, @), fl)

m(m-—x)z"?  ma" a"—A.
La suite de signes qui répond a la limite a est
(@.eiev + i + —,
et la suite (b) est
B)eeiii + i+ + +;
ta série des indices a donc pour ses trois derniers termes

o o L,

et I'arc est celui que représente la figure 13. Si par le point m qui
répond & la moindre limite @ on meéne la tangente m«, on trou-
vera une sous-tangente aa qui, étant ajoutée a I'abscisse o @, don-
nera une nouvelle abscisse o « nécessairement plus grande que I'ab-
scisse ox du point d'intersection. Ayant mené la tangente 7€ par
Pextrémité n de I'ordonnée qui répond a la plus grande limite 4,
si par le point m on fait passer une droite ma’ paralléle a cette tan-
gente, l'interceptée aa’ étant ajoutée a I'abscisse o @, donnera une
nouvelle abscisse 0 @’ nécessairement moindre que I'abscisse oz du
point d’intersection. Par conséquent la racine est comprise entre:
oa’ et oa: il faut done ajouter a la partie déja connue « la valeur

. 1] a”—A .
de aa«, qui est —f~,<—)— , ou ———, et la somme surpassera certaine-
S (a) ma™"*

ment la racine x. Mais si I'on ajoute a la partie connue « la valear
de l'interceptée aa’', la somme sera certainement moindre que la

fla)  am—A

racine. Or la ligne aa’ a pour expression 70 ou

=k le nu-

meérateur a” — A estle reste R donné par I'opération arithmétique
qui a fait connaitre une premiere partie de la racine. On en conclut
la proposition suivante : si I'on divise le reste R par m fois la puis-
sance m—1"" de la partie @ déja écrite a la racine, le quotient
surpassera ce qu’il faut ajouter pour compléter la racine; mais si
Von augmente d’une unité le dernier chiffre écrit a la racine, ce qui
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donne par hypotheése une valeur & plus grande que cette racine, et si
Pon divise le méme reste R par m fois la puissance m —1** de b,

le quotient sera plus petit que ce qu’il faut ajouter a a pour com-
R

——  ——— différent assez
a mbm—1

pléter. la racine. Les deux quotients

an eommencement de U'opération pour que la comparaison de ces
quotients ne serve point d’abord a faciliter le calcul de la racine;
mais lorsqu’on est parvenu a connaitre un plus grand nombre de
différent extréme-

chiffres exacts, le deux quotlents —— T e
nlbm 1

ment peu; et comme on est assuré que les chiffres communs aux
deux limites appartiennent a la racine cherchée, il s’ensuit que
chaque opération fait connaitre un certain nombre de chiffres
exacts, et qu'il ne peut y avoir aucune incertitude sur le terme ot
I'on doit s’arréter dans la division numérique.

I est facile de déterminer suivant quelle lor augmente le nombre
des chiffres exacts que fournit chaque division numerlque etl'on
a fait depuis long-temps des remarques de ce genre au sujet des
opérations qui servent a extraire les racines carrées et cubiques.
Mais ces conséquences ne sont point bornées a des cas aussi simples:
nous prouverons bientét qu’elles conviennent aux racines de toutes
les équations algébriaues, quel que soit le nombre des termes. Ces
propriétés sont méme beaucoup plus générales; elles ne dépendent
point de la nature de I'équation déterminée dont on cherche la
racine; elles dérivent du caractére de I'approximation linéaire.

(19) On voit pai‘ Particle précédent que les regles élémentaires qui
servent a extraire les racines numériques ne sont autre chose que des
applications trés-particuliéres d'une méthode générale qui embrasse
les équations de tous les degrés. C'est sous ce point de vue que
Viete, Harriot, Ougthred, Newton et Wallis ont d’abord consi-
déré la question dela résolution des équations. Ils pensaient qu'il
devait exister une opération exégétique générale, propre a donner-
successivement toutes les parties d’une racine quelconque d’une
équation affectée. 1ls désignaient par cette derniére expression.
lequatlon d1gebr1que qlu contient outre la pmssance x2™ de T'in-
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connue et le dernier terme connu A, différents autres termes
formés des produits de coefficients donnés et des puissances infé-
rieures de I'inconnue. Newton découvrit la partie de cette méthode
générale qui s'applique aux équations littérales a une seule incon-
nue, et il en a fait un usage trés-étendu dans I'analyse des séries.
Tong-temps auparavant Irancois Viete avait proposé les mémes
vues ; mais les théories mathématiques etaient trop imparfaites pour
que on piitformer & cette époque une méthode aussi étendue. Le cas
trés-simple des équations & deux termes avait été facilement résolu
parce que la nature des racines est manifeste, et que 'on n’avait
besoin d’aucune régle pour en déterminer les limites. Mais si l'on
suppose un nombre de termes et de coefficients quelconque, la dis-
tinction des racines réelles ou imaginaires, et la recherche de deux
limites pour chaque racine réelle, nécessitent un examen tres-
approfondi : c’est cette qliestion_ que nous avons traitée dans notre
premier livre. :
Le calcul de Ia valeur numérique de chaque racine est fondé,
comme on I'a vu dans les articles 16 et 17, sur la comparaison de
deux limites de plus en plus approchées entre lesquelles cette racine
est nécessairement comprise. Les propositions que nous avons dé-
montrées suffiraient a la rigueur pour I'exactitude du caleul; mais
il importe beaucoup de donner a cette méthode un nouveau degré
de perfection, afin d’en rendre I'application usuelle et trés-facile,
En général on ne doit pas regarder cette recherche comme ter-
minée tant que 'on n’est point parvenu a réduire U'opération aux
seuls calculs qu'il est indispensable d'effectuer. Il ne s’agit pas seu-
lement d’arriver avec certitude a la connaissance de la racine, il
faut donner a la méthode toute la simplicité qu’elle peut admettre
sans cesser d’étre générale. Pour atteindre ce but nous avons a résou-
dre trois questions différentes dont on va faire connaitre 'objet.
La premiere est purement arithmétique: elle consiste a ordonner
Popération quiserta diviser un nombre par un autre, ensorte quon
ne fasse concourir chaque chiffre du diviseur a la détermination
du quotient que lorsquil est devenu nécessaire d’appeler ce chiffre
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du diviseur pour qu’il n’y ait point d’incertitude sur celui que 'on
va écrire au cjuotient.

La_ seconde question a pour objet deffectuer les substitutions
successives nécessaires au calcul de la racine dans un tel ordre
qu'aucune partie de 'opération ne soit répétée, et (ue l'on pour-
suive le calcul en ajoutant seulement aux opérations précédentes
le résultat correspondant a la nouvelle partie de la racine.

La troisiéme question consiste a assigner la mesure exacte de la
convergence de I'approximation, afin que I'on connaisse sans au-
cune incertitude combien chaque division numérique donne de
chiffres qui dowent étre conservés comme faisant partie de la
racine.

(20) Si I'on examine la premiere question, on reconnait d’abord
que la régle commune pour la division des nombres donnerait liea
ici & des calculs superflus. En effet, pour déterminer les limites

a et b, on doit calculer les valeurs de quotlents tels quefj<( )\ ;

et le dénominateur f'(a) provenant de la substitution de la partie
déja connue a dans la fonction /' (x), peut contenir plusieurs chif-
fres décimaux, et contient en effet un grand nombre de chiffres
si Uopération est déja tres-avancée. Or les derniers de ces chiffres
du diviseur placés a la droite ne contribuent point a former les

remiers chiffres du quotient J(@) et ce sont ces premiers chiffres
P q p :

S (@)’

qu'il s'agit de connaitre. 1l faut donc n'employer que les chiffres
du diviseur qu'on ne peut pas se dispenser d’introduire dans le
calcul. ) ) ;

L’auteur du traité intitulé Artis analyce praxis, Oughtred, a
laissé une régle de ce genre pour la multiplication des nombres;
et l'on connait aussi un procédé analogue pour simplifier le calcul
de la division numérique lorsqu’on veut seulement connaitre un
certain nombre de chiffres du quotient. Mais nous devons satis-
faire ici a une auntre considération : elle consiste a nappeler que
successivement les chiffres du diviseur, afin de pouvoir continuer
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Popération & volonté; et surtout il faut reconnaitre avec certitude
que le chiffre écrit au quotient est exact. Voici la regle que V'on
doit suivre dans tous les cas pour effectuer cette division ordonnée.

On marquera dans le diviseur quelques-uns des premiers chiffres
seulement, par exemple les deux premiers, ou les trois premiers,
ou les quatre premiers; nous appelons diviseur désigné celui qui
est ainsi formé des chiffres que I'on a marqués. Cela étant, on di-
visera le dividende proposé par le diviseur désigné, en effectuant
cette opération selon une regle qui ne differe de la regle commune
qu'en un seul point. Voici en quoi cette différence consiste : toutes
les fois qu'on abaisse un chiffre du dividende a la suite du reste
donné par une opération précédente, et que l'on forme ainsi un
dividende partiel, il faut corriger ce dernier dividende en en re-
tranchant une certaine quantité ; on obtient ainsi un dividende par-
teel corrigé. Alors on cherche combien de fois ce dernier dividende
contient le diviseur désigné, et I'on écrit au quotient le chiffre qui
exprime ce nombre de fois. On multiplie donc le diviseur désigné
par le chiffre écrit au fluotient, et 'on retranche le produit du
dividende partiel corrigé. On abaisse a la suite du reste un nou-
veau chiffre du dividende, et I'on continue l'opération suivant la
meéme regle.

Pour trouver la correction qui doit étre faite a un dividende
partiel , c’est-a-dire la quantité qu'on en doit retrancher, il faut
comparer comme il suit tous les m chiffres déja écrits au quotient
avec un pareil nombre m de chiffres pris a la suite du diviseur dé-
signé. On suppose que les m chiffres du quotient sont écrits dans
Pordre inverse , et placés respectivement au-dessous des m chiffres
pris a la suite du diviseur désigné. On multiplie chacun de ces chif-
fres par celui qui est placé au-dessous de lui, et ajoutant les m
‘produits, on connait ce qui doit étre retranché du dividende par-
tiel, et l'on effectue la correction.

Toutes les fois qu'en suivant cette régle on doit abaisser un chiffre
du dividende & la suite d’'un reste donné par I'opération précé-
dente, on examine si ce reste surpasse, ou du moins égale la somme
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des chiffres déja écrits au quotient, et que I'on ajoute ensemble
comme s'ils exprimaient des unités. Lorsque cette condition a lieu,

on est assuré que le chiffre qui a été écrit précédemment au quo-

tient est exact.

(21) Sil'on n’a marqué pour former le diviseur désigné qu’un
chiffre, ou deux, ou en général un trop petit nombre de chiffres,
il arrivera que la condition ci-dessus énoncée n'aura pas lieu; c’est-
a-dire que le reste d'une opération précédente sera moindre que
la somme des chiffres déja écrits au quotient: alors le dernier de
ces chiffres est encore incertain, et I'on est averti qu'on n’a pas
marqué un assez grand nombre de chiffres pour former le diviseur
désigné. Dans ce cas, on continuera d’abord d’appliquer la regle
précédente, en abaissant un chiffre du dividende et en effectuant
la correction prescrite. Si elle ne pouvait étre faite on en conclurait
que le chiffre écrit au quotient est trop fort: il faudrait donc le
diminuer d’une unité. Mais si la correction peut étre faite , on abaisse
a la suite du résultat de cette derniére soustraction un nouveau
chiffre du dividende, ce qui donnera un nouveau dividende partiel.
En méme temps on marquera un chiffre de plus a la suite du divi-
seur déja désigné, ce qui donnera un nouveau diviseur désigné.
On procédera, selon la régle énoncée, a la correction du nouveau
dividende partiel, c'est-a-dire que 'on comparera les m chiffres déja
écrits au quotient a un pareil nombre m de chiffres pris a la suite
du nouveau diviseur désigné. Ayant formé par cette correction le
nouveau dividende partiel corrigé, on continuera I'application de
la présente régle en faisant usage du nouveau diviseur désigné. On
pourrait aussi revenir au premier diviseur désigné : en général on
peut, dans le cours de 'opération, augmenter ou diminuer a vo-
lonté le nombre des chiffres que I'on désigne au diviseur, il suffit
d’augmenter en méme temps ou de diminuer le nombre des cor-
rections; ces détails se présentent d’eux-mémes.

On reconnaitra par la pratique combien loperatlon que nous
venons de décrire est facile lorsqu'elle est faite avec ordre. On peut
former & la seule inspection des nombres le résultat de chaque cor-

L 25 '
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rection. En effet si, apres avoir éerit sur une feuille séparée, et
dans l'ordre inverse, les m chiffres du quotient, on les présente
aux m chiffres pris a la droite du diviseur désigné, en sorte qu'ils
se correspondent chacun a chacun, il est facile de compter la somme
des produits des chiffres correspondants, sans qu’il soit nécessaire
d’écrire ces produits partiels. Car il suffit d’ajouter ensemble les
seuls chiffres des unités de ces produits en comptant de la droite
a la gauche: on ajoute ensuite en revenant vers la droite les seuls
chiffres de ces produits qui expriment les dixaines.

Cette remarque conduit a une conclusion singuliere, savoir que
I'on peut effectuer & vue la multiplication de deux facteurs pro-
posés, quel que soit le nombre des chiffres qui forment chaque
facteur. Par exemple si les facteurs proposés sont 234567 et
8909876, et si on les éerit sur deux feuilles séparées, on pourra,
ala seule inspection de ces deux nombres, dicter successivement les
chiffres de leur produit 2089962883692 sans écrire aucun des pro-
duits partiels, comme l'exigerait la régle commune.

Le procédéde la division ordonnée, tel qu'il est décritarticle 20,
fait connaitre avec certitude les chiffres exacts du quotient, et I'on
n’a employé de nouveaux chiffres du diviseur que lorsqu’il est né-
cessaire de les introduire pour trouver de nouvelles parties du
quotient. Cette régle a I'avantage de prévenir tous les calculs super-
flus, et surtout de pouvoir étre prolongée autant qu'il est nécessaire
jusqu’a ce que l'on ait trouvé le nombre de chiffres exacts que
I'on veut obtenir. On doit en faire usage toutes les fois que le divi-
seur contenant un grand nombre de chiffres, il sagit de déter-
miner seulement quelques-uns des premiers chiffres du quotient.

Nous pourrions indiquer des applications tres-utiles de la regle
de la division ordonnée, mais notre objet principal est ici de per-
fectionner le calcul desracines des équations numériques. Je ne rap-
porterai pas la démonstration de cette régle : il est facile de la sup-
pléer. Elle consiste a remarquer avec soin l'ordre des divers pro-
duits. Chaque correction a pour objet de retrancher du dividende
la somme des produits dont 'ordre est le méme que celui du chiffre
du dividende qui vient d’étre abaissé.
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PREMIER EXEMPLE.
Premier dividende partiel, 1234 ; diviseur désigné, 234.

191

_— 23456789 8 7 65
- 12345'6'7'8'9' 8'7' 3647

1170 526315 2;9 .....
645’ (64 > 5 :le.chiffre 5 est bon)
' 23 ==5.5
2° divid. part. cor...... a0
468

526" (152> 5+4-2:le chiffre 2 est bon)
4o =5.6+42.5

3° divid. part. cor...... 1486

827 (82 > 5+2—|—6 le chiffre 6 est bon)

4° divid. part. cor........ 750

702

488’ (48> 5+42-+-6-+3: le chiffre 3 estbon)
105 ==5.8 42.7+6. 6+3 5

5¢ divid. part. cor.......... 383
234

1499’ (149> 5-+42-+4-6+-3+1: le chiffre 1 est bon)
126 =5.94+2.846.74+3.6+1.5
6° divid. part. cor........ .- ’1373

1170

2038’ (203 > 5424643 +1+5: lech 5 estbon)
158 ==5.84-2.94-6.843.741.64-5.5
7* divid. part. cor...... ceeen. 1880

87 (8<o+2+o+3+—1+5+8 le chiffre 8

est incertain)

206 (la correction ne peut s'effectuer: le chif-
fre 8 est trop fort)

1638 (on a écrit 7 au lieu de 8 au quotient)

2427 (242> 54-246-4+3+1+5-+7 : lechiffre

7 est bon)
201=5.74+2.846.9+3.8+1.74+5.647.5
- 8¢ divid. Part. coru.oiiuyineen. 2226
2106

120 (120>5+2+6+3+1+5+7+9
chiffre g est bon).
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DEUXIEME EXEMPLF.

Premier dividende partiel , 24; diviseur désigné, g.

ZGI 83 577191 24 571 5'3'8'6' 4!579
18 253064. ...

" 66' (6 > 2:1e chiffre 2 est bon)
14 =2.9
2° divid. part. cor. ... 52
45 .
78 (7=2-5: le chiffre 5 est bon)
45 =2.545.9

3¢ divid. part. cor...... 33
27 .
63 (6 <a-+5+43: le chiffre 3 est incertain)
52 =2.345.543.7

Nouveau divid. partiel. . .. 115 (lacorrection pouvant étre faite, le chitfre3 estbon :
mais on abaisse immédiatement le chiffre suivant
5 du dividende, et Uon prend g7 pour rouveau
diviseur designé).

46 =2.845.3+3.5

Nouv. divid. part.‘cor. .. .. 6
o
697 :
61 —=2.64+5.843.340.5
2° nouv. divid. part. cor.. .. _6—1—5—(;
582
549 (54> 245434046 : le chiffre 6 est bon)
92 —=2.4+5.643.840.3+6.5
3° nouv. divid. part cor..... _4_?’3—;

388
59 (59> 24-5-+340+46+4: le chiffre 4 est bon).
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(22) La regle que l'on vient de proposer pour la division des
nombres résout aussi 'équation du second degré, et elle peut s'ap-
pliquer en général au développement de la racine d'une équation
quelconque. Nous ne ferons qu'indiquer ce procédé de calcul.

A

Si 'on propose 'équation du second degré
z* + 765432 x= 123456,
on l'écrira sous cette forme:

123456 )
T 765432+

On divisera donc 123456 par 765432 suivant laregle de I'art. 20, et
I'on pourra prendre 765 pour diviseur désigné. Le premier chiffre 1
du quotient exprimera des dixiemes, et 'on trouvera ensuite 6, en
sorte que la valeur de ce quotient z est 0,16. . . .. Or il faut, pour
former le dénominateur, ajouter au nombre 765432 le quotient z,
ou 0,i6.,... On écrira donc les chiffres 16 a la suite du diviseur
765432, et 'on continuera la division. Chacun des nouveaux chif-
fres trouvés au quotient sera écrit & la place qu'il doit occuper, et
il sera employé dans le cours de l/’opération suivant que la regle
Iexige. La racine de I'équation du second degré est, comme on le
voit, le quotient d'une division dont le diviseur est variable. Or
la regle de 'article 20 n’employant que successivement les chiffres
du diviseur, il n'est pas nécessaire de les connaitre tous au com-
mencement de Uopération : il suffit de les découvrir les uns apreés
les autres, et d’écrire chaque fois a la suite du diviseur celui que
Yon vient de trouver au quotient. On ne pourrait point faire le méme
usage de la regle commune, parce qu'elle suppose que tous les chif-
fres du diviseur sont connus au commencement de U'opération.

- Nous rapportons ici le détail du calcul, comme un troisieme
exemple de la division erdonnée.
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12345'60'0'0' 0’0’ . .. ;534’3’231’6’1'2ﬂ..
765

469 5°
4

0,16128927...

4691
4590

1016’
27

989
765

2240’
24

2216

1530

6860’
24
6336

6120

7160’
5a

7108
6885

2230*
102

2128
1530

5980’
67

5913
5355

558

(23) Dans l'exemple qui précede le diviseur variable se forme d’'un
nombre constant auquel on ajoute le quotient. Cette partie variable
du diviseur pourrait étre le carré du quotient, ou ce carré divisé
par un certain nombre, ou en général une petite quantité équiva-
lente & une certaine fonction du quotient. Il suftit de connaitre
d’abord les premiers chiffres exacts du quotient, et 'on forme suc-
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cessivement la partie variable qui doit éire écrite a la suite du di-
viseur. Il en résulte que les nouveaux chiffres du diviseur sont con-
nus lorsqu’il devient nécessaire de les introduire dans le calcul
pour effectuer les eorrections indiquées par la regle. On parvient
ainsi & l'expression des racines des équations d’un degré quelcon-
que, ou méme de celles que T'on a appelées transcendantes. Nous
ne nous arréterons point a cette méthode exégétique, quclque gé-
nérale qu'elle soit, parce que les regles dont nous nous servons
pour le calcul des racines sont d'une application plus prompte et
plus facile. Cet emploi de la division ordonnée suppose que 'équa-
tion est convenablement préparée. A la vérité cette transformation,
et celles qui peuvent devenir nécessaires dans la suite de I'opération,
se réduisent toujours A diminuer la valeur de la racine d’'une quan-
tité qui en est tres-approchée, et l'on y parvient facilement an
moyen des régles données dans cet ouvrage. Or connaissant deux
premicres limites trés-approchées, il est plus simple de continuer
les premiéres opérations en suivant une méthode uniforme pour
découvrir successivement toutes les parties de la racine. Nous nous
sommes proposé seulement, dans les articles qui précedent, d'in-
diquer des applications singulieres de la nouvelle régle que nous
avons donnée pour la division numérique.

Clest dans cette vue que nous ajoutons I'exemple suivant. I.'équa-
tion proposée est celle-ci,

2 +3bx=12:
on l'écrira sous cette forme

=2 .
345+ x*

On divisera done 12 par 345 selon la régle de la division ordonnée,
et I'on écrira successivement a la suite du diviseur les chiffres qui
doivent le compléter. Il faut remarquer que ces chiffres ne sont
point connus au commencement de ['opération , mais on les trouve
successivement en €levant au carré la valeur du quotient, et 'on
procede comme il suit. ‘
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Lorsqu'on connait quelques-uns des premiers chitfres du quo-
tient, on détermine les premiers chiffres du carré du quotient, en
ne retenant dans cette valeur du carré que les chiffres qui sont
connus avec certitude : ce sont ces chiffres exacts qui doivent étre
écrits successivement a la suite du diviseur. On obtient ainsi la
racine de I'équation 2* + 345x =12, savoir £=0,034782486. . .

Ces calculs sont présentés.dans les tableaux suivants.

12,0'0'0'0'0'0'0'0’0’ | 345,0’0'172'0'9'8". ..

1035 ‘ :

i 0,034782486,,..
1650’
o

1650
1380
2700’
o

2700
2415
2850"
3
2847
2760

870!

10

' 860
690
" 1700°

15

1685
1380

ﬁéggo'
49
3oo1
2760

2410’

78
2332

2070

262



CALCUL DES RACINES.

34
34
136
102

- 0,001156 =(0,034)*
68

I

0,001225 =(0,035)

1156
238
238

49

0,00120409 ==(0,0347)
694

I

0,00121104 = (0,0348)*

120409
2776
2776
64
0,0012096484 = (0,03478)*
6956
1

0,0012103441 — (0,03479)*

12096484
6956
6956
4
0,001209787524 ==(0,034782)"
69564
I

0,001209857089 == (0,034783)?

1209787524
139128
139128

16

0,00120981534976=(0,0347824)?
695648

I

dp0126982230625::@%0347825f
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(24) Nous avons énoncé dans I'article 19 les uestions quil était
nécessaire de résoudre pour réduire le calcul des racines aux pro-
cédés les plus simples, en sorte que l'on ne puisse arriver par
aucune voie plus brieve a la connaissance effective des valeurs de
ces racines. La premiere de ces questions est purement arithméti-
que: elle est résolue par la régle de la division ordonnée. La seconde,
dontlasolution est trés-facile, consiste arégler le calcul des substitu-
tions successives de maniere qu'il n’y ait aucune opération superflue.
La troisieme question a pour objet de déterminer avec' certitude
le nombre des chiffres exacts que donne chaque nouvelle opération.
Nous allons montrer quelle doit étre la marche du calcul pour sa-
tisfaire a ces derniéres conditions.

Premiérement supposons que 'on ait substitué dans le premier
membre f(x) de la proposée une valeur b, déja approchée, de la
racine x, et que 'on ait déterminé par ces substitutions les valeurs
numériques des fonctions f(6), f7(6), /" (6),. .. (b). Ona trouvé
en divisant_f'(b) par f'(b) une nouvelle partie € de la racine, et pour
continuer 'approximation il faut substituer  +¢€ dans les fonctions
S@), (), f(®),... [ (). 1] est manifeste que le calcul serait
mal ordonné si 'on substitnait la quantité entiéere b+ €, car on
répéterait sans nécessité une grande partie des opérations précé-
dentes : il faut donc se réduire aux seuls calculs dont on ne peut
se dispenser pour ajouter aux résultats déja trouvés les parties qui
provienuent de 'addition du terme €. On peut négliger cette réduc-
tion lor‘squ’on n’a en vue qu'une approximation trés-bornée, mais
sil'on veut déterminer un trés-grand nombre de chiffres de Ia racine
on reconnait combien il est préférable de donner une autre forme
au caleul. Or il est aisé de conclure des éléments du calcul algébri-
(que que pour substituer la valeur &+ € dans les fonctions /(x),
S(@), f"(x), f"(x), on doit observer la régle suivante.

Ayant écrit sur une premiére ligne les valeurs déja connues f(5),

J®), fFI(B), ... [ (b), f®(b),on placela fraction € au-dessousde
chacune des fonctions qui suivent la premiére /'(5), et on multiplie
par ce facteur commun €, ce qui donne les termes d'une seconde ligne.
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On écrit le facteur € au-dessous de chacun des termes de cette
seconde ligne qui suivent le premier & gauche; on multiplie par le
facteur commun €, et I'on divise chaque produit par 2, ce qui don-
nera les termes d’une troisieme ligne.

On écrit € au-dessous de tous les termes qui suivent le premier
terme a gauche de cette troisieme ligne; on multiplie par le facteur
8, et I'on divise les produits par 3. '

On continue ainsi a multiplier par ¢ tous les termes de chaque
ligne, excepté le premier a gauche,-et 'on divise tous les produits
par l'indice du rang de cette méme ligne.

Apres ces opérations on ajoute ensemble les seuls premiers termes
des différentes lignes : on connait ainsi f(b-+6). On ajoute en-
semble tous les seconds termes des différentes lignes, et la somme
est /(b +6). On continue ainsi de prendre la somme de tous les
troisiémes termes, ou de tous les quatriemes termes des différentes
lignes, ce qui donne £ (b + €), f"'(b + €); ainsi de suite jusqu’a
ce que l'on connaisse les valeurs numériques de toutes les fonctions
S+, 10+, /(5 +6), et

Lorsqu’on a formé ces valeurs numériques, on trouve une nou-
velle partie y de la racine en divisant f(& + €) par /(& + 6). Il reste
donc a faire connaitre combien cette division doit donner de chif-
fres exacts, c'est-a-dire de chiffres décimaux qui appartiennent cer-
tainement & la racine, parce qu'ils sont communs a deux des limites
dont on a expliqué les propriétés dans les articles 16 et 17.

(25) Apres avoir calculé une des limites, par exemple celle qui
résulte de I'approximation newtonienne, on pourrait calculer la
seconde limite que nous avons proposé de joindre a cette premiere,
et qui est en effet nécessaire pour définir 'approximation. Ce second
calcul étant effectué, on ne conserverait comme exacts que les chif-
fres communs aux deux limites, et 'on trouverait ainsi la fraction y
qui doit étre ajoutée a la suite de €. Mais en opérant de cette ma-
niére on répéterait une grande partie du calcul numérique précé-
dent: nous parvenons a réduire cette opération a sa forme la plus
simple en ne considérant que la différence de la seconde limite a

26.
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la premiére. En effet il a été démontré article g que Fon peut
déterminer immédiatement la seconde limite lorsque la premiere
est connue.

Nous désignons par a et b deux premieres valeurs approchées,
dont 'une a est moindre que la racine, et 'autre & est plus grande
que la racine. Ces valeurs sont telles, par hypothése,, que I'équation
proposée f'(x)==o0 ayant une seule racine comprise entre les limites
a et b, les trois équations subordonnées f'(x)=o0, f"(x)=0 et
J"(x)=o0 n’ont aucune racine comprise entre ces mémes limites.
On reconnait que les deux nombres a et b remplissent cette con-
dition lorsque en comparant les deux suites de signes (a) et (), on
trouve que les indices correspondants aux fonctions f'(x), " ()
et f"(x) sont égaux a zéro; c'est-a-dire lorsque la série des indices
est ainsi terminée, o oo 1. Si les indices correspondants a chacune
des fonctions f”(x), /" (x), f”'(x) n’élaient pas égaux a zéro, on
resserrait I'intervalle des deux nombres en substituant des nombres
intermédiaires, et 'on parviendrait bientdt a trouver deux limites
a et b, par lesquellesla condition dont il sagit serait satisfaite. Nous
ne considérons pas ici, conformément a ce qui a été dit art. 14, les
cas particuliers ou l'une des fonctions f"(2), /" (x), /" (x) aurait un
facteur commun avec la fonction proposée.

Cela posé, on distinguera entre les deux limites a et & ,celle de
ces deux limites qui, étant substituée dans les fonctions f(x) et /' (),
donne deux résultats de méme signe. Nous désignerons, comme dans
Iarticle 16, par € la limite dont il s’agit, que nous avons nommée
limite extérieure, et qui répond au point de la courbe par lequella
tangente doit étre menée. « représentera autre limite, c’est-a-dire
la limite intérieure. Or on déduit de ces premiéres valeurs € et a,
comme on I'a vu dans l'article cité, de nouvelles valeurs plus ap-
prochées € et o', entre lesquelles la racine est également comprise
et qui sont ainsi exprimées

gL r:“_ﬁfi@

/1 6)’ F&)

De plus, si 'on nomme ¢ la différence 6—« des deux premiéres
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limites , et /" la différence 6’ — o’ des nouvelles limites plus rappro-
chées , la différence i’ sera beaucoup plus petite que 7, et 'on aura
(article g) entre ces deux quantités la relation

;i .f”(zx. . .G)

‘ 2f"(€) °
S"(a...6) représente la valeur que prend f”(x) lorsqu'on donne
a x une certaine valeur qui est comprise entre les nombres connus
« et 6.

Si la différence ¢ devenait infiniment petite, la différence ¢’ de-
viendrait infiniment petite du second ordre; et le rapport de cette
quantité i” au carré de 7 est une quantité finie que I'on peut déter-
miner. En effet les limites « et 6 devenant alors toutes deux
égales a 'abscisse du point d’intersection, c'est-a-dire a la racine
x, l'expression du rapport dont il s’agit est

S"(=)

2f" (=)
Plus les limites « et € sont rapprochées, et plus le rapport dela dif-
férence i’ des deux nouvelles limites «’ et 6" au carré dela différence:
1x)
2f"(x)’
sorte que ce rapport peut différer aussi peu quon le voudra de
cette (uantité.

des deux premieres limites « et € approche d’étre égal a en

S (x)

2f"(x)’
de la différence des deux limites au carré de la différence des
limites précédentes, ne peut étre déterminée exactement, puis-

f(a. . .6)

9 7 . . . ) .
quelle dépend de la racine inconnue x; mais I'expression 7

donne un moyen facile de connaitre entre quelles limites est

La valeur de la quantité c’est-a-dire de la derniére raison

comprise cette derniére raison. En effet comme I'on a supposé
que I'équation /"' (x)=o0 n’avait point de racine entre les limites
« et 6, la fonction f”(x) sera constamment croissante ou - décrois-
sante dans l'intervalle de ces mémes limites. Il en est de méme de
la fonction f'(x), puisque I'équation f”(x)=—o n’a point de ra-
cine entre « et 6. Si 'on désigne donc par f”(B) la plus grande
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des deux quantités f”(«) et f”'(€), abstraction faite du signe, et
par f’(a) la plus petite des quantités f'(x) et f’(), abstraction
faite du signe, le quotient
J" (B)
2f"(a)
S .
2f" ()’
[ 6)
2/"(€) ‘
désignée par «...6, qui doit toujours étre comprise entre « et €.
Il résulte de ce qui précede que si, apres avoir formé au moyen
des valeurs approchées « et 6, dont la différence est 7, une valeur
plils approchée €’ exprimée par

sera nécessairement plus grand que et en général ce quotient

sera toujours plus grand que , quelle que soit la quantité

on ajoute a cette derniere valeur le terme

;3 f"‘ (B)

T Taf(a)?

on aura ajouté une quantité plus grande, abstraction faite du signe,
que la différence des nouvelles limites o’ et 6’. Par conséquent on
a la certitude que la racine cherchée est comprise entre les quantités

IO}
S'6)’
A N
J'(6) 2f"(a)
¢ désigne la différence € —a. On a représenté par B celle des quan-
tités o et 6 qui, étani substituée a la place de x, donne la plus
grande valeur, abstraction faite du signe, a la fonction [/ (x); et
par a celle des mémes quantités « et € qui donne a la fonction f'(x)
la plus petite valeur, abstraction faite du signe.
(26) Pour déduire de la premiére valeur approchée €', qui répond
a T'abscisse 06’ (fig. 14), une seconde valeur approchée telle que la

et
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racine firt nécessairement comprise entre ces deux valeurs, on pour-
rait, au lieu de la seconde limite «' qui répond a l'abscisse od’,
considérer la limite os donnée par le point d’'intersection de la
sécante mn avec axe. L’abscisse oz du point d'intersection de la
courbe est certainement comprise entre les abscisses os et 06'; et
ces nouvelles limites étant moins distantes que les limites o«” et
0¢’, Uemploi que I'on en ferait aurait 'avantage de faire approcher
plus promptement de la valeur de la racine.

On connaitra la différence 6’5 entre la premiére valeur appro-
chée et l'abscisse du point d'intersection de la sécante en partageant
lintervalle «’ ', que 'on a désigné ci-dessus par i, en deux parties
proportionnelles anx ordonnées n € et ma. Ces ordonnées sont ex-
primées respectivement par f'(5) et —f"(«) : la premiere partie £’
est donc égale a |

nE 8 fO)
T T —I@

Cette différence étant moindre, abstraction faite du signe, que

A NC I
2 @ F6)—/)°

on en conclut que la racine est-certainement comprise entre ces

deux quantités,
O]
ey
€ — f6) 5 1B S©)
WO 2f"(a) f(6)—f(%)

et

Mais quoique ces nouvelles limites offrent l'avantage d’une ap-
proximation plus rapide, l'usage des précédentes est plus facile,
et l'on trouvera qu'il est préférable de s’en servir dans le calcul des
racines. Il reste & montrer comment , au moyen de la connaissance

de la seconde limite £ A i S (B)

S16) - T2 @)’

de maniére a ne déterminer jamais que des chiffres exacts, c'est-

on peut régler le calcul
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a-dire des chiffres qui appartiennent a la véritable valeur de la
racine, 7

(27) Si la différence i des deux premiéres valeurs approchées «
et & est une unité décimale d’un ordre assez élevé, la différence ¢’
des nouvelles valeurs approchées «’ et & est en général une unité
décimale d'un ordre beaucoup plus élevé. Par exemple si la valeur

S (B)

du coefficient “—~ ne surpasse point I'unité, la différence ¢’ est
2/"(a)

plus petite que le carré de la différence précédente . On en conclut
que si le dernier chiffre décimal de la valeur approchée ¢ est de
Iordre n, et que 'on forme une valeur plus approchée € en ajou-
16)
7@
les chiffres décimaux du résultat qui précedent le chiffre décimal de
Iordre 2n. En effet la valeur € — }{%’ qui est plus grande que
la racine, deviendrait plus petite si I'on en retranchait ¢*, ou
une unité décimale de l'ordre 2n. Ainsi en calculant le quotient

/(%)

—%@) On peut conserver tous les chiffres décimaux jusqu’a celui

tant a 6 le quotient — on est assuré de l'exactitude de tous

qui est de l'ordre 2 : mais on ne doit point regarder les chiffres
suivants comme appartenant a la racine; il est donc inutile de les
déterminer, et I'on ne doit pousser la division que jusqu’au chiffre
qui exprime un certain nombre d’'unités égales a (+5)*". On voit
que chaque opération donne alors a la racine cherchée un nombre
de chiffres décimaux exacts égal au double du nombre des chiffres
décimaux qui étaient déja connus.

' . "(B .
Lorsque la valeur du coefficient { ,(J)) est plus grande ou moins

grande que l'unité, lenombre de nouveaux chiffres décimaux exacts
que 'on obtienten divisant f(€) par f'(6),est moins grand ou plus
grand que le nombre des chiffres décimaux qui étaient déja con-
nus. Pour déterminer avec certitude jusqua quel chiffre du quo-
tient cette division doit étre continuée, on fera usage de la regle
sulvante.

On examinera quel est le rang du premier chiffre du quotient
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W
j—}%}%, et 'on remarquera quelle est 'unité décimale immédiatement

supérieure a la valeur de ce quotient. Si, par exemple, le quotient
f;,((q) avalt pour premiers chiffres 0,003, on prendralt 0,01 pour
cette unité décimale; et si le méme quotient avait pour premier
chiffre 3 au rang des mille, on prendrait 10000 pour cette unité
décimale. Cela posé, soit (:5)* cette unité décimale plus grande
que la valeur du quotient dont il s’agit, 'exposant £ pouvant étre
positif ou négatif; et soit aussi ()" I'unité décimale qui est égale
a la différence i des deux premiéres limites désignées par « et €.

Le coefficient f}f( 3 étant moindre que (;5)*, le terme Z*. g,(g)) sera
moindre que ()" Alors en effectuant la division de f(€) par
S (€), 1l faudra s’arréter au chiffre de 'ordre décimal 272 + k. En

S€)
7€)
de la racine qui est déja connue, on obtient un résultat qui différe
de la véritable valeur de la racine d'une quantité moindre que la

jf g et o JJ:,%)). Or cette diffé-

i
rence, exprimée par —i* j},g ) , est elle-méme moindre, ab-

straction faite du signe, que (T.,)” =)t done en continuant la

effet lorsqu'on ajoute le quotient — a la partie € de la valeur

différence des deux quantités €—

division indiquée par — I )) jusqu'au chiffre décimal de l'ordre

S (e

an+k, on est assuré que lerreur du résultat que I'on obtiendra
est moindre qu'une unité décimale de cet ordre. Il ne restera plus
qu’'a avoir égard a la partie du quotient que 'on aura négligée.
(28) Il faut maintenant considérer que la limite désignée par €,
et que I'on emploie pour former une valeur plus approchée €, en

ajoutant a € le quotient ——]‘%, est toujours la limite appelée ex-

térieure, cest-a-dire celle qui, étant substituée dans les fonctions

S (x) et f"(x), donne deux résultats de méme signe. Dans les cas

représentés par les figures g et 12 cette limite € répond au point

b, et dans les cas représentés par les figures 10 et 111a mémelimite 6
L. ‘ 27
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répond au pointa. Orl'inspection seule des figures indique que, dans
tops les cas, on s’éloignerait de la valeur de la racine en prenant
la valeur de la sous-tangente un peu trop faible, abstraction faite
du signe, et que 'on s'en approchera au contraire en prenant cette
méme valeur un peu trop forte. 1l en serait autrement si la tangente
était menée par le point m dans les figures g et 12, ou par le
point 2 dans les figures 10 et 1t : on devrait alors au contraire
prendre un nombre inférieur plutot que supérieur a la véritable
valeur de la sous-tangente. Mais en employant la limite extérieure &,
qu'il est toujours facile de distinguer d’apres la condition énoncée
ci-dessus, il est évident que 'on doit, pour former la nouvelle va-
leur approchée €', ajouter &4 6 une quantité qui soit plutot au-dessus

de la valeur du quotient f’(sz) qui représente la sous-tangente,

qu'au-dessous de la véritable valeur de ce quotient.
Il résulte de cette remarque qu’apreés avoir continué la division

indiquée par ;p,((g) jusqu’au chiffre de l'ordre décimal 27 + £,
y compris ce méme chiffre, on doit, au lieu de négliger tous les
chiffres suivants, augmenter d’une unité le chiffre de 'ordre 2 n+ %
auquel on s’est arrété. On ajoutera donc le résultat obtenu de cette
maniére a la limite €, en ayant égard au signe de ce résultat, et
I'on connaitra la nouvelle limite plus approchée 6' qui est I'objet
de la recherche.

Nous observerons d’ailleurs qu’en formant ainsi cette nouvelle
limite plus approchée €', c’est-a-dire en arrétant la division indi-
quée par — z \(6)) au chiffre décimal del'ordre 27 + % et augmen-

tant ce chlffre d'une unité, on ajoute a la véritable valeur de la

quantité & j/:f,g) une quantité qui ne peut surpasser (:5)*" %, et
7!
qui par conséquent ne peut surpasser la différence — j;((a 5

des deux nouvelles limites. Done la nouvelle limite €’ differe a plus
forte raison de la racine d’une quantité moindre qu’une unité dé-
cimale de l'ordre 27 + &. Mais cette limite €’ peut se trouver plus
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grande ou plus petite que la racine : c'est ce qu'on reconnaitra en
la substituant dans la fonction f(z). Sila limite 6" est plus grande
que la racine, on retranchera une unité du dernier chiffre décimal,
ce qui donnera la seconde limite «”. Si au contraire la limite &’ est
moindre que la racine, on formera la seconde limite en ajoutant
une unité au dernier chiffre décimal. On parvient donc de cette
manieére a obtenir deux nombres entre lesquels la racine est néces-
sairement comprise, et qui ne different plus I'un de l'autre que
d’une unité décimale de 'ordre 2 + £.

Si I'on veut pousser plus loin 'approximation, on opérera sur
les deux nouvelles limites que I'on vient d’obtenir comme on
Pavait fait sur les deux limites précédentes. On distinguera celle
de ces deux limites qui, étant substituée dans les fonctions f(x)
et /"(x), donne deux résultats de méme signe : soit €, la limite dont
il s’agit, et n, I'ordre décimal du dernier chiffre de cette limite. On

calculera le quotient —JJ:,((%%, qui doit étre ajouté a €, pour former
:

une nouvelle limite plus approchée, jusqu'au chiffre décimal de
Iordre an, + k, et y compris ce chiffre: on augmentera ensuite ce
méme chiffre d’'une unité. Ainsi le nombre des chiffres décimaux
exacts que 'on obtient a chaque nouvelle opération augmente de
plus en plus. Si n désigne le nombre des chiffres décimaux primi-
tivement connus, c'est-a-dire si les limites données « et € ne diffe-
rent 'une de I'autre que par une unité décimale égale a ()", le
nombre de chitfres décimaux exacts qui sera connu par une pre-
miére opération sera 2n + k; ce méme nombre sera 4 n + 3k apres
une seconde opération, 8 » + 7k apres une troisieme, et ainsi de
suite.

Le procédé d’approximation de la racine ne commence i avoir
un cours régulier et rapide que lorsque le nombre 272 + £ est
plus grand que n, ou lorsque 'on a n > —Fk, ce qui pourrait ne
pas arriver si & ou n étaient négatifs. Il est donc nécessaire, apres
avoir déterminé le nombre %, qui est 'exposant de I'unité décimale
de l'ordre immédiatement supérieur a celui du premier chiffre du

217.
/
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quotlent B de s’assurer si la condition n > —F% est satisfaite.

2/ (a)’

Si elle ne I'était pas on devrait rapprocher les limites données a
et b, par la substitution de nombres intermédiaires, jusqu’a ce que
la différence de ces deux limites fut egale au plus a (75)", le nombre
n étant égal a 1—Fk.

(29) Les considérations qui viennent d’étre exposées conduisent
a la regle suivante.

Etant données deux limites @ et b entre lesquelles est com-
prise une seule racine de I'équation proposée f(x)=o, tandis que
les équations subordonnées /' (x) =o, f” (x) =0, f"'(x)==0 n'ont
point de racines entre ces mémes limites, il s’agit d'obtenir deux
nouvelles limites ausst rapprochées quil est possible, et entre les-
quelles la racine de'équation proposée soit également comprise.

On choisira la plus grande en nombre des deux quantités f”(a)
et (), et on commencera a la diviser par la plus petite en nombre
des deux quantités 2f”(a) et 2 f'(b): il suffit de connaitre le rang
du premier chiffre du quotient, et de remarquer quelle est I'unité
de l'ordre décimal immédiatement plus grande que ce quotient. Soit
(+5)" cette unité : on connaitra ainsi le nombre % qui peut étre po-
sitif ou négatif.

Soit ()" I'unité déeimale qui est au moins égale a la différence
des deux limites données a et 6. On examinera si le nombre 7 est
au moins égal & 1-—£k. Si cette condition n’était pas remplie, il
faudrait rapprocher les limites @ et b par la substitation de nom-
bres intermédiaires.

Ayant donc reconnu que la condition n=1—%, oun>1—rk,
est satisfaite, on distinguera entre les limites @ et & celle de ces
limites qui, étant substituée dans les fonctions f{x) et f(x), donne
deux résultats de méme signe : soit § cette limite. On divisera , sui-
vant la régle de la division ordonnée, f(6) par J(6), en continuant
I'opération jusqu’a ce que le dernier chiffre trouvé au quotient soit
de I'ordre décimal 27 + £ On augmentera ce dernier chiffre d’'une
unité, et 'on ajoutera le quotient ainsi obtenu & la limite ¢ , ot on
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le retranchera de cette limite,snivant que les quantités f(6) et f'(€)
seront de signes différents ou de méme signe. La nouvelle limite
¢’ formée de cette maniere pourra étre plus grande ou moindre que
la véritable valeur de laracine, ce qu'il sera facile de reconnaitre en
substituant cette valeur €’ dans f(x); mais elle différera toujours
de la racine d'une quantité moindre que (3)*"**% Par conséquent
en diminuvant ou en augmentant d’une unité le dernier chiffre de €',
on formera une seconde limite moindre que la racine si la limite

& qu'on vient d’obtenir est plus grande, et plus grande que la racine
sila limite €' était plus petite.

On opérera ensuite sur ces nouvelles limites comme on I'avait
fait sur les premiéres limites données a et b, etainsi de suite. Chaque
nouvelle opération fera connaitre un nombre de chiffres apparte-
nant & la valeur de la racine de plus en plus grand. Les nombres
des chiffres décimaux exacts qui suivent la virgule aprés la pre-
miére , la seconde, la troisieme, etc. opération sont respectivement
an+k, 4n+3k, 8n+ 7k, etc. La marche du calcul est assurée
et réguliere; elle ne donne lieu & aucune opération superflue, et
I'on n’est jamais exposé a déterminer aucun chiffre qui n’appartienne
point a la véritable valeur de la racine.

Nous avons d’ailleurs regardé I'exposant & comme un nombre
constant. Il peut arriver quelquefois qu'en calculant de nouveau sa
valeur au moyen des limites de plus en plus rapprochées que donne
la suite de l'opération , on trouve pour ce nombre £ une valeur plus
grande que la premiere, ce qui rendrait I'approximation plus
rapide.

(30) Nous appliquerons les regles précédentes a I'équation

r’—ox—>5b=o.
La suite des fonctions est

S(@)=2—22—5
S (5)=
f(@)=6x
flll (x) — 6
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et en substituant d’abord les nombres de la progression décuple,
on trouve

S @), S@), S@), (@)

(—1)eee. + — + —
x 4

(€0)ever + — — -;-'
(0)evrs + 0 — —

L (>0).... + + — —
(I)..._. -+ -+ + —
(10) vo.. + + + +

L’équation a deux racines indiquées entre — 1 et o, et une autre
racine indiquée entre 1 et 10: on reconnait immédiatement que
les deux premiéres racines sont imaginaires, parce que la somme

. 5 .y .o
des quotients §+; surpasse la différence 1 des deux limites. Par

conséquent cette équation a une seule racine réelle comprise entre
i et 10.

Pour avoir deux limites qui ne différent entre elles que par une
unité de I'ordre du dernier chiffre, on substituera des nombres
intermédiaires et 'on trouvera

(2)eeeees +  + o+ —

X3 10 I

. o 9] o I
B+ + o+ =+
: 18 25 16

Ainsi la racine est comprise entre 2 et 3, et la suite des indices
étant 000 1, on pourrait procéder a I'approximation. Mais en di-
visant la plus grande des valeurs de £”(z), qui est 18, par la plus

petite des valeurs de 2 /"(x), quiest 2.10,0n obtient pour quotient
18

5=0,9: l'unité décimale de 'ordre immédiatement supérieur au

premier chiffre de ce quotient étant 1, on a donc k—=o. La diffé-
rence des deux limites entre lesquelles la racine est comprise étant
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aussi égale a 1, on a également n=o. Par conséquent la condition
n=:ou >1— k n'étant pas satisfaite, on est averti que les limites
2 et 3 ne sont pas assez rapprochées pour que I'on doive commencer
immédiatement 'approximation. '

En substitunant donc des nombres intermédiaires de I'ordre dé-
cimal immédiatement inférieur, il viendra

S@), S@), S@), f@)

(2,0) .... + + + —
12 1o 1

(2,1) ...+ + + +.
12,6 11,23 0,061

. . . . ! . . . 7

Ainsi la racine est comprise entre les limites 2,0 et 2,1. La diffé-
. . ) 4 .

rence de ces limites est —: donc n=1. La plus grande des va-

leurs de f”'(x) divisée par la plus petite des valeurs de 2/ "'(x) est

12,6 cs Vs . , 1 , .
~==0,(... : I'inité décimale immédiatement supérieure au pre-

mier chiffre du quotient étant toujours 1, nous avons comme ci-
dessus k= o. La condition n=1 — £ est satisfaite : on peut pro-
~céder a l'approximation, sans chercher a resserrer davantage les
limites par la substitution de nouveaux nombres intermédiaires.
La plus grande limite 2,1 est ici la limite extérieure, qui a été dé-
signée par 6, puisque cette valeur donne le méme signe + aux deux

fonctions f(x) et f"(z). Par conséquent la premiere valeur appro-

, - ) 6
chée se formera en retranchant de 6 = 2,1 le quotient I-@—\ — 2208,
S 6 11,23

la division doit étre continuée jusquau chiffre décimal de l'ordre
an +k, cest-a-dire ici jusqu'aux centieémes; et avant d’opérer la
soustraction, on doit augmenter le dernier chiffre d’'une unité.

0,061 N
T—===0,00...., le nombre & retrancher de
I,

2,1 est 0,01 : il vient donc pour premiere valeur approchée 2,09.

Camme l'on trouve

N . I . . . .
Cette valeur est exacte a2 moins de Too pres : mais on 1gnore jus-

quici si elle est moindre ou plus grande que la racine. -
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Pour le reconnaitre, et continuer l’approximaﬁon ,on substituera
2,09 dans la suite des fonctions , conformément a la regle de calcul
expliquée dans l'article 24. Le tableau suivant présente cette opé-
ration.

i, R, ), f"(2)

—1 10 12 6
0,09 ' 0,09 0,09

0,90 1,08 0,54

9 - 9

972 486

0,0486 0,0243

9

2187

0,000729

d’'ou l'on déduit

f(2,09)= 0,90 » f/(2,09)=10 , f'(2,09)=12 » f"(2,09)=6.
: 186 8 0,54

4 1,0 0
2 2
__—.._.._..Z..?. e 12,54
0,949329 11,1043
Ce—1
=—0,050671

Le résultat de la substitution de 2,09 dans /() étant négatif, cette
quantité est plus petite que la valeur de la racine, qui par consé-
quent est comprise entre les limites 2,09 et 2,10. La différence de

. . I I 2 . 7
ces limites étant —, ou <E> , le nombre 7 est maintenant égal
a 2 : ainsi lapproximation suivante peut étre portée jusqu’au chiffre

/. .y . e 6,061
décimal du guatrieme ordre. On continuera donc la division 3
2

Jusquau quatrieme chiffre aprés la virgule inclusivement, ce qui
donnera 0,0054, et en augmentant le dernier chiffre d’une unité,
0,0055. Ce résultat étant retranché de 2,10, donne 2,0945 pour
la deuxieme valeur approchée, Cetie valeur est exacte & moins de

res.
10000 p
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On ignore si le nombre 2,0945 est plus petit ou plus grand que la
racine : la substitution de ce nombre dans la fonction f(z) et dans
les fonctions dérivées s’effectue de la maniére suivante.

JS(2,09) J'(2,09) S (2,09) JS"(2,09)
—0,050671 11,1043 12,54 6
" 0,0045 0,0045 0,0045
555215 6270 30
444172 5016 24
0,04996935 0,056430 k 0,0270
45 45 -
atr————

282150 1350

225720 1080

2539350 T 1atbo

0,0001269675 0,00006075

45

30375

24300

573375

0,000000091 125
d’'ou l'on déduit

f(2,0945)=  0,04996935
0,0001269675
0,000000091125

0,0500096408625
- — 0,050671

=— 0,000574591375

S (2,0945)= 11,1043
0,056430

0,00006075

11,16079075
f"(20945)= 13,54

0,0270
12,5670
J"(2,0945) = 6.
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Le résultat de cette substitution donnant une valeur négative a
f (x), on conclut que le nombre 2,0945 est plus petit que la racine,
qui est par conséquent comprise entre les limites 2,0945 et 2,0946.
Le dernier de ces deux nombres est la limite appelée extérieure,
et par conséquent il est nécessaire,, pour continuer 'opération, de
substituer le nombre dont il s’agit dans les fonctions proposées :
mais on peut se dispenser de répéter le calcul qui vient d'étre
effectué en employant la formule

. . i o i3 "
SE+D=,f6)+if' (6) += " (6) +—=/"(6) + ete.
On déduira dan immédiatement des résultats précédents
f(2,0946)=— 0,001116079075

62835

I

0,001T16141Q1T
— 0,000574591375

= 0,000541550536

f'(2,0946)=  11,16079075
125670
3

= 11,16204748
f"(2,0946)=— 12,5670
6

= 12,5676

f"(2,0946)= 6.

Comme nous avons maintenant n» =4, nous devons, en calculant

. 54 . e e . ,
le quotient jj:,((éé)):o’(:?ol 62545;45; 6, continuer la division jusqu’au

huitieme chiffre aprés la virgule inclusivement. La valeur de ce quo-
tient étant 0,00004851, on retranchera donc le nombre 0,00004852
de la limite 2,0946, ce qui donnera pour troisiéme valeur appro-
chée 2,09455148.

IL.e tableau suivant présente le calcul de la substitution de cette
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valeur dans les fonctions proposées.

/(2,0945) S (2,0945) /" (2,0945) S (2,0945)
—0,000574591375 11,16079075 12,5650 6
‘ 0,00005148 0,00005148 / 0,00005148
8928632600 1005360 48
4464316300 502680 24
1116079075 125670 6
5580395375 628350 3o
.}50005745575078100 0,000646949160 0,00030888
5148 5148
5175593280 247104
2587796640 123552
646949160 30838
3234745800 154440
3330494275680 159011424
0,00000001665247137840 0,00000000795057 12
5148
636045696
318022848
79505712
397528560
409295405376

0,000000000000136431801792
)y ] Id .
d’ou 'on déduit

| F(2,09455148) = (%0005745575078100
( 9' ) 1665247137840
136431801792

0,000574574160417810201792
— 0,000574591375

==-—— 0,000000017214582189798208

S(2,09455148)=  11,16079075
646949160
79505712

= 11,1614377071105712

#"(2,09455148)= 12,5670
30888

= 12,56730888
S"(2,09455148)= 6.

28.
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Comme le résultat de la substitution donne une valeur négative
A f(x), on est averti que le nombre substitué est plus petit que la
racine : ainsi la racine est comprise entre les nombres 2,09455148
et 2,09455149.

Les résultats de la substitution du dernier de ces deux nombres,
quil est nécessaire de connaitre pour porter plus loin I'approxima-
tion, se déduisent presque sans calcul de ceux qui viennent d’étre
obtenus, par le procédé que l'on a déja employé. On aura

f(2,09455149)=  0,000000111614377071105712
628365444
I

0,000000111614377699471157
— 0,00000001721 4582189798208

= 0,000000094399795 509672949

J'(2,09455149)= 11,1614377071105712
. 1256730888
T

= 11,1614378327836603

S (2,00455149)= 12,56730888
-6

12,567308¢4
f"(2,09455149) = 6.

ILe nombre ~ étant maintenant égal a 8, la division indiquée par

AO)

7 doit étre continuée jusqu’au seiziéme chiffre aprés la virgule

inclusivement. Le quotient de cette division, que l'on obtient
facilement au moyen de la régle de la division ordonnée, étant
10,000000008457673/ , on retranchera ce nombre, apres avoir au-
gmenté le dernier chiffre d’'une unité, de la valeur précédente, ce qui
donnera pour guatriéme valeur approchée 2,0945514815423265,
nombre qui ne différe pas en plus ou en moins de la racine d’une
unité décimale du seiziéme ordre.

Dans lexemple qui a été choisi, chaque opération double le
nombre des chiffres exacts qui suivent la virgule: par conséquent
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une opération de plus fera connaitre la valeur de la racine jusqu’a
la trente-deuxiéme décimale. En continuant a opérer de la méme
manieére la substitution de la valeur précédente est facile, et donne
les résultats suivants :

' flx)=— 0,6000000000000010210749604436798454324951\85865375
()= 11,16143772649346472644563309780675
S(x)= 12,5673088892539590.

La valeur trouvée pour f(x) étant négative, on est averti que le
nombre substitué est plus petit que la racine : ce nombre forme
donc la limite inférieure, et la limite supérieure est par conséquent
2,0945514815423266. Les résultats de la substitution de ce dernier
nombre se déduisent immédiatement des précédents, et sont

f(x®)= 0,000000000000000095068812205666690048612570185096
[ (2)=11,16143772649346598317652202320268
S (x)==12,5673088892539596.

On divisera donc /() par f'(x), en continuant la division jusqu’au
trente-deuxiéme chiffre aprés la virgule inclusivement , ce qui don-
nera pour quotient 0,00000000000000000851761345942069. Ajou-
tant une unité au dernier chiffre de ce nombre, que I'on retranchera
ensuite de la valeur précédente, il viendra pour cinquieme valeur
approchée 2,09455148154232659148238654057930+ Le dernier
chiffre de cette valeur est exact, c'est-a-dire que I'on s’éloignerait de
lavéritable valeur de la racine si 'on augmentait ou si 'on diminuait
ce chiffre d’une unité : mais si I'on voulait pousser plus loin la divi-
sion, les chiffres que 'on obtiendrait a la suite du trente-deuxiéme’
n‘appartiendraient plus a la racine.

(31) Nous avons fait connaitre dans les articles 6 et suivants les
propriétés del'approximation du premier ordre, c’est-a-dire de celle
qui résulte de 'omission des termes contenant des puissances de
I'inconnue supérieures a la premiére. Plusieurs analystes ont consi-
déré I'approximation du second ordre, qui est beaucoup plus con-
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vergente , et ont proposé d’en faire usage pour le calcul des racines.
Ce procédé peut en effet:étre appliqué avec avantage dans un grand
nombre de cas, mais il laissait a résoudre les difficultés principales
que présentait aussi l'approximation newtonienne. Elles consistent a
distinguer avec certitude les racines imaginaires, a régler exacte-
ment le calcul en assignant‘ une seconde limite, et a mesurer la
convergence de I'approximation. Je vais exposer dans les articles
suivants les principes qui servent a résoudre ces questions.

Pour éviter I'incertitude qui provient de I'omission des termes
subordonnés, nous avons introduit dans le calcul 'expression de
deux limites entre lesquelles la racine est toujours comprise. Nous
ferons usage de ce méme principe, sansreproduire les détails de calcul
que nous avons donnés en traitant de 'approximation linéaire; car
aprés avoir montré l'exactitude rigoureuse des conséquences de
ce genre, il.importe beaucoup de conserver toute la simplicité de
Panalyse différentielle.

Nous examinerons d’abord sous ce point de vue la question sui-
vante, qui se rapporte a I'approximation du premier degré.

I’arc man (fig. 15) appartient a une ligne dont 'ordonnée est

f(x): le point o est I'origine des abscisses : I'abscisse o2 du point
d’intersection est la valeur d’une racine de I'équation f(z)=o.
Concevons qu’a partir du point d’intersection x on porte sur 'axe
des abscisses, et vers la gauche, une quantité trés-petite x @, que
nous désignerons par o. Au point a on éleve I'ordonnée am; par le
point m on mene deux lignes my, mv. La premiére mp est tan-
gente 4 I'arc au point m, la seconde mv est parallele a la droite
txt' qui touche l'arc au point 2. On forme ainsi sur I'axe un in-
tervalle p.v, qui serait beaucoup plus petit si le premier intervalle
x a avait recu lui-méme une valeur beaucoup moindre. Il s’agit de
connaitre la relation qui existe entre ce premier intervalle za,
que 'on peut regarder comme arbitraire, et l'intervalle pv qui
en dérive selon la construction précédente. On consideére ici la
derniere relation qui subsiste entre les intervalles ax et uv, c'est-
a-dire qu'on suppose que l'intervalle initial ax, désigné par o,
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diminue continuellement et a zéro pour limite: que par exemple
il devient successivement v, to, o, etc. : il s'agit de déterminer
les valeurs correspondantes de py, et d’en conclure ce que devient
la relation de v & ax lorsque pv atteint sa limite zéro.

La question étant ainsi distinctement posée est tres-facile a ré-
soudre. x désignant la valeur de I'abscisse o, et o 'intervalle za,
on voit que l'ordonnée am est égale a /' (.27——(0) La sous-tangente

_Slz—9),
S (z—w)’

par consequent la longueur de l'intervalle p.v est

ayp est ainsi exprlmee,

_Slz—o),
/(=)

), fle— o) (),
e ey o Se—) (=)

la valeur de la ligne ay est

I1 ne reste plus qua supposer » une quantité infiniment petite.
S (x— o) est ]a valeur de f(x) diminuée de sa différentielle dxf"(z),
et fx est nulle par hypothése, puisque x est 'abscisse d'un point
d’intersection : donc le premier facteur f/(x— ) de l’expression de

\

uv est—dxf'z. Le second facteur est la différentielle de ——

f’
I'on supposera dx négative. Ce second facteur est done dxz-/ff:—’;f-
Donc la valeur de v est ‘

f "z

O

- Il est évident qu’on trouvera ce méme résultat en développant l'ex-.
pression précédente selon la puissance de o, et omettant les termes
subordonnés.

On connait par cette valeur de la ligne infiniment petite v que
cet intervalle devientincomparablement plus petit que I'intervalle » :

=

.f'l‘z. )
tité finie qui exprime le rapport des deux fluxions /“x et —f'x
au point d’'intersection x, et qui dépend de la forme de la courbe
en ce point.

1l est égal au carré de o multiplié par le quotient quan-

(32) Considérons « comme une premiére erreur, parce que cet
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intervalle est la différence de la valeur approchée oa a la valeur
exacte o 2. En menant la tangente m p. on détermine un point p plus
approché du point x; et si 'on ajoute a I'abscisse oa la sous-tan-
gente ap. pour former une nouvelle valeur o p. de I'abscisse, on voit
que l'erreur restante p.x estdevenue pluspetite que la précédente a x.

Soit »' cette nouvelle erreur : on conclut de I'expression —-—;—E‘%—__—Zg

de la sous-tangente,

Slz—o)

!
Tt rE=e)
Si l'on développe selon les puissances de w, en omettant les termes
subordonnés ; ou, ce qui est la méme chose, si I'on emploie les
expressions différentielles, on a

o =0 +fm—-w.f’x'+§m2.f”x+etc.
- fle—o. f"x4ete. .

'On omet le terme fx, qui est nul par hypothése, et 'on trouve

0;,_ o =S T 10N S ete.
S'x—w. S 2+ etc. ?

ou, o étant une quantité infiniment petite,

Ainsi l'erreur », supposée d’abord treés-petite, diminue trés-rapi-
dement, puisquelle devient égale au carré de I'erreur précédente

ST Y . . 1 fMx
~multiplié par une quantité déterminée et constante, savoir — — -~
’ 2 fla’

valeur finie qui se rapporte au point x de 'arc mxn.
’s . , o> flx . 1 .
L'équation o ==-— "7 €Xprime, comme nous l'avons dit, la
relation finale d’'une erreur a celle qui la suit. Cette condition sub-
siste rigoureusement au point d’intersection x ; c'est-a-diré qu'elle
fait connaitre la convergence finale de I'approximation linéaire.
Ié re 7 7
Ces résultats sont ceux que nous avons déja démontrés : on se pro-
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pose maintenant d’étendre ces considérations au contact parabo-
lique des courbes.

(33) Soit o0 a (fig. 16) une premiére valeur approchée de I'abscisse
ox d’'un point d’intersection. L'arc ma n appartient & une courbe
dont I'ordonnée est exprimée par f(x). Nous désignons par a la
valeur approchée o a, et par x la valeur exacte ox. Soit x=a + ¢,
en sorte que ¢ est I'erreur de la premiére approximation, et que
I'on a f(a+¢)=o0. Nous développons cette expression en omet-
tant les termes ou il entre des puissances de ¢ supérieures a la
seconde : on a ainsi pour déterminer ¢ I'équation

fa+ef at+ief" a=0.

Sa, fla, f'a sont des coefficients connus. Si l'on résout cette
équation

fl

fl/ f”

e (e ]

Soit o l'erreur de la premiere valeur approchée a, et o I'erreur

&+ 2e—— 0,

on trouve

dela valeur plus approchée que 'on trouve en ajoutant a la quan-
tité « la racine ¢ quey I'on vient de déterminer : on a r=—a + o et

=a+ :+ o’. Donc o'=o—c. La question consiste a trouver la
derniére relation de o et «': on y parviendra comme il suit. On
déterminera ¢ au moyen de Uéquation précédente, en remplacant
a par sa valeur £— w; ensuite on supposera que o est infiniment
petite. On a donc

mf" (— o)+ fle—e)F|[f z—ov)*—2f(z—0). f”/‘”“‘.‘*’)‘%.
fll(x )

o étant infiniment petite, on conservera le premier terme subsis-

tant du résultat. Or on reconnait que dans le numérateur, il ne

reste, en attribvant le signe — au radical, que des termes multi-

pliés par «°; toutes les puissances de o inférieures a la troisiéme
I : 29
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disparaitront. Quant au dénominateur f"(x—uw), il se réduit a
J " (z) lorsque o est infiniment petite. 11 reste donc a former le nu-

7 « . ’ .
mérateur : voici le détail de ce calcul.

Si dans la premiére partie of” (x— ») + /' (£ — ) on développe
selon les puissances de , en ne conservant que la troisieme puis-
sance et n’écrivant point la variable x sous le signe de fonction,
on trouve

fl-,__w_;f”/_'_ %fzv.
Dans le produit f(z—w).f "(ac——m) qui entre sous le radical, le
;;3 ", parce que fx est

nulle par hypothese. Donc pour sarréter a o’ dans 'expression du
produit, on écrira au lieu du second facteur f”(x—w) la quantité

S —of"+ Ez-a—f". Le produit cherché f(x—o).f"(x—0w) est
donc

—of [+ w (G S S )= (G LS.

i

facteur f(z—o) se réduit a—a f +

Le carré de (@ —u), ou de.f"—af "+ f "— 2 £, est

Sr=20f e (f S S ) = (LS 5SS
Par conséquent la quantité affectée de I'exposant ; est
f’a--m’,f'f"”-l—wa (%f”‘/p”’"‘ %f:f,v) .

Si on éleve a la puissance ; on trouve, en attrlbuant le signe —
au radical ,

o]
ou

o LI m__. s ‘_I_f”f'” . "‘ ‘
f+u)2f w(n.?f———f’ +'3“f ),
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et ajoutant la premiére partie de I'expression de ', on a

, 1 ®3 11 L ®? m
=t (LY _e

S 2.3 f 2.3 f
résultat tres-simple qui donne la mesure de la convergence finale
pour Papproximation du second ordre. L’erreur » décroit trés-ra-
pidement : sa valeur est le produit du cube de I'erreur précédente
par un coefficient constant. Le nombre des chiffres décimaux exact
est, généralement parlant, triplé par chaque nouvelle opération.

4
, OU o =

Le coefficient constant est égal a ———!—Jj—,-f : sa valeur dépend de
2.3 flx

la forme de la courbe au point d’intersection.

(34) Ces conséquences s'étendent aux approximations de tous
les degrés. Pour découvrir le résultat général j’ai employé une autre
forme de calcul que je vais rapporter.

La premiere valeur approchée étant désignée par a, ete expri-
mant 'erreur de cette détermination, ona x=a 4-¢, et f(a +¢)=o.
On développe cette expression, et 'on omet les puissances de e
supérieures a la premiere, a la seconde, a la troisiéme, etc., selon
que I'on veut se borner a 'approximation du premier degré, ou du
second , ou du troisiéme, etc. Considérons ce dernier cas: I'équa-
tion qui sert a déterminer ¢ est donc

fa+af’a+gf"a+§—3f"'a=0. (e)

Or cette équation est seulement approchée : il est évident que la
valeur de ¢ qu’elle fournit n’est pas compléte. Par conséquent si on
I'ajoute a la‘quantité a, on ne trouvera point exactement la racine
z; elle en différera d’une nouvelle erreur beaucoup plus petite
que la premiére: il s’agit de découvrir la relation finale qui sub-
siste entre une erreur et celle qui la suit. L'équation f{a + ¢)=o0
ne subsisterait que si la valeur de ¢ était déterminée par I'équation
complete, et non par une équation approchée. Soit » la valeur
exacte de ¢, en sorte que 'on a r=a + o, et f(a + o)=0; soit o'
Perreur qui remplace la précédente o, et qui provient de ce que

29.
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'on ne calcule qu'une valeur approchéede e :onadoncr —a+e+w,
la valeur ¢ étant la racine de I'équation approchée (e). Donc
o +e—w=0 et a=a—0w. Actuellement nous mettrons dans
I'équation (e) pour a sa valeur x—ow, et pour ¢ sa valeur v —o':
on aura ainsi une équation entre o et «'. Il faudra déduire de cette
équation la valeur de o' exprimée en o, et supposer o infiniment
petite. On connaitra ainsi la relation finale cherchée entre les deux
erreurs consécutives o et o'. L’équation (e) devient

S(@—0) + (0—0) f (@ —0) + = (0—)f" (@—0)

o) S ) =0t (E)

il faut, comme nous l'avons dit, tirer de cette équation la valeur
de o, et supposer ensuite o infiniment petite. Pour que cette re-
cherche soit générale, on doit considérer une équation d’'un degré
quelconque dont o est 'inconnue.

On remarquera d’abord que I'équation (E) donne plusieurs va-
leurs de o', et eela doit étre puisque le calcul se rapporte jusqu’ici
a toutes les valeurs de «, et non pas seulement a celle qui est la
plus voisine de la valeur approchée a. La racine o qui est 'objet
spécial de la recherche est celle qui deviendrait nulle si w était nulle,
et c'est ce caractére qui nous indique celles des racines que l'on
doit choisir parmi celles que donne I'équation (E).

On développera par rapport aux puissances de o’ le premier
membre de cette équation, et chaque coefficient d’une puissancé
de o' sera ordonné selon les puissances croissantes de ». On aura
ainsi une équation de cette forme : k

0=Aw*+ Bo"+ Co'+ D. (F)

A,B,C,D,..... sont des coefficients ordonnés selon les p'liis-
sances croissantes de o, et cette équation pourrait étre d’'un degré
quelconque en o'. Cela posé, considérant o comme une grandeur
connue, et l'équation (F) comme littérale, nous ferons usage de la
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méthode qui donne la racine o’ correspondante a une valeur infi-
niment petite de »; et parmi ces valeurs de ' nous devons choisir
celle qui devient la plus petite lorsque o est infiniment petite. Ainsi
nous prendrons pour la valeur cherchée de o’ celle des racines o’
deve]oppees selon les puissances croissantes de o qui contlent a
son premier terme la plus baute puissance de o. '

Le terme D, qui dans 'équation (I') ne contient point o', est
évidemment

D=/ (z—0)+u/ (@ — ) Lof (@—u)+ S50/ @ w);
ou développant et omettant & sous le signe de fonction
D=ff! s f e 2 [ S 7 et
+of'—of '+ 3:— Y — -——f” -+ ete.
—l—%if”-—— f-;if”'—l— Eof—zf" — ete.
+ %f’”— Zi_%f Y+ el

La valeur de fx est nulle par hypothese, et apres les réductions

on trouve
I

D:—_z 3

4co“f" + ete.

Quant aux coefficients G, B, A qui entrent dans I'équation (F),
ils ne se réduisent point comme le précédent. T.a valeur de C,
coefficient de o' dans I'équation (I), est

C=—f(x—0)—1. 20/ " (@—0)—5.30)/" (& —a)—etc.

Les autres coefficients B, A sont formés comme celui-ci de diffé-
rentes puissances de w, et contiennent chacun un terme sans .

Il faut maintenant appliquer a équation (F) la régle générale
qui sert & déterminer les racines de I'inconnue o', ordonnées selon
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les puissances croissantes d’une lettre choisie, qui est ici w. Or les
coefficients A, B, C contenant tous un terme ou o se trouve a la
puissance zéro, on a, selon la regle, les quotients ci-indiqués
3:1
0:1 o:a 3:3
o0=Au’+Bo"4+Cuo + D.

On connait par la comparaison de ces quotients que celle des ra-
cines o' développées selon les puissances croissantes de o qui con-
tient & son premier terme le plus haut exposant de o est donnée
par l'équation partielle

Cm’—l—D:O;

et il faut, conformément a la regle citée, réduire C et D a leurs
premiers termes selon l'ordre des puissances croissantes de . On a
donc pour déterminer la racine cherchée o' I'équation partielle tres-
simple

wé
——Q):f‘,_"z 3 4fxv:0,
qui donne

. N ' m/p v

W T Y s,

2.3.4 f’d

Ce résultat est analogue & ceux que nous avons obtenus dans les.
articles 32 et 33 par un procédé tres-différent, fondé sur larésolution
effective des équations du premier et du second degré. On voit que
la méthode de résolution des équations littérales supplée iei aux
formules particulieres qui exprimeraient en radicaux les racines
des équations.

Si T'on applique I'analyse précédente a I'approximation du qua-
triéme ordre, cest-a-dire a celle qui résulterait de I'omission des
puissances supérieures a la quatrieme, on forme I'équation

o=f(x— ) + (o —a') .f’(x-——w)-.!—g(m—w')’.f”(m-——eo)

+ 53le— ) S E—o) le— ) S w0
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On résout ensuite cette équation par la méthode générale qui fait
connaitre les valeurs de o correspondantes a » infiniment petite ;
et Uon trouve pour déterminer celle de ces racines dont le premier
terme contient la plus haute puissance de » I'équation partielle

— 'J"’___._..w___s fv —
@ 2.3.4.5Y =

Ainsi la convergence finale de 'approximation du quatriéme ordre
est telle que chaque erreur o' est égale a T'erreur précédente o
élevée a la cinquieme puissance et multipliée par le facteur constant

L i frz
S3A5 7%

La loi suivant laquelle ces résultats se succedent devient mani-

feste, et 'on connait ainsi les propriétés générales des approxi-
mations d'un degré quelconque. Au reste ces considérations n’ont
point pour objet le calcul numérique des racines : les régles spé-
ciales que nous avons données dans les articles précédents ne laissent
rien a désirer pour la facilité des opérations. Mais il importait de
montrer toute I'étendue de cette theéorie des approximations.

(35) La difficulté de distinguer le cas des deux racines imagi-
naires du cas des deux racines réelles est le point le plus important
de l'analyse des équations ; elle exige une méthode propre fondée
sur le calcul des limites entre lesquelles les racines sont comprises.
Les recherches de Rolle, celles de De Gua, n'ont pu conduire a la
résolution numérique des équations, parce qu'elles manquaient
d’un caractére spécial pour distinguer les racines imaginaires. Le
calcul de I'équation aux carrés des différences a résolu pour la pre-
miere fois cette singuliere difficulté; mais, comme on I'a remarqué
depuis long-temps, la solution est purement théorique, et les ten-
‘tatives que l'on a faites pour la perfectionner ont été presque en-
tierement infructueuses. 1l était donc nécessaire de traiter la question
d’une maniére différente : nous avons démontré qu'elle admet une
autre solution, non moins-exacte, et d'une application incompara-
blement plus facile. Mais il est important de considérer sous divers
rapports la question fondamentale dont il s'agit, parce qu’elle se
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reproduit dans les récherches relatives aux surfaces courbes, et
dans la théorie générale des équations. Nous indiquerons dans les
articles suivants les principes généraux qui servent a la résoudre
de différentes maniéres.

Soient F(x) et f(x) deux fonctions algébriques dont les coeffi-
cients sont des nombres donnés. Concevons que I'on soit parvenu,
en appliquant les méthodes précédemment exposées, a trouver deux
limites a et b entre lesquelles I'équation F (x)=o0 a une seule ra-
cine, que nous désignerons par « : il s’agit de connaitre le signe
du résultat que l'on obtiendrait en substituant cette racine « dans
l'autre fonction f(x).

Si la valeur exacte de « était connue, la question n’aurait aucune
difficulté : car on attribuerait cette valeur exacte a la variable x
dans la fonction f(x), et l'on connaitrait le signe du résultat. 1l
n'en est pas de méme lorsque la racine « n’est connue que par ap-
proximation : car si au lieu de « on substitue une limite a tres-
rapprochée de «, on n’est point assuré que le signe de f(a) soit
le méme que le signe de f(«), et I'incertitude subsiste toujours,
quelque peu de différence qu'il y ait entre la racine « et la limite a.
Or la question qui a pour objet de distinguer le cas des deux racines
imaginaires de celui des deux racines réelles, se réduit & connaitre
le signe que I'on obtiendrait en substituant dans une certaine fonc-
tion f(x) une racine « qui rendrait nulle une autre fonction F(z).
En effet prenons pour exemple I'équation

2’— 32— 242 + 9bxr’ — 46 x — 101 =0,

que nous avons traitée dans les articles 12 et 36 du premier livre.
En subtituant les nombres 2 et 3 dans les fonctions

L&), @) @), (@), (@), f (@),

on a trouve ces deux suites

(2) ..o + + — — -
120 168 48 8a 3o ar
o o I . o 1 2
B)veees + + + @ —_— —- -

120 288 180 26 43 32
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La série des indices, formée selon la régle de I'article 31 du pre-
mier livre, est terminée par les nombres o 1 2. Il s’ensuit 1° que
'équation f”(x)==o0 a une racine comprise entre 2 et 3, et que
cette équation a une seule racine dans ce méme intervalle; 2° que
'on doit chercher entre les limites 2 et 3 deux racines de I'équa-
tion f(#)=o0, et que l'on ignore jusque -la si ces deux racines
sont réelles ou si elles manquent dans I'intervalle. Pour connaitre la
nature de ces racines, il faudrait substituer dans f(x) la valeur
~exacte de la racine « de I'équation f’(x)=o0, et marquer le signe de
S (2). Si-ce dernier signe est positif, les deux racines cherchées sont
réelles : 'une serait comprise entre 2 et «, et Iautre entre « et 3.
Cela résulte évidemment des principes que nous avons démontrés
dans le premier livre. Si au contraire le signe de f(«) est négatif,
on est assuré que les racines sont imaginaires, parce que la suite
des signes perd a la fois deux variations de signes lorsque le nombre
substitué passe d’'une valeur infiniment peu inférieure 4 « a une
valeur infiniment peu supérieure a «. Mais pour la certitude de
cette derniére conclusion, il ne suffit pas de substituer au lieu de
x dans f(z) une valeur trés-approchée de « : car on congoit que le
signe de f(x) pourrait étre positif lorsqu'on attribue a x une cer-
taine valeur, et devenir négatif lorsqu'on altere d’une trés-petite
quantité le nombre substitué. Toute la difficulté consiste & pouvoir
conclure le signe de f(x), quoiqu’on n’attribue a x qu’une valeur
approchée a moindre que «, ou une valeur approchée b plus grande
que «. Nous avons résolu cette question en considérant non-seule-
ment la grandeur des résultats £(a) et £(b), mais aussi les valeurs
f'(a) et f'(b) de la fluxion du premier ordre. Et en effet si la va-
leur a est trés-rapprochée de «, et si le résultat f(«) a une valeur
positive trés-grande, on est pour ainsi dire assuré que le signe de
S (a) est positif; et toutefois il reste a examiner si la fluxion f'()
étant négative est exprimée par un nombre trés-grand : car dans
ce cas la fonction f(a) décroissant trés-rapidement, il serait pos-
sible qu'elle devint négative lorsqu’on change extrémement peu la
valeur de z; et qu'ensuite elle devint positive, parce que la fluxion

I 3o
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JS'(z) deviendrait elle-méme positive et trés-grande. La solution
que nous avons donnée dans les articles 24 et suivants du premier
livre, consiste a introduire dans le caleul les valeurs de f(a), f'(a),
celles de f(b), f'(b), et de lintervalle 56— a. Par la comparaison
de ces quantités, on parvient a connaitre sans aucun doute le signe
de f(2). On peut aussi considérer la question sous un autre point
de vue qu'il est utile d’indiquer.

(36) Sil'on propose en général de connaitre le signe du résultat
que I'on trouverait en substituant dans /'(z)la racine « de I'équation

F(z)=o0,

f(x) et F (%) étant deux fonctions algébriques données, et si I'on
T d o\ o e
excepte le cas singulier ou F (z) est -~ f(x), il suffira d’appliquer
les principes que nous avons démontrés dans le premier livre con-

cernant les limites des racines. ; ,
On déterminera deux limites @ et b entre lesquelles I'équation
F(x)==o0 a une racine réelle, savoir la valeur « que I'on considére;

et ces limites a et b pourront toujours étre assez rapprochées pour
que les deux suites de signes des résultats

F (@), Fe=9(a).....T"(a), ¥"(a), F'(a), F(a)
(), Be(0). ... B8, (), F'(8), F)

fassent connaitre que I'équation F(z)=o0 a en effet une racine
réelle entre a et b. Supposons que cette condition ait lieu : on sub-
stituera les mémes limites @ et & dans les fonctions qui dérivent
de lautre fonction f(x), savoir :

SO @), [0 @) ... S @), f(®), S (@), f(@),

et 'on examinera s'il résulte de la comparaison des deux suites de
signes

SN@), o a)e .. S @), [ @)y f(@), S(a)

IO RN O IOW TN B
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que I'équation f(x)==o0 ne peut avoir aucune racine entre a et b,
en sorte que la série des indices propre aux suites (2) ait zéro pour
dernier terme. Si cette derniere condition a lieu en méme temps
que la précédente, on connait avec certitude le signe de f(a): ce
signe sera celui qui est commun aux deux quantités f'(a) et f(b).
En effet il résulte de la seconde condition que toutes les quantités
comprises entre a et b donneraient des résultats de méme signe si
on les substituait dans f(#); et il résulte de la premiere condition
que la valeur exacte de « est comprise entre a et b. Donc le signe
de f'(«) est connu : il est celui de f'(a) et f(b). 1] suffit donc, pour
déterminer ce signe, de rapprocher les limites a et & en sorte que
la racine « ne cessant point d’étre comprise entre a et b, ce que
- T'on connait par les signes des suites (1), la comparaison des suites
(2) donne o pour le dernier terme de la série des indices. Or sil'on
fait d’abord abstraction du cas ou ces deux fonctions auraient cette
relation singuliére F (z)= (% f(),il est certain que I'on obtiendra
facilement des limites @ et b qui satisferont a 'une et a 'autre con-
dition : car la fonction F (x) étant exprimée par I'ordonnée d’une
certaine courbe, et la fonction algébrique f(x) étant aussi 'ordonnée
d'une seconde courbe, les deux limites « et b entre lesquelles se trouve
un point d’intersection de la premiere ligne avec Uaxe des abscisses
peuvent, généralement parlant, répondre a deux ordonnées de la
seconde courbe entre lesquelles I'arc de cette seconde courbe n'aura
aucun point d’'intersection , et sera exempt de toute sinuosité. Done
la comparaison des suites (2) donnera o pour le dernier terme de la

série des indices. Done les deux conditions énoncées subsisteront
ensemble et le signe de f(«) sera connu.

(37) Cette remarque n'est point bornée aux fonctions qui ne
contiennent qu'une seule variable. On peut en général résoudre la
question suivante, qui se présente dans.les applications principales
de I'analyse algébrique. Une fonction algébrique f(z, ¥, z,...) de
plusieurs variables étant proposée, et les valeurs de z, y, z,. . . étant
seulement connues par approximation, il s'agit de connaitre avec

3o.
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certitude le signe que Yon obtiendrait en substituant dans la fone-
tion f(x, ¥, z,...) les valeurs exactes de x, v, z,... On suppose
que I'on connaisse pour chacune de ces valeurs deux limites entre
lesquelles elle est comprise. 11 faut juger, d’apres un caractére cer-
tain , si ces limites sont assez rapprochées pour que les divers résul-
tats qu'on obtient en substituant dans la fonction f(z, ¥, z,...)
des valeurs quelconques de «, ¥, z,... comprises entre ces limites,
sont tous de méme signe.

Nous avons assigné ce caractére pour le cas d'une seule variable
art. 36 : cette proposition est générale, comme on le verra dans
la suite de ces recherches. Il est toujours facile de rapprocher les
deux limites qui comprennent chacune des valeurs x, y,z, ... en
sorte que I'on soit assuré que le signe du résultat de la substitution
ne change point si I'on attribue aux variables des valeurs quelcon-
ques comprises entre ces limites.

(38) Cette proposition convient, généralement parlant , aux divers
points des lignes ou des surfaces courbes, et aux valeurs quelcon-
ques des variables ¥, %,...5mais il'y a des valeurs singuliéres
anxquelles on ne peut point I'appliquer immédiatement. Ces cas exi-
geut un procédé particulier dont nous allons indiquer I'origine.
On propose de déterminer le signe du résultat que Yon obtiendrait
en substituant au lieu de 2 dans la fonction algébrique f(x) la
valeur « qui rend nulle la fonction différentielle /' (x). Cette valeur
« nest point connue exactement; mais on sait (u’elle est comprise
entre deux limites tres-voisines et données « et b. Cette derniére
question est précisément celle que nous avons considérée d’abord,
et qui a pour objet de distinguer le cas des deux racines réelles du
cas des deux racines imaginaires. On le voit distinctement dans
I'exemple cité art. 35. Si la seconde fonction f'(zx) n'avait point
avec la premiere f(x) le rapport singulier dont il s’agit, en sorte
quau lieu de f(x) on elt une certaine fonction I (x) indépendante
de f(x), on examinerait si les deux limites a et b, entre lesquelles
« est comprise, sont assez voisines pour que la comparaison des
deux suites de signes |
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L@ @) (@), S (@), S (@), S @),
SOO), SOB) e STB), ST(B), S1(B), S(O)

donnat o pour le dernier terme de la série des indices; et si cette
condition n’avait pas lieu d’abord, on rapprocherait les deux Ii-
mites « et b jusqu’a ce que la condition eit lieu, ce qui, dans le
cas général, est trés-facile. Alors le signe cherché de f(x) serait
celui qui est commun a f(a) et f(b). Mais dans le cas particulier
que nous considérons, on ne pourrait point obtenir la derniére
condition, quelque rapprochées que fussent les limites a et b: le
dernier terme de la série des indices ne serait jamais o. Si les
deux racines cherchées. dans l'intervalle de a et b étaient réelles,
on parviendrait en rapprochant les limites a séparer les deux ra-
cines; mais si elles étaient imaginaires, l'incertitude subsisterait
toujours, parce que le dernier terme de la série des indices donnée
par les suites précédentes ne serait jamais o, mais toujours égal
a 2. Cela provient de ce que la valeur de x qui rend nulle l'or-
donnée f(x) de la seconde courbe correspond dans la premiere
courbe & un point singulier ol la tangente est parallele a I'axe des
abscisses. Or le dernier terme de la série des indices donné par
ces suites ne peut étre o que dans le cas ol I'arc de la courbe qui
répond a l'intervalle des limites n’a aucun point de maximum ou
‘minimum. On voit donc que la propositidu énoncée dans l'art. 36
ne peut point s'appliquer ici de la méme maniere que si les deux
fonctions proposées n’avaient aucun rapport spécial.

Apres que l'on a reconnu distinctement I'origine de la difficulté
propre au cas dont nous nous occupons, il se présente divers
moyens de la résoudre: I'un des plus simples, et d'une application
tres-facile, est celui que nous allons indiquer. Au lieu de considérer
les deux fonctions f(x) et f'(x), on les remplacera par celles-ci
S (@) +[f'(x) et f'(x). Une valeur « de 2 qui rend nulle f”(x) est
comprise entre @ et b: il sagit de déterminer avec certitude le
signe de f(a). Soit ¢ (x)= f(x) + f'(x) : on voit que le signe cherché
de f(«) est précisément celui de ¢ («), puisque f'(«) devient nulle
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par hypotheése. Il suffit donc d'opérer de la méme maniere que si
les fonctions proposées étaient ¢ () et f” (). Or dans ce cas le point
singulier ou la tangente est parallele & I'axe des x est déplacé;
il ne se rencontre plus nécessairement dans l'intervalle des limites
@ et b qui comprennent la racine « de 'équation f” (x)=o. Il faut
donc examiner si ces limites @ et b sont telles que pour I'équation
o (£)==o0 les suites |

o™(a)..... " (a), ¢'(a), ¢(a), ¢(a)
o™(B).. ... ¢ (), ¢"(6), ¢'(b), 9(b)

ont une série d’'indices dont le dernier terme soit zéro; et si cette
condition n’a pas lieu d’abord, on parviendra facilement, en rap-
prochant ces limites, a deux limites plus voisines &' et 4" qui don-
neraient o pour le dernier terme de la série des indices, en méme
temps que les limites ¢ et " comprendront toujours la racine « de
Iéquation f'(x)==o0. Ces conditions ayant lieu, on marquera le
signe commun de ¢ (a’) et ¢(b') : ce signe sera celui de ¢(a), et par
cotséquent le méme que le signe de /() quil fallait déterminer.
Si le signe trouvé est négatif, les deux racines sont réelles ; s'il est
positif, les deux racines sont imaginaires.

I faut remarquer surtout que la substitution des limites a et b
dans la fonction ¢(x) et dans celles qui en dérivent, est tres-facile
parce que cette fonction est égale a_f(x) + f'(x). Or les opérations
précédentes qui ont servi a trouver les premieres limites approchées
ont fait connaitre les résultats des substitutions dans f'(z) et dans
toutes les fonctions différentielles qui en dérivent; par conséquent
on distinguera le cas des racines imaginaires a la seule inspection
des résultats numeériques que 'on a déja formés, et 'on obtient
ainsi une solution exacte et trés-simple de la question proposée.

(39) Dans I'exemple cité plus haut les suites eorrespondantes aux
limites 2 et 3 sont ’



CALCUL DES RACINES. 235
ST@), [7@), S(@), S1(@), S (=), [(=),

(8)ee.o.  + + — — + —_
120 168 48 8a 3o ax
0 (0] 1 o I 2
) A + + —_ - —.
130 288 180 26 43 32

On formera au moyen de la suite (2) une suite correspondante (2Y,
en ajoutant & chaque terme de la suite (2) celui qui le précede a
gauche dans la méme suite et marquant le signe du résultat; on
opérera de la méme maniére sur la suite (3) pour former la suite
correspondante (3). On trouvera ainsi

(2) .. + 4+ + - — +
(0] o (8] | (o) I
@y..... + + + + = —

Comme le dernier terme de cette nouvelle série d’indices n’est pas
zéro, on en conclut que les limites 2 et 3 ne sont pas assez rap-
prochées pour que la question puisse étre immédiatement résolue.
On substituera donc un nombre intermédiaire 2,2 dans la série des
fonctions, et I'on obtiendra le tableau suivant :

L), fr@) S @), S @), @ f ( )

(2)eeee. + + — — +
130 168 48 82 3o ar
(2,2). 000+ + — —_— + —
120 192 12 88,08 12,872 16,69248
(8] o I o I 2
@eeees + o+ o+ = = —
120 288 180 26 43 3a

Les limites des deux racines indiquées sont maintenant 2,2 et 3.
Si I'on forme les suites (2,2) et (3)' de la maniére qui a expliquée
ci-dessus , c'est-d-dire en ajoutant chaque terme des suites (2,2)
et(3) au terme qui le précéde immédiatement & gauche dans la méme
suite, on trouvera

-
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(2,2) e +  + o+ = = —
o o o I o o
) R e s

Le dernier terme de la série des indices données par les suites (2,2)
et (3) étant 2, on doit chercherentre les nombres 2,2 et 3, deux ra-
cines de I'équation f(x)=o0; et 'on ne connait point encore si ces
‘deux racines sont réelles , ou si elles manquent dans I'intervalle de ces
limites. Quant a I'équation f" (x)=o0, elle a certainement une racine
réelle entre 2,2 et 3; et les trois derniers termes de la série des
indices étant o 12, on connaitra si les deux racines de I'équation
f(x)==o0 sont réelles ou imaginaires, en substituant dans f(x) la
racine « de 'équation f’'(x)=o0 : car si le signe de f'(a) est positif
on est assuré que les racines sont réelles, et elles sont imaginaires
si le signe de f'(«) est négatif. Or en considérant les suites (2,2)
et (3)', qui ne correspondent point a la fonction f(x), mais a la
fonction f(x) + f'(x), on voit qu'il ne peut y avoir entre 2,2 et 3
aucun nombre qui rende nulle Pexpression f(x)+ /" (x). Cela se
conclut de ce que la série des indices donnés par les suites (2,2)’
et (3)" a pour dernier terme o. Donc tout nombre compris entre
2,2 et 3 donne un résultat de méme signe lorsqu’'on substitue ce
nombre dans 'expression f(x) + (). Or la racine « de I'équation
f'(x)=o0 est comprise entre 2,2 et 3. Donc le résultat f(«) + f"'(a)
a le signe —, et f'(«) étant nulle par hypotheése, il s'ensuit que
/S (2) est un nombre négatif. Donc les deux racines cherchées sont
imaginaires.

(40) Le procédé que l'on vient d’expliquer résout facilement et
dans tous les cas possibles la question qui a pour objet de distin-
guer les racines imaginaires : voici la régle qui en résulte.

Apres avoir formé les deux suites de signes (@) et (b) qui répon-
dent aux limites entre lesquelles on doit chercher les deux racines
d’une équation , il faut écrire la série des indices que donne la com-
paraison de ces deux suites. Les trois derniers termes de cette série
sont par hypothese o 1 2, en sorte que I'équation f'(x)==0 a
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une seule racine entre a et b, et l'on ignore si les deux racines de
I'équation f'(x)= o sont réelles ou imaginaires. Pour faire cette dis-
tinction on remplace chacune des suites de signes (a) et (b) par deux
autres (A) et (B),enajoutanta chaque terme d’une suite le terme qui
le précede a gauche dans la méme suite. Sil'on compare les deux
suites (A) et (B) en formant une nouvelle série des indices, et si
I'on trouve o pour le dernier terme de cette nouvelle série, la
question est résolue. Mais si ce dernier indice n’est pas zéro il
faut rapprocher les deux limites (a) et (b), et en continuant
d’opérer selon la méme regle il arrivera nécessairement, ou que
les deux racines cherchées se sépareront, ce qui prouve qu’elles
sont réelles, ou que le dernier indice de la nouvelle série donnée
par les suites (A) et (B) sera zéro. Dans ce cas, le dernier signe
de la suite (A) est le méme que le dernier signe de la suite (B);
et si ce signe commun est celui de f/"(a) dans les suites primitives
(a) et (b), les deux racines cherchées sont imaginaires. Mais si le
signe commun aux deux derniers termes des suites (A) et (B) est
contraire au signe de f”(a) et f£"(b) dans les suites primitives ()
et (b), les deux racines cherchées sont réelles. On connaitra par
Papplication combien l'usage de cette régle est facile : elle résout
promptement la question principale que présente la recherche des
limites. On pourrait donner des formes trés-variées a cette solution,
car il est évident que I'on serait conduit aux mémes conséquences
en ajoutant & la fonction primitive f(x) des fonctions différentes
de f”(x), qui auraient aussi la propriété de devenir nulles lorsqu'on
donne a x la valeur que nous avons désignée par «: mais en em-
ployant la fonction f'(z) le calcul est réduit a une forme extréme-
ment simple, puisqu’il suffit d’ajouter A chaque terme d’une suite le
terme précédent de la méme suite.

(41) Silon avait seulement en vue de donner une solution exacte
et facile du probleme de la distinction des racines imaginaires,
on se bornerait a celle que nous avons démontrée dans les arti-
eles 22 et suivants du premier livre; mais I'importance de cette re-
cherche, et ses rapports avec la théorie des équations qui contien-

L 31
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nent plusieurs inconnues, exigent que I'on multiplie les moyens de
solution. C'est dans cette vue que je me suis proposé d’appliquer a
cette méme question le procédé de l'approximation du second
degré, et ensuite celui des fractions continues.

Nous considérerons le cas ou les signes des deux suites () et (b)
sont

Sz oo f2y, M2, X, [fx

(@ oo +oviil + + — +
0 ) I 2

il sera facile d’appliquer a tous les autres cas les conséquences que
fournit I'examen de celui-ci. '

Les trois derniers termes de la série des indices étant o 1 2,
on voit que I'on doit chercher entre les limites a et b deux racines
de T'équation fxr=—o0, et qu’il s'agit de reconnaitre si ces deux
racines subsistent en effet, ou si elles sont imaginaires. La fig. 17
représente dans l'intervalle des limites « et & 'arc dont I'équation
est y—fx. On écrira a + & — a au lieu de # dans fz, en dési-
gnant par «a la premiere valeur approchée équivalente a V'abscisse
oa, et l'on développera comme il suit la fonction f(a + 22— a):

Jr=f(a+r—a)=fa+ (x—a)f a+ (x—a)y;:f"(a...x).

Le terme qui compleéte la série contient /"' (a. . .x), c’est-a-dire une
fonction f” d’une certaine quantité comprise entre a et x, que
T'on forme en ajoutant a2 @ une valeur inconnue comprise entre o
et x — a : on applique ici le théoréme rapporté dans PIntrodue-
tion, art. 9. On considérera maintenant que les valeurs de la fone-
tion /"« sont toutes positives dans Vintervalle des limites a et b,
et qu'elles vont tonjours en augmentant lorsqu’on passe de la pre-
miere abscisse @ a la derniére b. Cela résulte évidemment des signes
que présentent les deux suites («) et (b) au-dessous des fonctions
S x et f"x. Doncla moindre valeur que puisse recevoir l'expres-
sion (. ..x) est f"a, et la plus grande est £”b. On en déduit

Je>fa+ (x—a) fla+ (x—a)y:f a,
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condition qui subsiste ‘dans tout l'intervalle des limites. Donc si,
aprés avoir déterminé fa, f'a et f”a, on décrivait une ligne qui,
ayant 2 pour abscisse, aurait pour ordonnée

SJa+(x—a)fla+ (x—a)y:fa,

I'arc m~v appartenant a cette ligne serait placé au-dessous de I'arc
mpn dont l'ordonnée est fx; et cela aurait lieu dans tout I'inter-
valle ab. Au pointm les deux ordonnées sont égales, et leur valeur
commune est fa. Les fonctions dérivées du premier ordre sont
pour l'une des caurbes f'z, et pour l'autre f'a+(x—a) f"a. Ainsi
ces fonctions deviennent égales lorsque x=a, en sorte que les
arcs mpn et mrv ont un contact du premier ordre au point m.
A partir de ce point les lignes se séparent et la seconde m = passe
au-dessous de la premiére mpn. Donc si I'arc m=v de la parabole
ne rencontre point I'axe a b, on est assuré a fortior: que l'arc mpn
ne rencontre pas cet axe: dans ce cas les deux racines cherchées
sont imaginaires. On posera donc l'équation du second degré

fa+8f’a+§2:f”a=o,

et 'on cherchera les valeurs de §. Si les racines de cette équation
du second degré sont imaginaires, c’est-a-dire si I'on a cette con-
dition

JraN2 _  fa
f”(l) 2757

les deux racines deI'équation f2— o sont certainement imaginaires.
On peut aussi faire disparaitre le dénominateur, et I'on a la con-
dition

(flay<afa.f"a:

lorsqu’elle a lieu on est assuré que deux racines de la proposée
S =0 manquent dans l'intervalle des limites a et b.
Supposons maintenant que dans I'équation

Jr=f(a +zx—a)=fa+ (x—a)fla+(x—a)if (a...x)

31.
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on remplace f”(a. . .x) par la plus grande de ses valeurs, qui est
S"b: on aura

fe<fa+(w—a)f'a+(@—a)if"b.

Si donc on décrivait 'arc m='v’ dont 'ordonnée est
Sa+(@x—a) fa+(x—ayif’o,

cet arc serait supérieur a Yarc mpn dans tout l'intervalle ab. La
valeur de la fluxion du premier ordre est pour 'une des courbes
JS'x, et pour lautre f'a+ (x—a) f”b. Elle est pour les deux
courbes égale & f'a au point m : ainsi I'arc m«'v' de la parabole a
au point /m un contact du premier ordre avec la courbe mpn, et
a partir de ce point Varc m«'v est placé au-dessus de la courbe
dans tout l'intervalle @ b. Donc si 'are parabolique m«'v' coupe
l'axe ab, on est assuré a fortiori que Varc m p n coupe aussi l'axe,
c’est-a-dire que les deux racines cherchées sont réelles. On posera
donc l'équation du second degré

fa+3f’a+§2if”b=o,

et 'on cherchera les valeurs de &8 : si ces valeurs sont réelles, c’est-
a-dire sil'on a la condition

%>2>2f£,,%a ou (flay>2fa.f"b,

on en doit conclure que la proposée fz=0 a deux racines réelles
dans l'intervalle des limites a et b.

On parvient & des conséquences semblables si 'on considérel’autre
extrémité n de 'arc m p n. En effet en mettant 56— (b— ) au lieu
de x dans la fonction fz, on a

Sr=fb—(b—2)f'b+(b—a)if" (@...b),

Vexpression (x...0) désignant une quantité inconnue comprise
entre x.et b. Or la plus grande des valeurs que 'on trouve en sub-



CALCUL DES RACINES. 241

stituant au lieu de x dans la fonction /"' une quantité comprise
entre a et b est, par hypothése, f/'6, la moindre est /”a: on a
donc ces deux conditions,

S fo—m(b— ) b (b — @) LS "D
fa>fb—(b—2)f'b+ (b—a) . f"a.

Si maintenant, en considérant  comme abscisse variable, on dé-
crit les arcs qui ont pour ordonnées

So—(b—2)f'b+(b—a)y. I f"b
i So—=(b—2)f'b + (b—a) .5 f"a,

on aura deux arcs paraboliques dont le premier est toujours supé-
rieur & I'arc mpn dans I'intervalle des limites a et &, et le second
est toujours inférieur a cet arc mpn. On en conclut que si I'are
supérieur coupe l'axe ab, 'arc mpn coupera le méme axe, et que
par conséquent les deux racines cherchées seront réelles ;mais si 'arc
inférieur ne rencontre pas I'axe des x on est assuré que 'arc mpn
ne rencontre pas ce méme axe, et que par conséquent les deux
racines cherchées sont imaginaires. On posera donc I'équation du
second degré

fb—8f"b+2 f =0,

et 'on prendra les valeurs de & : si ces valeurs sont réelles, c’est-
a-dire si 'on a la condition

L3) > 2, ou (F15)>2/b.f"b,

les deux racines de I'équation fx=—o0 sont réelles. Posant aussi
I'équation
3 2
Jo—38f"b+—f"a=o0,

on en conclut que les deux racines de I'équation fz=o0 sont ima-
ginaires si I'on a cette condition -

(f15y <2fb.f"a.
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(42) Si V'on réunit les résultats précédents, on parvient a cette
conclusion : 1° on est assuré que les deux racines cherchées sont
réelles, lorsqu'on a l'une ou l'autre des conditions ainsi exprimées

(flay>ofa. f"b (1)
(S76) >2fb.f"b; (2)

2° on est assuré que les deux racines cherchées sont imaginaires
lorsqu’on a l'une des deux conditions ‘

(fray<afa.f"a (3)
(f'oy<2fb.f"a. &)

I peut arriver quaucune des quatre conditions (1), (2), (3), (4)
ne subsiste, c’est-a-dire que les quatre conditions contraires au-
raient lieu toutes a-la-fois. Dans ce cas les limites a et & ne sont
pas assez voisines pour que I'on puisse reconnaitre par une seule
opération si les racines sont réelles ou imaginaires : il faut rappro-
cher ces limites en substituant dans fx une valeur numérique com-
prise entre a et b. Si le résultat de cette substitution sépare les
deux racines cue I'on cherche, on reconnait qu’elles sont réelles,
et la question est résolue; mais si la substitution ne sépare point
les deux racines, lincertitude subsiste encore , et 'on doit procéder
a une seconde opération semblable a la précédente afin de distin-
guer si les racines sont réelles ou imaginaires. On examinera donc
si en employant les deux nouvelles limites @' et &’ qui remplacent a
et b, I'une des quatre conditions (1), (2), (3), (4) est satisfaite, et
alors la nature des racines serait connue. Or il est évidemment
impossible qu’en continuant de rapprocher les limites, on ne par-
vienne pas promptement a satisfaire a I'une ou a plusieurs des quatre
conditions dont il s’agit. Donc on distinguera certainement les ra-

cines par ce procédé, qui se réduit a la eomparaison de valeurs nu-
mériques connues.

(43) Nous avons supposé que les deux suites de signes qui con-
viennent aux limites a et & sont
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Sz, fw, fx, fa

(@) +.ovven+ + — +
€ T e “+ 4 :

ainsi la valeur de /" croit avec' x depuis x=a jusqu'a =50,
parce que dans cet intervalle le signe de /"'« est 4-. Nous exami-
nerons le cas opposé ou les deux suites de signes (a) et () sont

(a)+ ...... —_— -+ —_ “+
(2 IS S - + 4+ +.

Les trois derniers termes de la série des indices sont encore o 1 2,
et il s'agit de reconnaitre si I'équation fx=o0 a en effet deux ra-
cines réelles entre @ et 6. On écrira

fe=fla+xz—a)=fa+ (x—a)f a +(x—a)‘.f”(a. . . T).

Or le signe de /" étant — dans tout I'intervalle a &, la valeur de
/"2 diminue lorsque x augmente depuis x —a jusqu’a x==4 : par
conséquent si l'on remplace f“(a...x) par f”a on augmente la
valeur de fx, et on la diminue sil'on écrit /b auliea de f"(a...x).
On a done
Je>fa+(x—a)fla+ (x—a).2f"b
Je<fa+@x—a)fla+ (x—a).f"a.

Donc si I'on décrit une courbe dont x est I'abscisse, et qui a pour
ordonnée fa + (z—a) f'a+ (x—a) .~ f"b, Varc de cette courbe
est au-dessous de l'arc mpn dans tout l'intervalle ab. Donc les
deux racines cherchées sont imaginaires, si cet arc inférieur ne
coupe pas I'axe des abscisses, c’est-a-dire, si 'on a cette condition:

(f'a)<afa.f"b.

La courbe dont x est l'abscisse, et qui aurait pour ordonnée
Ja+(x—a)f'a+ (x— a).: f"a est au contraire placée au-dessus
de l'arc mpn dans tout I'intervalle a b : donc I'arc mpn coupe cer-
tainement 'axe des abscisses si I'arc supérieur coupe cet axe, Par
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conséquent les deux racines cherchées sont réelles si 'on a cette
condition

(fay>afa.f"b.

On considérera maintenant la seconde limite 4, et 'on trouvera
les résultats suivants

S>> fo—(b—2) f'b+ (b—ay . Lf"b
Sl fo—(b—2x)f b+ b—x).5f a:

donc I'arc mpn dela courbedont l'ordonnée est f est au-dessus de
I'arc parabolique qui a pour ordonnée f6—(b—x) f'b+(b—z).; b,
et au-dessous de I'arc parabolique qui a pour ordonnée fb—(b—x) f'b
+ (b—x).+f"a. On en conclut que les deux racines cherchées
sont réelles si 'on a cette condition ,

(S oy >2/b.f"as

et que les deux racines sont imaginaires si l'on a cette condition,
(f8y <afb.f"b.

On comparera ces résultats, qui conviennent au cas ou le signe
de f""x est —, a ceux que I'on trouve lorsque le signe de /"
est +, et l'on conclura plus généralement 1° que les racines cher-
chées sont réelles si le carré de la fonction /'« d’une des limites
surpasse le double produit de la fonction fz de la méme limite
par la fonction /" de celle des deux limites qui donne la plus
grande valeur pour /" ; 2° que les racines cherchées sont imagi-
naires si le carré de la fonction /' d’une des deux limites est
moindre que le double produit de la fonction fz de la méme limite

par la fonction /' z de celle de ces deux limites qui donne la moindre
valeur pour f” x.

(44) Il ne reste plus qu'a considérer les cas ou 'arc mpn (fig. 18)
est situé au-dessous de I'axe des abscisses, et tourne sa convexité
vers cet axe. Les deux suites de signes sont
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f(,,,) x f'"x, " x f’x ' fl?

(a)..... 4+ e -+ —_ + —

(b) o.... N o — — _—
ou ;

(a) ..... o —_ - + —

(&) ..... + e — — — _

On a dans le premier cas pour la limite a

Je>fa+ (x—a)fla+(x—a).if"a
SJe< fa+(x—a)fla+ (x—a) . f"b:
Donc Yarc m =’y est supérieur a larc mpn dans tout l'intervalle a5,

et 'arc m ©v est au contraire situé au-dessous de Parc m pn dansle
méme intervalle,

"Pour la limite b, on a

Je>fb—b—2)fo+b—2x).Lf"a
Sz <fé——(b——.7c)f’b +(b—x).2f"b:
ainsi le premier arc parabolique est au-dessous de I'arc npm dans

tout l'intervalle a b, et le second arc est toujours situé au-dessus
de cet arc npm.

En posant les équations du second degré qui donneraient, s'ils
existent, les points d'intersection des deux arcs paraboliques avec

Faxe des abscisses, on conclut que les deux racines sont réelles
si I'on a I'une de ces conditions.

(f'ay>afa.f'a
(f16) > 2fb [ a;

et que les deux racines sont imaginaires si 'on a une de ces deux
conditions :

(flay <sfa.f"a
(SIB)y<afb . f"b.

(45) Dans le second cas ol les suites de signes (a) et (b) sont
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on trouve pour la limite

Jr>fa+ (x—a)f'a+ (x—a)y. 3 f"b
Jr<fa+ (x—a)f a+ (b—x)y.2f"a;

et pour la limite &
Je>fb—(b—x)f'b+b—x)y.2f"0
Je L fo—(b—x)f b+ (b—x).%f" a.

Donc les racines sont réelles si 'arc m=v coupe I'axe, ou si l'arc
inférieur partant du point » coupe l'axe , ¢'est-a-dire sil'on a l'une
de ces deux conditions

(f'ay>ofa.f"b

(S1oy>2fb.f"b;
et les deux racines sont imaginaires si 'on a I'une des deux con-
ditions '

(f'ay <ofa.f"a

('8 <2fb.f"a

(46) il est facile maintenant de comprendre tous les cas possi-
bles dans une régle commune, dont I'expression est simple et dis-
pense de toute construction. Il suffit de considérer que si f”x est
négative, sa plus grande valeur est celle qui contient sous le signe —
le plus petit nombre d’unités; et que la valeur minimum de f/"z
négative est celle qui sous le signe — contient le plus grand nombre
d’unités. Voici I'énoncé de la régle qui sert a reconnaitre la nature
des deux racines que I'on doit chercher dans I'intervalle des deux
limites a et b. '

On a formé les deux suites de signes qui conviennent aux limites,
et I'on suppose que ces limites soient assez approchées pour que
les quatre derniers indices soient oo 1 2, condition a laquelle il
est toujours trés-facile de satisfaire. On s'est assuré que les deux
racines dont il s’agit ne sont point égales, et ce cas singulier est
facile a distinguer. Les valeurs des résultats
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[la, [fla, fa
S'b, f'b, fb

étant connues par 'opération méme qui a donné les limites a et &,
on concluera les deux propositions suivantes. .

1° Les deux racines cherchées sont réelles si le carré d’un des
deux termes moyens f’a ou f’'b surpasse le double produit du
terme placé a la droite de ce méme terme moyen, et sur la méme
ligne, par celui des deux termes extrémes f”a et f"b qui con-
tient le plus d’unités sous le signe + ou sous le signe —. On a
donc ici deux conditions différentes : si une seule, et a plus forte
raison si toutes les deux subsistent, les racines sont réelles.

2° Les deux racines sont imaginaires si le carré d’'un des deux
termes moyens /'« ou f'b est moindre que le double produit du
terme placé a la droite de ce méme terme moyen, etsur la méme ligne,,
par celui des deux termes extrémes f"a ou f" b, qui contient le
moindre nombre d’unités sous le signe 4+ ou sous le signe —. 1l
en résulte aussi deux conditions différentes : siune senle, et a plus
forte raison si toutes les deux subsistent, les racines cherchées sont
imaginaires.

Siaucune des quatre conditions que I'on vient d’énoncer n’a lieu,
c’est-a-dire si les quatre conditions conlraires subsistent a la fois, on
estaverti que les limites @ et & ne sont point assez rapprochées pour
que I'on puisse, par une seule opération, détermirer la nature des
racines: on divisera donc l'intervalle a b des deux premieres limites,
et si, par la substitution d'un nombre intermédiaire, les racines ne
sont point séparées, on appliquera de nouveau la regle qui vient
d’étre énoncée. En continuant cette application, il est impossible
que l'on ne parvienne pas promptement a séparer les racines si elles
sont réelles, ou a reconnaitre qu'elles sont imaginaires.

On trouvera par l'usage de cette regle que I'application en est
facile, et il est évident que, par ce contact des arcs de parabole,
on parvient a distinguer la nature des deux racines dans les équa-
tions ol la premiére approximation fondée sur le contact de la

3a.
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ligne droite n’aurait point encore fait connaitre si les racines sont
imaginaires. Mais notre but principal n’est pas de perfectionner
cette premiére approximation qui ne laisse rien a désirer pour la
facilité du calcul : nous avons eu seulement pour objet dans cette
derniére recherche de donner plus d’étendue & I'approximation de
second ordre, et d’en démontrer une propriété remarquable.

FIN DU LIVRE DEUXIEME ET DE LA PREMIERE PARTIE.



