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УДК 517.92 

О МЕРОМОРФНЫХ РЕШЕНИЯХ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 1-ГО ПОРЯДКА 

А. Э. Е р е м е н к о 

Пусть К — поле ростков мероморфных функций в оо, М — поле функций, меро-
морфных при г < I Z I < оо (г зависит от функции). Через К [t^, . . ., t^], К {t^, . . ,, ty^). 
обозначаем соответственно кольцо многочленов и поле рациональных функций от ij, . . . 
. . ., ^̂  над К. Пусть у ^ М есть решение дифференциального уравнения F {у\ у) = О,. 
F ^ К [̂ 1, t2\. Изучается порядок функции г/, т. е. порядок роста неванлинновской ха­
рактеристики Т (г, у) при г —̂  оо. Конечность порядка доказана в [1], а в [2] установлено, 
что порядок — рациональное число. История вопроса описана в [2, 3]. Отметим, что в [2 | 
вместо К рассматривается поле С (z), а вместо М — поле функций, мероморфных в С-
Все результаты и их доказательства из [2] остаются справедливыми и для полей К и Л1. 

Т е о р е м а . Пусть функция у ^ М удовлетворяет дифференциальному уравнению^ 
1-го порядка с коэффициентами из К. Тогда порядок функции у есть число вида к/2 илш 
к/3, к целое неотрицательное. 

Для уравнений специального вида (у')^ = R (у), R еЕ К (t) этот результат получеа 
в [3]. Примеры из [3] показывают, что все числа указанного вида могут встретиться. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Поскольку функции из К имеют нулевой порядок, можно 
считать, что у ^ М \ К. Рассмотрим поле Ш = К {у', у) d М. Это поле степени транс­
цендентности 1 над К, замкнутое относительно дифференцирования. По теореме 6 из [21 
поле % фуксово, следовательно, его род равен О или 1 (см. [2], § 5). Заметим, что порядки. 
всех элементов из 5( \ /^ одинаковые [2]. 

Пусть поле 5( рода О над К. В силу одной теоремы С. Ленга ([4], гл. I I , п. 3.3 в> 
справедливо % = К (w) для некоторого ш е 51. Имеем w' = R (w), R ^ К {t). Из усло­
вий Фукса [2, 5] следует, что R —.квадратный многочлен, т. е. w есть решение уравнения 
Риккати с мероморфными в оо коэффициентами. Известно, что порядок любого трансцен­
дентного решения такого уравнения есть число вида к/2, к ^ N [6], что доказывает теоре­
му в случае рода 0. 

Пусть теперь поле 5i рода 1 над К. Положим ^^ = К (у', у), где К — алгебраиче­
ское замыкание поля К, т. е. поле ростков алгеброидных в оо функций. Известно [5, 7], 
что фуксово дифференциальное поле рода 1 над алгебраически замкнутым полем К 
имеет вид ^i = К (w, х), где 

w^ = (х — ei) (х — 2̂) (^ — ^з) = л:̂  + ^ ^ + В, (1) 
^i е С попарно различны, ^i + 2̂ + з̂ — О, 

х' = Kw, X ^ К, К (z) ^ const z^, z -^ оо, а е Q. {2} 

Из (1), (2) следует что а: (z) = i? ( — \X{t)dt], следовательно, а ^ — 1, и порядок функции? 

X равен 2 (1 -Ь а) ([2], § 5). Докажем, что число а кратно 1/4 или 1/6. 
Для любого у е 5(i обозначим через ov результат аналитического продолж)ения и 

по кривой, однократно обходящей оо. Из очевидного равенства ^у = у следует, что а — 
автоморфизм поля 5(i. Заметим, что о коммутирует с дифференцированием. Известен об­
щий вид автоморфизмов полей рода 1, определенных соотношением (1). Пусть А = 
= AAV(4:A^ -f 27В^). Любой автоморфизм поля 5(i задается формулами [8] 

xi= \1 {(W - Ъ)Ч{х -а)^-х-а}, (3> 

ŵ i = v {{w — b)/(x — a) [—{w — Ь)У(х — a)^ + x-{- a] — (xb — wa)/(x — a)}, (4> 

a, b G K, b^ = (a — ^i) (a — e^) {a — e^), (5) 
где [X = 1, v2 = 1, если A =/= 0, 1; {л̂  = 1, v^ = 1, если A = 0, \i'^ = i^y^ = 1 если 
A = 1. 

Пусть теперь x-^ = ox, w^ = ow. Запишем условия на a и Ь, при которых автоморфизм 
(3), (4) коммутирует с дифференцированием. Для этого применим о к (2) и подставим в по­
лученную формулу, х^ = {оХ) Wi выражения для х[, w^, найденные из (3), (4). Пусть сна­
чала b ф 0. После преобразований с учетом (1), (2), (5) получим 

(a'f = (fx-ivaX - Л)2 (а - е^) (а - е^) {а - е^), 

(Сравните [7], § 13, где эта выкладка проделана в обозначениях Якоби.) Поскольку функ-^ 
ция а алгеброидная в оо, и а ф ei, i = \,2^Ъ {в силу (5) и предположения, что b ф 0)^, 
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получаем 
fi-ivo^ (z) ^X(z) = о (z-i), z ~» во . (6) 

Если Ь = О, аналогичные вычисления дают [i^^voX = X, следовательно, во всяком случае 
•справедливо (6). Число i^-^v есть корень из 1 степени 4 или 6. Поэтому из (6) вытекает, что 
число а кратно 1/4 или 1/6, что и требовалось доказать. 

Рассмотрим теперь уравнение, коэффициенты которого имеют существенную осб-
^енность на оо, а именно, F {у', у) = 0^ F ^ М [ti, tz]. Решение этого уравнения у ^ М 
называется допустимым, если для любого коэффициента а многочлена F выполняется 
Г (г, а) = о (Г (г, у)), В отличие от многих результатов по алгебраическим дифферен­
циальным уравнениям 1-го порядка (см., например, обзор в [2]), доказанная теорема не 
имеет аналога для допустимых решений. В самом деле, в работе [9] А. А. Гольдберг постро­
ил целую функцию w наперед заданного порядка р > О со следующими свойствами. Функ­
ция N (г), считающая простые корни уравнения ш̂  (z) = 1 в круге {z: | z | ^ г} имеет 
нулевой порядок. Все остальные корни этого уравнения имеют кратность 2. 

Рассмотрим мероморфную функцию а = {w')y(w^ — 1). Считающая функция полю­
сов этой функции имеет, очевидно, нулевой порядок. Кроме того, по лемме о логарифми­
ческой производной [10] для неванлинновской функции приближения т (г, а) справедливо 

т (г, а) ^ т (г, w'/(w — 1)) -f- m (г, w'/(w + i)) = О (In г). . 

Таким образом, функция w имеет нулевой порядок, и целая функция w наперед заданного 
оорядка р >• О является допустимым решением дифференциального уравнения {w')\ss 
= aiw^ — 1). 

Автор благодарит А. А. Гольдберга и В. Г. Дринфельда за полезное обсуждение и 
реценэерта — за ценные замечания. { 
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