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Einleitung.

Die alte, wohlbekannte Lehre der sphiirischen Trigonometrie
ist von Herrn Study in seiner Abhandlung, ,Sphirische Trigono-
metrie, orthogonale Substitutionen wund elliptische Functionen,
(Leipzig 1893), von einem ganz modernen Standpunkte aus be-
trachtet worden. Obwohl der eigentliche Zweck jenes Autors ein
spezieller ist, ndmlich den Zusammenhang zwischen den in dem
Titel erwihnten Theorien und den Formeln der sphiirischen Tri-
gonometrie zu zeigen, hat doch die Schrift cine allgemeine Ten-
denz, welche fiir uns von Wichtigkeit ist, niimlich die systema-
tische Anordnung des Stoffes nach modernen Methoden und ins-
besondere die Einfithrung des Gruppenbegriffs.

Dieser Gruppenbegriff kann iiberall als Einteilungsprineip be-
niitzt werden. Wir haben ein Beispiel dafiir in der Einteilung
der elliptischen Modul-Functionen*) nach Untergruppen der zuge-
hirigen Gruppe linearer Substitutionen. Ein ihnliches Verfahren
ist auch in der sphiirischen Trigonometrie sehr zweckmissig und
giebt uns in der That einen Ueberblick iiber die Theorie, was
sehr vortheilhaft ist.

In der sphiirischen Trigonometrie haben wir mit sechs Grissen
zu thun, niimlich mit den Seiten «,, «,, ¢, und den Winkeln a,, a,,
o, eines sphirischen Dreiecks. Zwischen diesen Grossen bestehen
gewisse transcendente Gleichungen, von denen drei unabhiingig
sind; von diesem Standpunkte aus reden wir von transcen-
denter Trigonometrie.

Diese Lehre von der transcendenten Trigonometrie kiénnen
wir aber anders auffassen. Statt zu sagen, wir haben drei unab-

*) Klein, Evanston Colloquium. p. 76.
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hiingige Gleichungen zwischen den Seiten und Winkeln eines Drei-
ecks, konnen wir sagen:

Die Gesamtheit aller reellen Dreiecke bildet den
reellen Teil einer dreifach ausgedehnten Mannig-
faltigkeit MM, in eincm sechsfach ausgedehnten Raum
R, welcher durch die Coordinaten q,, a, a, a, a,, a, fest-
gelegt ist.

Diese Mannigfaltigkeit ist ibrer Natur gemiss transcendent;
sie besitzt aber merkwiirdige Symmetrieeigenschaften, welche her-
vortreten durch Betrachtung der linearen Substitutionen der Coor-
dinaten, welche die Mannigtaltigkeit in sich selbst iiberfiihren.

Letztere Substitutionen bilden die schon angedeutete Gruppe,
welche wir an die Spitze unserer Betrachtungen stellen wollen.

Die in der transcendenten Trigonometrie zu Grunde gelegte
Gruppe I'p ist hiernach eine unendliche Gruppe linearer Substitutio-
nen der Grissen a,, a,, a,, &, o, o, und umfasst folgende Operationen*):

die sechs Vertauschungen C, der Seiten und gleichzeitig der
entsprechenden Winkel,

die Polaroperation £, welche gegeniiberliegende Seiten und
‘Winkel vertauscht,

die 64 Nachbaroperationen, welche ein Dreieck in ein anderes
in dasselbe Dreikant eingehingtes Dreieck verwandeln,

und dic unendliche lineare Untergruppe II, welche ein belie-
biges Multiplum von 2x jeder cinzelnen Grosse zuaddirt.

Durch die alle diese Operationen umschliessende Gruppe I'p
wird ein Dreieck immer wieder in ein anderes Dreieck iibergefiihrt.
Die M, bleibt also bei den entsprechenden Coordinatentransforma-
tionen ungeindert; ihre Symmetrieeigenschaften sind also durch die
Gruppe gekennzeichnet, und wir bemerken:

Die transcendente Mannigfaltigkeit A, ist in
einem sehr hohen Grade regulér.

Es kommen jetzt die Haupteinteilungen der transcendenten
Trigonometrie nach Untergruppen von II; diese Haupteinteilungen
konnen wir nach Analogie der citirten Einteilung der elliptischen
Modul-Functionen als Stufen bezeichnen.

Erste Stufe: hier werden alle Grissen mod. 2r genommen:
d.i. wir sehen alle Dreiccke als identisch an, welche vermige der
Untergruppe Il aus einander hervorgehen. In anderen Worten:

Aut der erstenStufe ordnen wir die Untergruppe
I der 1dentitit zu.

*) Siche dic nihere Ausfubrung in § 8.
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Zweite Stufe: alle Grossen werden mod. 47 genommen.
Dritte Stufe: alle Grossen werden mod. 67 genommen.
u. 8. w.

Dies sind aber nur die Haupteinteilungen :

wir kommen, allgemein zu reden, auf eine Ein-
teilung, wenn wir irgend eine Untergruppe von I'y
der Identitit zuordnen.

Die niichste Frage ist nach den einfachsten Invarianten dieser
Untergruppen: d.i. wir bilden ein System von Griossen, deren
jede bei allen Operationen der Untergruppe ungeédndert bleibt, und
so, dass jede Substitution, welche alle Grissen des Systems un-
geiindert lidsst, in der Gruppe enthalten ist.

Auf der ersten Stufe haben wir z. B. als Invarianten die sechs
Grissen:
al

al
cot -, cot K

5 (¢t =1,23)

Wenn wir statt der Seiten und Winkel selbst diese Invarian-
ten einfiithren, so werden die Gleichungen der Trigonometrie alge-
braisch, und die Gruppe reducirt sich auf eine endliche Anzahl
von Operationen.

Was wir hier als Beispiel bei der ersten Stufe bemerkt haben,
ist aber eine allgemeine Eigenschaft, wenn die der Identitit zuge-
ordnete Untergruppe einen endlichen Index besitzt. Betrachtet man
niémlich deren einfachsten Invarianten, so sind dieselben algebrai-

. a, o . s .
sche Functionen von cotg', cot -2i; in diesen Invarianten aus-

gedriickt sind die Gleichungen algebraisch und die Gruppe endlich,
aber allerdings nicht immer linear.

Wie wir frither mit Riicksicht auf die Transcendenz der
Gleichungen und die Unendlichkeit der Gruppe von der transcen-
denten Trigonometrie sprachen, so kionnen wir hier von alge-
braischer Trigonometrie reden.

Jede Untergruppe von endlichem Index, der Iden-
titdt zugeordnet, ergiebt eine Art algebraischer
Trigonometrie.

Diese Invarianten der Gruppe kinnen entweder, wie in dem
angefiihrten Beispiele, sechs an sich unabhiingige Grissen sein,
oder sie konnen mehr in Anzahl mit einer gewissen Abhingigkeit
sein. Z.B. hitten wir auf der crsten Stufe die 12 Grossen

cosa,, sina,, cosa,, sina,, (t=1,23)
1%
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als Invarianten nehmen kionnen, diese hiingen vermittelst der sechs
Identitéten zusammen:

cos’a,+sin’ag, = 1,
cos’a,+ sin*a, = 1.

In allen Fillen werden nur sechs von den Invarianten unab-
hiingig sein; wenn sie also % in Anzahl sind, so definiren sie eine
scchsfach ausgedehnte Mannigfaltigkeit M, im n-fach ausgedehnten
Raume R, Ist insbesondere » = 6 (und das ist der einzige in
dieser Abhandlung betrachtete Fall), so definiren sie einen Raum
von sechs Dimensionen R,, Weiter definiren die Gleichungen der
sphéirischen Trigonometrie in diesem Raume R, (bez. in dieser M,
in R)) ein algebraisches Gebilde, eine dreifach ansgedehnte Mannig-
faltigkeit M,.

Wir haben nun als Aufgabe der einzelnen algebraischen Tri-
gonometrie folgendes:

Was ist der Grad der M,?

Ist diese einfach, oder zerfillt sie in algebraische Mannigfal-
tigkeiten niederer Ordnung?

Ist sie ein vollkommener Durchschnitt?

Allgemeiner gefragt, was ist ihre algebraische Darstellung,
d.i. das vollstindige System von Gleichungen, vermittelst welcher
jede fiir sie geltende Gleichung linear zusammengesetzt werden
kann?*)

Die folgende Dissertation trennt sich in zwei Teile.

Der erste Teil, §§ 1—6 bezieht sich auf Festsetzungen und all-
gemeine Verabredungen im Reellen und auf Eigenschaften der
Gruppe Ty, welche meistens schon von Study beliandelt worden
sind. Es schien mir aber wiinschenswert, zuweilen etwas schirfer
und iiberhaupt systematischer zu verfahren; und in gewissen Bezie-
hungen musste ich Ergiinzungen machen. Ich médchte aber hier
meine Verpflichtung ihm gegeniiber betonen.

Was die iilteren Autoren betrifft, welche in diesem Gebiete
gearbeitet haben, so habe ich nur ausnahmsweise Citate gegeben
aus dem einfachen Grunde, weil ich kaum andere zu geben habe
als schon in Study's Abhandlung vorkommen, aunf welche ich
hier ein fiir allemal hinweise.

Der zweite Teil meiner Dissertation bezieht sich auf Probleme
der algebraischen Trigonometrie, welche ich durch drei Beispiele zu
erliutern gesucht habe. '

*) Hilbert, Ueber die Theorie der algebraischen Formen. Annalen 36.



Teil L

Allgemeine Grundlegung.

§ 1. Entfernung und Winkel auf der Kugel.

Um auf der Kugel Winkel zu messen, ist es zweckmissig,
einen festen positiven Drehungssinn festzulegen.

Ich treffe also folgende Verabredung:

Die Drehungen um einen Kugelpunkt ¢, welche
von aussen angesehen in der Richtung des Uhrzei-
gers geschehen, sollen als negativ, die in der ent-
gegengesetzten Richtung als positiv gelten.

Bei einer gegebenen Drehung der Kugel blei-
ben immer zwei Punkte, Gegenpunkte, fest.

Die gegebene Drehung ist nur um einen der bei-
den Punkte positiv, um den anderen negativ, nach
unserer Verabredung. (Fig. 1).

Grossten Kreisen der Kugel werde ich im-
mer einen positiven Sinn zuschreiben, und einen Fig. 1.

Kreis nur dann als villig bestimmt ansehen, wenn sowohl Lage als
Sinn gegeben sind. Zwei Kreise, welche dieselbe Lage aber ent-
gegengesetzte Sinne haben, nenne ich Gegenkreise (Fig. 1).

Als Definition soll nun folgendes gelten:
Die Entfernung AB zweier Punkte 4, B auf einem

grossten Kreis ¢ ist die Bogenldnge von 4 nach B
in der positiven Richtung von ¢ gemessen.

Der Winkel ab zweier mit bestimmtem Sinn ge-
messener grossten Kreise a, b in einem Punkte Cist
der Winkel von a nach b in der positiven Richtung
von C gemessen.

Hier sind folgende Bemerkungen zu machen:
I Die Entfernung AB ist nur mod. 2z bestimmt.

Denn wir kinnen beliebig viele ganze Umldufe des Kreises ¢
von A wieder nach 4 zuriicklegen und dann von 4 nach B gehen,
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die beschriebene Bogenlinge ist immer nach der Definition die
Entfernung von 4 nach B auf c. R

Eine #hnliche Betrachtung zeigt, dass der Winkel ab in C
nur mod. 2z bestimmt ist.

1I. Die Entfernung zweier Punkte 4, B auf ¢ ist gleich der
Entfernung der beiden Gegenpunkte A’, B' auf ¢ (mod. 27).

Der Winkel zweier Kreise a, b in C ist gleich dem Winkel
der beiden Gegenkreise a', o' in C (mod. 27).

11I. Die Entfernung AB' auf ¢ ist = n+AB (mod. 2x).

Der Winkel @' in C ist = =+ ab (mod. 27).

Wenn wir aus den mod. 2z identischen Entfernungen AB
cine bestimmte herausgreifen wollen, so kinnen
wir diese immer als einen iiber die Kugel ge-
spannten Faden mit der gegebenen Linge an-
schen, welcher ein Ende in 4 hat, sich so
oft wie nitig um die Kugel herum zieht, und
mit dem anderen Ende in B befestigt ist.
(Fig. 2)

. . . . A
Ebenso kionnen wir einen bestimmten Winkel ab folgender-
maassen veranschaulichen: wir nchmen eine

b Uhrfeder, halten das eine Ende auf dem
Kreise a in einer kleinen Entfernung von C
a fest, und winden sie so oft um C herum, als

Fiv. 3 es ganze Multipla von 2z in der gegebenen
i Grosse ab gibt, das zweite Ende wird dann
auf b befestigt. (Fig. 3).

§ 2. Pol und Polare.

Wir ordnen jetzt die Punkte und griossten Kreise der Kugel
ein-cin-deutig folgendermaassen einander zu:

Derjenige Punkt € der Kugel, (Fig. 1), welcher die
Entfernung 12t von dem Kreise ¢ hat, und welcher,

von aussen betrachtet, links liegt, wenn wir den
Kreis ¢ positiv umlaufen, nennen wir den Pol von
c; umgekehrt heisst ¢ die Polare von C.

Pol und Polare sind nach unseren Verabredungen ein-ein-deutig
auf einander bezogen.



Wir sehen sofort:
Die Entfernung zweier Punkte 4, B auf ¢ ist gleich dem

Winkel der Polare a, b in dem Pole C (mod. 2x).
Oder, was dasselbe ist:
Winkel und Entfernung sind reciprok.

§. 3. Das sphérische Dreieck und die discontinuirliche Gruppe Ty.

Jetzt konnen wir ein sphirisches Dreieck definiren.

Wir nehmen auf der Kugel drei Punkte
A, A, A, (Eckpunkte) und drei grosste Kreise
¢,y €,y ¢, (Seitenkreise), welche sich in 4,, 4,
A, paarweise schneiden.

Nun wiihlen wir aus den mdglichen Ent-
fernungen /i:‘l, auf c,, A:Z, auf ¢, A:Z, auf
¢, je eine bestimmte a,, a,, a, aus, diese nen-
nen wir die Seiten.

Ebenso die Winkel a,, % % sind/\bestimmte, ausgewihlte

von den moglichen Winkeln ¢,r; in 4,, ¢,¢, in 4,, c/,\r, in A4,

Diese Seiten und Winkel sind die Elemente eines sphéri-
schen Dreiecks. Umgekehrt definiren wir ein sphirisches Dreieck
als den Inbegriff sechs solcher Elemente. '

Wir sehen sofort, dass mit gegebenen Eckpunkten und Seiten-
kreisen ein Dreieck nur mod. 2z bestimmt ist.

Wenn wir also unter II die unendliche Gruppe linea-
rer Transformationen verstehen, welche zu den Elementen
beliebige Multipla von 2z zuaddiren, und also die Gestalt haben

Fig. 4.

(1. «! = a,+ 2k, = 1,23)
o, = o,+2%m,

wo k, x» = 0 oder = irgend einer positiven oder negativen ganzen
Zahl, so werden wir vermdge II aus einem Dreieck alle anderen
bekommen, welche dieselben Eckpunkte und Seitenkreise besitzen.

Was die Bezeichnung «,, a,, a,, a,, a, a, betrifft, so sehen
wir, dass @, mit &, zusammengehirt, indem durch «; die dem Win-
kel «; gegeniiberliegende Seite bezeichnet wird. Sonst ist aber
die Bezeichnung willkiirlich, so dass wir wieder ein Dreieck be-
kommen, wenn wir die Nacheinanderfolge der Indices 1, 2, 3 auf
irgend eine Weise #ndern.
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Dies fiihrt uns auf die Vertauschungs-Gruppe C, vom
Grade 6, welche folgende erzeugende Operationen besitzt:

(Cy). ¢, = (a,a,)(x,2,),
Cna = (alasas) (ala!at)!

und welche ebenfalls aus einem Dreieck ein anderes Dreieck her-
vorruft.

Wenn wir weiter statt der Ecken die Pole der Seiten, statt
der Sciten die Polaren der Ecken nehmen, so bilden diese gleich-
falls mod. 2z ein Dreieck, welches folgende Elemente besitzt:

Seiten . . . .. 0,y Oy Oy,

Winkel . ... a,, a,, o,

Die Operation

Pa = (alal) (aza:) (aa“s) ’

auf dic Elemente cines Dreiecks angewandt, erzeugt also ein neues
Dreieck, das Polar-Dreieck. Diese Opcration nennen wir die
Polar-Operation; sie hat die Periode 2, erzeugt also eine
Gruppe, die Polar-Gruppe vom Grade 2.

Wenn wir weiter nur diec Eckpunkte als gegeben ansehen, so
konnen wir zwischen den einzelnen Bestandteilen der drei Paar
die Eckpunkte verbindenden Gegenkreise auf 2° = 8 Weisen wiihlen,
Es gibt daher mod. 2z acht Dreiecke mit gegebenen Ecken 4,
4,, A,

Dementsprechend kommen wir auf eine Gruppe £ mit den er-
zeugenden Operationen X', T ¥4 wo X, der Operation cnt-
spricht, welche den A, gegeniiberliegenden Kreis in seinen Gegen-
kreis verwandelt; die Gestalt der Operation X, wird folgender-
maassen tabulirt:

1 a, a, | a, | a, o, oy

2 |2%—a, | a, | a, | &, | 4o, | nta,

und ¥,, ¥; gehen aus £, durch Vertauschung der Indices hervor.
Die der Tabelle entsprechenden Dreiecke
werden durch die Nebencinanderstellung der
Figuren 4 und 5 erldutert.
Die Operationen von I, welche mod. 2#
verschieden sind, kinnen wir schreiben

zfx 2’:2 253 ’ (E = 0,1).
Reciprok, wenn wir die Seitenkreise c,, c,, ¢,
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allein vorschreiben, so konnen wir die Eckpunkte eines von ihnen
umgrenzten Dreiecks auf acht Weisen wihlen.

Dementsprechend kommen wir auf eine
Gruppe S mit erzeugenden Operationen S,
S, SE', wo S, eine Operation bezeichnet,
welche den ¢, gegeniiberliegenden Eckpunkt in
seinen Gegenpunkt verwandelt. Die Gestalt
der Operation S, ist einfach aus der Opera-
tion X, durch Vertauschung der Buchstaben
@, « abzulesen: das entsprechende Dreieck
wird in Fig. 6 dargestellt.

S und ¥ zusammen bilden eine unendliche Gruppe G,
welche aus einem gegebenen Dreieck immer solche Dreiecke her-
vorruft, welche in das urspriingliche Dreikant eingehingt sind.
Von der Gruppe G sind nur 64 Opcrationen mod. 2z verschieden,
z. B. kionnen wir sie schreiben

(@) DD b LTI (e, e = 0, 1).

Wir diirfen nicht umgekehrt schliessen, dass alle die Opera-

tionen, welche mit i E*X2S" S S mod. 2z congruent sind, in G
1 1 2 8 gr

enthalten sind, was in der That nicht der Fall ist. Wenn dies der
Fall wire, so wiirde Il eine Untergruppe von G und fiir unsere
Zwecke iiberfliissig sein. II ist aber keine Untergruppe von G; II
und G durchdringen sich in einer Untergruppe £, welche, nach
dem vorangehenden, gegen G den Index 64 und, wie wir spiiter
(p- 15) sehen werden, gegen IT den Index 2 besitzt.

Die lineare unendliche Gruppe, welche den folgenden Unter-
suchungen zu Grunde gelegt wird, ist aus den erwiihnten Gruppen
zusammengesetzt :

T, = {85 P, 0,

Wenn wir mit & den (unendlichen) Grad ‘von IT bezeichnen,
so ist, nach dem Vorangehenden, der Grad von I'y 64><2><6><a
= 768 &.

§ 4. Die continuirliche Gruppe.

Neben der unendlichen Gruppe I'y discontinuirlicher Substi-

tutionen giebt es eine zweite Gruppe, welche fiir das Dreieck
wesentlich ist; diese Gruppe nenne ich die continuirliche
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Gruppe. Diese Gruppe enthilt alle infinitesimalen Operationen,
welche ein Dreieck in ein anderes Dreieck iiberfithren und also
alle Operationen, welche durch eine Reihenfolge solcher infinitesi-
maler Operationen erzeugt werden kinnen. Die ,integralen“ Ope-
rationen der continuirlichen Gruppe (wie ich sie nennen will) sind
ja an sich nicht continuirlich, sie sind aber immer durch eine
Reihe continuirlicher (d. h. infinitesimaler) Operationen ersetzbar ;
ich werde von ihnen sagen, dass sie ,continuirlich ausfiihr-
bar® sind, und dass die betreffenden Dreiecke aus einander ,con-
tinuirlich abgeleitet werden konnen®.

Die Frage, welche wir zuniichst treffen, ist:

Welche von den Operationen von I, sind con-
tinunirlich ausfiihrbar?

Wir nehmen zuerst die Untergruppe G und beweisen, dass
sie continuirlich ausfiihrbar ist.

Diese Untergruppe hat die erzcugenden Operationen X', Sti.
Z, konnen wir folgendermaassen ausfiihren:

I III
Fig. 7.

I zeigt das Ausgangsdreieck, welchem wir eine einfache Gestalt
gegeben haben, um die Figuren zu vercinfachen; im Wesentlichen
wird Nichts geiindert, wenn wir ein complicirteres Ausgangsdreieck
withlen. In IT haben wir den Eckpunkt 4, den Kreis 4,4, ent-
lang in der negativen Richtung bis A] wandern lassen, um nachher
den Kreis 4,4, um die Kugel herum in der positiven Richtung
von 4, zu drehen, bis wir zu der Figur III gelangen. In der
1Vten Figur haben wir den Punkt 4, wieder in seine urspriingliche
Lage zuriickgefiihrt und zwar auf demsclben Wege, nur in ent-
gegengesetzter Richtung, wie er zuerst gewandert war.

Damit ist der ganze Process fertigz und die Operation X, con-
tinuirlich ausgefiibrt.

Die Operation Z;' unterscheidet sich nur dadurch von E,, dass
wir beim Uchergang zwischen den Figuren II und IIT in der ne-
gativen Richtung von 4,, statt in der positiven Richtung drehen
miissen.
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S, ldsst sich folgendermassen continuirlich ausfiihren:

AR

)

Fig. 8.

Wir lassen 4, in der negativen Richtung von a, bis zu dem
Gegenpunkte 4] wandern; wir kommen dann auf ein Dreicck,
welches wir durch Operation X, in das gesuchte Dreieck verwan-
deln kinnen. Da wir nun schon gezeigt haben, wie X, continuir-
lich auszufiihren ist, so haben wir auf diese Weise S, continuirlich
ausgefithrt. Wir sehen auch, dass die Operation, welche in G
demjenigen Processe entspricht, bei welchem A4, nach 4] wandert,
nichts anders ist als S,X;"

Um ;' continuirlich auszufiihren, miissen wir umgekehrt ver-
fahren. Zuerst miissen wir die continuirliche Operation ausfiihren,
welche ;' gibt, und dann 4, wandern lassen, und zwar jetzt in
der positiven Richtung von a,, bis es nach 4] gekommen ist.

Damit ist aber bewiesen, dass G in der continuirlichen Gruppe
enthalten ist.

Wenn wir eine Operation von G auf ein Dreieck anwenden,
so kommen wir in allen Fillen auf ein Nebendreieck des ur-
spriinglichen Dreiecks, d.i. auf ein Dreieck, welches in das ur-
gpriingliche Dreikant eingehiingt ist; weiter aber ist das so ge-
wonnene Nebendreieck aus dem urspriinglichen Dreieck continuir-
lich ableitbar.

Es fragt sich, kommen wir auf diese Weise auf alle Neben-
dreiecke, oder giebt es Nebendreiecke, welche aus einander nicht
continuirlich ableitbar sind? Es wird sich zeigen, dass das letztere
der Fall ist.

Wir haben gesehen, dass mod. 2% nur 64 Operationen von G
verschieden sind, z.B.

THEREr S0 8 ST, (s, ¢ = O oder 1).
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Typus. Elemente. dar Ope-
des Typus,
*1 a, a, a, a, o, o, 1
* 3 2z —a, T+ a, T+ o, 6
I3, 2z —a, 2n—a, [27] + o, T +a, T+ a, 6
* X8 2r—a, ®+a, T+ a, 2r—a, %+ a, T+ o, 3
I8, [27]+ n—a, T+ a, T—a, %+ oy 6
)N 2z —a, 2z —a, 2n —a, [27] + a«, 7] + a, [2x] + o, 2
z.8,8, [27] + 2z —a, % +a, T+ a, T—a, T— o 6
* 38,5, 2x]+x—a, | [2n]+a, T+ a, 2r—a, % +a, T — oty 12
555 |@28+25—a,| [2x+a | [+ %—a, | Rutn-a, | Bm+a—a | 6
* ¥.3.8,5, [27] + a, 2z] +x—a, | [22]+ n—a, [27] + o, T—a, T—a, 3
3,X.S,S, T +a, (2] + n—a, | [27]+ 2n—a, | [—2%]+ 2n—a, T—a, %+ oy '@.I;
* 55,555 | [+, |[2a]+2t—a,|[28]+2n—a, | [—2%]+25—a, | m—a, i—a, | 6
* 5,5,5,5,5,5, | [27]+2n—a, | [25]+ 2n—a, | [28]+ 2 —a, | [—26]+ 2n—a, | 2]+ 2n—a, | [—20)+ 2n—ay | 1
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Fiir diese Operationen haben wir die nebenstehende Tabelle, wo
wir diejenigen Operationen, welche denselben Typus haben, d. h.
durch geeignete Vertauschung der verticalen Zeilen aus einander
hervorgehen, immer nur durch eine unter ihnen reprisentirt haben*).

Wenn wir diese Operationen auf ein elementares Dreieck
anwenden (d.i. auf ein Dreieck, dessen Elemente alle > 0 <= sind),
so kommen wir auf ein Nebendreieck, welches wir durch eine re-
ducirende Operation der Gruppe Il immer in ein reducirtes
Dreieck (d. i. ein Dreieck, dessen Elemente alle >0 < 2= lie-
gen) verwandeln kionnen.

Das so gewonnene Dreieck nenne ich ein Nachbardreieck
und die entsprechende Operation eine Nachbaroperation.
Also:

Nachbardreiecke sind die 64 reducirten Drei-
ecke, welche in dasselbe Dreikant eingehidngt sind.

Die 64 Nachbaroperationen sind die Substitu-
tionen, welche aus einem elementaren Dreieck die
Nachbardreiecke hervorrufen.

Die Nachbaroperationen sind ebenfalls aus der Tabelle abzu-
lesen, ndmlich durch Abtrennen der in Klammer zugefiigten Mul-
tipla von 2=, welche selbst die entsprechenden reducirenden Ope-
rationen von II zu derselben Zeit liefern.

Wir wollen jetzt untersuchen, ob die Nachbaroperationen simt-
lich der Gruppe G angehiren.

Wir sehen sofort, dass in der Hilfte der Fille die reducirende
Operation der Untergruppe & von I angehirt, welche durch die
Bedingung characterisirt ist:

®) ik 4k = % +%+%, (mod. 2).

Die betreffenden Nachbaroperationen sind in der Tabelle

*) Z. B. wir haben S, = PC,Z, C,P. Die Tabelle giebt Z,, der Uebergang
von £, zu S, liefert folgendes:

| T
LI & a,‘a. Eh ay ay

% | 2n—q a ay o Ttay | mta,

S| tta L T+ a, L) 2n—ay a
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mit einem Stern ausgezeichnet; und die Antwort auf unsere
Frage ist:

Die 32 mit Sternen ausgezeichneten Nachbar-
operationen gehdren zu der Gruppe G, die ande-
ren nicht.

Um dies zu beweisen, betrachten wir die Untergruppe 8.
Die typische Operation konnen wir schreiben:

"1' = a‘1+2k1“1
a, = a,+ 2k, +2(k,— k)=,
(Q) a, = ay+2(k,— %)z + 2(k,—k, + k)=,
ey = ay—2(k,—k, + k) m+2(ny + K=k, + k) 7,
a, = a,+ 20+ k,—k, + k)7 + 2 (x, —n,— K, + k, - k) m,

\a! = a, 4+ 2(x, —%—Fky+ k,— k) ® + 2(%,— %, + %y + ky,—ky+ k) 7.
Nun ist aber
Ry=%yF g+ b=l + k=0 (mod. 2);

wir kinnen also unsere Operationen auf die Wiederholung dreier
erzeugender Operationen zuriickfithren; némlich:

a = a,*2=, M
o —at2n |
a, = a,*27x,

(®) o — a,i21:,$ ...... Im
a, = a,*2m, .
AR, ; ...... (IID);

denn

a, = a,*4dm=n

ist auf II und III zuriickzufiihren. Nun ist aber

I.nichts anders als S’
H ” n n X‘i .7
III ” ) » (zlsl).'

Die erzeugenden Operationen von & sind daher in G enthalten.
Daraus folgt also: .

® ist eine Untergruppe von G und daher in der
continuirlichen Gruppe enthalten. !
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Dadurch ist aber auch bewiesen, was schon behauptet war,
dass die 32 Nachbaroperationen, welche in der Tabelle mit Sternen
ausgezeichnet sind, ebenfalls zu der Gruppe G und zu der conti-
nuirlichen Gruppe gehoren.

Die zugehirigen 32 Nachbardreiecke sind also aus einem ele-
mentaren Dreieck continuirlich ableitbar; ebenso ist die Hilfte
der Nebendreiecke aus einem elementaren Dreieck continuirlich
ableitbar.

Bei einfacher Ueberlegung zeigt sich, dass jede Operation
von II, welche nicht in & enthalten ist, auf eine Operation von &
und die einzelne Operation

(Xl) a; = a, + 2=

zuriickzufiihren ist.

Dass die Operation X, nicht in der continuirlichen Gruppe
enthalten ist, leuchtet hier nicht ein; wir miissen, um das zu be-
weisen, die Gleichungen zwischen den Seiten und Winkeln eines
Dreiecks heranziehen. Wenn ich auf pp. 22, 55 der spiteren Ca-
pitel verweisen darf, so lisst sich hier das Resultat geben:

Die Operation X, ist nicht continuirlich aus-
fithrbar.

Daraus aber folgt:

Die in & nicht enthaltenen Substitutionen von Il
sind nicht continuirlich ausfiihrbar.

Es folgt auch ein Resultat, welches schon (p. 9) gegeben war,
dass nimlich die Untergruppe &, in welcher G und II sich durch-
dringen, und welche gegen G den Index 64 hat, gegen Il den
Index 2 besitzt, was wir folgendermaassen symbolisch schreiben
konnen :

Index (%) — 2, Index (%) — 64,

Es resultirt nun, dass die 32 nicht mit Sternen ausgezeichneten
Nachbaroperationen ebenfalls nicht continuirlich ausfiihrbar sind,
wie behauptet wurde, und dass die Hélfte von den Nachbardreicken,
ebensowohl wie die Hilfte der Nebendreiecke, nicht aus einem ele-
mentaren Dreieck continuirlich abgeleitet werden kann.

Eigentliche Dreiecke pflegt man alle Dreiecke zu
nennen, welche aus einem elementaren Dreieck continuirlich abge-
leitet werden kionnen. Es ist leicht zu sehen, das jedes elementare
Dreieck aus jedem anderen continuirlich abgeleitet werden kann;
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wir konnen demgemiss die Resultate dieses Capitels folgender-
maassen zusammenfassen :

Eigentliche Nebendreiecke sind die, welche aus
dem elementaren Nebendreieck durch die Opera-
tionen der Gruppe G hervorgechen; sie sind alle aus
einander continuirlich ableitbar.

Und wenn wir beriicksichtigen, dass die Operation X*® in G
enthalten ist, so konnen wir hinzufiigen:

Die uneigentlichen Nebendreiecke sind eben-
falls alle aus einander continuirlich ableitbar, nicht
aber aus den eigentlichen Dreiecken. Um ein un-
eigentliches Nebendreieck aufein cigentliches zu
reduciren, geniigt es, neben einer Operation von G
die Operation X, heranzuziehen

Es bleiben noch von der Gruppe I'y die Untergruppen P, und
C, zu beriicksichtigen. Man iiberzeugt sich schr leicht, dass diese
der continuirlichen Gruppe angehiren. Denn wenn ein Dreieck
eigentlich ist, so sind die durch P,, C, transformirten Dreiccke
ebenfalls eigentlich; wenn aber das urspriingliche Dreieck unei-
gentlich ist, so bleibt es nach Transformation durch I’, oder C,
uncigentlich.

Wir konnen also mit folgender Bemerkung dieses Capitel
schliessen:

Die continuirliche Gruppe und die Gruppe I'y
durchdringen sich in ciner Untergruppe, welche ge-
gen Ty den Index 2 besitzt und welche durch Adjunec-
tion der einzelnen Operation X, die Gruppe I’ er-
giebt.

§ 5. Die Ungleichungen.

Wenn wir ein Dreieck haben, so konnen wir dieses durch eine
Operation von Il in ein reducirtes Dreieck verwandeln, welches
selbst durch eine der Nachbaroperationen immer auf ein elemen-
tares Dreieck zuriickgebracht werden kann. Wenn wir von dem
zu einem Dreieck gehtrenden reducirten oder elementaren Drei-
eck sprechen, so ist es hiernach unzweifelbaft, was wir damit
ausdriicken wollen.

Wenn nun die drei Seiten eines Dreiecks gegeben sind, so
kionnen wir diese auf die Seiten des entsprechenden elementaren
Dreiecks reduciren; dicses elementare Dreieck ldsst sich nun
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einfach coustruiren, wenn nur dessen Seiten gewissen Ungleichun-
gen geniigen.

Wir construiren ndmlich die Seite a, und legen dann um deren
Endpunkte A4,, A, herum Kreise auf der Kugel von
Radius a,, bez. a,, Diese Kreise schneiden sich im
Allgemeinen in zwei Punkten; jeder von diesen konnte
als Endpunkt 4, gelten, wenn wir nicht verlangten,
dass die Winkel alle zwischen O—x liegen sollten.
Wenn wir dies beriicksichtigen, so giebt es nur eine
Moglichkeit.

Da wir nun das elementare Dreieck bestimmt
haben, kionnen wir durch Riickwirtsdurchlaufen der Reductionspro-
cesse ein Dreieck mit den gegebenen Elementen bestimmen.

Ebenso kinnen wir durch die Polar-Operation ein Dreieck mit
gegebenen Winkeln construiren.

Die Ungleichungen, welchen die Seiten und Winkel des ele-
mentaren Dreiecks geniigen miissen, sind am einfachsten folgender-
maassen auszudriicken. Wir setzen:

Fig. 9.

46, 2x—a,—a,—a,, 4o, 2r—a,~a,—a,,

46, = —ata,+a, 49, = —a,+a,+a,
462 = a,—a, +a, 4?: = o,—a,+ a,,
46, = a,+a,—a,, 4o, = a,+a,—a,,

dann miissen alle 6 und ¢ im ersten Quadranten (0——;—)
liegen.

Wenn wir nun auf diese Ungleichungen die Nachbaropera-
tionen anwenden, so finden wir, dass die 6 und ¢ fiir Dreiecke
erster Stufe miglicherweise auch in anderen Quadranten liegen
kinnen, wie in der nachstehenden Tabellg angegeben ist.

Wie friiher in der Tabelle der Nachbaroperationen lassen sich
in den verticalen Zeilen die 6,, 6,, 6, beliebig mit einander ver-
tauschen, wenn wir nur gleichzeitig in den entsprechenden verti-
calen Zeilen die-¢,, ¢,, ¢, vertauschen: (C,).

Ebenso lassen sich die siimtlichen 6 mit den entsprechenden ¢
vertauschen: (P,).

Die erste verticale Zeile gibt jedesmal eine der zur Anwen-
dung kommenden Substitutionen beispielsweise an und diese Sub-
stitution ist in den letzten drei Fillen in Klammern eingeschlos-
sen, um zu zeigen, dass die (reducirte) Nachbaroperation gemeint
ist. Die letzte Zeile gibt die Anzahl der durch C,, P, entstehen-
den Systeme.

2



6, 6,89, 6, Po P P P

1 1 | 1,11, | 1 | 1,11, | 1
T, -1 | 211 | -1 211 | 3
z,8, -2 | 1,11, | -2 | 1,1, | 1
s8] | -1 [1,1,-1,| -1 |1,1,—-1,| 3

TIZE] | 2 | 1,11, 1 | 1,11, 2

[Exsns:] -1 11 11 "1: -1 1' 11 21 6

16

So bekommen wir 16 Miglichkeiten fiir ein reducirtes Dreieck,
welche wir mit Study folgendermaassen classificiren kénnen:

o |9 |0 |1 |2]3

4 A 1 ]1 |11
Al A |-2]1 (1|1

A A |-1]2 |11
Al A =111 |1

4, A |-1|1 |21
A AL =1] 1 |-1]1

A | A |-1]1 |1 ]38
Al A | -1|1 |1 |1

Mit dem Buchstaben 4 wird jedesmal eine bestimmte Vertei-
langsweise der 6 auf die 4 Quadranten bezeichnet, ebenso mit A
eine Vertheilungsweise der ¢.

Die iiber den letzten verticalen Zeilen stehenden 0, 1, 2, 3 sind
die Indices der 6 oder ¢, und die in diesen Zeilen stehenden Zah-
lIen bestimmen die Quadranten, in denen die 6 oder ¢ liegen kon-
nen, und so haben wir in der Tabelle die Verteilungsweisen vor uns,
welche wir mit 4, bez. A bezeichnen wollen. Nun kann A, mit
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A, oder A/, ebenso A mit A, oder A zusammen gelten, nicht aber
A, mit A, oder A/, noch A mit A, oder AJ.
Wir haben also 16 Moglichkeiten fiir ein reducirtes Dreieck.
Aus der Tabelle lesen wir ab:

Alle reducirten Dreiecke haben ihre 6, ¢, in dem-
selben oder in gegeniiberliegenden Quadranten.

Wenn wir nun zu allgemeinen Dreiecken iibergehen wollen,
so bemerken wir zuerst, dass die Operation X,, welche @, in «,+ 2z
verwandelt, folgende Aenderungen in den 6 veranlasst:

(X)) 6 = 6+,

6 =6+3, (=123

Die allgemeinste Operation der Gruppe &
a, = a,+2kmx,
(R). o] = a,+2xm,
E+k+k =%+ %+%, (mod. 2)

macht folgende Aenderungen:

=
i

6= ki +ht+ k) 3,

(®). 6, = 6,— (k+k+h) 5+ +k)m,
f T
P = ’?o_(xn+7‘x+7‘s)§’

¢ = ?:"(""’"”;"‘"ﬁ)%"‘(":""‘z)“, J
¢4 k=12723).

Die Operationen von & fiigen also, abgesehen von einem gemein-
samen Gliede

— U+ k) 5,

nur Multipla von = zu den Elementen hinzu.



Daraus folgt also, dass nicht nur alle reducir-
ten Dreiecke, sondern alle aus diesen continuirlich
ableitbarenDreiecke ihre 6,,¢,in demselben oder in
gegeniiberliegenden Quadranten haben. Aus der
Gestalt der Operation X, aber schliessen wir, dass
jedes eigentliche Dreieck, dessen zugehdriges redu-
cirtes Dreieck uneigentlich ist, ebenso wie jedes un-
eigentliche Dreieck, dessen zugehoriges reducirtes
Dreieck eigentlich ist, seine 6,, ¢, in nebeneinander-
liegenden Quadranten haben muss.

§ 6. Gleichungen.

Wir haben in dem letzten Paragraphen gesehen, dass wir aus
unter gewissen Beschrédnkungen gegebenen Seiten, bez. Winkeln,
ein reelles Dreieck vollig construiren konnen. Ebenso ldsst es
sich direkt vermittelst eines elementaren Dreiecks beweisen, dass,
wenn irgend welche drei Elemente in anderer Combination gegeben
sind, jedesmal mindestens ein zugehiriges Dreieck bestimmt werden
kann.

Die Gesamtheit unserer Dreiecke wird deshalb, wenn wir die
Elemente als Coordinaten anschen, den reellen Bestandteil einer
dreifach ausgedehnten Mannigfaltigkeit 3/, im Raum von sechs Di-
mensionen bilden. Dabei wird die Mannigfaltigkeit transcendent
sein, wie wir sogleich sehen werden; was in Beziehung mit der
Benennung ,transcendente Trigonometrie“ steht.

Wir kionnen aber gewisse trigonometrische Functionen der
Elemente als Coordinaten ansehen, dann haben wir es mit alge-
braischer Trigonometrie zu thun; und in der That erweist sich
dann die Mannigfaltigkeit als algebraisch.

Um unsere Mannigfaltigkeit allgemein zu definiren, miissen wir
zuerst die Gesamtheit der Gleichungen zwischen den Elementen
eines reellen Dreiecks aufstellen. Von ihnen sind nur drei unab-
hiingig. Vermittelst dieser Gleichungen konnen wir hernach den
Begrift eines sphiirischen Dreiecks in das Gebiet der complexen
Variablen analytisch fortsetzen.

Von den Formeln, welche sich in irgend einem Lehrbuche der
sphérischen Trigonometrie finden*), wiihlen wir die sog. Gaussischen
aus; wir werden spiter schen, dass diese in einem gewissen Sinne
das ganze System der iiberhaupt existirenden Gleichungen véllig
ersetzen.

*) Vergl. Study: Abschnitt I § 1.
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Von den 12 Gauss’schen Formeln lauten die vier ersten:

sinf(a,+a) _  cosi(e,—a,) cosf(a,+a;)  _ cosi(e,+ay)
- e, a ! o -t a !
sin o~ cos -~ coS - cos -2
2 2 2 2
sin } (a,— a,) __ _sin}(a,—ay) cosf(x,—a) _  sin}(e,+a)
T et a ' a T e
sin .- sin - cos —- sin -
2 2 2 2

und hierza treten die 8 durch Vertauschung der Indices. hervor-
gehenden Formeln.

Die oberen Vorzeichen stehen alle in Zusammenhang, ebenso
die unteren Vorzeichen. Die oberen Vorzeichen gelten fiir ein
elementares Dreieck und daher fiir alle Dreiccke, welche aus
einem elementaren continuirlich abgeleitet werden kinnen, d. h. fiir
alle eigentlichen Dreiecke. Wir haben hiermit eine Defi-
nition eines eigentlichen Dreiecks, welche sich in
das Gebiet der complexen Variablen fortsetzen lisst.

Die unteren Vorzeichen gelten fiir die uncigentlichen Dreiecke,
womit wir auch hier eine fiir das complexe Gebiet erweiterte De-
finition gewonnen haben.

Es zeigt sich also, dass im complexen ebensowohl wie im
reellen Gebiete die sphiirischen Dreiecke sich in zwei getrennte
aber in sich zusammenhiingende Classen teilen, némlich in die ei-
gentlichen und in die uneigentlichen *).

*) Vergl. Gauss, Theoria Motus. Liber 1. Sect. Il. § 54:

»Quamquam demonstrationem harum propositionum brevitatis caussa hic
spraeterire oporteat, quisque tamen earum veritatem in triangulis, quorum nec
slatera nec anguli 180* excedunt, haud difficile confirmare poterit. Quodsi qui-
»dem idea trianguli sphaerici in maxima generalitate concipitur, ut nec latera
snec anguli ullis limitibus restringantur (quod plurima commnoda insignia praestat,
»attamen quibusdam dilucidationibus praeliminaribus indiget), casus existere pos-
»sunt, ubi in cunctis aequationibus praecedentibus signum mutare oportet: quo-
»niam vero signa priora manifesto restituuntur, simulac unus angulorum vel unum
slaterum 360° augetur vel diminuitur, signa, qualia tradidimus, semper tuto rc-
stinere licebit, sive e latere angulisque adiacentibus reliqua determinanda sint,
»sive ex angulo lateribusque adiacentibus: semper enim vel quaesitorum valores
»ipsi vel 360° a veris diversi hisque adeo acquivalentes per formulas nostras eli-
scientur. Dilucidationem copiosorem hujus argumenti ad aliam occasionem nobis
sreservamus, quod vero praecepta, quae tum pro solutione problematis nostri tum
»in aliis occasionibus formulis istis superstruemus in omnibus casibus gcueraliter
»valent, tantisper adiumento inductionis rigorosae i.e. completae omnium casuum
senumerationis haud difficile comprobari poterit.c :
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Die Gesamtheit der reellen eigentlichen Dreiecke bildet daher den
reellen Zweig einer Mannigfaltigkeit, der eigentlichen Mannig-
faltigkeit J,; und die Gesamtheit der reellen uneigentlichen Drei-
ecke bildet den reellen Zweig einer anderen Mannigfaltigkeit, der
uneigentlichen Mannigfaltigkeit M;. Im ,transcendenten“
Raume sind beide Mannigfaltigkeiten transcendent, im ,algebrai-
schen® Raume algebraisch. Da aber die Functionen des halben
Winkels in denen des Winkels selbst irrational sind, so werden die
beiden Mannigfaltigkeiten auf der ersten Stufe nicht getrennt er-
scheinen ; erst auf den hoheren Stufen werden wir es mit zwei ver-
schiedenen algebraischen Mannigfaltigkeiten zu thun haben.

Die Thatsache, dass die eigentlichen und uneigentlichen Drei-
ecke verschiedenen algebraischen Gleichungssystemen geniigen, also
verschiedenen Mannigfaltigkeiten angehéren, ist an sich noch nicht
hinreichend, um zu beweisen, dass ein eigentliches Dreieck nicht
moglicherweise doch aus einem uneigentlichen continuirlich abge-
leitet werden kann. Die beiden algebraischen M, haben ndmlich,
weil in einem R, gelegen, notwendig gewisse Punkte gemein, und
durch diese Punkte oder die entsprechenden Dreiecke scheint ein
stetiger Uebergang moglich.

Es wird sich aber zeigen, dass im transcendenten Gebiete kein
solcher Uebergang moglich ist, weil den genannten Schnittpunkten
der algebraischen Gebilde unendlich grosse Werte der a,, . . . a,
entsprechen, die wir von unserer Betrachtung von vornherein aus-
schliessen.

In Beziehung zu der transcendenten Mannigfaltigkeit gewin-
nen die gruppentheoretischen Entwickelungen dieses ersten Teils
ein merkwiirdiges Interesse.

Jede Mannigfaltigkeit, jedes Gebilde im n-fach ausgedehnten
Raume besitzt ndmlich zwei wichtige zugehorige Gruppen. Die
erste ist die Gruppe der affinen Transformationen, vermige welcher
das Gebilde in sich selbst iibergeht; diese Gruppe bestimmt die
Symmetrie-Eigenschaften der Mannigfaltigkeit, und, wenn sie sich
nicht auf die Identitiit reducirt, so sind wir wirklich durch Festlegung
derselben in unserer Kenntnis der Gestalt der Mannigfaltigkeit
einen Schritt weiter gekommen. Diese Gruppe ist eine disconti-
nuirliche lineare Gruppe und kann jenachdem endlich oder unend-
lich sein.

Die zweite in Betracht kommende Gruppe ist notwendiger-
weise continuirlich und unendlich. Sie besteht aus allen Verzer-
rungen des Gebildes in sich selbst, enthdlt daher insbesondere die



— 923 —

infinitesimalen Verzerrungen dieser Art. Da nun jede Verzerrung
durch eine Aufeinanderfolge infinitesimaler Verzerrungen erzeugt
werden kann, so konnen wir diese letzteren als Erzeugende der
Gruppe ansehen. Hiernach ist die Gruppe continuirlich. Diese
Gruppe ist aber von keiner endlichen Anzahl Parameter abhiingig,
sie enthdlt vielmehr willkiirliche Functionen; die Gruppe ist dem-
nach eine unendliche *).

In unserem Falle ist das zau Grunde gelegte Gebilde die trans-
cendente Mannigfaltigkeit selbst; und die Gruppe der zugehirigen
affinen Transformationen (der Automorphien, wie wir sagen wollen)
ist die Gruppe Ia.

Die Symmetrie - Eigenschaften unserer Mannigfaltigkeit sind,
wie schon in der Einleitung angedeutet war, zahlreich und merk-
wiirdig. Die Mannigfaltigkeit ist in den sechs Hauptrichtungen
einfach periodisch (IT). Sie geht in sich selbst iiber durch eine
Rotation der Periode 2 um jede der drei vierfach ausgedehnten
linearen Mannigfaltigkeiten

0,
0,

a,—a,

a—a,
und durch Spiegelung an dem dreifach ausgedehnten ,Raum*
a,—a, = a,—a, = ag,—oa, = 0.

Ausserdem geht sie in sich selbst iiber vermtge 64 affiner Trans-
formationen (G) eines weniger einfachen Characters. Wir konnen
uns also gestatten, zu sagen:

Die transcendente Mannigfaltigkeit ist in einem
sehr hohen Grade regulér. .

Die zweite in Betracht kommende Gruppe st die in § 4 ein-
gefithrte continunirliche Gruppe. Diese hatten wir so aufgefasst,
dass in den Seiten und Winkeln eines Ausgangsdreiecks kleine
Aenderungen gemacht wurden, wobei das Dreieck in ein neues
Dreieck iibergefiihrt wurde; und diese Aenderungen hatten wir
uns gedacht als durch Bewegung auf der Kugel erzeugt. Wenn
wir statt eines einzelnen Dreiecks die Gesamtheit aller Dreiecke
betrachten, so sehen wir, dass irgend eine Operation der conti-
nuirlichen Gruppe jedes Dreieck in ein anderes Dreieck iiberfiihrt ;
obwohl die Stiicke, welche wir zu den einzelnen entsprechenden

*) Vergl. Klein, Erlanger Programm. p. 30.
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Seiten und Winkeln hinzufiigen migen, in den verschiedenen Féllen
ganz verschieden sein kinnen, indem sie von den Elementen des
betreffenden Ausgangsdreiecks abhingig erscheinen. Wir sehen also,
dass dieselben Aenderungen, im R, gedeutet, die transcendente
Mannigfaltigkeit in sich selbst verschieben; und unsere Gruppe
wird nichts Anderes scin, als die Gesamtheit solcher Verzerrungen.

Die Frage nach der gemeinsamen Untergruppe von I’y und der
continuirlichen Gruppe ist jetzt folgendermaassen zu formuliren:

Welche von den Automorphien der transcenden-
ten Mannigfaltigkeit sind durchcontinuirliche Ver-
zerrung derselben zu erzeugen?

Die Antwort auf diese Frage steckt in der Entwicklung von
§ 4. Wenn wir beriicksichtigen, dass die transcendente Mannig-
faltigkeit nicht irreducibel ist, sondern in die eigentliche und
die uncigentliche Mannigfaltigkeit zerfiillt, so kinnen wir unsere
Resultate folgendermaassen in Worte fassen:

Von den Automorphien (Ty) der transcendenten
Mannigfaltigkeit konnen wir die Hédlfte durch Ver-
zerrung erzeugen: ndmlich diejenigen Automor-
phien, welche die eigentliche sowohl als dic unei-
gentliche Mannigfaltigkeit in sich iiberfiihren. Ad-
jungiren wir hierzu die Umformung (X)), so erzeugen
wir die ganzeGruppe der Automorphien. Diese Um-
formung vertauscht die eigentliche mit der unei-
gentlichen Mannigfaltigkeit.




Teil II

Die algebraische Trigonometrie.

§ 7. Vorliufige Bemerkungen.

Wenden wir uns nun zu der algebraischen Trigonometrie.
Die Probleme, welche wir hier beantworten werden, hatten wir
schon in der Einleitung bezeichnet.

Wir definiren zuerst vermittelst sechs algebraischer Func-
tionen von cot %, cot32li (* = 1,2,3) einen gewissen Raum von
sechs Dimensionen, welcher diese Functionen als bestimmende Co-
ordinaten hat, und welcher dementsprechend mit einer gewissen,
der Identitéit zugeordneten Untergruppe von Iy im engsten Zu-
sammenhange steht. Diese Untergruppe besitzt gegen I's einen end-
lichen Index, welcher zu bestimmen ist; dieser Index ist nach De-
finition nichts anderes als die Anzahl der fiir unseren Raum noch
iibrig bleibenden Operationen von I ; und diese Operationen, in
den Coordinaten ausgedriickt, bilden eine Gruppe, welche als Grad
den genannten Index besitzt. Die hiermit bezeichnete Gruppe muss
gefunden werden.

Ferner aber: In unserem Raume haben wir es mit einer ge-
wissen algebraischen Mannigfaltigkeit zu thun; und wir fragen,
was ist der Grad derselben? Diese Frage habe ich in zwei ein-
fachen Fillen untersucht.

In einem dritten Falle, welcher vor den beiden ersten den
Vorzug hat, dass bei ihm die eigentliche und die uneigentliche
Mannigfaltigkeit getrennt erscheinen, habe ich gesucht, ausserdem
weitergehende Ueberlegungen zu machen, und als wichtigsten Punkt
ein vollstdndiges System von Gleichungen im Sinne Hilberts fiir
jede der beiden Mannigfaltigkeiten zu bilden. Die Frage nach den
gemeinsamen Punkten der beiden Mannigfaltigkeiten kommt hier zar
Geltung; und dabei werden die Betrachtungen von §§ 4, 6 ver-
vollstindigt. Zugleich erfahren wir Niheres iiber die Gestalt der

Mannigfaltigkeit.
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§ 8. Die M:¥).

Als erste Erscheinungsform der Mannigfaltigkeit der sphiri-
schen Dreiecke wihlen wir diejenige, welche den niedrigsten Grad,
nidmlich vier, hat. Auf diese kommen wir folgendermaassen.

Durch Division gehen aus den Gauss'schen die Napier’schen
Gleichungen hervor:

o, + a, a,
cos —5 _ tan D) e
— — ’ .
cos % tan 22t %
2
oder:
o, a4 P ot G
cot? cot 2 _ 1 cot 2 cot B 1
_ a ,
cot? cot 22 9 L | cot-2— cot 2o o5 +cot 2
oder:

1—cot & 1 2 cot 2’ +cot 2 cot—2~+cot D) cot—z—

a o
cot o cot > = .

22 14 cot 2t cot o= + cot 5= cot 5t + cot 5 cot -
bl co ) 0 2 C 2 co D) Cco 200 2

Diese Gleichungen konnen wir am einfachsten beherrschen,
wenn wir das Coordinatensystem wihlen:

T, = cot% cot 2 2 , . s. W.
x, = cot% cot%?-. W 8. W.

Die oben geschriebene Gleichung schreibt sich nun:
@) z(-1+z,+2,+2,) = 1-2,+2,+42,,

wir haben also eine quadratische Gleichung, und das System der
Gleichungen, welche durch Vertauschung der Indices nach den
Gruppen C,, P, hervorgehen, kinnen wir am einfachsten als eine
Matrix schreiben:

*) Der Grad 4, ebensowohl wie der Grad 8 der im nichsten Abschnitte be-
handelten M$ sind von Study ohne Beweis gegeben worden. Study. p. 186.
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ll—xl+x!+z87 1+ z,—2z,+ ,, 1+ 2+ 2,—=,, _1+$x+xs+za1=0’
| ey Ty Ty » 1
oder auch (was dasselbe ist):
;xl7

1—z,+ 7,42, 1+2,—2+2,, 1+2,+2,—2,, —14+2,+2,+7,

z,, x, 1 \=O.

Um nun den Grad unserer M, zn bestimmen, schneiden wir un-
sere M, mit einer linearen M,, d.h. wir nehmen drei allgemeine
lineare Gleichungen zwischen den z willkiirlich an. Diese konnen
wir so umformen, dass x,, z,, z, als lineare Functionen der iibri-
gen Coordinaten gegeben werden. Dann aber stellt die Gleichung
(1) ein hyperbolisches Paraboloid dar mit asymptotischen Ebenen,
welche zu

z‘(xl + 2, +xs) =0

parallel laufen. Die Schaar von Flichen zweiten Grades, welche
im entsprechenden Sinne durch die Matrix bestimmt wird, enthilt
drei derartige Parabolotde, welche ausser einer gemeinsamen Ge-
raden im Unendlichen

z +z, 42, =0

sich in vier Punkten schneiden. Dass die Gerade nicht allen den
Flidchen der Matrix gemein ist, tritt aus der zweiten Schreibweise
hervor. Die Fldchen haben daher nur vier Punkte gemein. Das-
selbe gilt also von der M, der sphirischen Dreiecke und der linea-
ren M,, mit der wir sie geschnitten hatten; d.h.

Der Grad der M, der sphidrischen Dreiecke ist im
vorliegenden Falle 4.

Wenn wir nun die transcendente Gruppe I'y in Bezug auf
unsere Coordinaten untersuchen, so sehen wir sofort, dass die Co-
ordinaten bei der Gruppe II und derjenigen Untergruppe von G,
welche darch ¥ X% und S,S,S, erzeugt wird, véllig ungeidndert
bleiben. Die Untergruppe {II, £,35,%,, 8,5,S,}, der Identitit zu-
geordnet, charakterisirt uns demgemiiss unsere spezielle algebraische
Trigonometrie, welche also, nach der Einleitung, unter der Haupt-
einteilang erster Stufe erscheint.

Die Gruppe Ty reducirt sich hier auf die Polar- und Vertau-
schungsgruppen und auf diejenigen 16 Nachbaroperationen, welche aus
G entstehen, wenn wir die Untergruppe |2,5,3,, S,S,S,} der Identitit
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zuordnen. In den z ausgedriickt, bilden diese 16 Operationen
eine Gruppe von Substitutionen, deren eine ich hersetze:

1 z, z, z, z, z, z,
1 z z

z, z, |—xz, | —z, | — | -2 -2
z, z, z,

Die zu Grunde gelegte Untergruppe hat nach
dieser Betrachtung gegen I'y den Index 192.

Um nun die Untersuchung zu vervollstindigen, sollten wir
unseren Raum nieht als einfach ansehen, sondern ihn mit einer
unendlichen Anzahl Riemannscher Blitter iiberdecken. Von diesen
Blittern hingt die Hilfte unter sich durch Verzweigungs-
flichen zusammen, die Punkte dieser Blitter repriisentiren die
eigentlichen Dreiecke; ebenso hingt die andere Hilfte, die der
uneigentlichen Dreiecke, unter sich zusammen. Zwischen den
“beiden Hélften laufen keine Verzweigungsflichen, sie stossen nur
in gewissen Curven*) zusammen, wobei wir uns hier nicht auf-
halten wollen, da die gegenseitigen Beziehungen der eigentlichen
und uneigentlichen Dreiecke in einem spéteren Capitel untersucht
werden sollen.
Des Niheren kinnen wir folgende Angabe machen: Die iiber-

*) Die Gleichungen dieser Durchdringungscurven bekommen wir aus den Gauss-
schen Formeln. Diese Formeln lassen sich pimlich folgendermaassen schreiben:

A+ x) = + 4, (2, +1)
A(xg—1) = F A (x5, — 1) } u. a. vermige Py, G,
A (g — 24) = F 4, (13— 15)

wo
A = I‘i-_r’_x_’,.___
! (@4 232) (2, + 2375)
A? z,+ x5 74
4

B ‘(;ur'z:";) @+ 252
Diese Gleichungen werden aber fiir beide Vorzeichen erfiillt, wenn entweder

2, + 2524 = 0, 2yt 242, = 0, re+x2y =0,
oder oder

zZ tzyry =0, 23+ 237, = 0, 23+ 73 = 0.

. Letztere Gleichungen zusammen mit der 2f, geben die Durchdringungscurven.
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einanderliegenden Punkte der verschiedenen Blitter teilen sich in
vier Stimme; die simmtlichen Dreiecke eines Stammes gehen aus
einem anfinglichen Dreieck durch die Gruppe II hervor. Als die
vier anfinglichen Dreiecke konnen wir dabei folgende annehmen

a, a, a, a, a, o
- —a -Gy | —&, —0 —a

a, a, a, —% — 0 —ay
—a, —a, — 0 o, Oy Oy )

" e gehoren dann das erste und zweite zu den eigentlichen, die
beiden letzteren zu den uneigentlichen Dreiecken, vorausgesetzt,
dass das erste Dreieck elementar gewdhlt ist.

§ 9. Die 1i; (Haupt-Mannigfaitigkeit erster Stufe).

Als zweite Erscheinungsform legen wir den ,Hanptraum
erster Stufe“ zu Grunde, der durch die Coordinatenwahl

a a
z, = cot—2L, r, = cot?‘, u. 8. w.

definirt wird. Durch z, werden némlich cosa,, sina, villig be-
stimmt,

z—1 . 2,

EFSE sina, = FES I

cosa, =

Die dem Raume gehirige Untergruppe von I'y ist hier ein-
fach II, besitzt also gegen I'y den Index 763.

Die 64 Nachbaroperationen driicken sich folgendermaassen in
den z aus:

1 x, z, z, | z, z, T,
1 1
z -z, z, z, z, |——|——
(28 x° z‘

und bilden jetzt fiir sich eine Grappe.
Dieselben Gleichungen wie in § 7 kinnen auch hier zur Be-
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x:—x,x,+z,x‘+x‘a:,, x:—x,a:‘+x‘x,+z,x,, a:’—z‘x,+x,x,+xex.,
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stimmung des Grades dienen. Wenn wir nur eine siebente Coor-
z, der Homogeneitiit halber in die Gleichung einfiihren, so driickt
sich die Gleichung 1, § 8 folgendermaassen aus:

(1) TyZq (—x: + 2.2, + 22, + zlx’) = x: (x:‘l—z!xl +zz, + a:,a:,) '

und wir haben es wieder mit einer Matrix za thun, némlich

'x',’—a:,x,+x.‘a:,+x,x,, x;—xaxn'*'xlxa"'xaxu a:’,'—x,m,+x2x,+x,:c,, _x?l+xlx.+x3xl+xlxl ’

2
xoxa’ xoxc ’ .1,".’136 ’ ‘T1 ’
oder aber
2
x'xl b xlxl ’ xlx' ’ x1 )

Hier, wie im § 8, mégen wir zum Zwecke der Gradbestim-
mung z,, %, Z, als lineare Functionen der anderen Coordinaten
ansehen.

Die Schaar von Flichen, welche durch die Matrix bestimmt
ist, enthilt drei Flichen vom Grade 4, mit Gleichungen, welche
aus 1 durch Vertauschung der Indices 4, 5, 6 hervorgehen. Diese
Flichen sollten sich nach allgemeinen Regeln in 64 Punkten schnei-
den. Sie haben aber eine besondere gegenseitige Lage, welche
die Zahl der gemeinsamen Punkte der Flichen unserer Schaar bis
auf 8 reducirt.

Zuniichst ndmlich enthalten sie den gemeinsamen Kegelschnitt

z,z,+ %, 2, + oz, = 0,
z; = 0,
und zwar beriihren sich die Flichen entlang dieser Curve, da z}
auf der linken Seite der zweiten Gleichung erscheint, und die
erste der hingeschriebenen Gleichungen den gemeinsamen Tangenten-
kegel darstellt. Nach allgemeinen Regeln wird also diese Curve
32 gemeinsame Punkte absorbiren*). Diese Absorption von 32
Schnittpunkten findet aber bereits bei folgenden allgemeineren
Flichen 4ten Grades statt:
z,z,U = 01V,
z,z,U = z¥,,
72,0 = ¥,

*) Frost, Solid Geometry. 84 Ed. p. 188. Dieses Resultat kann man direkt
von der Matrix ablesen. Roberts, Crelle 67.

2
e A R X A

|
|
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wo U, V, V, V, allgemeine quadratische Formen darstellen. Nun
sind in unserem Falle diese Formen so spezialisirt, dass

U=0, V,=0, V,=0, V,=0
gemeinsame Punkte haben, welche mit
U=0, z,=0

zusammenfallen. Es muss deshalb eine weitere Reduction stattfin-
den. Um die gemeinsamen Punkte von U, V,, V,, ¥V, zu beriick-
sichtigen, konnen wir das z,, welches als Factor auf der rechten
Seite der Gleichung (1) auftritt, als verschieden von dem z, in
UV, V,,V, ansehen; versehen wir das erstere mit einem Strich,
so wird der Kegelschnitt

U=0, =0

fiir die schon erwiihnten 32 Punkte zidhlen, wiilhrend die Schnitt-
punkte von U, V, V, ¥V, jetzt mit diesen nicht zusammenfallen.
Berechnen wir die Anzahl dieser Schnittpunkte, so wird dieselbe
nicht gedndert, wenn wir am Schlusse des Processes z; mit z,
wieder zusammenfallen lassen.

Entwickeln wir in dieser Weise in der Nidhe von der Stelle

2z, =0, 2,=0, z,=0

nach Potenzen von z,,z,,z, so erhalten wir fiir unsere drei Fli-
chen die approximirenden Flichen zweiten Grades :

A(-2+ 2,2, + 2,2, + %, 2,) = 23—, %,+ 7,2, + 7, 2,,
B(—2)+z,z,+ 2,2, + z,2,) = 2+ 2,2,— 2,2, + %, 7,,
C(—zi+ 2,2, + 2,2, + x,2,) = 2;+2,2,+ 2,2,—%, 7, ,
oder, was dasselbe ist:
1-C
1+C

Wenn also zwei von den drei Coordinaten z,, ,, z, nicht vex-
schwinden sollen, so folgt:

1-4 1-B
x: = ZyT;— m (xaxx'{' xlz!) =Z,%— 1__*_? (xnxs'*'xazu) =4~ (x:xa'*' x.zl) .

47,7, 20 = C,:C,:C,,
wo C,, C,, O, gewisse Constanten sind, oder

z :%:2, = C;:0:C.
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Diesc beiden Gleichungen mit einer der oben angeschriebenen qua-
dratischen Gleichungen verbunden liefern 2 Punkte; die Punkte

z, =0, 2 =0, z, =0,
0, z, =0,

x1=0a Z, s

$,=O, xn?o’ x1=01

zithlen demgemiss beim Schnitt der Flichen zweiten Grades fiir 6.
Diese Punkte zihlen also auch als 6 Schnittpunkte der Fldchen
vierten Grades; lassen wir nun wieder z; mit z, zusammenfallen,
so superponiren sich diese 6 Punkte mit den schon gefundenen 32,
welche durch den Kegelschnitt absorbirt werden.

Wir miissen demnach unseren Kegelschnitt fiir 38 Punkte
zihlen. ' '

Ausser den hiermit nachgewiesenen gemeinsamen Punkten haben
unsere Flichen vierten Grades aber drei Beriihrungspunkte gemein:

= Tr = X =O’

x& (] 7

z, =0,

x‘ xl 7

Il
e

4 xb x1

z, = 0 ist in der That gemeinsame Tangentenebene von der er-
sten und zweiten Fliche entlang

z,=1x, =0,

von der zweiten und dritten entlang

von der dritten und ersten entlang
z, = 1, = 0.
In der Nihe eines dieser Punkte, z. B.
z, =2, =2z, =0,
haben die drei Flichen die folgende Gestalt, wenn wir sie wieder
darch Flichen zweiten Grades approximiren:
X%y = X3, Y.
z, A
z A’

x11

2
...

e~ .
N~ N
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Diese Flichen zweiten Grades schneiden sich ausserhalb des in
Betracht kommenden Punktes nur da, wo

xz; = AA,

d. h. in 2 Punkten. Jeder Beriihrungspunkt z#hlt deshalb fiir 6
Schnittpunkte, und wir miissen diesen Punkten entsprechend 3.6,
im Ganzen also

38+ 18 = 56

von unserer Zahl 64 subtrahiren. In der That zeigt sich, dass
diese Punkte von der zufilligen Auswahl der Unterdeterminanten
der Matrix abhiingig sind. Es bleibt als Grad der 2, die Zahl 8,
wie behauptet wurde.

§ 10. Die durch die I'Huilier'schen Gleichungen definirten Mannig-
faltigkeiten: |. Die eigentliche Mannigfaltigkeit.

In den in §§ 8, 9 untersuchten Rdumen haben wir die eigent-
lichen und uneigentlichen Drciecke erst durch Einfithrung einer
unendlichen Anzahl Riemann'scher Blédtter unterscheiden kinnen.
Jetzt aber werden wir einen solchen Raum aussuchen, in welchem
die eigentlichen und uneigentlichen Dreiecke auf verschiedene Man-
nigfaltigkeiten verteilt erscheinen.

Zu diesem Zwecke sollen die Gauss’'schen Formeln etwas um-
geformt werden; wir bekommen dann die zwolf I’ Huilier' schen
Formeln, ndmlich die 4 Gleichungen:

tg6, tg6, = tgo, tge,,
tg 6, ctg 6, = ctgo, tge,,
tg 6, ctg 6, = ctg ¢, tg 9,,
tg6, tg0, = tgo,tge,,

und die durch Permutation hieraus entstehenden. Hier haben
6 und ¢ die Bedeutung von § 6.

Diese Formeln gelten nur fiir die eigentlichen Dreiecke; ein
dhnliches aber anderes System gilt fiir die uneigentlichen, welches
wir aber erst spiter einfithren wollen.

Als Coordinaten wihlen wir jetzt:

z, = tgeu T, = tgen z, = tgesr

z, = tg"?n z, = tge,, z, = tgo,
3

€ -
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Ferner setzen wir der Kiirze halber:

l—z o, —z,2,—2,2, o
T, + %+ 2, — X, 2, T, !

tg 6, =

l—z,2,—z,2,— 2,
Zy+ Ty + Ty — 2, T Ty

tge, =

Dann haben wir als Fundamentalgleichungen die folgenden 4:

0z, = x,2,, x,-;— _ }1;_“’”
1) o 1 1 s 5
- = %
Z, L z,z, = Pz,

und diejenigen acht, welche sich aus ihnen durch Vertauschung
der Indices ergeben. Wir nennen diese Gleichungen die
I'Huilier'schen Gleichungen.

Fiir gewisse Zwecke, namentlich fiir die Behandlung von un-
endlich weit entfernten Elementen, wird es uns niitzlich sein die
Gleichungen durch Einfiihrung einer siebenten Variablen z, homo-
gen zu schreiben.

Die Gleichungen (1) erscheinen an sich in homogener Form,
wenn wir z, so in ® und @ einfithren, dass diese Grossen die
Dimensionen einer Coordinate bekommen. Wir ersetzen zu diesem
Zwecke nicht nur z, durch z,/r, sondern auch ® durch 8/x, und ®
durch ®/z,. In homogener Gestalt sollen also 8 und & folgende
Bedeutung haben:
0= 2 x:—xlx!-x!xl—xsxl

! x:(xx‘l'xn +Ia)"'wn Ty %y '

w:-xcxa_xaxo— ZeZy

d =2
1,1 .
Z, (xc + Zg + 1‘0) —Z Xy Ty

Aus unseren zweiten und dritten Gleichungen (1) lesen wir ab
1%, = X,x, = Ta, = 0P,

wir bezeichnen den gemeinsamen Werth mit A.
Multiplicieren wir die erste Gleichung mit z,, die vierte mit

x,, so haben wir:

8 =z, A\ =222,
Daraus folgt:

N = z2,20, =z1®;
und also:



l’ a2 x}—-x,x,—x,x,—a:,x, I x}—x.x,—x,x,—x,z,
=% I 1 =%H1 I 1 ’
) 2
et anll At e
Z, %, Tz, Ty, Z,Zy Ty %y ToZy
das heisst:
) 1
A = lex;__’%_xnxa-xaxs_wsx:’ . = ? : ’x,—a:‘w,—sz,-—x,z‘ .
. 2,8 °
T (xcxo'*' xoxo+ xe:c.) — &, z, (.’IJ‘JJ,-I- LyTy+ x,x,)— zx,

Wenn also A = 0, so ist

2
1 = 2° L= X\ Xy — X, Xy — Xy Ty

2

Ly — X Ly~ Ty Ty — Ty T, .
7 2 2 .2 2 !
T, (zcxs"" Z, xo+ .’t..’l)‘) — T, %,

Py, )
x1(x|x:+ x,x,+ wlxl) —x, %,

2
7

und daher
75 — 23 (2,2, + 2,2, + 2,0, + 2,7+ 2,2, + T, 2) + 217, = 0.

Wir wollen jetzt ausdriicklich zeigen, dass diese Gleichung
auch dann besteht, wenn A — O ist.

Wenn A = 0, so ist nach Definition

z,z, = 0,
und auch
8d — 0.

Nehmen wir nun zum Beispiel 8 = 0, so ist
7 —x; (1, 2y + 2,2, + 2,2,) = 0
und es ergibt sich aus der ersten der Gleichungen (1)
zz, =0, zay, =0, zzx, = 0.

Aus diesen Bedingungen folgt aber in der That, dass unsere
Gleichung befriedigt wird. Das Gleiche wiirde folgen, wenn wir
® = 0 nehmen.

Setzen wir also:

@) U = z,7,—2,%,,

U = zzx,—1,2,,
@) V= 21—-2}(z,2,+5,2,+22, + 2,2, + 2,2, + 12) + 7,2,
oder in inhomogener Form

(Ba) . V = 1—2,2,—,%,— 2,%,— &2, — T, %, — T, %, + 2, 2},
3*
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so haben wir fiir die eigentlichen Dreiecke
U=0, U'=0, V=0.

Dass diese drei Gleichungen von einander unab-
hingig sind, ldsst sich folgendermaassen beweisen.

Zwischen den drei Formen U, U’, ¥ bestehen drei Identitédten:

$ = U-U-U.U'+0.V =0,
4 = V-.U+0.U'-U-V =0,
4, =0.U+V-U'-U"-V = 0.

Wenn nun irgend eine Syzygie zwischen U, U’, ¥ vorhanden
wire, so konnten wir, durch Addition einer linearen Verbindung
der gegebenen Identitdten, aus dem Coefficient von ¥ alle Glieder
entfernen, welche als lineare Verbindung von U, U’ darstellbar
sind; und aus dem Coefficient von U’ alle Glieder, welche U als
Factor enthalten. Die so entstehende Syzygie schreiben wir ab-
kiirzend folgendermaassen:

AU+ BU'+CV = 0,

wo die 4,B,C die in der angedeuteten Weise reducirten Coéffi-
cienten sind.

Wenn nun C' fiir die Gesamtheit der in C vorhandenen Glie-
der niedrigster Ordnung in z, ... z, gesetzt wird, so muss, wegen
der Homogeneitdt von U, U' in diesen Variablen eine identische
Gleichung bestchen

AU+BU+C' =0,

unter A’, B’ geeignete Theile von 4 und B verstanden.

Da aber nach Voraussetzung C' keine lineare Verbindung von
Uund U ist, so muss C', und folglich auch C verschwinden.
Da nun weiter B nicht U als Factor enthilt, so miissen auch 4
und B verschwinden.

Unsere urspriingliche Syzygie ist darum nur eine lineare Ver-
bindung der gegebenen Identitdten. Daraus tolgt, dass U, U', V
von einander unahhiingig sind. —

Wir haben also fiir die cigentlichen Dreiccke drei ganze ra-
tivnale Gleichungen aufgestellt, welche von einander unabhingig
sind. Ausserdem haben wir eine unendliche Anzahl anderer
Gleichungen, welche sich in den z rational und ganz ausdriicken;
da aber mebr als drei unabhiingige Gleichungen zwischen den
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Dreieckselementen nicht bestehen migen, so miissen wir alle diese
Gleichungen aus den

U=0 U =0 V=0

durch algebraische Operationen herleiten kinnen. Das ist aber
nicht alles, wir werden sehen, wenn irgend eine rationale ganze
algebraische Gleichung zwischen den Elementen eines eigentlichen
Dreiecks besteht :

q’(xn Ty Ty Tyy Ty Ty, &) = 0,
so hat die linke Seite dieser Gleichung immer die Form
¢ = AU+ BU'+CV,

wo A, B, C ganze rationale Functionen der Coordinaten z sind.

Unsere Ausdriicke U, U', V bilden also ein voll-
stindiges System?*) fiir die Mannigfaltigkeit der ei-
gentlichen Dreiccke.

Der Beweis dicses Satzes findet sich auf Seite 56 ff., wohin
er verschoben ist, damit der entsprechende Beweis fiir die unei-
gentliche Mannigfaltigkeit unmittelbar nachfolgen kann.

Wir werden hier den Satz als bewiesen annehmen, und geo-
metrische Resultate daraus schliessen.

Erstens, sage ich, muss der Schnitt der drei M,
U=0, U =0, V=0

irreducibel scin. Denn wenn der Schnitt nicht irreducibel wire,
wiirde es miglich sein, eine Gleichung

W = AU+ BU'+CV = 0

zu bilden, wo ¢' fiir dic eigentlichen Dreiecke nicht verschwindet,
wohl aber ¢, und dic 4, B, C keinen gemeinsamen Factor haben.
Dann aber liesse sich ¢ scinerseits nur als lincare Combination der
U, U,V mit gebrochenen Coéfficienten darstellen, entgegen der
Voraussetzung.

Hieraus folgt:

Die eigentliche M, ist der vollkommene Durch-
schnitt dreier B, von den Graden 2,2,4; sie besitzt
also selbst den Grad 16.

*) Hilbert, Mathematische Annalen 86.
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Eine naheliegende Frage ist die nach der characteristi-
schen Function*) der eigentlichen Mannigfaltigkeit. Diese
Function ist nach Definition eine ganze, rationale, algebraische
Function von R, welche, fiir geniigend grosse Werte von R, die
Anzahl der Bedingungen liefert, welchen die Coefficienten einer
Form Rten Grades der sieben homogenen Coordinaten z, ... =z,
geniigen miissen, um fiir die eigentliche Mannigfaltigkeit zu ver-
schwinden. Sie steht in engem Zusammenhang mit der geome-
trischen Gestalt der Mannigfaltigkeit, insbesondere ist ihr Grad
nichts anderes als die Dimension der Mannigfaltigkeit. Ordnen
wir die Function nicht nach fallenden Potenzen I’ sondern nach

fallenden binomischen Coefficienten (?), wo

(1;3) _ R-(B-1) = (B=s+1)

so sind dic numerischen Coefficienten in der Function sdmtlich
ganze Zahlen und der Coefficient des ersten Gliedes ist der Grad
der Mannigfaltigkeit. In unserem Falle wird also die characte-
ristische Function die Gestalt haben

1 = 0(E)so(£) ()

Um die anderen Coefficienten a, b, ¢ wirklich zu berechnen,
miissen wir beriicksichtigen, dass die allgemeinste Form Rten
Grades, welche fiir die eigentliche Mannigfaltigkeit verschwindet,
die folgende Gestalt hat:

“) A,,U+ B, ,U+C, ¥V

wo die 4, B, C ganze Formen der Variablen z, ...z, sind, deren
Grad durch die Indices angedeutet wird. Die allgemeinste iden-
tisch verschwindende Form Rten Grades der betrachteten Ge-
stalt wird durch die Identitit gegeben:

) (A U'+B, V) U+ (-4 U+ Co i V)U'— (B, U+ C, U= 0;

denn, wie wir schon gesehen haben, ist die allgemeinste Syzygie
zwischen den Fundamentalformen U, U', ¥V, (Syzygie erster

*) Hilbert, loc. cit.
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Art, wie sie genannt wird), nur eine lineare Verbindung der drei
Fundamentalsyzygien erster Art, niimlich der drei Identititen

$, =0, ¢, =0, ¢ =0.

Die Coefficienten von U, U’, ¥V in (5) kinnen aber selbst iden-
tisch verschwinden; dies wird dann, und nur dann, der Fall sein,
wenn

A,, = D,,V,
B., = —D,,U,
C., = D,U.

Wir haben also eine Fundamentalsyzygie zweiter Art:

by = Vp—U'4, + U}, = 0,

jede andere Syzygie zwischen den Fundamentalsyzygien erster
Art erhalten wir aus ¢,, durch Multiplication mit einem Factor.

Da hiernach nur eine Fundamentalsyzygie zweiter Art vor-
handen ist, so konnen wir keine Syzygie hiherer Art bilden. Es
schliesst sich die Kette der Syzygien nach zwei Schritten *).

Die characteristische Function ist nun, ihrer Definition zu-
folge, die Anzahl der Coefficienten in der allgemeinsten Form Rten
Grades der sieben Variablen, vermindert um die Anzahl der Coef-
ficienten in (4), vermehrt um die Anzahl der Coefficienten in (5),
vermindert um die Anzahl der Coefficienten in D,_,.

D. h.

6!%(R) = (R+1)(R+2)... R+6)—2(R—1)R...(R+4)
—(R-3)(R—2)...(R+2)+2(R-5)(R—4)...R
+(R—3)(R=2)...(R+2)— (R=7)(B-6)...(R—2)

Rechnen wir dies aus und ordnen nach fallenden binomischen Coef-
ficienten, so finden wir:
x(B) = 16(§)+8(§)+12R—3,

ein Ausdruck, der in der That die schon oben von vornherein ge-
gebene Gestalt besitzt.

*) Hilbert, loc. cit., beweist, dass sich die Kette allemal nach % Schritten
schliessen muss, wo %, in unserem Falle = 7, die Anzahl der Variablen ist: unser
Fall ist also besonders einfach.
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Wenn wir nun die Gruppe I'y betrachten, so sehen wir, dass
die Untergruppe, welche wir beim Ucbergange zum Raume der
a, ...z, der Identitit zuordnen, diejenige Untergruppe von & ist,
welche durch die Eigenschaft

L+k+k=0,

(mod. 2)
%+ +2=0

definirt ist. Diese Untergruppe erscheint unter der Haupteinteilung
zweiter Stufe. Ihr Grad ist die Hilfte des Grades von &,
also } desjenigen von II. Gegen I'y hat sie daher*) den Index
4><768 = 3072.

Die in den z, ... r, ausgedriickte Gruppe, welche aus I'y ent-
steht, indem wir die genannte Untergruppe der Identitit zuordnen,
und welche 3072 als Grad besitzt, besteht aus C,, P,, X,, X, und
den ,Nachbaroperationen“ ¥ und S. Dabei ist:

1 z, z, Z, z, z, z, 2] 1]
X, —-l‘ —xl, —% z, z, x, ——é— L
s, e 1| L) | L] oa ]t
‘ z, z, z, l

Diese Gruppe teilt sich nun in zwei Hiilften: die ,I'Huilier’-
sche* Untergruppe

{C, P, G,, XX,

vom Grade 1536 ldsst die eigentliche J/,, wie auch die uneigent-
liche M, ungeiindert; die iibrigen Substitutionen, welche entstehen,
indem man X, mit der 1'Huilier'schen Untergruppe verbindet, ver-
wandeln die eigentliche M, in die uneigentliche.

Die Untergruppe der I'Huilier'schen Gruppe, welche U bis auf
einen numerischen Factor ungeiindert lisst, ist:

‘ 2”P” X 219 Suzzay‘ssf

vom Grade 128. Daher konnen wir vermittelst der ,I'Huilier-

*) Vergl. Seite 9 unten.
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schen* Gruppe U in zwdlf andere Functionen verwandeln, wie
folgt :

U= X, T, — Xy Xy,

S U=0+-1,_ 1 fo ,
Zy z, z,Z, (xx +z,+ 7—x,7, $3)
sU—eol_ 1, ___1 P, ,
r, X, z,z, (x4 x4+ z,—x,2,2,)
1 1 1 @,
ngzU o 9‘1’_ﬂTI. B a(1'—‘”11‘2_x-.xs_xaxx)(l_x4xs—xoxo"‘xnxa) '

CxeaU = UI1 Cnafo = f(’n Cwa‘?o = ?tln CnaQo == Q:n
ChU=U", Cluf, =1, Cio, = 9, 0,0 = @,

womit die Bezeichnungen f,, 7,, @, eingefiihrt sind, die in der Folge
gebraucht werden sollen. Alle diese Ausdriicke verschwinden noth-
wendig fiir die eigentlichen Dreiecke; sie liefern nichts anderes als
die 12 I'Huilier'schen Gleichungen.

In der That kionnen wir, wie es scin muss, diese siimtlichen
Gleichungen aus den U, U’, ¥ linear zusammensetzen; das Resul-
tat ist folgendes:

U= -U-U,

V= C,V =V—(z,2,+z,2,)U",

V'= C,,V = V+ (x,2,+ z,2,) U,

fo= (@z,—z)U"— (z,2,— )z, U'—2x,V,

9 = (@i, —z2)U"—(z,2,—1)a,U -2, V,

Q= —V+U"(rxr+2a+4r2)—U(rzqtzr+rr)—xx (e fy—rr,U—za,U").
Wollen wir jetzt den Raum mit Riemann’schen Bliittern ver-

sehen, so kinnen wir als Repriisentanten aus der Schaar iiberein-

anderliegender Dreiecke (welche aus einander durch die den Raum

definirende Untergruppe hervorgehen), dasjenige wiihlen, welches
a, a,, o, @, zwischen 0—2x hat, a,, a, aber zwischen 0—4x*).
Diese Repriisentanten kinnen wir wieder classificieren (1) in
reducirte Dreiecke (0—2x); (II) in Dreiecke, welche a,, a, zwischen
2n—4x haben, und welche aus den genannten reducirten Dreiecken

*) Die folgenden Erlduterungen beziehen sich selbstverstindlich nur auf
rcelle Dreiecke.
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continuirlich ableitbar sind; und (III) und (IV) in Dreiecke, welche
entweder a, oder a,, aber nicht beide, zwischen 2x—4= haben.

I und II erzeugen einen Teil der Mannigfaltigkeit, fiir welchen
A immer positiv ist, indem 0,, ¢, inmer in demselben oder in ge-
geniiberliegenden Quadranten liegen. (§ 5).

IIT und IV dagegen erzeugen einen Teil fiir welchen A negativ
ist, weil 6,, ¢, in nebeneinanderliegenden Quadranten liegen.

Die Zerlegung der Mannigfaltigkeit in zwei Hélften nach dem
Vorzeichen von A bringt mit sich die Frage, wo und wie hingen
diese Hilften zusammen? Die Antwort auf diese Frage fiihrt zu
gewissen Uebergangsflichen, fiir welche A =10 ist. Wir treffen hier
auf die Frage, wie weit wir unsere M, anschaulich machen kin-
nen. Flichen konnen wir wirklich zeichnen, und diese Ueber-
gangsflichen insbesondere, als ausgezeichnete Flidchen auf der
Mannigfaltigkeit, wollen wir wirklich vor Augen haben.

Wir fragen also, wo die beiden Teile zusammenhiingen. Da
A eine ganze Function der homogenen Coordinaten ist, muss in der
That A = 0 sein.

Wir haben also

z,z, =0, z,2, =0, z,2, =0.

Dies fiihrt auf acht Tripel verschwindender Coordinaten; fiir
jedes Tripel reducirt sich die Gleichung

V=20

auf eine quadratische Gleichung in den drei nicht verschwindenden
Coordinaten.

Die beiden Teile der eigentlichen Mannigfaltigkeit treffen
sich daher im Endlichen in acht gewShnlichen Flichen zweiten Gra-
des. Es sind dies die folgenden 4 Flichen und die durch die Po-
laroperation P, aus ihnen hervorgehenden:

1) 2, =2z, =z,=0, —1+422, = 0;
also ein hyperbolischer Cylinder mit der Axe

z, =z, = 0.
2) 2, =z, =2, =0, —14z2 =0,
ein hyperbolischer Cylinder mit der Axe

z, =z, = 0.
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3) 2, =2, =2,=0, —1+422 =0,

ein hyperbolischer Cylinder mit der Axe
z, =z, = 0.
4) 2z, =z, =2z,= 0, —14zz,+2z,+7x,2, =0,

oder
—1+§@ +z,+x)—§ (@ +2+423) = 0.

Nennen wir hier das vom Punkte = auf die Gerade z, = z, = z,
gefiillte Perpendikel r und bezeichnen mit ¢ den Abstand des zum
Perpendikel gehorigen Fusspunktes vom Coordinatenanfangspunkte,
so wird unsere Gleichung:

—14+32—4("+2) =0
oder, was dasselbe ist,
—144—4r = 0.
Hier haben wir ein Rotationshyperboloid mit der Geraden
z, = z, = %,

als Axe und einer Hyperbel mit den Halbaxen 1, —\15 als erzeu-
gender Curve.

Zusammenfassend :

Wenn wir die eigentliche I'Huilier’'sche Man-
nigfaltigkeit in zwei Hédlften zerlegen jenachdem
das Vorzeichen von XA positiv oder negativ ist, so ha-
ben wir als Uebergangsfldchen sechs gleichseitige
hyperbolische Cylinder mit den sechs Coordinaten-
linien als Hauptaxen und zwei Rotationshyperbo-
loide mit den Geraden

z1=xa=xa=01 X, = Xy = X,
bez.

z, = x, = X, Z, = Xy

=z, =0,
als Rotationsaxen.

Durch diese Untersuchung haben wir aber noch etwas Weiteres
iiber die Gestalt der M, gelernt; wir haben niéimlich die Gebilde ge-
funden, welche unsere Mannigfaltigkeit mit den verschiedenen drei-
fach ansgedehnten Réumen gemeinsam hat, welche durch drei ver-
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schwindende Coordinaten definirt sind*).  Wir haben in der That
diese Gebilde als Flichen zweiten Grades fiir acht dieser Riume
bestimmt; wenn wir aber irgend cinen anderen der Réume aus-
wihlen, so fiihrt dies vermittelst der Gleichungen

U=0, U =0,

allemal zu unseren Fiillen zuriick und wir bekommen einen ebenen
Schnitt unserer Fliche zweiten Grades.
Nehmen wir z. B.

z, =0, 2,=0, z2,=0, =z, =0,
so bekommen wir den Schnitt
z, =0

mit einer von zwei schon gefundenen Flidchen zweiten Grades.

Im Allgemeinen hat eine dreifach ausgedehnte Mannigfaltigkeit
im R, mit einer zweiten (und insbesondere einer linearen Mannig-
faltigkeit) nur eine endliche Anzahl von Punkten gemein; unsere
Mannigfaltigkeit hat also gegen die untersuchten linearen Réume
eine ganz hesondere Lage.

Die Anzahl der axialen Ridume ist 20; in 8 Fillen ist der
Schnitt mit unserer Mannigfaltigkeit eine Fliche zweiten Grades
und in 12 Fiillen eine ebene Curve zweiten Grades, welche auf
einer der genannten Flichen liegt.

§ 11. Die durch die I'Huilier’'schen Gleichungen definirten Mannig-
faltigkeiten: 1l. Die uneigentliche Mannigfaltigkeit.

Durch Anwendung der Operation X, (oder X, und der I'Hui-
lier'schen Untergruppe) auf die 12 Gleichungen (1) des vorigen Pa-
ragraphen kommen wir auf 12 Gleichungen, welche fiir die un-
cigentlichen Dreiccke gelten, die 12 uneigentlichen 'Huilier-
schen Gleichungen. Es sind dies:

8z, = —L B
I ’ - ’
(1) xﬂxO xa ZC
e L vz 1
= Fady = Fo
z, x, bz,

bezichungsweise die 8 Gleichungen, die aus ihnen durch Vertau-
schung der Indices hervorgehen.

*) Diese Riume werde ich weiterhin ,axiale Riume“ nennen.
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Es ist hier zu bemerken, dass diese Gleichungen, wenn wir
homogene Variablen einfithren, nicht, wie die entsprechenden ei-
gentlichen Gleichungen, ihre Form behalten, d. h. dass nun z, ex-
plicite hervortritt. Die homogenen Gleichungen lauten nimlich:

Bz, z;
= )
x1 zb xO
e P
- = —,
wl x‘
(1a) ete.
x! — x&
' zS xﬁ '
z,x, x;
3 =
x; i

Dementsprechend kommen wir auf 12 fiir die uneigentlichen Drei-
ecke verschwindende Formen, von denen vier als Repriisentanten
hingeschrieben werden sollen.  Die anderen, welche durch cyeclische
Vertauschung der Indices 1, 2, 3 hervorgehen, werde ich, wie

dies schon bei den eigentlichen Formen geschah, mit Strichen be-
zeichnen. Unsere 4 Formen sind :

Un = Xy Xy— X, Xy = Ty T, (X4 U)’
f =2z, +x: +xa—xxxzxs_xlxsxe(l'—xxx:_ xs‘rs_xaxl) = X, T, (cho):
¢ =z,+x,+2,— xA‘Taxo_xdx':'Tz(l—xixs_xafo_xozs) =Z,%, (Xx Po)s

r, ©
Q = x,(xl+ T+ I— xxxzxx) (1— xa‘ta_xoxo—we‘r;(; - [I)) = ‘foaza(xeo)'
s

Zwischen den drei Formen U,, U, U7 bestehen die Syzygien:
¢, =2, U, +2,U, +2,U, = 0,
$, =2, U +2,U +2,U, = 0.
Eine einfache Umformung gibt ¢ in der Gestalt:
9 = r+zr+r—rrr—2xr,(l-2r—2x—rx)+rxxU'—x 22Ul
Daraus folgen drei weitere Syzygien :
¢, = z,9—2,f[—(l—z,2,2,2) U, + 1—2x,2,2,2,) U] = O,
$, = z,9—2,f—(1—n,z,2,2,) U+ 1—2,2,2,2,) U+ PU;

$ = 29—z, f[—(1-zz,2,2,) U, + (1—z,2,2,2,) U,— U,
wo

0,
0,

r= :l',.’l)a(1—.27‘1'“—.1’,1‘6—1‘641“)+;I;b.l‘o(l-—l‘lw_:—x.z.’lla-—.’l)axl).
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Wir wollen jetzt beweisen, dass die einzigen Syzygien erster
Art, welche zwischen den Fundamentalformen U, U}, Uj, f, ¢ be-
stehen migen, lineare Verbindungen der fiinf Fundamental-Syzygien

sind.
Zuniichst, wenn eine Syzygie vorgelegt ist

AU,+ BU)+CU;+ Df+ E¢ = 0,
wo 4,B,C, D, E, f und ¢ durch Einfiithrung von z, in homogener
Form geschrieben zu denken sind, so kénnen wir die Coefficienten
durch Benutzung der gefundenen Syzygien so umgestalten, dass
E keine der Variablen z,, z,, 2, enthilt.
Setzen wir jetzt z, = z, = z, = 0, so muss die Gleichung
E{ (IIJ, + Zy + xo) x?——x‘x,a:, ‘ x: =0
identisch befriedigt werden. Es folgt also
E = 0.
Wir haben nun nur die einfachere Syzygie zu untersuchen:
AU, + BU; +CU; + Df = 0.

Hier konnen wir wieder die Coefficienten so umgestalten, dass
weder z, noch z, in A vorkommt, und dass D kein Glied mit
z,z,, x,%,, oder z,z, enthilt; denn solche Glieder kinnen wir
unter Benutzung der uns bekannten Syzygien entfernen.

Setzen wir hier z, = z, = 0, so muss die Gleichung

AU, + [D]x1=:4=0 @ +az)2; =0

fiir alle Werte von z,, z,, 2, z,, z, befriedigt werden. Da nun D
kein Glied mit z,z, enthilt, so ist die Liosung

[D]x,=z,=0 = MUI’ A = M(xs'l'xa)x;
nicht zuliissig. Es muss demnach sein:
4=0 [D],_,_,=0

Da aber D weder z,z, noch z,z, enthilt und doch wegen der Ge-
stalt von f, U!, U, kein Glied in z,, z,, 2, allein enthalten kann, so
- muss D den Factor z, enthalten.

Die Syzygie reducirt sich daher auf
BU, + CU, + «, Ef = 0.




Da nun
[ ’ G— —_
Ul = T, T— X, %y, Ux = T,T,— %, %y,
80 muss
B = Mz, C= Mz,

sein, damit BU; + CU, den Factor z, enthilt.
Beriicksichtigen wir nun, dass

2, U, +z,U, = —2,U, ist,
so lidsst sich unsére Syzygie in der Gestalt schreiben
—Mz,U, +2,Ef = 0.
Dies ist wiederum nur moglich, wenn

E = 0,
M =0,

da doch E nicht U, als Factor enthalten kann.

Es folgt aus dieser Betrachtung, dass alle moglichen Syzy-
gien zwischen U,, U}, Uy, f, ¢ als lineare Verbindungen von den
fiinf Fundamentalsyzygien darstellbar sind.

Was die sieben anderen 1'Huilierschen Formeln betrifft, so
ergibt sich zuniéichst nach einer Zwischenrechnung:

z,f -2y — @2+ 2,2) Ui+ @+ 2) (2,4 2) Ui+ (2,24 2,2) (2,2,U,— 2,2, U).

Q ist daher iiberfliissig. Dasselbe gilt von den gestrichenen f und
¢, denn wir sehen sofort:

f,_f = —xo(l_xnx:_xzxa-xaxl) U'l'l
f"—f = +x5(1_x1xa_xaxa—xax1) U;:
?’-? = +z,(1—x,x,—x,x,—x,x‘) U;"
?"_? = —xn(l_xgxo—xoxo_xst U;'

Unsere 12 Formen sind deshalb nichts anderes als lineare
Verbindungen der 5 Formen U, U, U}, f, .

Diese 5 Formen bilden in der That ein vollstindiges
System fiir die uneigentlichen Dreiecke. Der Beweis dieses
Satzes findet sich p. 60 . Wir werden den Satz hier als be-
wiesen annehmen und folgendermaassen formuliren:

Das vollstidndige System fiir die uneigentliche
Mannigfaltigkeit besteht aus 6 Formen U, U, U,, f, ¢
von den Graden 2, 2, 2, 5, 5. Zwischen diesen Formen
bestehen fiinf Syzygien:
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"Pl = z1U1+zzU;+stlxl Or

9, = Z‘U‘ + ‘zaU: + xGU'l' = 07
(1) "Ps = :vl(p—x,f+(l—w,z‘z,x,)U','-—(l—x,x‘x,x,)Uj = 01
¢, = 20—+ (A-z,z,2,2) U —(1-r222,~P)U;, = 0,

by = xa(f‘_xef'l' (1_xsxoxaxs—P)U;_(l—xsxexqu)vl = 0.

Des Niheren stellt sich die Sache folgendermaassen. Die drei
Gleichungen U, U;, U; haben ausser der linearen Mannigfaltigkeit
z, = 0, z, = 0, die nicht in Betracht kommt, eine vierfach aus-
gedehnte Mannigfaltigkeit dritten Grades M} gemein. Diese M; hat
mit f eine dreifach ausgedehnte Mannigfaltigkeit fiinfzehnten Gra-
des gemein. Diese aber zerfillt nach den drei letzten Syzygien in
zwei Teile: erstens, die lineare Mannigfaltigkeit

xl=x1=x,=0,

welche wieder nicht in Betracht kommt, und zweitens, eine dreifach
ausgedehnte Mannigfaltigkeit vierzehnten Grades, welche in ¢ =0
enthalten ist.

Diese letztere ist also unsere Mannigfaltigkeit,
welche daher den Grad 14 besitzt.

Die Aufstellung der characteristischen Function fiir die
uncigentliche Mannigfaltigkeit gewinnt nun ein besonderes Interesse
aus dem Grunde, dass wirkliche Syzygien, nicht nur Identititen,
zwischen den Fundamentalformen U,, U,, Uj, f, ¢ bestehen. Nach
der vorangehenden Entwickelung muss die Function die Gestalt

haben
1@ = () o(5) (2]

und die Berechnung der Coefficienten @, b, ¢ geschicht nun in #hn-
licher Weise, wie fiir die characteristische Function des eigent-
lichen Falles.

Die allgemeinste Form von der Ordnung R, welche fiir die
uncigentliche Mannigfaltigkeit verschwindet, hat die Gestalt

@ 4,,U,+B, U, +C,U,+D,,f+E, ¢
wo wir f und ¢ durch Einfithrung von z, in homogener Weise

geschrieben denken.

Die allgemeinste identisch verschwindende Form wird
durch eine lineare Verbindung der 5 Fundamentalsyzygien erster

Art q’u ‘Pm ll),, ‘Pu % gcliefert:
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[Ais 2+ By, +Duy (27— 2, 2,3, 2) + By (—ai 2,200, 2)| U
+ [Ax—s .’U,-i'B,,_, Zst+ Ck—o (—-.2?,-{-.’1‘1 Ly T, ‘Ts) +Ek—o (—x;+z,x,a:, Lot P)] Ux’
(3) + [A,,_,.TS-FB,,_, Z,+ Cn—o (171 — X3 T T, x;) +Dn—o (a; LT X~ 1))] U:
+[Cosa,+ Dyy2,+ E,_ ] 9
—[Cesx,+ D,_ya,+ E,_x)f = 0.

Wenn wir untersuchen, ob wir 4, B, C, D, E so bestimmen
kinnen, dass die in Klammer eingesetzten Coefficienten verschwin-
den, so sehen wir aus den Gleichungen

Cist,+ D, j2,+ E, ,x, = 0,
s Zy+ Dy g2, + B, x, = 0,

dass (wenn C, D und E nicht identisch verschwinden, was auf den
trivialen Fall fiihrt, wo auch 4 und B identisch verschwinden)

Coo = M, w D= M, U, E.,=M,U;

gesetzt werden kann,

Fithren wir diese Werte in die ersten drei Coefficienten ein und
setzen die Coefficienten gleich Null, so haben wir die Gleichungen

4 ,_,x,+B,_, z, +Mk—o U;(.l‘: - xlx,xsz) +Mn—e UY( - $;+x,x,xlz‘) = 07
A, 2+ B, yx+ M, U(—zitzaxx) +M, U(—ri+zxgzz+P)=0,
4, x2+B, jr+M, U (ci—zzzz)+M, U (2t—zxxx,—~P) =0.

Multiplicieren wir hier die erste Gleichung mit U,, die zweite
mit U}, die dritte mit U} und addiren, so bekommen wir auf der
linken Seite, wie auf der rechten Null: diese drei Gleichungen
sind also nicht von einander unabhiingig; und wenn wir 4 und B
aus den beiden ersten bestimmen, so wird die dritte von selbst
befriedigt sein.

Durch eine solche Rechnung, oder, was einfacher ist, durch
Vergleichung mit den Syzygien (1), finden wir als Werte der 4, B

Au—a = —M, ¢,
B,,=M,,f

Es besteht also zwischen den fiinf Fundamentalsyzygien erster
Art eine Fundamentalsyzygie zweiter Art

o4, + 9+ U+ Ui+ U, = 0.

Alle andere Syzygien zweiter Art bekommt man hieraus durch Mul-
tiplication mit einem Factor.

Syzygien hiherer Art gibt es wie fiir die eigentliche Mannig-
4
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faltigkeit auch hier nicht. Die Kette der Syzygien schliesst sich
wieder nach zwei Schritten.

Die characteristische Function ist nun die Anzahl der Coeffi-
cienten in der allgemeinsten Form R-ter Ordnung in z, ..., ver-
mindert um die Anzahl der Coefficienten in (2), vermehrt um die
Anzahl der Coefficienten in (3), vermindert um die Anzahl der
Coefficienten in M,_,.

Hiernach haben wir:

6!x(R) = R+1)(R+2)...(R+6)
—3(R-1R...R+4-2(R—4)(R-3)...(R+1)
+2(R-2)(R—-1)...(R+3)+3(R—-b)(R—4)...R
— (R-7)(R—6)...(R—-2),

oder nach Ausfilhrung der Rechnung:

y(B) = 14(?) +7(g)+12R -8,

Wie die eigentliche, so konnen wir auch die uneigentliche
B, so weit sie im Reellen verlduft, in zwei Hilften teilen, welche

sich durch das Vorzeichen einer ausgezeichneten Function unter-
scheiden. Als solche wihlen wir:

_ oz =z oz 8
=%, z, oz, d’
W= 0zuz,2, p*=>zuzz,

Wo die beiden Hillften an einander stossen, muss entweder sein

A) r, =z, =, =0, T, + xy+ 22— 2,2,2, = 0,
oder
B) r, =z, =12,=0, o +r,+z,—2 22, =0.

Die Gestalt der hier in Betracht kommenden Flichen dritten
Grades habe ich in einem Anhange?!) discutirt.

Wenn wir die Schnitte suchen, welche die uneigentliche Man-
nigfaltigkeit mit den dreifach ausgedehnten ,axialen Riumen¢ be-
sitzt, so finden wir, dass, ausser Teilen, welche im Unendlichen
liegen, die beiden gefundenen Fliichen dritten Grades alle Moglich-
keiten erschopfen. Denn, wenn z.B. zwei von den verschwinden-

1) p. 64 1.
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den Coordinaten, welche den in Betracht kommenden Raum de-
finiren
2z, =0 z,=0
sind, dann muss vermige unserer Gleichungen entweder

z, =0,
oder
z, =0, =z, =0 sein.

In letzterem Falle aber reduciren sich f und ¢, wenn wir diesel-
ben durch Einfithrung von einer siebenten Coordinate x, homogen
machen,

4
f anf T3Zq,y
¢ auf 7,47,
es muss demgemiss
4

z; = 0 sein.

Die Schnitte

x,=a:,=x‘=0,
z, =2z, =2, =0

liegen daher ganz im Unendlichen. Der Schnitt
z, =z, =2,=0
zerfillt demgemiss in die zwei unendlich weit liegenden Geraden
X, =Ty =Xy = X E = T,
und den Schnitt der Fliche 4 mit der Ebene

z, = 0.

Letzterer besteht, soweit er im Endlichen verlduft, aus der zwei-
fach geziihlten Geraden

z, 4z, = 0,
welche eine von den drei auf A liegenden nicht unendlich fernen

reellen Geraden ist.

Wir sehen also, die uneigentliche Mannigfaltigkeit sowohl wie
die eigentliche hat gegen die ,axialen Riume“ eine eigentiimliche
4*
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Lage. Sie wird von einem belicbigen derselben nicht in einer end-
" lichen (14) Anzahl von Punkten, sondern in einer Fliche oder in
geraden Linien geschnitten; diese Schnitte sind in der That folgen-
dermaassen characterisirt :

Der Schnitt der uneigentlichen Mannigfaltigkeit
mit einem ,axialen Raume“ ist entweder cine der
Flichen A4, B dritter Ordnung, oder er besteht aus
gewissen mehrfach gezihlten Geraden im Unend-
lichen mit etwa einer der auf 4, B liegenden im
Endlichen verlaufenden reellen Geraden.

§ 12. Gemeinsame Punkte der beiden I'Huilier’schen Mannigfaltigkeiten.

Die gemeinsamen Punkte unserer beiden Mannigfaltigkeiten
werden durch die Gleichungen geliefert:

U=0, U =0 V=0

U, =0, U, =0, U’ =0, f=0, ¢ = 0.

Nehmen wir zuerst die Gleichungen
U = Ly Xy — Ly Ty = O:
U = zr,z,—z,2, =0,
U, = z,2,—x,xz, = 0,
U, = z,z,—x,2z, = 0,
U'= z,0,—2,0, = 0.

Verschwindet hier beispielsweise z,, so kommt:
z,x, = 0, z 2, = 0, z,z, = 0, z,z, = 0,

2, x—x,2, = 0;

analog wird die Sache, wenn eine beliebige andere Coordinate ver-
schwindet; ¢s muss also allemal entweder z, =0, z, = 0, 2, = 0,
oder aber z, = 0, 2, = 0, 2, = 0 sein. Wenn keine Coordinate
verschwindet, so konnen wir U}, U; etwa mit &, multiplicieren und
dann U = 0, U' = 0 benutzen.
So entsteht:

Zy (ws—2z) = 0,

z,(r;—x3) = 0,
und also

2

r, = X

—_— 2
: = z,,
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Wir kionnen also unsere 5 Gleichungen durch die drei folgenden
Systeme ersetzen:

1) z, =0, z, = 0, g =0
2) z, =0,z =0, r, =
3) T, = 1y = 7,

X, Xy, = XXy = Ty,

Diese miissen wir mit folgenden Gleichungen combinieren:
. ; . 2, 2 __
V=1-z2—2,0,— 2,2, —2, 0, — 2, Z,— 2, %, + 7, = 0,
f=z+z,+2z,—22,0,—2 r,20,(1— 2, 20,— 7, x,—x,2,) = 0,

¢ = .13,+x,+xo—x,xox,-—x‘x,x,(1—x,xb—:vbz,— .I',.’L") = 0.

Schreiben wir unsere Gleichungen voriibergehend in homogener
Form, so folgt hieraus in dem Falle 1):

x;—x:(xaza"'xoxo'i'xoxq) = 07$
.'l‘: (Io+z5+xo)_x;xaxsxa = 0.

Entweder also es ist z; = 0, oder, wieder inhomogen geschrieben,

l—z,0,—x,2,—z,2, = 0,

x, 4 o+ r,— 2,7, = 0.

Multiplicieren wir die erste dieser Gleichungen mit », und subtra-
hiren wir sie von der zweiten, so folgt:

(g +x)(L+af) = 0.
In dhnlicher Weise kommt :

(‘L'c + x;) (1 + .’L‘:) =0,
(‘Tl + xs) (1 + ‘73:) = U

Unsere zwei Gleichungen zerfallen also in drei Systeme:

142 =0, 1+2; =0, 142 =0,

z,+x, = 0. z, +z, = 0. r,+z, = 0.
Aus Symmetriegriinden miissen wir einen &hnlichen Schluss in dem
Falle (2) ziehen.

Wenn also eine Coordinate verschwindet so haben wir nur
folgende Moglichkeiten :
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)z, =0, 2£,=0, z, =0.

oder
Entweder z, = 0 oder
oder

\

oder
Nz, =0 z,=0 z =0.

[ oder
Entweder z, = 0 oder
oder

In dem Falle 3) haben wir fiir nicht verschwindende Werte

2

1+2; =0,
T+, = 0.
142; =0,
z,+x, = 0.
1+2, = 0,
z,+2z, = 0.
142} = 0,
z,+z, = 0.
1+a; = 0,
z,+z, = 0.
1425 = 0,
zs+2, = 0.

7, = 1y = Z,,
x,X, = X%y =
Setzen wir zuerst
T, = =% = T,
T, = —& = %
oder aber
xl = xb = xG
Z, =T, = —,
in V, f und ¢ so entsteht
1420+ 2+ 2} x;

142+ a] — a2}

oder, durch Addition,
22}

was nicht zuldssig ist, da wir den Fall verschwindender Coordi-

naten schon erledigt haben. Es

,

T

= 0,

muss

Ty

Zy

xl xe’ }

I
<

also sein:

xZ
xz

3)

8
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und daher
1-382} -3z} + zi«}
3— z}— x;+3ri«]

Hieraus folgt durch Addition und Subtraction:

(I
eL

1422} =0,
x:'l'x: =0,
das heisst
= —z, = 1.

Wenn wir also von den Fiillen absehen, in denen eine Coordinate
verschwindet, so haben die beiden Mannigfaltigkeiten noch 8 ge-
meinsame Punkte, welche in folgendem Schema gegeben werden:

=z, =a2,=]1|1]|-1|=1] i il—i —i

g o=, =, = | i |=i| i |—i] 1 —1|1 —1

Zusammenfassend konnen wir sagen:
Unsere beiden Mannigfaltigkeiten besitzen, ausser
zwel gemeinsamen Ebenen im Unendlichen, ndmlich:

z, = 0, z, = 0, z, = 0, z, = 0,
und

z, = 0, z, = 0, z, = 0, z, = 0,

zwolf im Endlichen gelegene gemeinsame imaginidre
Geraden von dem Typus

z2, =0 2,=0, 2, =0, 142;=0, =z +z,=0,

und 8 im Endlichen gelegene imagindre Schnittpunkte
von dem Typus

x,=x,=x3=1, T, =T, = Ty =1

Weitere gemeinsame Punkte existiren nicht.

Nun ist sehr bemerkenswert, dass, obwohl die algebrai-
schen eigentlichen und uneigentlichen Mannigfaltigkeiten sich in
den hiermit aufgezithlten im Endlichen gelegenen imaginédren Punk-
ten treffen, die entsprechenden transcendenten Mannigfaltig-
keiten im Endlichen keine gemeinsamen Punkte haben.

Denn der Winkel arc. tang. ist ein complexer Winkel mit
unendlich grossem imagindren Teil und unbestimmtem reellen Teil,
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Die im Endlichen gelegenen Schnittpunkte der algebraischen Man-
nigfaltigkeiten geben also jedesmal fiir einige 8 oder ¢ unendliche
Werte.

Die im Unendlichen gelegenenen gemeinsamen Ebenen aber,
welche augenscheinlich endliche Werte fiir die 6 und ¢ und daher
fiir die @, @ geben wiirden, sind nicht auf den transcendenten Fall
zu iibertragen; weil sie nidmlich, wie leicht zu sehen ist, durch
die Wahl der algebraischen Coordinaten eingefiihrt worden sind.
Wenn wir die 12 I'Huilier’schen Gleichungen ansehen, so geniigen
die unendlichen Losungen zwar den ganzen Gleichungen

fo=0, 9 =0, ws.w

nicht aber den gebrochenen Gleichungen, aus denen wir diese
ganzen Gleichungen abgeleitet hatten.

Im transcendenten Gebiete also gibt es keine
(reclle oder complexe) Dreiecke, welche endliche
Elemente besitzen und zu gleicher Zeit eigentlich
und uneigentlich sind.

Damit haben wir das Resultat, welches schon p. 15 gegcben
war, bewiesen:

Die eigentlichen und uneigentlichen Dreiccke
sind nicht continuirlich aus einander abzuleiten,
wenn man nicht unendliche imagindre Werthe der
a, @ benutzen will, ebensowenig ist die Operation
X, continuirlich ausfiithrbar.

§ 13. Das volistindige System U, U', V des eigentlichen 17,.

Fiir ein cigentliches Dreieck haben wir friiher die Gleichungen
aufgestellt:

1) T, X, = T,T = T,x, = A
) N = Brzx, = dr 2,2,

Wir ordnen die fernere Ueberlegung nun folgendermassen:

L. Irrationalitdt von A in a,, z,, 2, bez. in z,, z,, z,
und Normirung der fiir die eigentlichen Dreiecke
verschwindenden Formen.

Wenn wir irgend eine fiir die eigentlichen Dreiecke verschwin-
dende Form I haben, deren in z,, x,, x, bez. ungerade und gerade
Bestandteile wir mit F, und F, bezeichnen wollen, und wir eli-
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miniren nun aus der Gleichung
F=F+F, =0

vermoge (1) und (2) z,, z,, x, ,. so miissen wir auf eine Identitiit
kommen, da zwischen z,, x,, z, keine Gleichung besteht. Wegen
der Irrationalitit von A hat dicse ldentitit die Gestalt:

Fi\Oz z,z,+ F, =0,

wo F|, F, rationale algebraische Functionen von z,, r,, z, sind,
welche F,, F, crsctzen.

Diese Identitdt kann aber nur dann bestehen, wenn
F,=0, F,=0.

Wenn wir nun die Elimination riickwirts durchfithren, so finden
wir, dass fiir ein eigentliches Dreicck nothwendig gleichzeitig:

F,=0, F,=0.

Wir brauchen also nur solche Formen zu betrachten, welche
in z,, z,, z, entweder gerade oder ungerade sind.

Eine dhnliche Betrachtung zeigt, dass wir nur solche Formen
zu betrachten brauchen, welche in z,, z,, 2, gerade oder ungecrade
sind.

Es gibt also vier Typen von Formen, welche wir in Betracht
ziehen miissen:

Grad in z,, x,, %,: Grad in 2, z,, z,:
1. gerade, gerade.
2. gerade, ungerade.
3. ungerade, gerade.
4. ungerade, ungerade.

Aus solchen verschwindenden Formen setzt sich also die
allgemeinste verschwindende Form linear zusammen. Wir migen
die vier Typen, die ich normirte Formen nenne, auch folgender-
massen characterisiren:

Die Grade, welche irgend zwei Glieder einer nor-
mirten Form in z,, x,, z,, bez in z,, r,, 2, besitzen, un-
terscheiden sich immer um eine gerade ganze Zahl.

II. Typus der moglichen Gleichungsglieder.

Ich betrachte alle Glieder

— b e od ’
9= xxxzxax4x;xe
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mit positiven ganzen Exponenten a, b . . . als einem und demsel-
ben vorgeschriebenen Typus angehdrend, wenn fiir sie

a—d, b—e, c¢—f, d+e+f

dieselben vorgeschriebene Werte haben.
Daraufhin gilt der Satz:

Alle Glieder eines Typus sind (mod. U, U'), iden-
tisch.

Um dies zu beweisen, miissen wir die Vorzeichen wissen, welche

a—d, b—e, c—f

im einzelnen Falle besitzen mdgen.

Nehmen wir z. B. an, dieselben seien

+, ] +,
dann hat man sofort:
= 272 a7 ()Y (mod. U, U),

denn alle Exponenten sind in diesem Ausdrucke positiv.
Da aber
d+f+b=d+e+f—(e-D),

so ist die rechte Seite der Congruenz fiir einen bestimmten Typus
vollig bestimmt. Es sind also alle Glieder des Typus unter ein-
ander (mod. U, U’) identisch.

Dasselbe gilt, wenn wir irgend eine andere Wahl der Vor-
zeichen treffen. Es ist demgemiss der Satz allgemein giiltig.

IIT. Reduction der normirten Form.

Nun ordnen wir die normirte Gleichung

F=0
nach fallenden Graden in z,, z, x,:

Pn+‘Pn—i+.'.+Pn = O!
wo
n = 2pn+2v+e,
W (¢ = 0 oder 1).
m = 2v+4¢,
Wenn wir nun z,, z,, z, vermittelst (1), (2) eliminiren, so
kommen wir auf die Identitit

(9x,x,:c,)“P_’.+(Oxlxzz,)“"P’ v +PL =0,

n-—-2

wo das P' die Gestalt eines Bruches hat mit 2f2fz] im Nenner,
unter a, B, ¥ gewisse ganze positive Zahlen verstanden.
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Es muss also P, gleichzeitig mit  und daher mit
l—z,z,—2,7,— 2,2,

identisch verschwinden. Wenn also P! nicht iiberhaupt identisch
verschwindet, was auf den nachher zu untersuchenden Fall. P, = 0
fithrt, so ist

4 B _C
P = (l—a:,x,—x,z,—xlx,)zx,x,x,

" x¢ xf 1y

Daraus folgt, da Glieder eines und desselben Typus (mod. U,
U', V) identisch sind und P eine ganze homogcne Function der
Z,, &, , ist:

P, = l—zz,—zz,—z2) Lai vy 7, 2{ 7, 2 (mod. U, U', V),

wo z; 2, x,x{ x,x] dasjenige in P, vorkommende Glied ist, welches
bei der vorher besprochenen Elimination das Glied
xiadas
@} gy
ergibt.
Wenn wir nun V benutzen, so kinnen wir P, durch Glieder
in z,, z,, , vom Grade m +2 ersetzen.
Indem wir nun denselben Process, so oft wir wollen, wieder-
holen, werden wir am Ende die ganze Gleichung

F=0

auf Glieder n'® Grades in z,, z,, z, reduciren konnen. Unsere
Gleichung reducirt sich also (mod. U, U, ¥) auf

P, =0.
Diese Gleichung aber muss identisch verschwinden, wenn wir z, in

1 . . .
0 LS W verwandeln. Wir werden sie also so ordnen konnen,
1

dass sie in lauter Gliederpaare desselben Typus zerfillt, und also
(mod. U, U') congruent Null ist.

Es muss also F, = 0 (mod. U, U, V) sein, oder in anderen
Worten:

Die Formen U, U,V bilden fiir die eigentliche
Mannigfaltigkeit in der That ein vollstindiges
System.
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§ 14. Das vollstiandige System U, U;, U;, f, ¢ der uneigentlichen M,.

Fiir ein uneigentliches Dreieck haben wir:

x, oz, _x 8 _
@ "z 7, @ W
. 1
@) p = z,7,7,08 = Z2,a,®

Ebenso wie fiir die eigentlichen Dreiecke so kinnen wir auch
hier die Untersuchung folgendermaassen gliedern.

I. Irrationalitit von p in z, #,x,, bez in z, z,, z,
und Normirung der fiir die uneigentlichen Dreiecke
verschwindenden Formen.

Aus denselben Griinden wie vorher ergibt sich, dass wir nur
solche Formen F in Betracht zu ziehen brauchen, in denen die
Grade irgend zweier Glieder in z,, 7, z, bez. in x,, 2, #, sich um
eine gerade ganze Zahl unterscheiden.

II. Typusder méglichen Gleichungsglieder.
Fiir die uneigentlichen Dreiecke betrachte ich alle Glicder

a b e d e
g = xxxa'rstxb‘T:

mit positiven ganzen Exponenten a, b... als demselben Typus an-
gehiorig, fiir welche
a+d, b4e c¢+f, d4e+f

dieselben Werte haben.

Alle Glieder eines Typus sind (mod. U, U, U))
identisch.

Um dies zu beweisen, nehmen wir irgend welche zwei Glieder
von demsclben Typus

8 b o n—a=b —a ,Jl—b , mtatd
zl I! ‘I"I .T: a’b ‘EG )

AR n—A=B k=4 I-D wm+4+B
x oy oy T T gt

Wenn hier (1) a= A4, b> B, so ist das erste Glied

Ty AT () (@)
AL S CEN I Ny

= dem zweiten Gliede (mod. U,, U;, UY)).
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Wenn aber (2) a=4, b < B, so ist das erste Glied

s e T (2,2 ) ()
= a2yt A T (o, 1) (2, 1)

= dem zweiten Gliede (mod. U,, U, U)).

Beidemal also, — und es sind dies die einzigen zu betrach-
tenden Moglichkeiten —, sind die beiden Glieder identisch (mod.
U, U, U)w z b w

III. Reduction der normirten Formen.

Nun ordnen wir die einzelne normirte Gleichung

F=0
nach fallenden Graden in z,, z,, z,:
Pn+Pn—!+Pu—I+..' = O’

wo P, in z,, z,, x, homogen r-ten Grades sein soll mit Coefficienten,
welche Functionen von z,, z,, x, sind. Eliminiren wir hier vermige
der Gleichungen (1), (2), so kommen wir auf eine Identitiit:

P +z,x2,0|P_,+z220P ...} =0,

wo P! die (nicht homogene) ganze algebraische Function von
z,, ,, z, ist, welche aus P, entsteht, wenn wir iiberall z, statt z,,
z, statt x,, z, statt r, einsetzen.

Wir schliessen aus dieser Identitiit, dass F, gleichzeitig mit

xxzaxs(l —%,%,—, xa_xazl)
verschwindet.
Es sind also zwei Moglichkeiten:
1) P! verschwindet identisch,
2) I enthilt als Factor », x,r,(1—2z, r,—r,r,—x, 7).
In dem ersten Falle ist fiir die uneigentlichen Dreiecke

Pn=07

und diese Gleichung wird zu einer Identitit, wenn wir z, in
z,, a, in z,, 2, in #, verwandeln. Es muss also P, aus Glieder-

paaren bestehen, weclche demselben Typus angehtren und daher
(mod. U,, U;, U} identisch sind. Es ist also

P =0 (mod U, U, U;);
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und wir konnen den iibrigbleibenden Teil von F fiir sich weiter
untersuchen und wieder auf die Fille (1), (2) reduciren.

In dem zweiten Falle haben wir
-P.l. = xlx,x,(l—-x,x,—x,x,—x,x,)Zx‘;“"x:**“x;”‘",
wo
a+d>1, b4+ex=1, c+f=1.

Nun ist P, in «,, z,, z, homogen und zwar vom Grade =>2.
Denn, wenn # = 0 oder = 1, so muss sich die ganze Gleichung
= 0 auf P, = 0 reduciren, was wieder der Fall (1) ist.

Es muss also, da Glieder desselben Typus identisch sind,
= (1_xxxs—xaxs_xaxx)zx:zﬁsx;x:z‘sx{ (mOd' Un U;’ U'.')
sein, wo
d+et+f=2
a+d=>1, b+e=>1, c+f=>1.
Wir kénnen also (mod. U, U, U;) immer einen von zwei
Faktoren aus
22 7wl 74
herausgreifen, némlich entweder

xl xﬁ xﬂ
oder
z, T, 2,

Es folgt, dass in allen Fiéllen
P, =0 (mod. U, U;, U, f, ¢)-

Auf diese Weise konnen wir die Form F (mod. U,, U, U}, f, )
immer weiter reduciren; es muss also schliesslich die Form

selbst (mod. U,, U}, U3, f, ¢) congruent Null sein, d. h.

Jede fiir die uneigentlichen Dreiecke verschwin-
dende ganze Form F ist eine lineare Verbindung von
U,U,U,f o mit ganzen Coefficienten; oder in an-
deren Worten, U, U}, U,, f, ¢ bilden fiir die uneigent-
liche Mannigfaltigkeit ein vollstindiges System.
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§ 16. Beispiel der Reduction einer Gleichung (mod. U, U', V)
bez. (mod. U,, U}, U3, f, ¢). Reduction der Cosinus Gleichung.

Es soll sich um die Gleichung €' = O handeln, wo
C' = cosa,—cosa,cos a, + sina, sina, cosa,
= _2sin20,sin20,+sina,sina,zcos*%.
Da
a, = 2(6, +6,)
ist, so ist

2tan(e|+ea) — 2(‘rl+x*)(1—xlx’))_ —_ _2_(.2'l+.’172)(1—1‘l..1'2)

%S Ti%an’ (0,46,) T T—a,z) @4y ()Ll
COS?ﬁ — 1 — (l_xsxs)’
2 T l+tan’(p,+9) (I+25)(1+2)°
Setzen wir
C=8CA+aPl+a)L+2)(1+2)d+ad),
so ist

C = —z,2,(1+2) L+2)(1+2)+(z,+2,) (@, +2,)(1-2,2,) 1 —2.2,)(1-2,2,)",

eine rationale ganze Function der z, die wir nun reduciren miissen.

Die Glieder, welche in z;, x, von der nullten Ordnung sind, lauten:

z, (1 X Xy — Xy Ty — Ty xn) (xx + &+ 22, %, xs)?
= z,(x,+ 2, + 2, — 2,2, ) (V+ 2,2, + , Ty + T, 8, — 2} 23,
= (z + 2,+ 2,— z,2,2,) | x,V -z, U+ 2, U" + 2, 2,2,U0' — 232, U" |
+x, 1, (z, + 2, + T, —2, x,2,)".

2) Die Glieder, welche in z,, z, von der 2'* Ordnung sind, lauten:

— X, (1 + af)g ('T: + :I::) - (xx + 1‘,) (xl +.T.) (1 -, .’D2) (1 -z, xs) 2 Ly Ly
= — (1+ 1) (ryr,—a,20) U—2,2, ! 2(x,41,) (x, 47 (1—a,2,) 1—2.2,) + (22+27) (1427) b
= —(1+2)' VU, -2’2, x,(1 — 2, 2,— 2, 2, — 2, 2,)} — X, %, (X, +X,+ 2, — T, 2, 2,)" .

Wenn wir nun die schon fiir die Glieder O-ter Ordnung be-
nutzte Transformation des Ausdrucks

Z, (1_’;1 Xy — %, Xy — Ty x:)
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benutzen und die Glieder O'r und 2% Ordnung addiren, so kommen
wir auf den Ausdruck
—(1+2) U0, ~f{2 V-2, U+ 2, U+ 2,2 2,U'— 2;2,U"}
-, ‘T: g (‘1:1 +Z,+2,—7, %, xa) (1—.1" Ty — Ty Xy — Xy 2,).

Das letzte Glied ist aber nichts anderes als der Inbegriff der
Glieder héchster Ordnung in €. Wir haben also fiir die Reduction :

C=—1+200U—~ |2 V-2,U'+ 2, U+ 2, 2,2,U' —2* 2, U"} f,

womit C ebensowohl fiir das System U, U', V der eigentlichen
Dreiecke, wie fiir das System U,, U}, U;, f, ¢ der uneigentlichen

Dreiecke reducirt ist. Man erinnere sich, dass U’ = — U—U' war.

Anhang.

Ueber die Gestalt der Fliche dritter Ordnung:
1) ryg—x—y—2z = 0.

Diese Fliche geht durch sechs congruente Umformungen in
sich selbst iiber, ndmlich durch die sechs Permutationen der Buch-
staben z, y, 2. Sie hat demgemiiss drei Symmetrie-Ebenen

(@-y)(y—2) (e—x) = 0.
Im Unendlichen hat die Fliche drei singulire Punkte
y=022=0; 2=02=0;, z=0y=0

und der Tangentencylinder in jedem singuldren Punkte wird durch
zwel der Coordinatenebenen gebildet, was als Grenzfall eines hy-
perbolischen Cylinders aufzufassen ist. Sonst besitzt die Fliche
keine singuliren Punkte. Die Ebene

z+y+2 =0

.ist eine singulidre Ebene, welche dic Flidche in drei unter gleichen
Winkeln zusammenlaufenden Geraden schneidet.

Wir wollen ein neues Coordinatensystem einfithren, wo diese
Ebene als XY-Ebene und eine Symmetrie- Ebene als YZ-Ebene



erscheint. Wir setzen dementsprechend:

VBZ = az+y+s,

@ V6Y = z2—2y+a,
V2X = 2—g,
oder, was dasselbe ist:
X Y Z
2Y  Z
= _f2 424 = _9
3 '} Ve +V§ 13+C,>
X Y zZ o
2 = —'\—/—é“l'v—s-'i'-\‘/——a—— = —{41+¢

Die Gleichung (1) wird jetzt
E+n+0(=E++0)(—294+0) -3 =0,

oder geordnet

4) C—C(E+37 +3)+ 2 —7) = 0.

Um die auf der Fliche liegenden Geraden zu finden, schneiden
wir die Fliche zunichst mit der Ebene

a_t
®) 1=
Gleichung (4) gibt dann

ety (€ +3p%" 4 3) + 2 (E'—p'p) = O
wo wir fiir den gemeinsamen Werth von g und% p geschrieben

haben.
Diese Gleichung zerfillt in lineare Faktoren, wenn

(= Bvi'— 24" = 2p)v = O,
oder
(v +p) (v—3p)'y = 0.
Die entsprechenden Ebenen (5) sind

C+n'(—29+0'C =0
oder
(z+2) 'y (z+y+2) = 0.
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Hiermit haben wir die fiinf dreifachen Tangenten-Ebenen be-
stimmt, welche durch die Gerade

z+y+es =0, y=20
hindarchgehen.
Wenn wir diese Gleichungen mit der Gleichung der Fliche

combiniren, so bekommen wir ausser den schon bekannten geraden
Linien die folgenden neuen:

(z+e) =0,

y, =O; x+y+3=07
ZB4+1 = 0. 0.%

w = zz = 0.

Indem wir die Buchstaben vertauschen, kinnen wir nun die
siimtlichen 27 auf der Fliche liegenden Geraden aufzihlen:

1-3. z4+y+2 = xyz = 0. Endliche reelle Geraden.

4—7. z = w = 0.) Unendlich ferne reelle Ge-
8—11. y=w=0. raden, jede dreifach
12—18. g = w=0. ziihlend.

16—19. y = —# = *i.) Endliche imaginire Ge-
20—23. £ = —z = *i raden, jede zweifach
26—27. zT = —y = *i. gezihlt.

Nehmen wir jetzt einen Schnitt parallel der Symmetrie-Ebene
§=0.
Die Gleichung (4) lisst sich schreiben:
C=29[E+n'-&]-3L = 0,

oder
(Z-\2Y)[(V2Z+ Y)P—3X*|-18Z = 0,

wo jetzt X als Parameter anzusehen ist. Wir haben dann eine
Curve dritter Ordnung mit drei Aesten und einem Wendepunkt
im Anfangspunkte (Fig. 10). Die Wendetangente ist

*) w soll hier die Homogeneitatscoordinate sein, welche im Unendlichen ver-
schwindet.

Di
unt

X

Ui

1hy
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Diese dreht sich um den Anfangspunkt mit der Y-Axe anfangend
und mit der Geraden Z = \/2Y schliessend, in dem Maasse wie
X von 0 bis co wiichst.

Die Asymptoten sind

Z = \27,
V2Z4+Y = £\3X*+6.

Die beiden letzteren beriihren den mittleren Ast asymptotisch, und
jede derselben beriihrt ausserdem cinen der idusseren Aeste, welche
ihrerseits beide von der ersten Asymptote beriihrt werden.

Diese dusseren Aecste schneiden die Z-Axe in den Punkten

— VIXFO,

diese Schnittpuncte werden also, in dem Maasse wie X wichst,
immer mehr und mehr ins Unendliche riicken, und wenn

X=OO

ist, so fallen beide geradezu auf die unendlich ferne Gerade.
Die Fliche selbst ist nun sehr leicht zu construiren, wenn wir
bemerken, dass die Schnitte

y = Constans
sowie 2—\2 = Constans

gleichseitige Hyperbeln sind.

Fig. 13 stellt den Verlauf der Fliche in endlichem Abstande
vom Anfangspuncte dar.

Die Fliche besteht aus einem mittleren Stiicke und zwei hy-
perholoidartigen Schalen, welche sich im Unendlichen zu einem
geschlossenen Flichenstiick vereinigen.

Der Querschnitt dieses letzteren Flichenstiicks wird in wach-
sender Entfernung vom Anfangspunkte immer mehr und mehr drei-
eckig, und die Gestalt niihert sich immer den in Fig. 11 gezeich-
neten Teilen der Coordinatenebenen. Diec Ebene im Unendlichen
schneidet deshalb aus unserem Stiicke ein geradliniges Dreieck
mit den Seiten

z=0 y=0, 2=0

aus. Die Ecken dieses Dreiecks sind die drei auf der Fliche lie-
genden singuldren Punkte, in denen unser Flichenstiick mit dem
mittleren Stiicke zusammenhiingt.

Die Gestalt des mittleren Stiickes ist etwas complicierter.
Dasselbe verlduft in der Nidhe des Anfangspunktes sehr flach und

[

-

-y
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weicht wenig ab von der Ebene der drei unter gleichen Winkeln
zusammenlaufenden Geraden

z+y+2=0, zysz=0.

Mit wachsender Entfernung vom Coordinatenanfangspunct ver-
liuft die Fliche zwischen diesen Linien immer mehr wellenartig
auf und ab; was wir am besten veranschaulichen kénnen, wenn
wir die Teile der Coordinatenebenen betrachten, an welche in
grosser Entfernung vom Anfangspunkte der mittlere Teil der
Flidche sich eng anschmiegt.

In Fig. 12 sehen wir diese angendherte Fliche: der Rand der-
selben ist ein rdumliches Sechseck, (zy's’2'y2). Es ist aber zu be-
merken, dass im Unendlichen selbst die gegeniiberliegenden Ecken
xz' yy', 2¢' sich vereinigen, und wir also in der unendlich weiten
Ebene nicht ein Sechseck, sondern eine Art Dreieck bekommen,
welches dieselben Ecken hat wie das Dreieck, welches dieselbe
Ebene aus dem zuerst beschriebenen Flichenteile ausschneidet.
Schematisch werden die Verhiiltnisse im Unendlichen in Fig. 14
dargestellt.

Y

Fig. 14.
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