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Einleitung.

R. NEVANLINNA hat in mehreren neulich erschienenen Abhandlungen auf den Zusammen-
hang aufmerksam gemacht, welcher zwischen der Wertverteilung einer meromorphen Funktion
w (2) und der Struktur der zu ihrer Umkehrfunktion z (w) gehorigen Riemannschen Fldche besteht.
Dieser Zusammenhang wurzelt darin, dass einem Punkt, iiber dem die Riemannsche Flédche beson-
ders stark verzweigt ist, im allgemeinen ein sogenannter Ausnahmewert vom (2) entspricht,
d.h. ein Wert, der von w (2) verhéltnisméssig selten angenommen wird.

Veranlasst durch die hier angedeutete Beobachtung hat NEVANLINNA versucht, von den Rie-
mannschen Flichen ausgehend, meromorphe Funktionen mit vorgeschriebenen Ausnahmewerten
gegebener Stirke zu konstruieren. In seiner Abhandlung yUber Riemannsche Flichen mat endlich
vielen. Windungspunkten» untersucht er diejenigen meromorphen Funktionen, welche die z-Ebene
auf Flichen von der im Titel genannten Art abbilden.! Diese TFunktionenklasse ist auch dadurch
interessant, dass sie gewissermassen als die einfachste Verallgemeinerung der Exponentialfunktion
erscheint.

Die genannte Abhandlung beschrankt gich auf Flachen mit lauter logarithmischen Windungs-
punkten. Das Hauptziel der vorliegenden Arbeit ist, die Nevanlinnaschen Ergebnisse auf Flachen
mit endlich vielen logarithmischen und algebraischen, Windungspunkten zu verallgemeinern. Die
erweiterte Fragestellung zieht nach sich gewisse Probleme, welche eine besondere Darstellung
des allgemeineren Falles motivieren.

Die zwei ersten Abschnitte der Abhandlung sind der Topologie der betrachteten Flachen gewid-
met. :

Fiir die Darstellung ihrer Struktur verwenden wir den sogenannten topologischen Baum, ein
Hilfsmittel, welches neulich von SPEISER und R. NEVANLINNA in die Theorie der Riemannschen
Fléchen eingefithrt worden ist.? Tis leistet zwar nichts, das nicht auch durch direkte Betrachtung

1 R. NEvANLINNA: Uber Riemannsche Flichen mit endlich vielen Windungspunkten (Acta math., B. 58.
S. 295373, 1932). — Vgl. auch L. AHLFORS: Uber eine in der neueren Wertverteilungstheorie betrachtete
Klasse transzendenter Funktionen (Acta math., B. 58, S. 375—406, 1932).

2 A. Spriser: Probleme aus dem Gebiet der ganzen transzendenten Funktionen (Comm. Math. Helv.,
Vol. 1, H. 2, 1929) und: Uber Riemannsche Flachen (Ibidem, Vol. I, H. &, 1930).

R. NEvanLINNA: Uber die Riemannsche Fliche einer analytischen Funktion (Verhandlungen des inter-
nationalen Mathematiker-kongresses Ziirich 1932, B. I).
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der Fldchen bewiesen werden konnte, ist aber wegen seiner Anschaulichkeit ein bequemes
Werkzeug beim Studium der einfachsten Fldchenklassen. Die Theorie des topologischen Baumes

ist in Kap. I entwickelt.
In Kap. II wird die Struktur der von uns betrachteten Flachen F vollstandig beschrieben.

Ferner zeigen wir, dass eine Flidche F mit beliebig vorgeqchrlebenen Wlndungsp.unkten konstruiert
werden kann, vorausgesetzt dass diese gewissen einfachen notwendigen Bedingungen gentigen.

Im IIL und IV. Kapitel untersuchen wir diejenige analytische Funktion w(z), welche die
konforme Abbildung einer Fliche F der betrachteten Klasse auf einen Kreis |z <<R < co ver-
mittelt. Unser Hauptergebnis wird das folgende sein: w (2) ist eine meromorphe Funktion der

Ordnung %, wo p die Anzahl der logarithmischen Windungspunkte von F bedeutet; sie geniigt

einer Differentialgleichung dritter Ordnung von der Form

W ey

wo R(z) eine rationale Funktion ist.
Das Resultat zieht nach sich die Frage: Welchen Bedingungen muss die rationale Funktion

R (2) geniigen, damit die Losungen der Gleichung (I) meromorphe Funktionen seien? — Wir wer-
den jene Bedingungen angeben. Sind sie erfiillt, dann bilden die Lisungen, wie wir zeigen werden,
die z-Ebene auf Riemannsche Flidchen der von uns betrachteten Art ab.

Die in Kap. III und IV angewandten Methoden werden in wesentlichen Stiicken dieselben
sein, welche R. NEVANLINNA in seiner Abhandlung benutzt; nur werden wir den Gebrauch von
automorphen Funktionen vermeiden. {Die Frage nach den an R (2) zu stellenden Forderungen
tritt bei NEVANLINNA nicht auf, weil in dem von ihm behandelten Fall R (2) ein Polynom wird,
und die Losungen von (I) somit ohne weiteres meromorph sind.

Wie aus dem Obigen hervorgeht schliesst sich die vorliegende Abhandlung nahe an die Unter-
suchungen des Herrn Professor RoLr NEVANLINNA an. Es sei mir an dieser Stelle gestattet, 1hm
meine Dankbarkeit zu bezeugen, sowohl fiir die Anregung zu dieser Arbeit, als auch fiir seine
wertvolle Hilfe bei der Ausfithrung derselben. Ebenso gebiihrt meinem hochverehrten Lehrer,
Herrn Professor Erxst LINDELOF, mein herzlichster Dank fiir das unermidliche Interesse, mit
welchem er stets meine Studien begleitet hat.



Kap. I. Topologische Hilfsmittel.

§ 1. Der topologische Baum.

1. Die vorliegende Abhandlung wird sich mit einfach susammenhingenden® Riemannschen
Flachen beschéftigen, welche als einzige Sihgularitaten endlich viele algebraische und logarithmasche
Wandungspunkte® besitzen. Fir die Darlegung ihrer Struktur eignet sich besonders der in der
Einleitung erwdhnte topologische Bawm. Der folgende Paragraph ist der Theorie dieses Hilfsmit-
tels gewidmet.

Um die Idee der folgenden Uberlegungen anzudeuten sei zuerst ein elementares Beispiel
vorausgeschickt.

Wir fassen die zur Funktion

2(w) = ylogw

gehorige Riemannsche Fléche ins Auge. Sie wird durch die genannte Funktion auf die im unend-
lich fernen Punkt punktierte z-Ebene konform abgebildet. Als Bildbereich eines einfach zusam-
menhéngenden Bereiches ist die Fldche selbst einfach zusammenhéngend. Ferner hat sie, wie
leicht bestitigt werden kann, endlich viele Windungspunkte, ndmlich zwei logarithmische tiber
w= 0, zwei iiber w = co, und einen algebraischen tiber w =1. Sie gehort somit zu der von
uns betrachteten Fldchenklasse.

Wir denken uns die Fliache ldngs der reellen Achse zerschnitten; sie wird hierbei in Halb-
blitter zerlegt, welche iiber den zwischen den Windungspunkten gelegenen Segmenten der reellen
Achse zusammenhangen. Die Halbblétter werden durch die Funktion z(w) auf gewisse Halb-
bereiche der z-Ebene abgebildet, welche ldngs den Bildkurven der genannten Segmente an ein-
ander grenzen. Zwei benachbarte Halbbereiche bilden zusammen einen Fundamentalbereich der

eindeutigen Umkehrfunktion g

! Hine Riemannsche Fliche heisst einfach zusammenhingend, wenn sie sowohl durch jeden Riickkehr-
schnitt als jeden Querschnitt zerlegt wird. — Hierbei verstehen wir unter »Riickkehrschnitty eine einfache,‘
geschlossene Kurve auf der Flache, unter »Querschnitty eine einfache, offene Kurve mit folgender Eigen-
schaft: es gibt auf der Kurve zwei gegen die beiden Enden strebende Punktfolgen, welche sich in keinem
Flachenpunkt héufen.

> Die algebraischen Windungspunkte werden als Flichenpunkte gezihlt, die logarithmischen nicht.



(Tom. II
8 G_USTA‘V ELFVING.

s o der unter
(w) Die Halbbereiche sind in Abb. 1 dargestellt; diejenigen, welche d ren
yon z2\ww). — 1e a LI'E S

8 ntsprechen, sind schraffiert. o . S
Hﬂb]e)zzn;e?z] dIe)r Halbbereiche gibt eine vollstindige Ubersmh.t iber
den Riemannschen Fliche. Fir diesen Zweck geniigh sogar €ine gee AR
welche mit der betrachteten topologisch dqvivalent ist — z.B. ein Po Yg(()l : Zu-sammenhan .

Aus dem Fundamentalbereichnetz kann nun eine andere Darstellung .elh AT eing
verhiltnisse der Fliche in folgender Weise erhalten werden: In jedem H.albberelc 'ne e Zn
beliebigen inneren Punkt K — einen Knoten; ferner verbinde man die Knoten je zw ach-

die Struktur der betreffen-
ignete schematische Figur,

Abb. 1.

barter Halbbereiche durch Linienziige — Glieder — welche die jene Bereiche trennenden Kurven-
stiicke schneiden, und zwar soll jede Bildkurve eines Segmentes (—o0,0), (0, 1), (1,
genau einem Linienzug gekreuzt werden. Die entstandene Rigur, welche in der Abb. 1
net ist, charakterisiert vollstdndig die Struktur der betrachteten Fléche,
Halbbldtter andeuten, wihrend die Glieder die Art und Weise angebe
ander zusammenhéngen. Diese Figur, welche noch geeignet schem
ein topologischer Bawm. Es ist einleuchtend, dass ein solcher »Bau
fachere Darstellung der Flachenstruktur liefern wird, als d

-+ co) von
eingezeich-
Indem die Knoten die
n, In der jene mit ein-
atisiert werden kann, ist eben
I» in manchen Fillen eine ein-
as Netz der Fundamentalbereiche.
2. TIm folgenden soll die Theorie des topologischen Baumes
der u.nif.ormisierende.n Funktionen der Flichen aufgebaut werden. Wir brauchen uns hierbei nicht
auf die im Anfang dieser Nummer genannte Fldchenklasse zu beschrinken sonder e
Aufgabe etwas allgemeiner: ; e

! Vgl. R. Nevanuinna: Uber Riemannsche Fliachen mit endlich vielen i -
1ndungspunkten, S. 315, 318.
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sdmitliche singulire Stellen W 4
punlte»

gel ausgebreitete, schlichiarti g e Riemannsche Fliche, deren

tndungspunkte sind, welche sich auf endlich viele »Grund-

W=a, g, ..., a

der w-Kwugel projizieren. Fs handelt sich darum, die Struktur von R zu untersuchen wnd zu veran-
schaulichen.

Zersohmeidung der Fliche. — Wir ziehen auf der - Kugel eine einfache, geschlossene Jordan-

e Grundpunkte ay, a,, . . , @, in der angegebenen Reihenfolge durchlduft. L wird
durelidic hrindpninkse inig Teilbogen zerlegt, und zerlegt selbst die w-Ku-
gel in ein Innengebiet I und ein Aussengebiet 4 ; I sei dasjenige, fiir welche 7 / &

3

die Umlaufsrichtung von L als positiv erscheint. Wiar numerieren die Bogen / M
: |
GgOyy -5 Gg_y0y mat 1,2, ..., q (Abb.'2).

Wir zerschneiden nun die Fliche lings der Kurve L. Sie zerfillt hierbei ‘

'
\ {0.3 \ ’ Gy /

: : b " o/ /
in endlich oder abzahlbar unendlich viele iiber I und A gelegene Teilflichen; % \\ dae)
wir nennen sie Halbblitter und bezeichnen sie mit @ und einem spéter "\?c/‘
festzulegenden Index. Mit Hinsicht auf die zerschneidende Kurve bezeichnen Abb. 2.

wir die betrachtete Zerlegung als die Zerschneidung L.

Um einige folgende Betrachtungen anschaulicher gestalten zu konnen, machen wir noch
die folgende Hilfskonstruktion: Wir wéhlen zwei beliebige Punkte w; und w, in bzw. I und 4,
und verbinden sie mittels ¢ Kurven s;, s,, .., s;, Welche bzw. die mit 1, 2, .. . g numerierten Bogen
von L schneiden, aber sonst untereinander und mit L punktfremd sind. — Uber w; und w, liegen
auf R endlich oder abzéhlbar unendlich viele Punkte, die wir mit P und dem Index des entsprechen-
den Halbblatts bezeichnen, und welche Knotenpunkte heissen sollen. Uber den Kurven s, , s, . . ., Sq
liegen auf der Fliche gewisse Kurven, welche die Knotenpunkte verbinden; wir bezeichnen sie
als Gliedkurven und teilen ihnen die Nummern der entsprechenden IL-Bogen zu. Im folgenden
treten die Knotenpunkte als Représentanten ihrer Halbblatter auf, wahrend die Gliedkurven
diejenigen Bogen vertreten, ldngs denen diese Gebiete mit einander zusammenhingen.

Nach diesen Vorbereitungen gehen wir zur

Definition des topologischen Bawmes:

(I) Unter einem topologischen Bawm der Ordnung q versiehen wir eine auf der Zahlenkugel gezezch—
nete susammenhingende schematische Figur B mat den folgenden Eigenschaften:

B besteht aus einer endlichen oder abzihlbar unendlichen Amnzahl von Strecken oder einfachen
Streckenziigen. Sie heissen Glieder, thre Endpunkte K moten. Die Glieder sind, bis auf thre
Endpunkte, unter evnamder punktfremd.

Die Knoten sind sweierlei: Innen- und Aussenknoten. Jedes Glied hat einen Innen-

wnd einen Aussenknoten als Endpunlte.

1 Rine Fliche heisst schlichtartig, wenn sie durch jeden Riickkehrschnitt zerlegt wird.
2 Wir kénnen ¢ > 2 annehmen; sonst wiirde R die ganze w-Kugel umfassen.

2 — Soc. Scient. Fenn., Acta Nova Series A, II: 3.
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jedem Kmnoten stiessen q Glieder zusam-

Nummern von 1 bus q versehen. In
und zwar ber positivem

en in Nummerfolge erscheinen,

cinen Aussenknoten.

es sei folgendes bemerke: Wir markieren die Innenknoten mit o,
achbarte Glieder, welche dieselben Knoten verbinden, werden
als Beispiel die Abb. 3.

Die Glieder sind mat
men, welche ber einem U
Umlauf wm enen Innen-,

Uber die Zeichnung des Baum

die Aussenknoten mit X. Zwel ben
mittels zweier parallelen Strecken angedeutet. Man vergleiche

mlauf wm den Kmnot

ber negativem um

Abb. 3.

Der Zusammenhang zwischen den t i
| | opologischen Baumen u i
wird durch die folgende Festsetzung vermittelt: S Rt M

(II) B hewsst topologischer Baun i
. v der Fliche R, bei der Zerschmes
genden Bedingungen gemdiss auf einander bezogen werden kdiziiaﬁmdung o T

Jedem Innengebiet entspricht ein Innenknoten, jedem Aussen

gekehrt, gebiet ein Aussenknoten, und wm-

: H'omgen zwer Halbblitter iiber dem, Bogen v zusammen, so si )
em 'n]z)zt v numeriertes Glied verbunden: und wmgekehrt R
ie Fe i .
stsetzung kann anschaulich so ausgedriickt werdex
i

¢ entsprechenden Knoten dwrch

Die Knotenpunkt I
| e : e und Glied-
nd stetig auf die Knoten und Glieder des Baumes be-

Nummer tragen.

P AL A 3 24 )
K7

AN
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3. Sind die Grundpunkte und die zerschneidende Kurve gegeben, und ist B ein vorgelegter
Baumeder Ordm.mg 9> 80 kann die zugehérige Fliche folgendermassen konstruiert werden:

Man denke sich die durch L getrennten Gebiete Iund A der w-Kugel in beliebig vielen Exempla-
ren vo'rhanden. Jedem Innenknoten von B ordne man ein I-Gebiet, jedem Aussenknoten ein
A'Geblfft zu. Diese Gebiete sollen folgendermassen zusammengefiigt werden: Sind zwei Knoten
durch eines oder mehrere »parallelesy Glieder mit den Nummern? et o v Al i) yerbun-
den, Sf’ sollen die entsprechenden Gebiete iber dem Bogen a,_, @, von L vereinigt werden.

Die so bestimmte Punktmannigfaltigkeit bildet offenbar eine Riemannsche Fldche R, welche
keine anderen Singularititen als Windungspunkte hat. Es eriibrigt sich zu zeigen, dass R schlicht-
artig ist; dies wird indirekt bewiesen. :

Eine macht schlichtartige Riemannsche Fliche zeichnet sich definitionsgeméss dadurch aus,
dass es auf ihr wenigstens einen Riickkehrschnitt gibt, welcher die Fliche nicht zerlegt. Ein solcher
Riickkehrschnitt K hat folgende, fiir unseren Beweis wesentliche Eigenschaften, welche wir der
allgemeinen Theorie der Riemannschen Flichen ohne Beweis entnehmen:

1° K’ sei ein aus K durch stetige Abéinderung erhaltener Riickkehrschnitt; dann zerlegt auch
K’ die Flache nicht.

2° K werde durch die Punkte 4, B in zwei Bogen ACB, BDA zerlegt. Werden 4, B durch
eine »Querkurve» 4EB verbunden, so ist wenigstens eine der Kurven AEBCA, AEBDA ein nicht-
zerlegender Riickkehrschnitt.

Wire nun R keine schlichtartige Fliche, so gébe es auf ihr einen nichtzerlegenden Riick-
kehrschnitt K.

Als abgeschlossene Punktmenge auf R ist K in endlich vielen Halbbldttern enthalten. Durch
stetige Abénderung dieser Kurve kann stets erreicht werden, dass sie auch die Réander der Halb-
i ' blitter endlich oft trifft; hierbei wird (nach 1°) die Eigenschaft, R nicht zu zerlegen, nicht
verletzt. — K durchlduft nunmehr eine endliche Folge von Halbbldttern. Tritt hierbei dasselbe
Halbblatt mehrmals auf, so ziehe manj innerhalb desselben eine Querkurve; von den so erhal-
tenen beiden Riickkehrschnitten besitzt (nach 2°) wenigstens der eine die Higenschaft, R nicht
zu zerlegen. In dieser Weise wird verfahren, bis dass man einen R nicht zerlegenden Riickkehr-
schnitt hat, der eine einfache Folge von Halbbldttern durchlauft. Dieser wird schliesslich in eine
einfache, geschlossene Gliedkurvenfolge S deformiert. (Vgl. Nr. 2).

Die Kurve S zerlegt jedes Halbblatt, welches sie durchlauft, in zwei Halften @’ und @", welche
auf entgegengesetzten Seiten von S liegen; die ganze von S durchlaufene Halbblattsfolge zerfallt
somit in zwei Giirtel (Q’) und (Q'") an den beiden Ufern von S. Da S die Fldche nicht zerlegt,
0 kann jedes Gebiet @ mit jedem Gebiet Q' durch eine S nicht treffende Kurve verbunden wer-
den. Insbesondere muss es ein Gebiet @' und ein Gebiet @' geben, welche, entweder unmittelbar
oder durch Vermittelung einer von S nicht getroffenen Folge von Halbbléttern, an einander grenzen,
Hs ist also moglich, eine einfache, S mnicht treffende Gliedkurvenfolge S” anzugeben, welche auf
dem einen Ufer von S anféngt und auf dem anderen endet.

1 Alle Nummern und Indizes sollen auf ihre Reste mod ¢ reduziert werden.
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wiirde im Baume B eine einfache,
Hier stossen wir auf einen Widerspruch. Denn der Folge Sh I'de 11 2 el
; | 4 jche eine G II', welche :

i orechen. Der Folge S° entsprac . Aol
eschlossene Gliedfolge I entsprechen. S et
i]b anfingt und endet, aber sonst mit dieser Folge punktfremd ist; und ZW‘II'.WHd e 1. n
d 56 g 3 o s ‘h :
Enden von I7’ auf verschiedene Ufer von I7 miinden, da die Glieder elna?lder 1nt S i “Efo.lse

‘ A i Knotenpunkte. Eine
um die Knoten folgen, wie die entsprechenden Gliedkurven auf R um die Knotenp ne

solche Sachlage ist aber in der schlichten Ebene unmdoglich.
i 5 ist hiermit bewiesen.
Die Behauptung 1° auf S. 10 ist hiermi : : ; '
Ist B insbesondere aus endlich vielen Knoten (und folglich aucl_l endhf:h vielen Grhede'rn)
aufgebaut, so besteht die Fliche aus endlich vielen Halbblittern, und lhre' Windungspunkte sind
samtlich algebraisch. Sie ist eine geschlossene Fliche; auch B wird als ein geschlossener Baum

bezeichnet.

4. Bs soll nun umgekehrt gezeigt werden, dass zu einer Fldche R mit den auf S. 9 angeygebenen
Eigenschaften, bei gegebener Zerschneidung L, ein wohlbestimmter topologischer Baum B gehdort.

Zu dem Zweck ordne ich erstens die Halbbldtter von R in einer bestimmten Reihenfolge;
dies geschieht am besten durch sogenannte

Kranzformige Ausschopfung der Fliche. — Ich wihle ein beliebiges Halbblatt o, welches
ich, in Bezug auf die Ausschopfung, als die nullte Generation bezeichne. Diejenigen Halbblitter,
welche liber den Bogen von L mit @, zusammenhéngen, bilden die erste Generation. Allgemein:
Zur (n + 1):ten Generation werden diejenigen Halbblitter gezdhlt, welche mit den Halbblittern
der n:ten Generation zusammenhéngen, und nicht schon einer niedrigeren Generation angehoren.

Bei dieser Ausschopfung werden sidmtliche Halbblitter mitgenommen. Denn jedes Blatt

kann, da die Fliche zusammenhdngend ist, n_lit Qo durch eine Kurve verbunden werden; diese

gehort zu endlich vielen Halbbléttern, welche in eine Folge von etwa n + 1 sukzessiv zu einander
grenzenden Blédttern geordnet werden konnen. Das betrachtete Halb
oder einer niedrigeren Generation gehoren.

Ordnet man noch die Halbblitter innerhalb jeder Gener
S0 erscheinen sie samtlich schliesslich in einer Folge

@) : G, G g

Ich denke mir nun die Flache R lings der Kurve 7, zerschnitten, und bhaue «i
ten (@) sukzessiv wieder auf in der folgenden Weise: , M

Ich fange mit Q¢ an und fiige an dieseg Blatt das Blatt Q
mit ¢ zusammen, so soll die Anheftung sukzessiv iiber den1 .v
in Nummerfolge.

Die so erhaltene Teilfliche von R sei R, .
Siv tiber den verschiedenen L—Bogen, tiber
erhaltene Fliche sei R,. Allgemein:

An die aus @, . . ., @ aufgebaute Toilfls i
LRl b Boata, ﬁbef]a:he R, von R wirq das Blatt @n ity geheftet, sukzessiv

blatt wird dann zur n:ten

atlon nach irgendeiner Vorschrift,

aus den Gebie-

Héngt @, iiber mehreren L-Bogen
erschiedenen Bogen erfolgen, z.B.

Ich hefte an sie dag Blatt @,

¢ und zwar wieder sukzes-
denen @y mit jener Teilfygep

¢ zZusammenhéngt. Die

" denen i ;
s Qs it dep bereits Vorhandenen Teilfliche
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Man sieht sofort, dass bei diesem Verfahren

Prozess setzt sich abwechselng aus
zuriickgebliebenen Binschnitten gyg
N

gewiss

alle Punkte von R mitgenommen werden. Der

Anheftung von neuen Blittern und »Einschmelzung» von
ammen.

ach jeder :
jeder Anheftung bzw. Einschmelzung liegt eine Fliche vor, welche im allgemeinen

e, tber de : :
A o) dth]?.ogen von L liegende frese Randbogen hat. Ist R geschlossen, so sind, nach
g en Schritt, alle Halbblitter nebst Randbogen mitgenommen; der Prozess bricht ab.

| Konstruktion des topologischen Baumes. — Nach diesen Vorbereitungen ist es leicht, den £
winschten Baum B der Fliche aufzubauen. Tol gebe erst eine Anweisung fiir die Konstruktion,
“dann den Beweis fiir ihre Moglichkeit.
A‘ls Bausteine verwende ich gewisse Gebilde, die ich als Sterne bezeichne: jeder Stern besteht
aus eltflem Knoten und ¢ von ihm ausgehenden Elementargliedern, welche in Folge von 1 bis g
numeriert sind; der Stern ist ein Inmen- oder Awussenstern, je nachdem die
Nummerfolge einer positiven oder negativen Drehung um den Knoten entspricht.
Jedem Innen- bzw. Aussengebiet ), von R wird ein Stern K, von der ent-
sprechenden Art zugeordnet. Den ¢ Randbogen von @, entsprechen die ¢ gleich N \

3

numerierten Elementarglieder. /°— L,
Die Konstruktion des Baumes erfolgt nun ganz parallel mit der kranzformi- ? B
gen Ausschopfung der Fléche. Abb. 4.

Iech zeichne zuerst den Stern K, (Abb. 4).

Das Halbblatt ¢; moge mit ¢, tber den mit v, »’,... (»<»" <...) numerierten Bogen
von I, zusammenhéngen. Ich zeichne dementsprechend den Stern K, derart, dass ich die mit »
numerierten Elementarglieder von K, und K, zu einem einzigen Glied vereinige. Dann verbinde
ich sukzessiv die etwaigen anderen, mit »’,... numerierten, zusammengehorigen Elementar-
glieder mittels Strecken, welche die bereits vorhandenen Teile der Figur vermeiden. Die er-
haltene Figur B, stellt die Struktur der Teilfliche R, dar.

An B, wird in derselben Weise der Stern K, von Q. gefiigt usw. Allgemein:

Der Teilfliche R, moge die Baumfigur B, entsprechen; den freien Randbogen von R, ent-
sprechen dann in B, gewisse frete Glieder, d.h. Elementarglieder, die noch nicht mit einem anderen
zu vollstéindigen Glieder vereinigt sind.

Wenn, bei der Ausschopfung von R, an den freien Randbogen b von R, das Blatt Q.

geheftet wird, so soll in der Baumfigur an das entsprechende freie Glied k der Stern Kn41 von

) gefiigt werden, so dass das mit % gleichnumerierte Elementarglied I mit k& vereinigt wird.
n-+41, T 4

Wenn. bei der -Ausschopfung, Qn+1 14088 (etwaigen) anderen Randbogen b’, b”,... an R,
geheftet wird, so sollen die entsprechenden Gliedpaare (k', 1), (K", '), ... in B, und K, 4 sukzes-
Siv mit Strec,ken vereinigt werden, welche die bereits vorhandenen Teile der Figur vermeiden.

Die entstandene Figur By 41 stellt die Struktur von Ry dar.

Maoglichkett der Konstruktion. — Die obige Anweisung setzt voraus, dass zwei
Iben Schnittbogen auf der Fléche entsprechen, immer vereinigt
oi der bereits vorhandene Teil des Baumes getroffen wird. Dies
hlichtartrg ist.

Bewers fir die
Elementarglieder, welche demse
werden konnen, ohne dass hierb
folgt in der Tat daraus, dass die Fliche sc
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ach der Anweisung konstruierbar, aber sie enthilt
C 7

Antithese: Die Baumfigur B’ (Abb. 5) 1st 1 Glieder k, 1, deren Endpunkte K, I durch

: ; 'dnete
zwei freie, demselben Schnittbogen auf R zugeordnet

die Glieder von B’ getrennt sind. e s
Ei lel Saghlwe kann offenbar nur dadurch entstehen, dass B’ eine einfache, ge-
ine solche Sachlage ke enba

schlossene Gliedfolge I7 enthilt, welche K und L trennt. D.a alle r:[‘eile Von.B: l.n .lesalnm‘enhging
stehen, kann man K und L mit IT mittels zweier einfacher Gliedziige
IT;, IT; verbinden; sie miinden auf verschiedene .Ufer'von 754
\1 2 Der Folge IT entspricht auf der Flache R eine einfache, ge-
¥ % schlossene Gliedkurvenfolge S. Auch die den Gliedern von I77, IT;
D = ‘! entsprechenden Gliedkurven bilden eime einfache Folge S, denn den
K/ Elementargliedern k, ! entspricht, voraussetzungsgemass, di.eselbe
Gliedkurve; und zwar miinden die Enden von S’ auf verschiedene
Ih Ufer von S, da die in einem Knotenpunkt zusammenstossenden
Gliedkurven einander in derselben Ordnung folgen, wie die entsprechenden Glieder um ihren
gemeinsamen Knoten. Die beiden Ufer von S wiirden somit nicht von einander getrennt sein;
dies steht aber in Widerspruch mit der Schlichtartigkeit der Flédche.

Zusammenfassung. — Nach dem Obigen ist die auf S. 13 angegebene sukzessive Konstruktion
immer ausfihrbar. Sie fiihrt, nach endlich oder abzihlbar unendlich vielen Schritten, zu einer
Figur B, welche die Eigenschaften (I) (Nr. 2) hat, also ein topologischer Baum ist, und zwar, im
Sinne der Vorschrift (II), der Baum von R bei der Zerschneidung L. B ist in dem Sinne voll-
kommen bestimmt, dass zwei verschiedene, zur Fliche R und zur Kurve L gehorige Bédume ein-
eindeutig und stetig auf einander bezogen werden konmnen.

Der Beweis fiir die Behauptung 2° auf S. 10 ist hiermit erbracht.

Ist R eine geschlossene Fldche, so bricht der Konstruktionsprozess nach einem gewissen
Schritt ab, indem keine freien Glieder mehr vorhanden sind. Der Baum besteht dann aus endlich
vielen Knoten und Gliedern; er ist ein geschlossener Baum.

Die Elementarpolygone.

5. Den Windungspunkten der Riemannschen Fliche entsprechen im to
gewisse Gebilde, die jetzt besprochen werden sollen.

Ich betrachte z.B. die iiber a, gelegenen Windungspunkte von R. P sei ein Punkt auf R tiber wi
(Nr.2). Von P aus verfolge man die Fliche iiber der Kurve s,
nac.h wi, wieder iber s, nach w, usw., indem man den Grundpunkt g, in positiver Richtung um-
kreist; ebenso in negativer Richtung. Man wird hierbei entweder nach einem Umlauf, oder nach
A (4 >1) Umlaufen, oder nie den Punkt P wieder errcichen. Der durchlaufene Gliedkl,lrvenzyklus

umschliesst in diesen drei Féllen hzw. eine iiber a i
| . e v gelegene schlichte i i
oder einen logarithmischen Windungspunks, R S

Im topologischen Baum entspricht dem Gliedkury
zyklus (Vgl. die Abb. 3). Er besteht aus abwechselnd mit y und y- 1 numerierten Glied e
ledern. Vo

seinen Knoten gethen. nach der einen Seite (der slinkeny») keine Glieder aus. mi ied
zyklus nennen wir ein Elementanolngn, und zwar den drei Rillen entsr;recliendsqchen G;he
nd ein reguldres,

pologischen Baum

nach wq, dann iber s, . ; zuriick

enzyklus ein 2-, o A-, oo-gliedriger Glied-
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ein algebraisches oder ein logarithmisches

Ich werde auch kurz von Zweiecken, von 2A-Ecken
und von oc-KEcken reden. Aus dem (Gesagt

Jeder wber etnem Grund en i-st folgendes ersichtlich: ‘ '
y undpunkt gelegenen schlichien Stelle von R entspricht in B ein Zwezeck, jeder
algebm.@schen .Stelle der Ordnung 2 ein, RA-Eck, jeder logarithmischen Stelle ein oo-Eck und wmgekehrt.
: ]?16 Zwelecke und 21-Ecke umschliessen gewisse Gebiete, welche von Knoten und Gliedern
frei sn?d; wir ne.nnen sie regulére hzw. algebraische Elementargebiete. Auch das von Gliedern freie
Ufer eines l.ogarlthmischen Elementarpolygons werde ich gelegentlich als ein »logarithmisches Ele-
mentargebiety bezeichnen!, — Die Namen »Elementarpolygon» und »Elementargebiets rithren
davon her, dass den reguldren, algebraischen und logarithmischen Elementen einer analytischen
Funktion gleichbenannte Stellen ihrer Riemannschen Fliche entsprechen.

Mit der Nummer eines Elementargebiets werden wir den Index des entsprechenden Grund-
punktes verstehen.

Dre Zusammenhangszahl des Bawmes.

6. Die vorliegende Abhandlung wird sich, wie schon erwéhnt, mit einfach zusammenhingen-
den Flidchen beschéiftigen. s ist fiir die folgende Darstellung notig klarzustellen, wie der einfache
bzw. mehrfache Zusammenhang der Fliche im topologischen Baum zum Ausdruck kommt.

Eine schlichtartige, mehrfach zusammenhingende Fliche ist definitionsgeméss dadurch cha-
rakterisiert, dass es auf ihr einen die Fléche nicht zerlegenden Querschnitt gibt (Vgl. die Fussnote
S. 7). Dieses Kriterium kann durch ein anderes, mit ihm dquivalentes ersetzt werden:

N sei ein nichtzerlegender Querschnitt der Fliche R. Man verbinde zwei gegentiiberliegende
Punkte der beiden Ufer von N durch eine einfache, N nicht treffende Kurve K, die also einen Riick-
kehrschnitt auf R darstellt. Wegen der Schlichtartigkeit der Flache zerlegt K diese in zwei Gebiete,
welche je einen Zweig von N enthalten. Sie enthalten somit, laut der Definition des Querschnittes,
je eine unendliche Punktmenge, welche sich in keinem Fldchenpunkt

hiuft. Bezeichnen wir Gebiete mit dieser Eigenschaft kurz als Rand- *\\‘ 7

gebiete, so konnen wir sagen: Es gibt auf R einen Riickkehrschnitt, \o ‘/

der zwei Randgebiete trennt. i = S
Umgekehrt: Gibt es auf R einen derartigen Riickkehrschnitt \ =3 o

K, so gibt es auch einen Querschnitt N, der die Fliche .nicht zZer- /o—x\

legt. Denn K zerlegt, laut Voraussetzung, R in zwel Gebiete, Z A\

welche je eine unendliche Punktmenge, z.B. cine Punktfolge, ent- Abbite: :

halten, die sich in keinem Flichenpunkt héuft. Zieht man nun, von

einem Punkt auf K ausgehend, nmach den beiden Gebieten hin zwei Kurven, welche die
Punkte der genannten Folgen sukzessiv durchlaufen, so bilden diese Kurven zusammen einen
Querschnitt N von R, der die Fliche nicht zerlegt; denn seine Uter sind durch K verbunden.

1 Der Name ist nicht ganz glicklich, da ja eine offene Gliedfolge nicht den vollen Rand eines Gebietes
ausmachen kann. In dem uns interessierenden Falle, wo R einfach zusammenhéngend ist, kann aber B stets
derart gezeichnet werden, dass der unendlich ferne Punkt die einzige Héufungsstelle der Knoten und Glieder
wird; dann begrenzt jedes logarithmische Polygon, zusammen mit dem Punkt oc, ein wirkliches Gebiet.
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Bine schlichtartige Fliche ist also dann und nur dann mehrfach zu.sammenhangend, wenp
es auf ihr einen Riickkehrschnitt gibt, welcher zwei Randgebiete trennt. Die entsprechende Eiger.-
schaft des topologischen Baumes ist in dem nachstehenden Satz enthalten ({&bb.. 6):

Ist die Fliche R mehrfach zusammenhingend, so gibt es in threm Bauwm B evne evnfache, geschlos-
sene Gliedfolge, welche zwei unendliche Mengen von Kmnolen lrennt. Umgekehrt: Gibt es in B ejpe
solche Folge, so ist R mehrfach zusammenhingend.

Analogisch nennen wir auch den Baum mehrfach oder einfach zusammenhingend, je nachdem

er eine Folge der besagten Art enthélt oder nicht.

Bewers:

1° R sei eine schlichtartige, mehrfach zusammenhéngende Fléche.

Nach dem obigen gibt es auf R einen Riickkehrschnitt K, der zwei Randgebiete von R trennt,
Wir folgern zunéchst hieraus, dass es sogar eine Gliedkurvenfolge mit derselben Eigenschaft gibt
(Vgl. den Beweis auf S. 11). In der Tat: K ist in endlich vielen Halbbldttern enthalten; durch stetige
Abédnderung kann erreicht werden, dass diese Kurve jedes von ihnen nur endlich oft trifft. Durch
Zeichnung geeigneter Querkurven wird jene nunmehr durch endlich viele Riickkehrschnitte ersetzt,
von denen jeder eine ewnfache Folge von Halbbléittern durchlduft; unter diesen Riickkehrschnitten
muss es offenbar einen geben, der immerhin zwei Randgebiete von R trennt. Dieser wird schliess-
lich in eine einfache, geschlossene Gliedkurvenfolge S deformiert, welche ebenfalls die genannte
Trennungseigenschaft besitzt.

Wegen der Schlichtartigkeit von R zerlegt S die Fliache in zwei Teilflichen R, und R,. Ich
werde zeigen, dass diese je unendlich viele vollstindige Halbblétter enthalten.

Ich betrachte z.B. die Teilflache R;; sie enthélt, nach dem obigen, eine unendliche Punkt-
menge, die sich in keinem Fldchenpunkt hiuft. Dies ist nur in einer der folgenden Weisen maglich:
Entweder enthélt R, Punkte unendlich vieler Halbblétter; oder es gibt ein Halbblatt, welches
unendlich viele Punkte der genannten Menge enthélt; diese hiufen sich dann notwendigerweise
gegen einen logarithmischen Windungspunkt. Im letzteren Falle kann man, mittels eines hin-
reichend kleinen Kreises, aus R eine unendlich vielblittrige Elementarfliche ausstanzen, welche
mit S punkfremd ist, Punkte von R, enthilt, und somit ganz zu R, gehort. In jedem Fall enthilt
also R, Punkte unendlich vieler Halbblitter. Da es nur endlich viele von § zerlegte Halbblatter

gibt, miissen unendlich viele vollstdndige Halbblitter zu R, gehoren; d.

. asselbe kann von R, be-
wiesen werden,

Die Knotenpunkte von R zerfallen nach dem Bewiesenen (insofern sie nicht
1n'zwe1 ?nendhche Mengen: die zu R, und die zu R, gehorigen. Verbinde ich einen Knotenpunkt
mit S mittels eines einfachen Gliedkurvenzuges, so wird dieser auf verschiedene Ufer von § min-

den, je nachdem der Knotenpunkt zu' Ry oder R, gehort; denn sonst wirden die Mengen nicht
durch S getrennt sein. 2

Diesem Verhiltnis entspricht im topologischen B
geschlossene Gliedfolge I7T (das Gegenstiick zu S), und zwel unendliche Knotenmengen mit fol-

gender Eigenschaft: werden, von zwei Knoten verschiedener Mengen einfache Gliedzii h 11
gezogen, so munden diese auf verschiedene Uter Non=FTNdh T tre;mt di ]j/[ S n;m
s ¢ Mengen, w.z.b.w.

auf S liegen)

aum das folgende: Es gibt eine einfache,
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2° Umgekehrt: Der topologische Baum
Gliedfolge 7 enthalten, welche
verschiedener Mengen einfache
miinden.

B der Fliche R moge eine einfache, geschlossene
zwel unendliche Knotenmengen trennt. Ziehe ich von zwei Knoten
Gliedziige nach I7, so werden diese also auf verschiedene Ufer

Auf der Fliche R entspricht der Folge II eine einfache, geschlossene Gliedkurvenfolge S,
welche R in zwei Teilflichen zerlegt. Den Knotenmengen entsprechen zwei unendliche Mengen
von Knotenpunkten mit folgender Eigenschaft: werden, von zwei Knotenpunkte verschiedener
Mengen, Gliedkurvenziige nach S gezogen, so miinden diese auf verschiedene Ufer von S. Hieraus
folgt, dass die genannten Mengen bzw. den beiden durch S getrennten Teilflichen angehoren. Es
gibt somit auf R einen Riickkehrschnitt, welcher zwei Randgebiete der Fliche trennt; diese ist
folglich mehrfach zusammenhingend.

Der auf 8. 16 ausgesprochene Satz ist hiermit vollstéindig bewiesen.

o ——=

/o-—- » 2 s e /°\‘/°\
b \° ° 1 T P | ° ;l,
\ / Sl s
—_— L] x—
o i X
—o x o= AN AN
° | | |
a b c d

Abb. 7.

Der Baum gewonnen durch Abbildung von E. — Bespiele.

7. Wie schon bemerkt, hitten wir in viel einfacherer Weise als der obigen zum Begriff des
topologischen Baumes gelangen konnen, falls wir die Moglichkeit einer konformen oder auch
nur topologischen Abbildung von B auf ein schlichtes Gebiet benutzt hétten. Bei einer solchen
Abbildung werden nimlich die Knotenpunkte und Gliedkurven von R auf ein System von Punkten
und Kurven abgebildet, welche den Knoten und Gliedern des topologischen Baumes vollkommen
entsprechen. Ich habe es jedoch vorgezogen, mit der schematischen Darstellung anzufangen;
denn in dieser Abhandlung handelt es sich eben um die Auffindung und Untersuchung der Abbil-
dungsfunktion einer topologisch gegebenen Fliche.

Auf Grund der obigen Bemerkung ist es leicht, die Biume einiger elementaren Flichen zu
zeichnen. o

Abb. 7 a stellt den Baum der Fliche von z = J/w dar. Das Innere und Aussere des Elemen-
tarpolygons entsprechen den Windungspunkten z = 0 und z = co.

Abb. 7b zeigt den Baum der gewdhnlichen logarithmischen Fliche, Abb. 7 ¢ denjenigen
der zur p-Funktion gehorigen Fliche.

"~ In Abb. 7 d finden wir den Baum einer »reguldr verzweigten» Fliche mit drej Grundpunkten:
sie wird durch die Umkehrfunktion der Modulfunktion auf das Innere des Einheitskreises abgebildet.

8 — Soc. Scient. Fenn., Acta Nova Series A, I1: 3.
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Kap. 1L Topologie der Flichen F.

§ 2. Allgemeine Struktur der Flichen F.
entwickelten Theorie des topologischen Baumes haben wir
o schlichtartig ist, und dass ihre singu-

kte sind. Wir wenden uns jetzt

8. In der im vorigen Kapitel :
bei der Riemannschen Fléche nur vorausgesetzt, dass sl
laren Stellen iber endlich vielen Punkten liegende Windungspun
unserer eigentlichen Aufgabe zu:

Tch betrachte diejenigen eimnfac h zusamm
welche als einzige singuldre Stellen e n dlich viel
Kapitel soll thre Struktur unier Anwendung des topo o

Die Anzahl der logarithmischen Windungspunkte soll im Folgenden mit p, diejenige der alge-
braischen mit = bezeichnet werden. Die Ordnungszahlen der letzteren bezeichnen wir mit
=15 e )k

enhiangenden Riemannschen Flichen F,
¢ Windungspunkte aufweisen. Im vorliegenden
logischen Bawmes wntersucht werden.

9. Zuerst sei der Fall p = 0 kurz besprochen.

Nach Nr. 5 umfasst der topologische Baum B von Fin diesem Fall keine logarithmischen,
genau r algebraischen und iberdies (im allgemeinen) noch gewisse regulére Elementargebiete. Jeder
Knoten von B muss Eckpunkt wenigstens zweier nicht-reguliren Elementargebiete sein — sonst
wire F die schlichte w-Kugel; hieraus folgt, dass B nur endlich viele Knoten hat. B ¢st geschlossen,
F ist die Riemannsche Fldche der Umkehrfunktion etmer rationalen Funktion.

Unter Anwendung des topologischen Baumes ergibt sich ein einfacher Beweis fiir den bekann-
ten Riemannschen Satz iiber die Windungspunkte einer algebraischen Fléche vom Geschlecht Null.
Angesichts einer spateren Anwendung derselben Methode sei es uns erlaubt, den Beweis hier
anzugeben.

Die Elementargebiete, Glieder und Knoten von B bilden auf der Zahlenkugel ein Polyeder
(im topologischen Sinne) vom Geschlecht Null. ‘Wir werden auf dieses den bekannten Eulerschen
Polyedersatz anwenden; fir ein geschlossenes Polyeder vom Geschlecht Null lautet er:

) =K SES B L0 — 10

wo K die Kanten-, S die Seiten- und E die Eckenzahl bedeuten.

Ich bezeichne mit n die Blétterzahl von Fund mit n(a) die Anzahl der iiber w — g gelegenen
Punlkte dieser Fliche; s ist mithin # (a) < n, wobei Ungleichheit nur fir die Grun_d—pf:nite imtt
findet. In diesem Fall ist n —n(a,) die gesamte Verzwes att-

: gungszahl® der iiber q <
v gelegenen algebral

schen Windungspunkte. — Mit diesen Bezeichnungen wird di
die Anzahl der :
9n, diejenige der Glieder also Vi Knoten von B gleich

5 — 4. Die Gesamtzahl der Elementargebiete wird gleich
der Anzahl aller iiber den Grundpunkten gelegenen Punkt &
nkte : = :
ist also von I, also ; % (av). In die Formel (1)

1 Ein algebraischen Windungspunkt wird als ein Punkt gerechnet
2 2 —1 ist die Verzweigungszahl eines Windun =
gspunktes von der O
rdnung 2.
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q
E=2n, K=ng, §=)
d)
einzusetzen; sie gibt dann

q
Y (n—difa) =2 (n—1)

v=1

oder, da die linke Summe die gesamte Verzweigungszahl von F ist,
9

(0

D h—1)=2@m—1).

i=1
Dieses ist die Riemannsche Formel.

it ei i hen Fldche
10. Ich gehe zum Fall p >> 0 iiber. Wir haben es da mit einer oﬁ'enen B;erlglsiii e
zu tun; ihr topologischer Baum B umfasst dementsprechend unendlich viele

H
S e
Q P 0 / \OL 5/ \x O ==t
—X o X \ /
H
f
Abb. 8.

der, und, von Elementargebieten, p logarithmische, r.(Z (?) algebraische und ausserdem noch
regulire. Wir wollen untersuchen, wie sich diese Gebilde 1n‘1 Baum anordnen.

Ich betrachte ein beliebiges logarithmisches Elementarpolygon (A’F)b. 8), unq verfolge es,
von irgendeinem Knoten ausgehend, unbeschrinkt nach d(fr. einen Blchtung hin, z.B. 1.13011
derjenigen, welche einem negativen Umlauf um den z.ugehorlg(.an Wmdl‘mgsl.)unkt entspricht.
Hierbei habe ich an der einen (brechten») Seite ein von Gliedern freies »logarlthmls ches Elementar-
gebiety H. An der anderen Seite grenzt das Polygon entweder unmittelbar (lings KL, LM,
NO, ... in Abb. 8) oder iiber einem oder mehreren Zweiecken (MN, PQ) an ein a

lgebraisches
oder logarithmisches Gebiet. Ich sehe von! den Zweiecken ab, und sage kurs: I grenzt an jene

Gebiete.

Ich behaupte nun: Von einem gewissen Knolen ab grenzt H an ein und dasselbe logarithmasche
Gebiet H'. :

Erstens kann H nicht in infinitum an algebraische Gebiete grenzen; denn diese,
auch ihre Seiten, sind nur in endlicher Anzahl vorhanden. — Von einem gewissen
grenzt H also an lauter logarithmische Gebiete. Da es nur endlich viele solche gibt, muss entwe-
der nach einem bestimmten Schritt immer dasselbe der Nachbar von H sein; oder eg miisste

und somit
Knoten ap



20 GusTav BLFVING, (Tom, 1y
sich ein Gebiet H’ unendlich oft wiederholen. Im letzteren Fali wiirden H_ und H’ ZWischey,
sich unendlich viele Polygone einschliessen. Wegen des einfachen Zusa.mlnenhz'lngs von F (Val,
den Satz in Nr. 6) enthiclte das Innere jedes solchen Polygons nur endlich v16.le Knoten yyg
Glieder, und zerfiele also in gewisse regulare und algebraische Elementargebiete. Es wipg,
dann unendlich viele Gebiete dieser letzteren Art geben, was gegen die Voraussetzung ist," p,
Behauptung ist hiermit bewiesen.|

Der Satz gilt selbstverstindlich auch, wenn man das Ufer von H nach der anderen Richtung
hin verfolgt; nur ist das Nachbargebiet im allgemeinen einJanderes.

Zu den Gebieten H und H’ gehoren auf der Fliche F logarithmische Windungspunkte,
welche tiber verschiedenen, Grundpunkten liegen; sonst kénnten H und H' nicht dieselben{ Knotey
als Ecken haben. Hieraus folgt: Die Anzahl der logarithmischen Windungspunkte ist mindestens

SRy Ks Ks cwer, und sve liegen diber mandestens zwer verschj,-

>°—§—*=i:°5%§x:‘§205§5 denen Grundpunkten. — Grundpunkte, iiber deney
= logarithmische Windungspunkte liegen, bezeichne
ich kurz als logarithmische Grundpunkte.

Die zu H und H’ gehorigen Grundpunkte mogen a, und a, sein. Dann tragen diejenigen
Glieder, welche H und H' trennen, abwechselnd die Nummern (Vgl. Abb. 9)

2 —

Abb. 9.

©)) peial e Ry
und
(3) Ml Loy

Zum spéteren Gebrauch fiihre ich bei dieser Gelegenheit die folgenden Ausdriicke ein: Ein
Glied, oder mehrere Glieder, welche dieselben zwei Knoteh verbinden, und zwischen sich Ziweiecke
einschliessen, nenne ich ein Biindel. Zwei Biindel mit zusammen q Gliedern, welche inYder Art
von (2) und (3) sdmtliche Nummern 1, 2, . ., g aufweisen, bezeichne ich als Komplementarbiindel.
Zwei Komplementarbiindel, welche von demselben Knoten ausgehen, bilden ein Doppelbiindel.
— In Abb. 9 ist K; K, ein Biindel, K, K, sein Komplementarbiindel, beide zusammen bilden
ein Doppelbiindel. — Unter Benutzung dieser Ausdriicke kann man kuryz sagen:

Zwer benachbarte logarithmische Elementargebiete werden, durch eine unendliche Folge von
Doppelbiindeln getrennt. :

Auf der Riemannschen Flache haben wir, dem obigen ents
nisse:

Den Knoten Kj, K, ... (Abb. 9) entspricht eine unendliche
abwechselnd iiber den Bogen a, a, und a, a zusammenhéngen,
der sich nach der einen Richtung hin unendlich oft um die beid
so wie die Fliache der Funktion

prechend, die folgenden Verhalt-

Folge von Halbbléttern, welche
Sie bilden einen Zweig von F,
0 Punkte a,, a, windet, genat

w—q
z2=log— "+,

w—aqa

v

Wir nennen daher, mit SPEISER und NEVANLINNA,

G einen derartj : 2 :
das entsprechende Gebilde im topologischen Bay 8EN Zweig der Fliche, sowie auch

m, ein logarithmz’sches Ende
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11. Wir haben j ;
m der vor , :
"11gen Nummer die Berandung und die Nachbargebiete eines ein-

zelnen logarithmi :
hreib : d USChen- Blementargehiets untersucht. Nun wenden wir uns wieder der Be-
schretbung des topologischen Baumes alg ganzen zu
Ich betrachte ei tihin s ;
- e }ft 1;3111 beliebiges logarithmisches Elementargebiet H,, und verfolge sein Ufer
Dg. Nach dem Satz auf . 19 grenzt H;, von einem bestimmten Knoten

Ix'm al:.), an ein einziges logarithmisches Elementargebiet H,, und wird von ihm durch ein loga-
rithmisches Ende I, getrennt (App. 10)

Abb. 10.

Von K,, aus verfolge ich das Ufer von H, in negativer Richtung bis zum Knoten Kasoovon
welchem ab H, an das logarithmische Elementargebiet H, grenzt. H, und H,; werden durch
ein von K, ausgehendes logarithmisches Ende L,, getrennt.

In dieser Weise fahre ich fort, und erhalte so einen Zyklus von logarithmischen Elementar-
gebieten H,, H,, ... Ich werde folgendes zeigen: Der Zyklus schlvesst sich nach dem p:ten Schritt,
indem H, am seiner linken Seite an H, grenzt.

Beweis: Da B nur p logarithmische Elementargebiete enthélt, muss nach hochstens p Schrit-
ten das Gebiet H, wieder im Zyklus auftreten, indem ein gewisses Gebiet H, (p’ < p) an seiner
linken Seite an H, grenzt.” Es muss gezeigt werden, dass p’ = p ist.

Verfolgt man das Ufer des Gebietes H, von Ky, nach Iy, dasjenige des Gebietes H, von T3G
nach K,, usf., schliesslich das Ufer von H, von Ky zuriick nach K,,, so beschreibt man eine
geschlossene (liedfolge I7.2 Von [T gehen nach rechts keine anderen Glieder aus als die in den
logarithmischen Enden Ly, . . ., Lp'1 enthaltenen. An der linken Seite schliesst I7 ein oder mehrere

eten, dass K,; mit K, zusammenfallt.

1 Bs kann der Fall eintr
Vgl. Abb. 8).

® I7 braucht nicht einfach zu sein (
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alten diese in ihrem Inpey
Vielecke ein. Wegen des einfachen Zusammenhangs vOnl B entt %

nur endlich viele Knoten und Glieder (S. 16).

Die Gesamtheit der in der Folge I und ihrem Innern enthall
und Glieder nenne ich den Kern des Baumes. Da vom Kern keine an G
als die in Ly, . .., Ly enthaltenen, muss jedes Glied und jeder Knoten von proterzden
Kern oder einem dieser logarithmischen Enden angehoren. . AT

Hieraus ergibt sich p’ = p. Denn wéren nicht alle logarithmischen Elementalgf—)blet:e im
Zyklus Hy, . . ., Hy enthalten, dann wiirde es ausser Ly, . .., Lyt ;noc.h sl 10gar1th1n1sg£e
Enden geben, deren Knoten somit weder zum Kern, noch zu den von ihm ausgehenden Endep
gehorten, was unmoglich ist.

Es sei bemerkt, dass der einfache Zusammenhang der Fliche fir das obige Ergebnis von
entscheidender Bedeutung ist. Im Baume einer mehrfach zusammenhéngenden Fléche werden
im allgemeinen mehrere Zyklen von logarithmischen Elementargebieten vorhanden sein (Vgl.
Abb. 6).

Wir fassen die wichtigsten Ergebnisse der letzten Nummern zusammen:

Der topologische Baum B einer einfach zusammenhingenden Riemannschen Fliche mit endlich,
vielen Windungspunkten zerfillt in die folgenden Bestandieile: :

1) Der K e r n, der aus endlich vielen Knoten und Gliedern aufgebaut ist. Er enthdlt similiche

tenen, endlich vielen Knotey
dere Glieder ausgehey

algebrarsche Elementargebiete von B.
2) p logarithmische Enden, welche vom Kern ausgehen, und die p logarithmaschen
Elementargebiete trennen. — Zwei benachbarten logarithmischen Elementargebieten entsprechen
verschiedene Grundpunkte.
Aus der letzten Bemerkung folgt, dass von den p logarithmischen Gebieten hochstens jede
zweite zu demselben Grundpunkt gehéren kann. Also:
Die Anzahl . der iber dem Grundpunkt ay (v =1, .

: - +» 4) gelegenen logarithmischen Win-
dungspunlkte geniigt der Ungleichung
L]

(4) e

%

|

»o

§ 3. Flichen mit zwei logarithmischen Grundpunkten,

12. Unter den im vorigen Paragraph betrachteten Flachen
durch gewisse besondere Eigenschaften ausgezeichnot ist. Es sin
sdmtliche logarithmische Windungspunkte iber nur zwei
diesem Paragraph nédher behandelt werden,

gibt es eine Klasse, welche

d diejenigen Flichen, deren
Grundpunkten liegen. Sie sollen in

den Grundpunkten a;, a; liegen; sie sind, nach der {7 i

iiber diese verteilt. Ausserdem kénnen auch algebraische Windu

q — 2 anderen Grundpunkten vorhanden sein., nEE TR, Jber -y, dund dop
' Aus den ]-ﬂrgebr.ussen des vorigen Paragraphen ist folgengd : d

hierzu das Beispiel in Nr. 1): 8 e tih (man et
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B besteht aus ei :
A logarizhell?enl Kern und 2 von ihm ausgehenden logarithmischen Enden. Diese
> mische Elementargebiete, welche abwechselnd den Grundpunkten a; und &

ugeordnet sind. Die logarithmi ;
Zug . Die logarithmischen Enden sind aus zweierlei Gliedbiindeln zusammengesetzt,
welche die Nummern

B el SR B
bzw.
(8) SR

tragen. In denjenigen Enden, welche das dem Punkte ¢; zugeordnete Gebiet an der rechten
Seite haben, folgt auf einen Innenknoten immer ein Bindel (5), auf einen Aussenknoten ein
Biindel (6); in den anderen Enden umgekehrt.

Die in den Enden vorhandenen Zuweiecke sind offenbar den von a;, a; verschiedenen
Grundpunkten zugeordnet. Es gibt daher in B nur endlich viele zu a; und a; gehorige Ziweil-
ecke; oder mit anderen Worten: 3

Die Fliche F hat diber den logarithmischen Grundpunkten nur endlich wviele schlichte Stellen.

Zwischen der Anzahl dieser Stellen, den Ordnungszahlen der algebraischen und der Anzahl
der logarithmischen Windungspunkte besteht eine Relation, die wir jetzt herleiten wollen.
Dieses geschieht unter Anwendung derselben topologischen Methode, die wir in NT. 9 zum Be-
weis der Riemannschen Formel benutzt haben.

7Zu dem Zweck schaffe ich mir aus dem Kern von B einen geschlossenen Baum, was in der
folgenden Weise geschieht (Abb. 11): Ich schneide jedes logarithmische Ende an der Mitte sei-
nes ersten Biindels von der Art (5) ab. Der dusserste rickstdndige

1

Knoten ist dann abwechselnd ein Innenkmoten und ein Aussenkno- /’\ /N
ten. Nun verbinde ich die entsprechenden »freien» Glieder je zweier / 7 _o\ \\
benachbarten Biindel, und erhalte so einen geschlossenen topolo- / /3 s\ \\
gischen Baum B. — Auf der Riemannschen Fliche gedeutet: Ich ‘-°\ e
schaffe mir aus F, durch Abschneidung der Enden und Zusammen- 1\ %
heftung, eine geschlossene Flache. 5 T

Die Glieder, Knoten und Elementargebiete von B sind Kan- e
ten, bzw. Ecken und Seitenfldchen cines Polyeders vom Geschlecht AEh 1S

Null. Auf dieses Polyeder wende ich den E_ulerschen Satz an.

n bedeute die halbe Knotenzahl von B; mit n(a,) bezeichne ich die Anzahl derjenigen
Elementargebiete in B, welche dem Grundpunkt a, zugeordnet sind.

B enthilt samtliche algebraische Elementargebiete, welche in B vorhanden waren, ebenso
simtliche Zweiecke des Kerns von B. Die Anzahl jener, d.h. die Anzahl der algebraischen Win-
dungspunkte von F, sei wie vorher r; ihre Ordnungszahlen seien A, (k=1, 2, ..., ). Insbeson-
dere bhezeichne ich mit 7; und 7; die Anzahl der iber a; und a; gelegenen algebraischen Win-
dungspunkte. Schliesslich sei ! die CGesamtzahl der tiber den logarithmischen Windungs-
punkten gelegenen schlichten Stellen von F, also die Anzahl der zu a; und a; gehorigen Zwei-

ecke in B: diese sind simtlich auch in B vorhanden. — Mit diesen Bezeichnungen ergibt sich

fir die Kanten-, Bcken- und Qeitenflachenzahlen des Polyeders
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v=1

q'\
K= ngs B=2n, 8= L n (av)

und die Eulersche Formel (1) (S. 18) gibt

(q—Q)n——Z n(a) +2=0

v=1
oder

@ Y (r—n(@) = X B —2.
Vv, 9 v=1,]

Nun ist die gesamte Ordnungszahl der zu einem gewissen Grundpunkt e (7 7;"7) gehorigen
Elementargebiete gleich n, denn jeder Knoten ist Ecke genau eines Elementargebietes mit der
Nummer », und die gesamte Ordnungszahl ist eben die halbe Anzahl aller dieser Ecken. Die
Anzahl der zu a, gehorigen Elementargebiete ist n (a,). Die Differenz n —n (av) stellt also die
gesamte Verzweigungszahl der iiber a, gelegenen algebraischen Windungspunkte dar, und die
Summe an der linken Seite von (7) ist die gesamte Verzweigungszahl aller iiber nicht-loga-
rithmischen Grundpunkten gelegenen Windungspunkte.

Die Summe an der rechten Seite ist gleich der Anzahl aller zu a;, a; gehoérigen Elementar-
gebiete von B; darunter zdhlen: die r; - 75 zu a;, @; gehorigen algebraischen Polygone, die I zu
diesen Punkten gehorigen Zweiecke, und schliesslich diejenigen # + 1 Elementargebiete, welche

bei der Schliessung des Baumes aus den ehemaligen logarithmischen Elementargebieten entstan-
den sind (eines umfasst das »Aussere» von B).

Nach dem oben Gesagten kann die Gleichung (7) auch

8) YD —rntntitai

geschrieben werden, wo 2’ iiber sémtliche nicht-logarithmische Grundpunkte zu erstrecken ist.

(8) ist die in Aussicht gestellte Relation. Wenn ich rechts und links noch die Verzweigungs-
zahlen der zu a;, a; gehorigen algebraischen Windungspunkte hinzufiige erhalte ich
T
&Y 20—D=Y m+itu—1
1

3,04

Auf der rechten Seite steht hier die gesamte Ordnun ,
gszahl der tber g: o n,
vermehrt um gz — 1. I a;,a; gelegenen Stelle

Ich fasse die Ergebnisse dieser Nummer zusammen:
F sev eine einfach zusammenhingende Riemannsche Flg
punkten, von denen die logarithmischen iber nur speq Grund

Die logarithmeschen Windungspunkte sind sy gleicher 4
punkte vertelt. Diese Anzahl sei .

che mat 'endlich weelen Windungs:
punkien liegen. Dann gilt folgendes:

neahl iiber die genannten swes Grund-
F besutzt iiber den logarithmaschen Grundpunkten nuy e

Thre gesamte Ordnungszahl sei m. ndlich viele wicht-logarithmische Stellen-

Die Ordnungszahlen der algebraischen Windun

s .
besteht dee Glerchung gspunkte von R seren A, ..., A, Dant
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13. Nach den allgemeinen Sitzen der Uniformisierungstheorie kann jede einfach zusammen-
héngende Riemannsche Fldche auf das Innere eines Kreises | 2| < R (R < co) konform abgebil-
det werden. Diejenigen analytischen Funktionen, welche die Abbildung der von uns betrachte-
ten Flachen vermitteln, sollen im IIT. und IV. Kapitel dieser Abhandlung néher untersucht
werden.

Der im vorliegenden Paragraph behandelte Fall zweier logarithmischen Grundpunkte tragt
nun, wie es sich herausstellt, einen funktionentheoretisch besonders elementaren Charakter.
Es sei uns deshalb erlaubt, schon hier etwas auf die Frage nach der abbildenden Funktion ein-
zugehen.

Zu diesem Zweck bediirfen wir der folgenden zwei Ergebnisse, die spéter bewiesen wer-
den sollen: |

Dre konforme Abbildung der in diesem und den folgenden Kapiteln -betrachteten Flichen F
erfolgt auf die punktierte Ebene (parabolischer Fall).

Die (folglich meromorphe) Umkehrfunktion w(z) der abbildenden Funktion ist von emn d-
licher Ordnung.

Diese Ergebnisse wende ich auf die uns jetzt interessierenden Fldchen mit zwei logarith-
mischen Grundpunkten an.

Nach Nr. 12 hat eine solche Fliche tiber den logarithmischen Grundpunkten nur endlich
viele regulidre und algebraische Stellen; w(z) hat dementsprechend nur endlich viele a;- und
a;-Stellen. Durch eine lineare Transformation ist stets zu erreichen, dass a; und a; in 0 und co fal-
len; dann ist w(z) eine meromorphe Funktion endlicher Ordnung mit endlich vielen Nullstellen
und Polen. Eine solche Funktion ist bekanntlich von der Form

(10) fw(2) = eG @,
wo P(2), Q(2), G(¢) Polynome sind.

Es gilt auch umgekehrt: jede Funktion von der Form (10) leistet die konforme Abbildung
der ~Ebene auf eine Riemannsche Flache, von der in diesem Paragraph behandelten Art. Um
dies zu zeigen, betrachte ich die Umkehrfunktion z(w) der vorgelegten Funktion (10), und ihre
Riemannsche Fliche F.

Den algebraischen. Windungspunkten von F entsprechen die mehrfachen Stellen der Funk-
tion (10). Sie sind also in endlicher Anzahl vorhanden, denn die Ableitung von (10) verschwindet
nur endlich oft.

Jeder transzendenten (d.h. nicht-algebraischen) Singularit&t von F entspricht ein asymptoti-
scher Wert von w(z). Nach (10) hat also F transzendente Stellen nur iiber Null und Unendlich;
diese Stellen sind demnach sédmtlich logarithmische Windungspunkte.

Ziwei wesentlich verschiedenen Konvergenzwegen von w(g) (d.h. solchen, dié nicht in ein-
ander stetig deformierbar sind) entsprechen verschiedene transzendente Stellen von F. und um-

& — Soc. Scient. Fenn., Acta Nova Series A, II: 3.
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olche Wege; also sind auch die loga-

: i iele s ¢
gelcehrt. Die Funktion (10) hat offenbar nur endéllc.:hhzr e vorhanden, und s n der
i » in endallC

rithmischen Windungspunkte von F nur 1n
behaupteten Art. .
ch herausstellt, gleich der halben

ist, wie es si .
iy e Tatsache folgt zZwar leicht aus

kte von F. Dies ‘ !
ptotischen Werte von w(z), kann aber auch auf

Die Gradzahl g des Polynoms G(2) in (
Anzahl p der logarithmischen Windungspun
der oben skizzierten Betrachtung der asym

Grund der topologischen Relation (9) bewiesen werden. oo hdtoigelszenen Sichi.
In dieser Relation ist m die gesamte Ordnungszahl aller u

me P(z) und
logarithmischen Stellen von F, d.h. die Summe der Gr.radzahlen der ~P§1§nl(.) esanftin Verzgrz)
in (10). Andererseits ist die Summe an der linken Seite VoIl (9) gleich der g B 1‘
gungszahl der algebraischen Stellen von [, d.h. gleich der (nach Ordnung gezd e
lenzahl der Ableitung von (10)

11) W' (2) = g_j;()z; {Q@) P'(2) —P() Q' () + P(2) Qe) G (2)) .

Die Gradzahl des in Klammer stehenden Polynoms ist m +g —1. Durch Vergleichung mit (9)
ergibt sich g = p.

Unser Resultat ldsst sich so zusammenfassen: ;

F sei eine einfach zusammenhingende Riemanmnsche Fliche mat endlich vielen Windungs-
punkten, von denen die logarithmuischen zu je w diber w = 0 und w = o lregen.

Dann wird die konforme Abbildung der z-Ebene auf F durch eine Funktion der Form
g%_ G ()
geleistet, wo P(2), Q(2), G(z) Polynome sind. Die Gradzahl von G(2) st u.

Umgekehrt bildet jede Funktion von dieser Form die z-Ebene auf eine Riemannsche Fliche
der besagtenAArt ab.

w(8) =

§ 4. Konstruktion von Flichen mit vorgegebenen Windungspunkte

14. Wir haben in §§ 2—3 die Riemannsche Fliche alg gegeben cedacht 53 .
jetzt die Aufgabe, eine Fléche zu Lkonstruieren, welche alg einzige Sig lc : Wir .
geschriebene Windungspunkte besitzt. Genauer ausgedriickt: ngularitaten gewisse vor-

Auf der w-Kugel seien ¢ Grundpunkte a;, g,,
gewisse ganze Zahlen m,; n; AL, . | 25‘:)

stellen uns

' g gegeben. Jedem ;
zugeordnet, die > 0 sing rundpunkt a, seien

Es gilt, eine einfach zusammenhin i
: gende Riemannsche Jys _
schaft zu konstruieren: I besitzt tiber a, (v — 1. ) ei Fla?he F mit der folgenden Eigen-
Windungspunkte, die letzteren mit den Ordnungs:z’ahlg" 0garithmische 2
n

: g 2™ und 7, algebraische
punkte sind die einzigen singuldren Stellen vop 7 LR A(:)

» und diese Windungs-

1In e?nem Punkt, wo Q(z) 2-fach verschwindet hat
Polynom im Klammer hat auch in diesem Falle ein’ at zwar g’
e

2 Wir setzen 2y, > 0 voraus; es ha (1‘1)'fach
7 ; ndelt sich algo j
'm folgenq

(2) einen (e 1)
e Nullstelle ip de
e nur yp, offene

-fachen Pol, aber das
m betreffenden Punkt.
e Flichen,
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Es ist leicht, Beispiele

- anzugeben, welche zeigen, dass das Problem im allgemeinen mehr-
deutrg 1St.

Andererseits zeigen die E Ergebnisse der Nummern 11 und 12, dass die Zahlen p und A gewis-
sen i erdsyen Bedingungen gentigen missen, damit eine Fliche mit den vorgeschriebenen
Windungspunkten existiere.

14 = 2 sel v.vie frither die Gesamtzahl der logarithmischen Windungspunkte. Nach Nr. 11
kann hochstens die Hélfte aller solchen Windungspunkte itber demselben Grundpunkt liegen.
Wir haben also die

Bedingung I: Ist p die Gesamtzahl der logarithmischen Windungspunkte, so muss <
=1 . ., q sewn.

Sollen sdmtliche logarithmischen Windungspunkte tiber nur zwei Grundpunkten liegen, so
missen sie sich, nach der Bedingung I, zu gleicher Anzahl, etwa u, iiber diese verteilen. Fur
die Zahl x und die Ordnungszahlen der algebraischen Windungspunkte ergibt sich nun aus der
Gleichung (8) (S. 24), da 1> 0 ist, die

Bedingung 11: Sollen simtliche logarithmischen Windungspunkte iber nur zwer Grundpunkten
ai, a; legen, und vst thre Gesamtzahl p = 2 p, so muss

(12) Z'(l——l)>1‘i—{—7‘j—f—,u—1
sein, wo die Summe iiber simtliche von a;, a; verschiedene Grundpunkte zu erstrecken 1st.

Ich nehme an, dass die vorgeschriebenen Windungspunkte den Bedingungen I und II
gentigen, und werde zeigen, dass sich unter dieser Voraussetzung eine Flache von der gewiinschten
Art konstruieren lisst, d.h. dass die Bedingungen hinreichend sind.

Die Konstruktion geschieht am einfachsten unter Anwendung des topologischen Baumes
Ich denke mir, genau wie in Nr. 2, eine zerschneidende Kurve L durch g, ..., a, gezogen,
und ihre Teilbogen mit 1,2, . . ., ¢ numeriert. Ist B eine Figur mit den Bigenschaften (I) (8. 9),
so gibt es nach Nr. 3 eine Wohlbestnnmte Riemannsche Fléche F, welche B als topologischen
Baum hat. Das Problem ist somit auf das Folgende zuriickgefiihrt:

Man konstruiere einen topologischen Baum B der Ordnung q mit den folgenden Eigen-

schaften: s
1° B ist einfach zusammenhéingend (Nr. B
9° Die Nummer »(» = 1, . . ., ¢) tragen (Nr. 5) in B genau g, logarithmische und r, algebra-

mit den Ordnungszahlen %), ..., 2.

ische Elementargebiete, die letzteren
15. Die Anzahl derjenigen Grundpunkte, fiir welche logarithmische Windungspunkte vor-
geschrieben sind, sei g. Der Fall ¢ = 2 bietet wegen der Bedingung IT gewisse besondere Schwie-
rigkeiten. Wir setzen daher vorldufig q = 3 voraus.
Die im Folgenden quftretenden Begriffe »Biindel» usw. sind in Nr. 10 erklirt worden. —

Die algebraischen und logarithmischen Elementargebiete werden wir auch kurz als H*- und

H* -Gebiete bezeichnen.

Die Konstruktion von B erfolgt in drei Schritten:
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Diese werden derart numeriert und in Biingg)

125 Ma. ichne einen Stern mit g Gliedern. !
an zeichne einen S q Jrithmischen Grundpunkten zugeordnet

verkniipft, dass die Winkel zwischen den Biindeln den log
werden : : .
% 2 ties r das erste Bij
An jedes Biindel wird sein Komplementarbiindel gefigt, an. dieses W'lf?l(lifriiscchen Elemem’]gdel
usw. in infinitum (Abb. 12). Hierdurch entsteht ein Baum B, m.lt g logartthriy AT
gebieten, die den logarithmischen Grundpunkten zugeordnet sind.

\
s T N
: 2 \\o—- 11— =3
< ) ‘15/// o
Q?,\_g et Ggg, //6
: 7

Abb. 12. (@ = log. Grundpunkt).

2° In die logarithmischen Enden von B, werden die vorgeschriebenen algebraischen Ele-
mentargebiete »eingeschaltety. Dies gelingt unter Anwendung der folgenden
Konstruktion I: In einem Baum B der Ordnung ¢ sei KLM ein Doppelbiindel (Abb. 13 a).

Die von ihm getrennten Elementargebiete H,; H, mogen die Nummern my, ms tragen. — Ist m
H, 0
1
— e :x/ ° e
™M K o
K L ; \Lz L ™M
H, a b
% N, Py H,
= o : /02* (¢} X
N
=X H, ———u_
o x <) ](\o x//l' M
1 . P, o
C.
o

Abb. 13. (m, = 2, My =35, m = 3),

eine von m; und my, verschiedene Nummer, so 1isst sich entweder Zwischen K 3
L und M ein mit m numeriertes algebraisches Elementa B 1 avisohen

»einschalten». Die entstandene Rigur B’ ist gtetg ein togii?;:clio I;OD o Or(.inllﬂg'
Hy, Hy, H,, genau dieselben algebraischen und logarithmischen 3 I Baum, u.nd hat, bis auf
Beweus: Es gibt, entweder zwischen K ung 7, oder zwischen 7, ementargeblete wie B.
tes Zweieck; sei es z.B. zwischen K und I,. Wip schneiden ¢ und M, ein mit » numerier-
die jetzt von K ausgehenden freien Glieder in zwei Teilbi
Ziweiecks (Abb. 13b). Dann konstruieren wir diejenigen 2 AN beiden Seiten des

13 ¢), deren zweite Teilbiindel N, P;, N, Tt Kn Doppelbﬁndel LN, P, L, N, P, (ADD.

Ls identigey SInd. Wir k¢nnen nun
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an Ly und L, beliebig viele (auch 0) Exemplare des entsprechenden Doppelbiindels sukzessiv

hinzutigen und dann die freien Enden wieder an I, heften (Abb. 18 d). Sind 4 — 1 Doppelbiindel
zugeftgt worden, so haben wir nunmehr zwischen K und I, ein 2 A-Eck. — Es sei hervorgehoben,
dass die hinzugefiigten Doppelbiindel willkiirlich zwischen die beiden Seiten des 2 A-Ecks ver-
teilt werden kdonnen; diese Tatsache werden wir spater gebrauchen.

Unter Anwendung der obigen Konstruktion ist es leicht, einen Baum B, zu konstruieren,
der die ¢ logarithmischen Elementargebiete von B, und ausserdem sdmtliche vorgeschriebenen
algebraischen Gebiete besitzt. Es handle sich z.B. um ein zum Grundpunkt a, gehoriges Polygon
von der Ordnung A. Unter den g logarithmischen Enden des Baumes B, (Abb. 12) gibt es (da
q>3) gewiss eines, welches zwei nicht zu a, gehorige Elementargebiete trennt. In ein Doppel-
biindel dieses Endes kann, laut der Konstruktion I, ein zu a, gehoriges 2 A-Eck eingeschaltet
werden. Der entstandene Baum besitzt dieselben logarithmischen Enden wie B; in eines von

ihnen kann ein folgendes algebraisches Polygon eingeschaltet werden usw., bis dass wir den
gewilinschten Baum B, haben.

Abb. 14. (my =2, my =5, m = 3).

3° Es gilt nun, die etwa noch fehlenden g —q logarithmischen Elementargebiete anzubringen.
Dies gelingt mittels der

Konstruktion I1: In einem Baum B der Ordnung g sei K; I, Ky L,..". (Abb. 14) ein loga-
rithmisches Ende, welches zwei mit my, my numerierte logarithmische Elementargebiete H,, E;';
trennt. — Ist m eine von my, me verschiedene Nummer, so lésst sich das Ende in zwei neue
Enden »spalten», welche zwischen sich ein logarithmisches Elementargebiet H, einschliessen,
dem die Nummer m zukommt. Die entstandene Figur B’ ist stets ein topologischer Baum, und
hat, bis auf H,, H;, H,, dieselben algebraischen und logarithmischen Elementargebiete wie B.

Die Richtigkeit der Behauptung ergibt sich ohne weiteres aus der Abb. 14. Es muss in
einem von den zwei Biindeln K; Ly, I K ein Zweieck mit der Nummer m geben; nehmen wir an,
in K, Z,. Man spalte dieses Biindel in zwei Teilbiindel Ky Ly, K, Li an beiden Seiten des Zweiecks,
An die Teilbiindel fiige man ihre Komplementarbindel, an diese wieder die ersten Biindel usw.
in infinitum. Hierdurch entstehen zwei logarithmische Enden, deren »innerey Randglieder die
Nummern m,m -+ 1 tragen, und die also ein logarithmisches Elementargebiet der gewiinschten
Art einschliessen.

Unter Anwendung dieser Konstruktion werden die im Baume noch fehlenden logarithmi-
schen Elementargebiete sukzessiv angebracht.

Kin mit » numeriertes H*-Gebiet kann nach dem Obigen eingespaltet werden, voraus-
gesetzt, dass noch nicht jede zweite der schon vorhandenen logarithmischen Gebiete die Nummer
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» tragen. Ein solcher Fall kann nicht auf einmal fiir zwei Nummern », 7’ cmmftcn; demn g
gab ja von Anfang an H*-Gebiete mit wenigstens drei verschiedenen.Nummel‘ll- Der Spal.
tungsprozess kann also jedenfalls fortgesetzt werden, bis dass alle H”-Gebiete aller‘ Grundpunkte
mit Ausnahme hochstens eines einzigen, etwa a,, angebracht sind. Wiirden dan.n jede zweite der
bereits vorhandenen H*-Gebicte die Nummer » tragen, und wirde es dennOC].l g orschna iy
Gebiete mit dieser Nummer geben, so wiirden die zu a, gehorigen vorgeschrlek.)en(?n logarith ;.
schen Windungspul}kte mehr als die Hélfte aller solcher Punkte ausmachen; dies ist aber durey,
die Bedingung T ausgeschlossen,

Es ist also moglich, einen Baum mit den sdmtlichen vorgeschriebenen Element
zu konstruieren. :

argebietey

x (o]
(<)
il 1
X o L)
K
° "i 3 / \
= 0— 2 ) K =0 e ) /<> =
poe o1 U
i
a, b.
X o

Abb. 15. (u = 2 2 (A—1) =2 =A== i —0)

16. Es bleibt noch iibrig, den Fall ¢ =2 zu behandeln. Konstruktion:
1° Man zeichne einen g-gliedrigen Stern, dessen Glieder derart in zwei Biindel verkniipft wer-

H;, H; mit den Nummern t, 7 trennen.
2° In die logarithmischen Enden schalte man, unter Anwendung der Konstruktion I. simt-
liche nicht zu a;, a; gehorigen algebraischen Elementargebiete ein (Abb. 15 5 ;
3° Bs gilt noch, die fehlenden 2pu—2 logarithmischen und 7 -+ o, 1
mentargebiete anzubringen.| 4
Wie aus der Konstruktion I hervorgeht, gibt eg ip den Perimeterp
H*-Gebiete 2 (4 — 1) Doppelbiindel, welche entweder an H; oder f
wir sie, bei der Konstruktion 2° in beliebigem Verhéltnis alq Na
Gebiete verteilen.

Wir sorgen zuerst dafiir, dass eg mindesteng i zu | '

. < : e j grenz :

artige Doppelbtindel gibt. Dies ist auf Grund der Bedin;gng Iini?jgl‘ll]ilirj ;‘1 e
G In jedes der ersteren

kann, laut der Kon?cruktion‘ L, eines der zu g gehorigen fehlenden H? ; :
den; die zu a; gehorigen werden in entsprechender Weise in die Randb:G;blete €ingeschaltet wer-
undel von g, eingeschaltet.

algebraischen Ele-

der bereits eingeschalteten
i 8rénzen, und zwar kénnen
chbarn jener logarithmischen



N:o 3) Uber eine KJ :
¢ Klasse yop Riemannschen, Flichen und ihre Uniformasierung. 2

Auf Grund der Bedingung 11

: sind in den Peri or 2° eingeschalteten Polygone
wenigstens noch 1 o metern der unter 2° eingescha ¥g

lches Doppelbii ) undel verfiighar, welche nur an ein H®-Gebiet grenzen. Bin
. (o7 oundel ethalt, fallaes z.B. an H; grenzt, in einem seiner beiden Bindel (KL in

Abb: 16) ein Z_Weleck mit dem Nummer J. Man schneide die Glieder zwischen H; und dem
Z'Wele'Gk ab, binde die von K ung I, ausgehenden freien Glieder in zwei Biindel und fiige an
diese 1h1‘e. Komplementarbiinde] USW. in infinitum. Es entstehen zwei logarithmische Enden,
welche. €D Zu a; gehoriges H*-Gebiet einschliessen, und das urspriingliche H; in zwei mit %
numerierte logarithmische Gebiete trennen. Im ganzen ist also ein zu a; und ein zu a; gehoriges

H”-erlet zugekommen. — In dieser Weise kénnen die sdmtlichen fehlenden logarithmischen
Geblete angebracht werden, und der Baum ist fertig (Abb. 15 b).

Das Ergebnis des letzten Paragraphen ist:

Die Konstruktion einer ewnfach zusammenhiimgenden Riemannschen Fliche mit endlich vielen,
vorgeschriebenen Windungspunkten ist dann und nur dann maoglich, wenn diese den Bedingungen I
und (vm Falle zwever logarithmischen Grundpunkte) 11 geniigen.

Kap. ITI. Die uniformisierenden Funktionen der Flichen F.

§ 5. Die rationalen Niherungsfunktionen.

17. Nach den allgemeinen Sé&tzen der Uniformisierungstheorie kann eine Riemannsche
Flidche F von der in dieser Abhandlung betrachteten Klasse auf eine Kreisscheibe |z| << R < co
konform abgebildet werden®. Die nachstehenden Abschnitte sind den Eigenschaften der abbil-
denden Funktion gewidmet.

Es liegt in der Natur der Sache, und ist auch fir alle Beweise der Uniformisierungssétze cha-
rakteristisch, dass die Abbildung einer offenen Fliche nur durch einen Néherungsprozess erbracht
und untersucht werden kann. Zu diesem Zweck werden wir, im Anschluss an R. NEVANLINNA,
die uniformisierende Funktion durch eine Folge von rationalen Funktionen approzimieren, deren
Riemannsche Flichen immer grossere Teilgebiete der Flache F enthalten.

Die Sachgemissheit eines solchen Verfahrens wird deutlich, wenn man an den elementaren
Grenzprozess denkt, durch welchen die Exponentialfunktion gewonnen wird:

w(z) = &; wn(2)=(1 —}—Z)n; w(2) = lim wy (2) .

Nn—>co

Die Flichen der Niherungsfunktionen haben, genau wie diejenige der Grenzfunktion, zwei Win-
dungspunkte, welche iiber w = 0 und w=o° liegelj; nur sind s1e. bei dieser von unendlicher, bei
jenen von endlicher Ordnung. Die Flédchen der Na,herung.sfunktlonen umfassen immer grossere
Meilhereiche der logarithmischen Fliache, und werd'en aus dieser durch Wegschneidung der Enden
und Zusammenheftung erhalten — genau S0 wie in Nr. 12 geschehen ist.

1 Wir setzen im folgenden voraus, dass F keine geschlossene Fliche ist.
ir
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abe diese sein: Man konstruiere eine Folge
C WU O

18. Nach dem Gesagten wird unsere erste Aufg
von geschlossenen Flichen vom Geschlecht Null

Fla sz -~°aFn’

_ s p ... gemein haben. Dj
welche mit der gegebenen Fliche F immer grossere Teilflachen Ty, Ta, . <

gemeinsamen Bereiche sollen F ausschopfen. o anaTy ; T ey
Die Struktur der Flichen F; F,, F,, ... charakterisieren Wit mltte'ls des mh Ka§ Id IT ein-
: ei
gefiihrten topologischen Baumes. Zu diesem Zweck zerlegen wir gratregine Zetonneldende Kurve

L (Nr. 2); der Baum B von F ist damit vollkommen bestimmt. Ferner wéhlen er die in Nr, 2
genannten Punkte w; und w,, und setzen schliesslich ein gewisses Halbblatt der Fldche als nullte
Generation fest (Nr. 4). : :

Es scheint nun natiirlich, die fir F und die geschlossenen Flichen gemeinsamen Bereiche T,
derart zu wahlen, dass man von F die Halbblétter bis zur n:ten (Generation einschl. mitnimmt,
Wir schneiden dementsprechend im Baume B von F diejenigen Glieder ab, welche die Knoten
n:ter und (n + 1):ter Generation verbinden. Von einer gewissen Generation ab ist der ganze Kern
des Baumes mitgenommen, und die Zerschneidung erfolgt auf den logarithmischen Enden (Vgl.
N 19).

Die zuriickgebliebene Figur — sie sei mit B, bezeichnet — ergdnzen wir folgenderweise zu
einem geschlossenen Baum: Wir denken uns die auf der Kugel gezeichnete Figur B, derart topo-
logisch transformiert, dass sie ganz auf die untere Halbkugel fallt, und dass die abgeschnittenen
Glieder auf den Aquator miinden.! Dann spiegeln wir B, am Aquator, und erhalten so eine
zu B, symmetrische Figur B, auf der oberen Halbkugel. Die Spiegelbilder der Innenknoten sollen
nun Aussenknoten sein und umgekehrt; die Glieder von B, sollen dieselbe Nummer tragen
wie die entsprechenden Glieder von B,. B, und B, bilden zusammen eine geschlossene Figur
B, -+ Bn. welche offenbar alle Eigenschaften eines topologischen Baumes besitzt. Sie charakteri-

siert eine {iber L zerschnittene, geschlossene Riemannsche Fliche F, vom Geschlecht Null. welche
mit F den gemeinsamen Bereich T, hat.

19. Nach der Uniformisierungstheorie kann jede geschlossene Riemannsche Fliche vom
Geschlecht Null auf die volle z-Kugel konform abgebildet werden, un
bis auf eine lineare Transformation von z vollkommen bestimmt,

Die Abbildungsfunktionen der in der vorigen Nummer konstr
zn (w) , ihre Umkehrfunktionen mit w, (2) bezeichnet. Die verfiigha

* benutzen wir zu folgender Normierung: Der Bildpunkt desjenige
von F, der dem Knoten nullter Generation von B, ents
gelknoten jenes Knotens gehérige Punkt {iher W S011
soll die Ableitung in z =0 gleich 1 sein. Bs ist algo

d zwar ist die Abbildung

uierten Flichen F, seien mit
ren drei komplexen Parameter
1 Gber w; gelegenen Punktes Po
pricht, soll in & = 0 fallen, Der zum Spie-
auf £ = oo ahgebildet werden. Schliesslich

wn(0) = w;, wp(c0) = 4y, Wn (0) = 1

1 BEs kann der Fal.l eintreten, dass dies erst von einem gewissen i
ber lassen wir jedoch im folgenden alle Folgen mit dorn n ab moglich ist, Der Binfachkeit hal

{ndex 1 anfangep,
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Die rationalen Funktionen

: * (1)) (2) Wy \Z
w X 18), w,(2), ...
sowie ihre Umkehrfunktioney »(8),

g (w), zw), ...
sind hierdurch vollkommen bestimmyt

§ 6. Konvergenzbeweise.

20. In diesem und dem folgenden Paragraphen soll gezeigt werden, dass die rationalen Funktio-

n-en wn (2) .gegen eine Grenzfunktion streben, welche in der ganzen z-Ebene meromorph ist und
d¥ese auf d.1e Flache F konform abbildet; F ist somit von parabolischem Typus. — Ebenso streben
die algebraischen Funktionen &n (w) auf F gegen die Umkehrfunktion jener meromorphen Funktion.

Der Verlauf der Konvergenzbeweise wird der folgende sein:

Zuerst zeigen wir, unter Anwendung des Koebe'schen Verzerrungssatzes und des Auswahls-
prinzeps, dass es eine Teilfolge 2, (w), . . . der Funktionenfolge 2, (), . . . mit nachstehender Eigen-
schaft gibt: Die Funktionen g, (w) (» =1, 2,...) konvergieren in jedem abgeschlossenen Teil-
bereich G der Fliche F ! gleichméssig gegen eine einwertige analytische Funktion z = z(w), welche
F auf ein gewisses Gebiet H der z-Ebene abbildet (tatséchlich ist H die ganze Ebene).

Ferner wird gezeigt, dass die der genannten Folge entsprechenden rationalen Funktionen
wr, (2) Im Gebiete H gegen die Umkehrfunktion w = w (2) von z(w) streben.

Unter Anwendung der Schwarz’schen Ablettung beweisen wir dann, dass H die ganze z-Ebene
umfasst, und F also von parabolischem Typus ist.

Hieraus wird schliesslich in bezug auf die rationalen Ndherungsfunktionen zu folgern sein,

dass nicht nur die Teilfolge wg, (2), ... sondern auch die vollstdndige Folge v, (2), ... gegen w (2)
konvergiert.
21. Hs sel
GG i G

eine Folge von abgeschlossenen Teilbereichen von F mit den Eigenschaften: G, enthélt P, (Nr.19);
G, _,‘_-1 enthilt G, (n=1, 2, ...); die Bereiche Gn schopfen F aus. — Die Bereiche mogen der Be-
quemlichkeit halber derart gewihlt werden, dass Gn fiir jeden Index innerhalb der Teilfliche T,

(Nr. 18) von F' liegt. . .
Auf der Teilfliche T, sind die algebraischen Funktionen

(13) 2n(w), Zn+t @ o

erklart und einwertig; ausserdem gind sie derart normiert, dass sie in P, verschwinden und die
Ableitung Eins haben. Hieraus folgt: Bs lasst sich aI'IS (1?).) (.sowie nuclh auf% jedey Teilfolge von
(18)) eine Funktionenfolge auswihlen, welche in qn gl('wlchmaSSIg gegen enTe einwertige analytische
Grenzfunktion konvergiert. Dies wird am tibersichtlichsten folgenderweise gezeigt:

1 st n, so gross, dass G in dem fiir ¥ und ¥, gemeinsamen Bereich 77, enthalten ist, so sind die Funk-
0 £l

tionen z, (w) von n = ng ab in G erklirt.

i II: 3.
5 — Soc. Scient. Fenn., Acta Novd Series A,
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b !, und zwar S0, dass der Punkt p,
Wir bilden T auf eine Kreisscheibe |¢| < Rn konform ab =, t B "o,
auf { =0 abgebildet wird, und dass die Ableitung 1P g]e.lch E"r“ ;]‘: o. < Rn liegen,
einen Teilbereich G, des Kreises abgebildet — er moge (?t‘wa innerhalb [in o f{remchpib? ]ﬁwr
Tragen wir die Funktionen (13) (oder die betrachtete Teilfolge von §13)) " ‘lktiom)“ 22 i "
so haben wir nunmehr eine Folge von reguléren, einwertigen, n()rl.nuzrt‘e.r‘l{ :;OS ,hr;i,nl,{t h ’D. ; l'“
Koebe’schen Verzerrungssatz ist diese Folge im Bereiche [ | < e, gleichmissig besc hl( | tv.(v x (r;‘ ?'ﬂ
ein abgeschlossener Teilbereich dieses Bereiches ist, so ldsst sich nach d?m Auswc; sls:;.z ,1: eil-
folge jener Folge auswihlen, welche in G, gleichméssig gegen eine reglilare Grer'lz un. 10n OHV’?]'-
giert. Diese besitzt dieselben Normierungseigenschaften wie ihre Na.herl?ngstl.lnktlonen und ist
als nichtkonstante Grenzfunktion einwertiger Funktionen selbst einwertlg: wie man unter Ap-
wendung einer klassischen, von Cavcny stammenden Schlussweise leicht zelgen.ka?n. _ Tragen
wir die ausgewéhlte Folge und ihre Grenzfunktion wieder nach T tiber, so haben wir d}e s
in G gleichmissig konvergente Teilfolge von (18) und ihre einwertige Grenzfunktion.
Nun wird, mittels des bekannten Diagonalverfahrens, eine auf der ganzen Fliche I konvergente
Folge ausgewéhlt. Zu diesem Zweck greife man zuerst eine Folge

zn: (w), ol (20 aniase
aus, welche in G, konvergiert; aus dieser wieder eine Teilfolge
zni(w), zng(w), e

welche, ausser in G,, auch in G, konvergiert; usw. in infinitum. Aus den erhaltenen Folgen nimmt
man schliesslich die Diagonalfolge S

S 2, W) 7 w), W

(der Kiirze wegen ist n’ = k, gesetzt worden). Die Funktionen von S sind, fiir beliebiges », in
T, erkldrt und in G, gleichméssig konvergent. Die Grenzfunktion stimmt i
der Folge z ,(w), ... liberein; sie hat also, nach dem obigen, die Norm

algebraischen Néherungsfunktionen, und ist wie diese einwerti

n G, mit derjenigen
lerungseigenschaften der
€. Zusammengefasst:

wertige, amalytische Grenzfunktion
hat.

Die Funltionen der Folge S konvergieren auf I gegen eine ein
2 (w), welche in P, verschwindet und daselbst die Ablevtung Eins

22. Die Funktion z (w) leistet die konforme Abbildung der Fliche auf ein gewisses Gebiet H
der z-Ebene (tatsdchlich ist H die ganze Ebene). Es bleibt noch iibrig, fo en(iq g n: Die
der Folge S entsprechenden rationalen Funktionen s e
(13)’ whl (Z)’ wh2 (Z), (R

konvergieren im Gebiete H gegen die Umkehrfunktion

genz gleichméssig in jedem abgeschlossenen Teilbereich vop H. d
b

er die Pole von w(z) auslédsst.

1 T, wird, als Teilfliche von F,,, durch z — Zn (W) auf ein sohj
abgebilaet, und dieses (laut des Riemannschen Abbild )
— Die Abbildung geschieht nur, um die Anwendung q

htes, einfac
ungssatzes fiip solche

€s VeI‘ZePI‘ungs.

h Zusammenhingendes Grebiet
Bereiche) auf die Kreisscheibe.
und Auswahlssatzes zu vereinfachen.
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Zum Beweise empfiehlt i
Beweise ¢ lehlt eg gj it i
ch, statt dep Riemannschen Fliche F selbst, vorlaufig ihr durch

die Funktion z2(w) entworfenes i
e fenes Schlichtes Bilq zu betrachten. Tragen wir die algebraischen
u %k, (W) Yon I nach g tliber,

: S0 haben wir eine Foleo e o0 . 5
funktionen L WIT eine Kolge von Funktionen nebst Umkeht

(,’3 = 2z s~ 7XX7 ‘
/"'v ) k, ('Ib(w)) bzw. (ka ({3) — (N',ILV(Z))' (W=l i)

In jedem abgeschlossenen

eilbereic T ; ; . :
3 bereich von H ging die Funktionen f, () von einem gewissen
Index ab erklart, re 1

guldr und oinwertig, und
Hs sel 2, ein willkiirli i i
. 0® urlicher Punkt in H, & eine
wird durch die Funktionen f (2)
0 . /
Verzerrungssatz, die Kreise

(14) |2 —h, )| < L1y (e0)]
enthalten. Die H

konvergieren gleichmiissig gegen die Identitit.
beliebig kleine positive Zahl. Der Kreis |z —z,| < &
auf gewisse Gebiete abgebildet, welche, nach dem Koebeschen

albmesser dieser Kreise sind, wegen der gleichmissigen Konvergenz der Funktio-

nen fhv (2) gegen die Identitit, von einem gewissen Index v’ ab grosser als z.B. % Wir nehmen
v.(>9]) so gross, dass

| fr,(00) —2| <5 fiir v>0.

gilt. Dann liegt 2, sicher in sdmtlichen durch die Funktionen f, (&) (v>»:) entworfenen Bild-
gebieten des Kreises |z —z,| <e; es gilt somit

| @, () — 20| <& fiir »>w..

Dies ist, da e beliebig klein gewihlt werden kann, dem gleichbedeutend, dass die Funktionen
¢, (2) gegen die Identitét konvergieren; und zwar ist die Konvergenz gleichméssig in jedem abge-
scfﬂossenen Meilbereich von H, denn in dem obigen Beweis kénnen ». und », wegen der gleich-
missigen Konvergenz der Funktionen f, (2) s0 gewdhlt werden, dass sie fiir den ganzen Bereich
gelten. ;

Wir iibertragen das Ergebnis auf die rationalen Funktionen Wy, (2). In jedem abgeschlos-

senen Meilbereich von H sind diese, von einem gewissen Index ab, in der Form

w, (2) = w(g, ()
darstellbar. Enthélt der Bereich keine Pole von w (2), so gilt in ihm: die Funktionen ¢;okv(z) streben
gleichméssig gegen 2; w

Die rationalen Funktionen Wy { AR I 3 -
Hwut die Fliche T abbildet. Die Konvergenz st gleichmdassig i jedem abgeschlossenen Teilbereich
ouf dre Fliche It ; 3

(2) ist gleichméssig stetig. Wir schliessen somit zusammenfassend:
(2) konvergieren vm Gebiete H gegen die Funktion w (z), welche

von H, der keine Pole von w(2) enthilt.

7 Die Schwarzsche Ableitung. TYypus g5 Fléi(fhen o
§ 7. lH tziel des vorliegenden Paragraphen ist zu zeigen, dass die in dieser Abhandlung
23. Das Hauptzi

: arabolischem Typus sind. Zu diesem Zweck werden
i schen Fldchen F von parad ! s L
be'trachteten Rlemﬁngl sines der Klassisehen Hilfsmittel der Uniformisierungstheorie, die Schwarzsche
Wir, wie schon erwahnt, :
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‘ : » automorphen Funktiq,,.,
Ableitung, heranziehen. Wir werden aber nicht, wie es 11l o s in

y : sche, sondern diejenige der ojy,_

tiblich ist, die Ableitung der mehrdeutigen Funktionen auf -der icn B A:]

G xl (el 7 DU i

deutigen Funktionen in der z-Ebene betrachten. Es erd_ sich zelge"h, bt pefunikbionen mnd i .

leitungen der im vorigen Paragraphen betrachteten rationalen Nédhe oy
Grenzfunktion rationale Funktionen sind.

; - . : 7 . . 11' ) \ . o
924. Die Schwarzsche Ableitung einer Funktion w in bezug auf eine Verdnderliche z sei pj

7 \ w” 3 w” )2
\W, (2 P —1_07 2 w’

bezeichnet. Wir wollen zunéichst an einige bekannte Eigenschaften dieses Differentialausdruckg
erinnern; wir geben sie der Kiirze wegen ohne Beweis wieder.

1) Pole. An einer Stelle ¢, wo w (¢) cine Potenzentwicklung der Form
w(z) —co =¢, (2—2)* + ¢4 (6—gptt - (A0, 1)

besitzt, hat {w, z) eine Entwicklung der Form

An einer einfachen Stelle von w(z) (A= + 1) ist {w, 2) regulér.
Hat w(2) in 2 = oo eine Entwicklung der Form

G

wE—co= 4+ Jirk R0, 1),

so hat {w,z) an dieser Stelle eine Entwicklung

1—22 1 a
R

Hat w(2) in z=o0 eine einfache Stelle (A = | 1), g0 féingt

g
{w, 2) =

die Entwicklung von {w, 2} wenig-
y : 1 ;
stens mit der weerten Potenz von — al.

Es sei hervorgehoben, dass in den ersten Beha ; : : : 3
verschiedene komplexe Zahl bedeuten kann. g Ll g ongnnd

2) Substitutionsformel: Die Schwarzsche Ableitung einer 708
w (z (x)) geniigt der Gleichung
(B

ammengesetzten Funktion

/ \ dz\2
|
W, T, (dx) W, Z) —I— <Z, (IJ>

3) Invarianzetgenschaft: Fiir cine linegre Funktion S (2)

gilt
) {8(e),2) = o,
Setzt man in (15) fiir w (z) cine lineare Funktion g (&) imutsio e
' 10 Wi wegen (16)
(17) §(@),a) = 15, 2

D -2 S CI] wal ZS(:Ile Ab]ei tu g .St alsO in a i U

ansformation der Funktio™
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26. Ich betrachte nunmehr die Differentialgleichung

i) (w,5) = F 3,
bekanntlich folgendermassen auf diejenige ciner Gleichung zweiter Ordnung zuriickgefithrt: Man
setze

wo I'(2) eine beliebige analytische Funktion bedeutet. Die Auflosung dieser Gleichung wird

il

(19) g (3) — (w'(z))_2

und lege das Zeichen von g(z) beliebig fest. Wie eine cinfache Rechnung zeigt, gilt dann
20 Neant segole)

e L et

Also: Ist w () eine Losung von (18), so geniigt die Funktion (19) der Gleichung

(21) g'(2) + 3 F(2) g(s) = 0.

Umgekehrt: Ist g(2) eine Losung von (21), so ist

(22) Sl
w(2) = f @)
eine Losung von (18).
Sind g, (2) und g, (2) zwei linear unabhiingige Liosungen von (21), so ist ihr Quotient eine Losung

von (18). Denn durch Differentiation von % ergibt sich unter Beachtung der aus der Voraus-
2

setzung folgenden Relation g g," —g, g0
jgi, z}: —Qgi':F(Z).
L g 9a
Wegen der Invarianz von {w, zy gegen lineare Transformationen von w ist dann auch

€191+ €29
wi(s) =22
) 391 1 €192
WO ¢, Cy, G5, ¢4 beliebige Konstanten von nichtverschwindender Determinante sind, eine Lésung
von (18), und zwar die allgemeine, da man durch geeignete Bestimmung der drei wesentlichen
Parameter erreichen kann, dass w, w’, w” in einem gegebenen Punkt gegebene Werte bekommen.

96. Das Vorhandensein einer allgemeinen Losung von (18) in der Umgebung eines Punktes,
wo F(z) reguldr ist, wirde leicht aus den klassischen Existenzsitzen fiir Differentialgleichungen
gefolgert werden konnen. Ich ziehe jedoch vor, die Losung direkt, unter Anwendung unbestimm-
ter Koeffizienten zu konstruieren; dies wegen einer spiateren Anwendung derselben Methode.

Es bedeutet keine Beschrinkung der Allgemeinheit, wenn ich den betrachteten Punkt nach
# = 0 verlege. F(2) habe im Nullpunkt die Entwicklung

(23) F(g) =00+ a2+ a2+ ..

Fiir g(z) nehme ich eine Entwicklung
(24 g(2) =by +byz+by2®+ -
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: : e durch Koeffizientq
an. Ich setze die Entwicklungen von g (z), g’ (2), I'(2) In @lerne ta e

vergleichung ; S :
: =0 n — 4,0,°*°).
(25) fn(n—l)bn+;(aobn_z+a1bn_3+...—}—an_2bo)
i 5 bo und b, willkiipl;
Aus dieser Rekursionsformel lassen sich by, by, . .. bestimmen, nachdem by 1 tirlich

festge]egt Silld. . . ler Unl ebung VO1
Ich behaupte nun: Die erhaltene Entwicklung (24) konve‘l'glert 02 klg ;3 g
und zwar ist ihr Konvergenzradius grosser oder gleich dem](_mlgt?n R R A
Der letztgenannte sei mit ¢ bezeichnet; fir | 2| <r < e ist dann

I%zn]<]€ (n:1a2a“')’

wo k eine von r abhéngige Konstante bedeutet. Durch Multiplikation der Rekursionsformel (25)
mit 2" ergibt sich

n—2
nn— 1)byen + z; Z (@niaenet 2 )boe=10,

v=20
n—2
”k
n(n —1)|bpem| < 5 L |b,2”|.
v=0
1}\
Setze ich kurz s, — le,z"], s0 wird
0
< J o 2k R Iﬁc*_ :
W g Tnn—1)r—2= D

' r2k e 2k
e | [y
2
Das Produkt is offenbar fiir n— co konvergent. Also konvergiert auch die Reihe (24) gleichms-
sig fiir [z|<r<Tg; wegen der Bestimmung der Koeffizienten stellt sie in i
eine Losung der Gleichung (21) dar, und zwar die allgemeine, denn dur
der Konstanten b, und b, kann erreicht werden, dass die Losun
reguldren Losung tibereinstimmt.

Das Ergebnis gilt fir jeden Punkt z,, wo F(z) reguldr ist. D
sungen (24) grosser oder gleich denjenigen von F(z) sind, folgt:
fortsetzbar, wo F(z) fortsetzbar ust.

Da jede Losung w (2) _der urspringlichen Gleichung (18) Quotient zweier Losungen von (21)
g e Ergebm.s In bezug auf die erstgenannte Gleichung folgendermassen formulieren:

Dre Gleichung (18) besitzt eine allgemeine Lésung 1

n der Umgebung jeder Stelle, wo F (z) regulir
ust. Jede Losung von (18) ist mit rationalem Charalter iibera]] fortsetzbay wo F(z)’ fOTtset;b?M‘ st

hrem Konvergenzkreis
ch geeignete Festsetzung
g mit einer vorgegebenen, in z=0

a die Konvergenzkreise der Lo-
Jede Lésung von (21) st iiberall

27. Nach diesen Vorbereitungen kehre ich zu de
nen zuriick und betrachte ihre Schwarzschen Ablei

Diese Ableitungen sind ebenfalls rational; alg einzige (unq zZwar d
(Nr. 24) die mehrfachen Stellen der Funktionen g, (2) (wegen der
von wy(2) ist 2 = oo eine einfache Stelle). Die Gradzah] i

Nin §§ 5—6 behandelten rationalen Funktio-
tungen,

oppelte) Pole besitzen sié
génommenen Normierung
Von {wy, &) st demnach gleich 2 k, wo *
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die Anzahl jener mehrfachen Stellen bedeutet; k ist also auch die Anzahl der Windungspunkte
der 2U Wy (2) gehorigen Riemannschen Flache F,.

Uber diese j'{nzahl gibt uns der topologische Baum B, + B, Auskunft (Nr. 18). Er enthalt?
folgende algebraische Polygone: 1) Die r H*-Gebicte des Kerns von By, welche den algebraischen
Windungspunkten von F entsprechen, 2) ihre Spiegelbilder in By, 3) die aus den p H*-Gebieten
von B entstandenen Polygone.

Die rationale Funktion w, (2) besitzt also 2 r + p mehrfache Stellen; ihre Schwarzsche Ab-
leitung {wn, 2} ist demnach vom Grade 4 » + 2, unabhingig von n. Hierbei bedeutet r die Anzahl
der algebraischen, p diejenige der logarithmischen Windungspunkte der Fliche F.

Ich betrachte nun die in § 6 ausgewihlte Folge

(13)’ W, (2). Wy, (2), +--

welche in jedem Punkt eines gewissen Gebietes H gegen eine Grenzfunktion w (2) konvergiert;
w(2) bildet H auf die Fliche F ab.

Nach den Uberlegungen von Nr. 22 ist die Konvergenz gleichméssig in jedem Bereich, der
keinen Pol von w(2) enthélt. Wegen der Normierung w(0) = w;, w' (0) = 1 ist es daher mog-
lich, einen Kreis |z|< d anzugeben, in welchem diec Konvergenz von (13)" gleichmaéssig ist, und
ausserdem die Ableitungen w’ (2) und w,;v(z) von Null verschieden sind. Innerhalb dieses Kreises
gilt dann
(26) lim <whv" =, e,

: vs

Man sieht nun leicht ein, dass die Grenzfunktion einer Folge von rationalen Funktionen fester
Gradzahl ebenfalls eine rationale Funktion sein muss und zwar von hochstens demselben Grade.
Wir schliessen also:

Die Funktion w (z) geniigt etner Differentialgleichunyg

(27) _ {w, 2y = R(2),

wo R (2) eine rationale Funktion von hochstens (4 r + 2 p):tem Grade bedeutet.

Wir werden spater sehen, dass diese Gradzahl tatsdchlich 2r 4 p — 2 betrigt.

98. Aus dem eben ausgesprochenen Satz konnen wir endlich auf den parabolischen Typus

der Fliche F schliessen.
Wire das einfach zusammenhéngende Gebiet H, welches durch w () auf F abgebildet wird,

nicht die ganze z-Ebene, dann hitte H im Endlichen ein gewisses Randkontinuum. Da w (z),
als Losung der Gleichung (27). in der ganzen 2-Ebene (die Pole von R (2) moglicherweise ausgenom-
men) fortsetzbar ist (NT. 96), so wire die in H erklirte Funktion w (z) keine vollstéindige analy-
tische Funktion. Dementsprechend ware ihre auf F erklirte Umkehrfunktion z(w) ebenfalls

1 n sei so gross, dass die Zerschneidung auf den logarithmischen Enden erfolgt.
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' ) a w* (2), und die Fliche
3 - anlletdandigen etwa w )
keine vollstéindige Funktion, sondern Teilfunktion einer vollstédndigen,
e 5 o, * 1 3 S y o
wiire Teilfliche der Fliche F* von w*(2). : ) keine andere Singularitéten als Wiy
Diese Folgerung steht in Widerspruch damit, dass £ {e--b g einen Punkt Py auf F' — gejy,
. Wire I Teilfliche von F'*, 80 gabe €
dungspunkte hat. In der Tat: Wire F Teilfldche o g»spunkt i dem Endpunkt o, welche
ie eine 've I' mit dem Anfan ; . :
D e gemeinsam; verfolgt man die beiden Flichey,

auf I zwar die innerey,

Spurpunkt sei wy, —, s >
die folgende Bigenschaft hitten: P, ist fiir ¥ und £ : o
von P, aus iber I, so erreicht man auf F* einen Punkt Py iber @,

: i stte also tiber w eine nicht zur Fliche
Punkte, nicht aber der Endpunkt von I" erreichbar sind. F hétte (l'lbO u'behpr ko
geziihlte singulire Stelle; diese miisste notwendigerweise ein logal ithmisc ; A
& - : S . ische Windungspunkt von /' auch ein solchey
Da aber F' Teilfldche von I'* ist, so ist jeder logarithmische el e v g
3 . o 2 n 11", ¢ i \
von F* und der Punkt e wire also auch auf F* nicht lings I" erreichbar ird f;illt d U"“
X x : 5 . : achen wurae una wir
Widerspruch; die Antithese, dass H nicht die ganze z-Ebene ausmach ) )

schliessen zusammenfassend:

Die Fliche F ist von parabolischem Typus.

Dre Funktion w (2) ist eine meromorphe Funktion, welche die z-Ebene auf F' konform abbildet.
Swe ast also die normierte uniformisierende Funktion von F.

Da die Fldche nur » algebraische Windungspunkte besitzt, so hat w(z) nur » mehrfache Stellen,
und R (z) im Endlichen r zweifache Pole. Diejenigen r 4 p mehrfachen Stellen der Funktionen
wn(2), welche nicht zum Kern von F gehoren, riicken also wihrend des Grenzprozesses gegen
Unendlich, und die Gradzahl des Nenmners der Schwarzschen Ableitung wird hierbei auf 2r
erniedrigt.

29. Unter Anwendung der Ergebnisse der vorigen Nummer ist es leicht, die Konvergenz
der wvollstindrgen Folge der rationalen Néherungsfunktionen nachzuweisen. Ich behaupte:
Die rationalen Funktionen

(28) wy (2), w, ) oo
konvergieren in der ganzen z-Ebene gegen die Funktion w (2), welche diese Ebene auf die Fliche F

abbildet. Die Konvergenz ist gleichmiissig in jedem abgeschlossenen, Bereich, welcher keine Pole von

w(z) enthilt.

Beweis (indirekt): G sei ein Gebiet der besagten Art. Wire die Beh
bezug auf ¢, dann gibe es

(a) eine Zahl ¢ > 0,

(b) eine konvergente Punktfolge in @:

auptung nicht richtig in

#1; Kot sSES It S Ee
! V= i A’

(c) eine Folge ganzer Zahien

Y F wire eine sogenannte begrenze Fliche
1918) S. 47. — Es handelt sich bei Weyr, um
bezug auf eine gegebene Fliche.

. Vgl H. WEYL' Di
die Begrengt iy x,lvz e Riemannschen Fliche (Leipzig
Nl sogenanntep Uberlagerungsﬂéchen in
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My, Mg, - -; lim m, = co
V—> o0

mit folgender Higenschaft: es gilt fiir jedes »
' ; | w,, (&) —w ()| >0
Die Funktionenfolge
(28) Wy, (@), w, (2),- -

hat genau dhnliche Normierungs- und Abbildungseigenschaften wie die vollsténdige Folge (28).
Es kann daher, genau wie in § 6, aus (28)' eine Teilfolge

28)" w, (2), wy, (2),- -

ausgewahlt werden, welche in einem gewissen (ebiet H* gegen eine Grenzfunktion w* (z) kon-
vergiert, und zwar gleichméssig in jedem Bereich, welcher die Pole von w* (2) ausldsst. w* (2)
bildet H* auf F ab.

Wie in Nr. 28 kann gezeigt werden, dass H* die ganze z-Ebene ist. Hieraus folgt, mit Riick-
sicht auf die iiberall vorgenommene Normierung, w* (2) = w(2).

Ich schlage um den in (b) genannten Punkt Z einen kleinen Kreis ¢, der die Pole von w (2)
ausldsst. Nach dem eben Gesagten streben die Funktionen (28)"" in ¢ gleichméssig gegen w ().
Es ist also moglich, N so gross zu wihlen, dass

lwlu () —wE)| <o fir [, >N

in jedem Punkt von ¢ gilt.

Nehme ich einen solchen Index », dass 2z, in ¢ liegt, dass m, > N ist, und dass m, zur Folge
I, l,,--- gehort, dann gilt
; |, () — 0 () | <o

Dies steht aber in Widerspruch mit der Annahme (¢). Unsere Behauptung ist somit bewiesen.

Kap. IV. Uber die Losungen der Gleichung {w, z} = R (2).

§ 8. Problemstellung.
30. Hs ist gezeigt worden, dass die uniformisierenden Funktionen der in dieser Abhandlung

betrachteten Flidchen Gleichungen der Form

(27) {w, 2, = R(2)

geniigen, wo R (¢) eine rationale Funktion bedeutet. Das Ergebnis ruft die folgende Frage hervor:
Welchen Bedingungen muss R (2) geniigen, damit (27) meromorphe Losungen ergibe? Und,
wenn dies der Fall tst: Stnd die Riemannschen Flichen dieser Lisungen von der von uns betrach-

teten Art?

Diese Fragen sollen in den folgenden Paragraphen beantwortet werden,

6 — Soc. Scient, Fenn., Acta Nova Series A, IL: 3.
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Nach Nr. 26 sind die Lésungen von (27) in der ganzen z-Ebene mit I'itt]()llel](,'lll Charaktey
fortsetzbar, moglicherweise mit Ausnahme der Pole von R (2). Damit diese . uEd meromorh
seien, ist also notwendig und hinreichend, dass sie auch in jedem endlichen Pol von E (z) voy
rationalem Charakter sind. Ist diese Bedingung erfilllt, dann sind sie, nach dem Monodromie-
satz, eindeutig in der ganzen Ebene und von rationalem Charakter im Endlichen, d.h. meromorph 1

Unser Problem reduziert sich somit auf die folgende »lokale» Frage: Welchen Charakter haben
die Lisungen der (leichung (27) in der Umgebung eines Poles von R (2)? Bei der Beantwortung
dieser Frage wird die Voraussetzung hinsichtlich der Rationalitdt von R (2) nicht benutzt.

Als Hauptergebnis der Untersuchung werden wir die gesuchten Bedingungen fiir die Existeny
meromorpher Lodsungen erhalten, sowie Auskiinfte iber das asymptotische Verhalten dieser
Losungen im unendlich Fernen. Daneben erhalten wir Aufschliisse tber den lokalen Charakter
der Losungen auch in den mehrdeutigen Féllen. :

31. Es empfichlt sich, auch beim Studium einer endlichen kritischen Stelle e, sie nach dem

unendlich fernen Punkt durch die Substitution z —ea = :; zu verlegen. Die Substitutionsformel
(15) in Nr. 24 gibt
{1 =

(29) 4 (w, ) =% R(Z + )= B(o),

d.h. w gentigt in bezug auf z einer Differentialgleichung von derselben Form wie die urspriingliche
(ileichung. Fangt die Entwicklung von R (2) in ¢ =e mit (z—e)~* an, so beginnt diejenige von
R(z) in z=o00 mit a"~* Die Koeffizientenfolge der Entwicklung wird durch die Substitution nicht

indert. — Ist eine Lios : SNy

fver‘an er st c’amol Lésung von (219) gewonnen, so bekommt man die entsprechende Losung von
(27) durch Substitution von z =

Der (rationale, transzendente, mehrdeutige) Charakter
der Losung bleibt hierbei erhalten.

Nach diesen vorbereitenden Ausfihrungen formulieren wir die A
ufgabe der nichs
Paragraphen folgendermassen: & er nachstfolgenden

R (2) sei eine on der Umgebung von z = oo analytische Funktion, mut der Entwicklung
0 =gg _a
(30) R () T TG

Es wird nach dem Charakter der Lisungen von

(27) {w, 2} = R (2)
wn der genamnten Umgebung gefragt.

§ 9. Der Fall rationalen Charakters. Verwandte Fill
: ; : e,
32. Wir fragen in diesem Paragraphen nach den Bedingungen fiip gi :
rationalen Charakters. ur die Existenz von Losungen

! Ist eine Losung meromorph, so ist es jede
tion erhalten werden konnen.
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Ist w(z) eine solche Lésung voy @7

b 2 . dann wissen wir nac y olgendes: Hat w(2) In
2= oo eine einfache Stelle, so fangt qie T &

h Entwicklung von R (2) in diesem Punkte mit der vierten
Potenz von = an. Ist w(z) dagegen von der Form
(31) W(Z) = COIISt. + C) ZZ %k Ul . g —1 + e o4 (2-¢ 0 j ])

so beginnt die Entwicklung von g (2) mit

(32) 11— 1

ind zwar gilt dies nic e 2 i 398
l s ¢ & t dies nicht nur fiir ganze, sondern fiir beliebige komplexe Werte von (5 0, - 1).
Losungen rationalen Charakters zu (27) kénnen

i ; also nur dann vorhanden sein, wenn R(2) in 2= oo
eine 4-fache oder eine 2-fache Nullstelle hat

— Umgekehrt:

Hat R (2) eine (Wenigstens) 4-fache Nullstelle in z = oo, dann besitzt (27) im undendlich Fernen
eine allgemeine Losung rationalen Charakters. Denn die Transformation z = :7 verwandelt, nach
Nr. 31, (27) in eine Gleichung derselben Form, wo die rationale Funktion an der rechten Seite in

z = 0 reguldr ist; und eine solche Gleichung hat nach Nr. 26 eine allgemeine Losung rationalen
Charakters in der Umgebung des betrachteten Punktes.

Féngt die Entwicklung von R (2) dagegen mit der zweiten Potenz von % an, dann sind noch

gewisse andere Bedingungen nitig, um die Existenz einer Losung rationalen Charakters zu sichern.
Der vorliegende Paragraph ist der Untersuchung dieses Falles gewidmet.

33. Im folgenden nehme ich also
(33) Rils) e

an und versuche, eine Losung der Gleichung {w, z; = R(2) in der Umgebung von z = co zu
konstruieren. Zu dem Zweck gehe ich wieder zu der in Nr. 25 betrachteten Gleichung zweiter

Ordnung tiber: :
(21) g (2) + 3 R g() = 0.

Ist w(2) eine Lisung von (27) von der Form (81), so féngt die Entwicklung von R (2) = {w, 2},

1
Sie boreits erwahnt, mit _1_—212 ;12_ an. Die Entwicklung der entsprechenden Losung g(z) = (w'(2)) 2

: 1—12 . :
von (21) beginnt mit der »:ten Potenz von z, wobei » =—5— gesetzt worden ist. Ich bestimme

deshalb 2 und v durch die Gleichungen
18
(34:) 9 = o

i Weise moglich ist (4 und » werden im allgemeinen keine ganzen Zahlen sein).

S
Vet

was auf zweierle :
Dann nehme ich fir g(z) eine Entwicklung

g(e)=¢"+ bigis i byev =2 4 .. 1

ng der Allgemeinheit, dass der erste Koeffizient gleich Eins gesetzt

i Beschrianku
1 Es bedeutet keine ) wird durch Multiplikation mit einer Konstante wieder eine Lisung

worden ist; denn aus jeder Losung g2

gewonnen.
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ols Substitution in (21). Nachher zeige ig,

an und berechne die unbestimmten Koeffizienten mitt fi¢

: ‘ % 91) darste
dass die gewonnene Reihe konvergiert und eine Losung von (21)

Die Koeffizientenver gleichung ergibt erstens
1
L =0
y(v —1) g (o )
und allgemein
1
»—n)®-—n 1) b | 5 (ag bn + @300 —1

: ; i+ Faktor von b, wird nac
Die erste Gleichung ist wegen der Bestimmung (34) von v erfiillt. Der Fa n L nach

Multiplikation mit 2, wenn man (34) beachtet,

20— n)(»—n—1)Fag=2[0—n)(r—n—1)—v@—1] = anm—2v+ 1)=2n(n + 1)
Ich erhalte demnach fiir die Koeffizienten b, die Rekursionsgleichung

(35) 2m(n+ A by £ (@, bp—y + Ggbpz + - Fa) =0 (n=1,2,-" ).

Aus (35) lassen sich by, by, - -+ berechnen, wenn nur A keine negative ganze Zahl ist. Von den
aus (34) bestimmten Werten A kann aber hochstens der eine ganz und negativ sein; die Rekursion
wird also immer fiir wenigstens einen Wert A gelingen. Wir kommen bald auf die Diskussion des
erwidhnten Ausnahmefalles, dass 2 ganz und negativ ist, zurtick.

Nachdem b,, b,,- - bestimmt sind, betrachte ich die Reihe

(86) 1+24 24

In genau derselben Weise wie in Nr. 26 wird folgendes gezeigt: Konvergiert, die Entwicklung von
R(z) im Kreise |z| >, so ist (36) in jedem Kreis | 2| >r > gleichméssig konvergent. — In

der Tat folgt aus (85), wenn k die obere Grenze von 'Z{] in|z|>r bedeutet,

n—1
bn | Y
an | ="

0

b

zi

2n|n—}—/1|‘

n W l!

; | < {1+ ih’]rﬁi; Y |

n
L =S L0+ i),

woraus sich die Konvergenz ergibt.
Schliesslich bilde ich die Funktion

(37) 0@) =# + b=t 4 b2 4.

Setze ich sie und ihre zweite Ableitung in die Differentialgleichnng (21
der eben ausgefithrten Koeffizientonbestimmung, identisch erfﬁllt'. (37) ;ﬁst I . >

Aus (37) erhdlt man ohne weiteres cine Losung der urspriinglj S %,n ¢ Losung von ( 21).
Nr. 25 ist namlich tunglichen Gleichung (27). Nach

(38) w(e) = f Jf'j) =fz-2'(1 + "Z +o)as

2q g

) ein, so wird diese, wegen

eine solche; 2o bedeutet einen beliebigen Punkt j
m Konvergenglyo;
€1se von (37).
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Ist 2 9, also auch 1 —

1—2y ; : :
jauter Potenzen erhalten Wir h »bkem(z gamze Zahl, so wird die gliedweise integrierte Reihe (38)

LR " haben ei ; L ; .
deutige Funktion. ¢ime Losung von der Form (31) (S. 43). Sie ist eine mehr-

Ist dagegen 4 eine positive ganze 7,

ahl oder Null (der F: B . s
: rfahr o (der F € gativ ist be ekur-
sionsverfahren ausgeschlogssen worde e B g it ey e

1), o nimmt die integrierte Reihe die Gestalt

(39) w(z):Al()gz—[—clz"—f-cl_lz’\—l s

an, wo 4 der Faktor i i
; € von - in der Entwicklung von — -

e T bedeutet.

S 7 3 .

e u R()) ZW. (39) erhiilt man durch lineare Transformation sdmtliche Losungen der Gleichung
w, 2y = R(2).

34. Ich kehre nun zur Frage

i _ nach den Losungen rationalen Charakters zuriick. Damit eine
solche existiere, ist nach

dem Obigen folgendes notwendig und hinreichend: Es muss eine solche

el : :
ganze Zahl 4 geben, dass 9 = G Ist; ferner muss in (39) der Faktor 4 von logz verschwinden.

Auch die letzte Bedingung kann mittels der Entwicklungskoeffizienten von R (2) ausgedriickt
werden. Dies geschieht am einfachsten folgendermassen:

Ich greife auf das Rekursionsverfahren von Nr. 33 zuriick. Ergibt die erste der Gleichungen
(34), wie wir jetzt annehmen, ganzzahlige Werte fir 2, so gelingt die Bestimmung der Koeffizien-
ten b, mittels der Formeln (85) immer, wenn fiir A der positive Wert genommen wird. Nimmt
man dagegen den Wert — A(4 > 0) (und dementsprechend 1 — # statt ), so verschwindet der
Faktor von ba. Die A ersten Gleichungen (35) werden nun

0=a,+2:1-(1—A)b,,
0=a,+ab+2:-2@Q—Nb,,

Bl e Gl R ,,
O — o —|—al_gbl—l----—I—a1b1_2+2'(1—1)(—— 1)U
0=a, o i e S

Das sind 2 Gleichungen mit A —1 Unbekannten. :
FEaistiert eine Losung rationalen Charakters w(z), welche in z = oo eine A-fache Stelle hat

—_ wir konnen annehmen, dass sie eine Nullstelle ist —, dann existiert eine Losung ¢, (2) von
k)
1+42

(21), deren Entwicklung mit dem Glied 2z 2 anfingt. Es gibt also eine Koeffizientenfolge by,

b welehe den Rekursionsformeln (35) (wo jetzt — 4 statt A stehen soll) gentigt, und dee Gleichun-
Ay

gen (40) sind verevnbar.

Umgekehrt: Sind die Gleichungen ( .
nen, dann b; willkiirlich festlegen und mit : ;
nen Reihe ergibt sich genau wie frither. Wir haben somit

40) werevnbar, SO konnen wir by, -+ -, by —y aus ihnen berech-
der Rekursion fortfahren. Die Konvergenz der erhalte-
eine Liosung ¢, (2) von (21), deren Ent-
1+4 : o A S e 10l . z

Lihi2 Durch Integration von ;o gewinnen wir dann eine Losung von

wicklung mit z 2 anfangt.

1 . : : j :
: : 4 omz von - anfingt und kein logarithmisches Glied enthélt,
(27), deren Entwicklung mit der J:ten Potenz von ; '

d.h. also eine Ldsung rationalen Charalkters.
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Bei ganzzahligem A ist also die notwendige und hinreichende Bedl'll{i) g. e lil\lst.nl

.. : ; . : wreinbar sind, d.n. dass ihe

von Lésungen rationalen Charakters w (2), dass die Gleichungen (40) verelnbe : : v ( ihre
s : : in etwas anderer Weise a4y
Determinante verschwindet.! — Scawarz hat ? dieselbe Bedingung i nt“:;} Y . L]\‘ anf-
; ’ ! ) s TN a1 von A abhangigen Faktor
gestellt; er zeigt, dass das Residuum A in (39) bis auf einen nur vol glg mif

der Determinante von (40) tibereinstimmt.

Wir fassen die Ergebnisse der letzten Nummern zusamimen: :
Wenn die Entwicklung von R (2) tn z = oo mal der vierien Potenz von anfingl, so sind dj,

Liosungen der Gleichung
(27) {w, 2} = R(Z)
von rationalem Charakter im unendlich Fernen und besitzen daselbst eine ewnfache Stelle.

Wenn R (2) eine Entwicklung

R =2+ -+

hat, so sind die Losungen von (27) dann und nur dann von rationalem Charakter, wenn dee folgenden
Bedingungen erfillt sind:

1. Es gibt eine solche ganze Zahl A, dass

(32) a =25
1I. Die Determinante
a0 1T AEE G R0 0
e 1 2:2(2—4) )5 40) .‘
P |t ooe e e SRR R R N R ‘
L Q=3 PR O (A LG Sy |
ey G—: SRR L

verschwindet.
Wenn I erfillt ist, nicht aber II, so sind die Lisungen von (27 ) Uineare Transformationen
einer Funktion von der Form
w(z)=Aloga+ 2"+ ¢ A1 4 ... @20
Derselbe Fall tritt ein, wenn (32) 2 = 0 ergibt, d.h. wenn ay— %

Wenn I wicht erfillt ist, so sind die Losungen mehrdeutig und swar lineare Tramsformationen
einer Funktion von der Form (31).

handelten Fall schliesst si s B ity ;
35" Ga de“_Oben Beance Tt ) schliesst sich derjenige nahe an, wo die Entwicklung von
R (2) mit der dritten Potenz von . anfingt:

R(Z)=%+%+...,
Man mache hier die Substitution z = x2.
gleichung jetzt die Form

Nach der Formel (15) (Ny. 24) nimmt unsere Differential-

1 Man sieht sofort, dass sie wenigstens eine nichtverschwi
! windende U 3 : T
diejenige, welche die Nummerzahlen 2.1 (1 Sy nterdetermmante besitzt, namlich

« in der Hauptdia
2 H. A. Scuwarz, Ges. math. Abh. I1, 8. 221 ff. inghes 3 })230 gonale hat.
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’
(27) iy = Bilx)
an, wo
R () et R () et i Lot ilenia 2 Gl
) R(x?*) B 23:2{?3’4 | :
wir sind also auf den eben behandelten Fall zuriickgekommen.
Von den Bedingungen I und IT ist I mit A = 2 erfiillt, IT dagegen nicht, denn es wird
(OF e
= =8aq 0.
4 aO O l 0 #
2 Q1NN Q A & - v a,
Die Rekursionsformel (35) gibt, wenn 0 und 4 aq fiir a; bzw. az eingesetzt wird, by = 0, by = =t

Die Liosung der zu (27)" gehorigen Gleichung zweiter Ordnung wird

1
i o 1
et L )
Nehmen wir als Losung von (27)" z.B.
&l S 8
W(w)=2jﬁf)é=aologw+x- ol S
so wird die Losung der urspriinglichen Gleichung (27)
(41) w(e) =2logz + 2+ o+ = koo
Umgekehrt ldsst sich leicht bestétigen, dass jede Funktion der Form (41) eine Schwarzsche Ablei-
tung hat, deren Entwicklung mit %‘; anfingt.
Wenn die Entwicklung von R (z) mat der dritien Potenz von % anfingt, so sind sdmtliche Lo-

sungen von (27) unendlich vieldeutig und lassen sich durch lineare Transformationen einer Funkizon

von der Form (41) ausdriicken.

§ 10. Die Fille transzendenten Charakters.
36. Im vorliegenden Paragraphen setzen wir voraus, dass die in unserer Differentialgleichung
(27) auftretende Funktion R(2) in z = oo eine Entwicklung hat, welche mit einer niedrigeren

als der zweiten Potenz von _ anfangt. Wir werden das Verhalten der Losungen in der Umgebung

des unendlich fernen Punktes untersuchen. In den in § 9 behandelten Fillen verhielten sie sich
asymptotisch wie Potenzen (im Falle A =0 wie der Logarithmus). Im vorliegenden Fall tragen
sie, wie sieh herausstellen wird, einen rein transzendenten Charakter.

R. NEVANLINNA behandelt in seiner auf S. 5 zitierten Arbeit denjenigen Fall, dass R(z) ein
Polynom ist; zur Untersuchung der Losungen verwendet er eine von HinLE angegebene asympto-
tische Integrationsmethode? Der von uns betrachtete allgemeinere Fall weicht, in bezug auf

1 Die Entwicklung ist gerade. Denn nach der 7S(ubstil;uti0nsf0rmel (15) (Nr. 24) geniigen die Funktio-
nen  (z) und w (— %) derselben Gleichung (27), da R () eine gerade Funktion ist. Da sie ausserdem beide in

& = oo asymptotisch gleich z? werden, sind sie bis auf ein konstantes Glied identisch. Dies ist nur méglich

wenn die Entwicklung gerade ist.
» | HiLLe: Zero point problems for line

B, n:o 2, Kopenhagen 1927).

ar differential equations of second order (Matematisk Tidskrift
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b. dass die Losungel im allgemeinen njcyy
a 3 CLK

LR 'n von dem NEVANLINNA’schen . HitsNav
das Ergebnis, insofern von de aber genau die HILLE-Nmy,y.

; : : : i » en W

cindeutig sind. Die Methode, welche wi verwende .
e hler n

nLinNa’sche. Wir werden daher das Problem unter

und nur in aller Kiirze behandeln.

erden. 18t 5 A
3 ( \)‘ 3T T Qg
wendung der Resultate dieser Verfaggop

; sei mit p — 2 bezeichnet.
37. Der Exponent von z im ersten Gliede der Entwicklung Vol R(:)nb Konst:.)nt(‘ . Cm‘(\ic(];[r’
es ist also p > 1. Durch Multiplikation der Variable z mit einer geeigne e A

2 .
: P~ igt: also
werden, dass der Faktor von gP —? gleich 9 18t; es Sel ¢

2
= P~ p—2 c Zp—s+""
(42) R(e) =5 o @ o
avg # )
Q7T 47 7T LT LT T 9 T TR PO, 7/
7 poe S e Rt
R : v &
7 A, BF
wnl W % Va
Pl sloglzl A\
ol/ s it Vo > Logix|
7 0
/ W N
I -
/ 08, 7%
NIV VIV TV TP I NIV N e
l‘ﬂ"n %_logr.
Abb. 16.

Wir unterwerfen die Verdnderliche z der LiouviLne’schen Transformation

e DA
(43) s—o@) = [VER@d =izt 4 o/s? 't

Die Integralfunktion sei z.B. dadurch festgelegt, dass das konstante Glied gleich Null sein soll.
Falls p gerade ist, kann auch ein logarithmisches Glied in der Entwicklung

Wir fassen die von (43) geleistete konforme Abbildung ing Auge.
zisieren grenzen wir auf der Windungsfliche von arg 2 ein Gebiet b

auftreten.
Um die Begriffe zu préd-

(42) |arg 2| < O, bl

ab. Hier ist @, eine belicbige Konstante > 3z: iiber die Zahl r, soll spater niher verfiigt wel-
den, jedenfalls soll sie so gross sein, dass R (z) fiir r, < | 2] <oo weder Bole noch Null te]lin it
(Vgl. die Abb. 16, wo die logarithmischen Bilder der Windungsflichen v ch Nulls .
gestellt sind.) Al von arg 2z und arg z d

z(2) ist offenbar eine in 4, eindeutige und reoyls ;
; g regulére Funktion g .

so ist, wie man leicht zeigen kann, log (s) in 4, L d-h Is‘i1 T g.enugend gr(.)ss gewallllt,
(43) auf ein gewisses, auf der Windungsfliche voy » ety Ay wird durch die Funktion

elegenes Gebiet B, konform abgebildet-

arg p o
! Man sieht dies z.B. folgenderweise ein: Nach (43) ist

43)’ logx=’ii 2 il
(43) 2+20gz+ez : d10gx=gdloéz<

L
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ie Umkehrfunkti e
Die Umkehrfunktion z(z) von (43) ist in 5. A - e
: « regular; es gilt 2 - co fiir & — co, und zwar 1st
nach (43)
1Y

0 F=e (140 (Y), = (Hp (1 +e(3).»

wo &(a) eine mit a verschwindende Grogse bedeutet
Bei der Abbildung werden die Winkelriume W
A v

W) \argz‘q?i’.f T, Sy S ALEE
( [ = O

auf gewisse Gebiete abgebildet, welche sich asymptotisch den Winkelrdumen 7,

|

%) st ’ 1 7
(Iv) dlbf(‘—-(l’—f—?)n{<; (1’:0,i],"')

anschliessen, und umgekehrt.

38. Wir werden nun, unter Anwendung der Transformation (43) und der Hinne-NEVAN-
pinNA’schen Integrationsergebnisse, gewisse partikulire Lésungen unserer Differentialgleichung
(27) angeben, welche sich durch besonders einfache asymptotische Bigenschaften auszeichnen.
Hierdurch werden in der Tat auch die Eigenschaften aller anderen Losungen bestimmt, da diese
aus den partikuldren Losungen durch lineare Transformation erhalten werden.

Jede Losung w(z) von (27) ist in 4, unbeschrinkt mit rationalem Charakter fortsetzbar, also
eindeutig. Tragen wir sie ins Gebiet By iiber, so erhalten wir eine Funktion

v(x) = w2 ().

Sie geniigt, nach der Substitutionsformel (15) (Nr. 24), der Gleichung

(45) : {v,2y =21 + h(@),
WO
1 ANie
1 o de e 1.§(1—Z’ﬁ 5 —é_pzi—{—..
h(:r):——g\_oc,z/(;i;) GRS D) SRR e Shpd ip
4

gesetzt worden ist. Nach (44) gilt

Durchliuft z die drei Randstiicke von A, in positiver Richtung, so wird nach (43)’ bei gentigend grossem r,

arg (dlog z) beliebig wenig von bzw. —, n, 0 abweichen. Die Bildkurven jener Randstiicke konnen also

ausser in den Eckpunkten) schneiden. Sie bilden somit zusammen mit
eschlossene Kurve, welche ein gewisses Gebiet B, einschliesst.
ann in gewohnlicher Weise, dass log (z) in 4,

weder sich selbst, noch einander (
dem unendlich fernen Punkt eine einfache, g
Unter Anwendung des Argumentprinzips schliesst man d

jeden zu f;x gehdrigen Wert genau einmal annimmt. f :
1 Wir bewegen uns im folgenden auf den Windungsflichen von argsz und argx, wo diese Argumente
ir bew

eindeutie sind. Hierdurch sind auch die Zweige aller vorkommenden Potenzen und Logarithmen ohne weiteres
ig sind. -

festgelegt.

7 — Soc. Scient. Fenn., Acta Nova Series A, IL: 3.
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(46) h@) =57 by ()

gl

Im Falle p =2 verhilt sich h (2) asymptotisch Wi g2
: iy

Wir gehen nun, wie in Nr. 33, zur (leichung zwelt

4

Ordnung iiber, und setzen daher

y (@) = (' (@)) )

ok

y (z) geniigt (Nr. 25) der Differentialgleichung
(47) g+ (1 b))y =0

Wiire in dieser Gleichung h(z) = 0, so hétten wir als Losungendie Funktionen _ei e e lln"earen
Kombinationen. Es scheint plausibel, dass sich auch fir eine von Null verschiedene, aber genuge.nd
rasch verschwindende Funktion h (z) Losungen ergeben, welche sich den genannten EXPOHG{I‘E.IM-
funktionen asymptotisch anschliessen. Diese Vermutung wird durch folgendes Erge.bnls bestétigt,
das wir der mehrmals zitierten NEvaxninna'schen Abhandlung ! ohne Bewels entnehmen;
es stiitzt sich auf die Anwendung der bereits erwdhnten asymptotischen Integrationsmethode
von HILLE:

In der Gleichung (47) sei h(x) eine vm Winkelraum V-1 + Vv -+ V.1 regulire Funktion,

welche daselbst, bis auf einen konstanten Faktor, asymptotisch gleich = (oder exner noch hoheren Potenz

von ;) wst. Dann hat (47) evne Losung y, (x), welche vn jedem innmeren Teilsektor von V,_, +V, +
V.11 glewch

o= (ke (2]

Aus den Losungen y, (x) (v =0, +
Losungen der Gleichung (45):

ast.
1,---) von (47) konstruieren wir nun gewisse partikuldre

Nach Nr. 25 ist der Quotient zweier linear unabhénei 4 :

; gigen Losungen von (4 : et
von (45). Tm Winkelraume ¥, + ¥, 14 sind, unter den im obigen Ergehnis ( 7)"Stets emé.LOb eng
sowohl y,(z) als y, , , (z) vorhanden; sie sind offenbar linear unabhine; erwidhnten Losungen,

In jedem vnneren Teilsektor des Winkelraumes Vi o b (4:;1g1g. zﬂSO: :
5 ewne Losung von der Form

1+eg».

Funktioney v, (®) schljeg
V, gegen Null, in
m Teilsektoyp
einem gewissen K

(48) vy (x) = Yy (2) (=1)"2ix (

In bezug auf die asymptotischen Were der
v, () strebt in jedem inneren Teilsektor vop
Ausser diesen Werten hat v, (z) in eine
Werte. Denn sonst wiirde v, (x)

SN wir aus (48) folgendes:

Jedem voy P, +1 gegen Unendlich-

auf AL N

_ v+1 keine asymptotische?
in der Umgebung des Strahles arg o = ( OHVergenzweg r s i

. : Y+ 1)@ verlayg . der notwendigerweise
streben. In jener Umgebung ist aber nach (48) N miisste

1 S. 345—349.
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Arg v, () = (— 1) 2R (a) + a(;)
d.h. |arg v, (x) | wichst stetig gege

: : ' n Unendlich, was mit einem von 0 und oo verschiedenen Grenz-
wert fiir »,(z) unvereinbar ist.

Auf Grund von (48) kann man noch folgendes zeigen: Hs gibt in der Umgebung des Strahles
argz = (v + 1)z keinen Konvergenzweg mit v, (s)-> 0, der nicht in den Weg argz = (v + %)ﬂ
ohne Beeintrachtigung der Konvergenz stetig deformierbar wire.! Ebenso ist jeder Weg in der
Umgebung jenes Strahles, auf welchem v, (x) > oo gilt, in den Weg arg = (1/ -+ %) 7 stetig de-
formierbar. :

Was die Wertverteslung von v, () im Tnnern des Winkelraumes ¥, -+ V, 1 1 betrifft, so ist Klar,
dass ein von 0 und oo verschiedener Wert ¢ nur in der Umgebung des Randstrahles zwischen
7, und V.1 unendlich oft angenommen werden kann. Uber die Héiufigkeit der a-Stellen in einer
Umgebung
(49) ' large — (v + D | <17
dieses Strahles ergibt sich nach (48) folgendes:

Die a-Stellen von v, (z) sind Nullstellen der Funktion y, (z) — ay, |, (%). Nimmt man fiir
einen Augenblick » gerade an, und setzt man

éx — ge— ¥ = ¢sin (x — x,),
so wird

y, (@) —ay, , , @ ~ ¢sin (z— )

im Sektor (49) gelten, wenn man nur die Nullstellen 2y —nz (n=0,1,--) Von sin(z — z,)
durch Kkleine Kreise C, ausschliesst. — Hieraus folgt unter Anwendung des Argumentprinzipg%
dass bei geniigend grossem | z| in jeden Kreis C, genau eine Nullstelle von y (x) — ay, +1(‘ ‘
fallt und ausserhalb dieser Kreise keine. Die Anzahl der innerhalb des Kreises |z |=¢ und di

t:5-§?rt;liﬂ;
Kiel

. . o 0 2T
Sektors (49) gelegenen a-Stellen von v, (z) ist also asymptotisch gleich . — Dasselbe gilt au

wenn » ungerade ist.

E Unlverstes

39. Wir iibertragen die Ergebnisse ins Gebiet 4,. Den partikuldren Losungen v, (x) von (45)

entsprechen hier die Losungen

\

Es sei I" eine Kurve, auf welcher v, (x) gegen 0 strebt, = = gei? ein Punkt auf

g ¢t dem Kreisbogen Cy durch 2. Nach (48)

I'und 2’ = gei? ein beliebiger Punkt au 5
ist dann, z.B. fiir gerades v, :
v i ’—-Lsinzp)+s(1)<e(_>.
log | v, (&) | —log |7, (2) [=—2¢ (sin @ 5 3 '
1 ;
Bis auf einen Faktor (1 +e (E)) ist also
X e a -
o, (@) | <9, ()| ‘ — ¥
Hieraus folgt die behauptete Deformierbarkeit. Abb. 17.

auf dem ganzen Bogen Cx-
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w(2) = v (z(d) = Oyeels ey

i tionen
der Gleichung (27); den Losungen y,(z) von (47) entsprechen die Funk

|
0o | =

o i (g R(z))*iy,(w),

g,(2) = (w, (2)) (@' (2) v, ()

welche nach Nr. 25 der Gleichung
1
(50) g’ (@) +5 R(2)g() =0

gentigen. Nach den bereits erzielten Ergebnissen lésst gich in Anbetracht der asymptotischen Re-
lation (44) folgendes iiber die Funktionen g, (¢) bzw. wy () aussagen:

In jedem inneren Teilsektor des Winkelraumes Wy—y + Wy + o= 0, 1, - ) exi-
stiert eine Losung g, (¢) der Gleichung (50) mat der Eigenschaft

log g, (5) = (— 1 +ies (142 (7))

Ebenso gibt es in jedem inneren Teilsektor von W, + W, 41 (¥ = 0,4 1,---) eine Lisung
w, (2) der Glewchung {w, z) = R (2) mat der Eigenschaft

2 1
(49) log w, (¢) = (— 1)+ 222 (1 +5(3)).

Diese Lisung strebt auf jedem Halbstrahl innerhald W, gegen Null, auf jedem innerhalb W, 11 gegen

: : 1\2x ¢ g c
Ufnendl.zch. AuCI:L wm der Umgebung von arg z:(v + 5)7 hat sie keine won jemen Strahlen
wesentlich verschiedene Konvergenzwege.

In jeder Winkelumgebung des Halbstrahles arg z — (,; _f_%) 27 nimmt w, () jeden Wert
p 14

a (£ 0,00) unendlich oft ah; die Anzahl derjenigen unter diesen a-Stellen, welche innerhalb des
D

: : . 2
Kreises | z | = r liegen, 1st asymptotisch gleich %

40. Aus dem Obigen kann man sofort schliessen, dass dze Lésungen von (27 o Ean b
stets mehrdeutrg sind. Denn nehmen wir z.B. » — 0, so h e D =

aben wir eine I, =
innerhalb des Sektors W, + W, Osung wy (2), fir welche
T r<argz<_3m

log wy (2) ~2 Yz gilt. Diese Losung strebt fiir are » —
kann also micht eindeutig sein. '62=2x gegen co bzw. 0 und
In den Fillen p> 2 konnen die Losungen entweder ein-

nicht gelungen, lokale Kriterien fiir die Eindeutigkeit T mehrdeutig sein. Hs ist uns

anzugeben,

§ 11. Die meromorphen Losungen der Gleichung
41. Bel der in den vorigen Paragraphen ausgefiihrten ) i{w, 2y =
ausgesetzt, dass R (2) an der betrachteten Stelle vor, rational okaleny
Annahme »R (2) rationaly zuriick. alem Charg,

R (2).

Integration wurde nur vor-
kter war. Ich kehre nun zur
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Die LO§1111gell unserer Glcichung sind offenbar dann und nur dann meromorph, wenn sie in
jedem endlichen Pol von R(2) von rationalem Charakter sind. Nach Nr. 81 entspricht einem
endlichen Pol der Ordnung u ein (u — 4): facher Pol in 2 — oo mit denselben Entwicklungskoeffi-
zienten. Insbesondere entspricht einem zweifachen endlichen Pol eine zweifache Nullstelle im
Unendlichen. Aus den Ergebnissen von § 9 konnen wir somit folgendes ablesen:

Damat die Lisungen der Gleichung {w, 2y = R (¢) meromorph seien, sind folgende Bedingungen
notwendig und hinreichend:

R (2) hat vm Endlichen lauter zwerfache Pole,
Die Koeffizienten der Entwicklung von R (2)

)

() =——tar ;%+a2+“'

(z—a)?

geniigen wn jedem Pol & den nachstehenden, Bedingungen :

I. Es gibt ewne solche ganze positive Zahl A, dass ol ay 1st,

2
I1. Die Determinante D (S. 46) verschwindet.

Wir nehmen im folgenden an, dass die obigen Bedingungen erfiillt sind, und wollen unter
dieser Voraussetzung die Bigenschaften der Lésungen in der Umgebung von z = oo untersuchen.

Erstens sind diese Losungen nach dem Monodromiesatz eindeutig auch im Unendlichen. Die
Félle, dass die Entwicklung von R (2) in 2z = co mit der ersten oder dritten Potenz von % anfangt,
sind also ausgeschlossen (Nr. 35, 40). Ubrig bleiben folgende Moglichkeiten:

Entweder hat R (¢) in 2z = oo eine A-fache Nullstelle, wobei A>4 oder A= 2 ist. In dem
ersteren Falle haben die Losungen daselbst eine einfache Stelle; in dem zweiten haben sie eine
mehrfache, und R (2) gentigt auch in 2z = co den Koeffizientenbedingungen I—IT, denn sonst wiren
die Losungen mehrdeutig. In beiden Fillen sind die Losungen auf der ganzen z-Kugel von ratio-
nalem Charakter; sie sind rationale Funktionen, welche die Kugel auf geschlossene Riemannsche
Flichen abbilden. ’

Oder: Die Entwicklung von R (¢) fingt mit einem Polynom vom Grade p —2 (p> 2) an.
Diesen Fall werden wir im folgenden unter Anwendung der Ergebnisse von § 10 néher unter-
suchen.

Wir nehmen an, die Differentialgleichung sei durch Multiplikation von z mit einer passenden

Konstante auf die in § 10 vorausgesetzte Normalform gebracht.

42. Zuerst sei der Fall p = 2 erortert. — Nach Nr. 39 hat unsere Gleichung im Winkelraume

P ie<aga<t+r—s (6>0)
eine Losung
(51) wy () = €
und im Winkelraume

—2z(1-l—5('z1‘))

+g—|—e<argz<+%y—z'*8 (e >0)

eine L
® LOSung = (z) W 62 z(Lke (;))
1 —_
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. ‘ot eine lineare Trang-
: wa. (2) 1st e1ne ans
e . orietzigen Annahme, eindeutig. (2) 5 ‘
Beide Losungen sind, nach unserer j af der negativen uwp— oo,

m w D iti > 0, W~ O,
i ‘ ) on reellen Achse Wo 5 ' .
formation von w, (¢). Da auf der positive i
1 1 1 " 1 w g )
w,—~ 0 gilt, so muss sich jene Transformation auf wo = 4,

. : i Ebene.
Eigenschaft (51) besteht hiernach in der ganzen X T
g Hieraus folgt, dass wp () nUT endlich viele Nullstellen und Pole hat. Diese Fun n 18t also,

: ion ist. Nach (5

i sttt inen Pationalen Faktor, Yon det Form ¢¢®@, wo G (2) emne ganz<.3 .Funktl (b1)

muss endlich G (¢) = — 2 z + Const. sein, und wir haben das Ergebn‘ls.R i
Sind die Losungen der Gleichung {w, 2y = R (2) meromorph, und st ( e

jene Losungen, bis auf eine lineare Transformation, von der Form

w(2) = S (2) %%

wo S (2) etne rattonale Funkiton bedeutet.

43. Wir gehen zu dem allgemeinen Fall p >2 uber; w (z) sei im folgenden eine beliebige
Losung unserer Differentialgleichung.

Wir benutzen die in Nr. 39 besprochenen partikuldren Losungen w, (2), eine fir jeden Winkel-
raum W, + W, 14 (wir nehmen z.B. » =0, -, pi— 1); sie sind jetzt, wie alle andere Losungen,
eindeutig. Die Losung w(z) kann mittels einer linearen Transformation durch jede der Funk-
tionen w, (¢) dargestellt werden; es sei

avwv+ﬁv
wle) =55 @0 —By 0 v=10,1,--p 1)

Asymptotisches Verhalten. Aus den auf S. 52 angegebenen asymptotischen Eigenschaften der
Funktionen w, (2) schliesst man:

w (2) strebt in jedem Sektor

27 7
52 —y = <P —
(52) arg z il <p € (”—0,1,"°,p~1)
gleichmdassig gegen evnen asymptotischen Wert
Cy = & — av_1
6!1 yy -1 ;

Es ist stets ¢ =% ¢, +1, denn sonst wire %
v

all

S ) all ay e v oty

c A S, Brypo=0. — Unter den Werten
el Ly nnen zw. i e

p—1 ar mehrere gleich sein, jedoch héochsteng 2P

sektoren ver§chiedene asymptotische Werte hat. Aus dep Ergebni 3+ da w (2) in zwei Nachbar-
dass w (2) keine von den Halbstrahlen der Sektoren R L 52 sieht man noch,

: 52 ;
i (52) wesentlich Verschiedene Konvergenzwege

Ferner: a sei ein von ¢, und Cv 41 verschie

dener W ;
) a_ﬂ ert- Dle a-
YO b b T I e ;
n w,(2), wWo a a,—y.a F 0, ) gesetzt worden jst

S
tellen vop w(2) sind a’-Stellen

gendes schliessen: o konnen also nach Nr. 39 fol-

w (2) nemmi vm Sektor

4argz~(,,+%)27n G
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jeden Werta(F ¢, 64

1) unendly )
wh oft an; die Anzahl der in diesem Sektor und innerhalb des
74
Kreises | 2| = 1 gelegenen a-Stellen, isi asymptotvsch gleich, i

Ord?%mg e (2). Ist ¢ ein w-facher asymptotischer Wert von w (z) (1 <u< B) , 50 ist nach
dem Obigen die Anzahl der ¢-Stellen innerhalh des Kreises |z | =r i

b
’n(’l', C)Nﬁ#,ﬁ.

?
fiir einen VO €, "+, 6p—1 Verschiedenen Wert ¢ gilt dagegen
b
n(r, a) ~ ,,ﬁ r,

Von den NEVANLINNA’schen Wertverteilungsfunktionen sind demnach, wenn man z.B. einen
Wert az ¢ (=0, -+, p—1) betrachtet,

r

N(r,a)= ’ %Tn(wdt -+ n (0, a)log r
0

von der Ordnung %, wéahrend

1

=l

2T
Ly 1 ;
m (r, a)=—2—hf log—“l} T dp (2= re’?)
0

beschrédnkt bleibt, wie man unter Beriicksichtigung der asymptotischen Eigenschaften von w (2)
leicht zeigen konnte. Es ist also auch

T (r) = N(r,a) + m(r, a) + 0(1)
von derselben Ordnung, und wir haben das Ergebnis

Die Funktion w (2) tst von der Ordnung g.

Darstellung durch gamze Funktionen. Nach Nr. 25 ist die Funktion w (2) als Quotient zweier

Loésungen der Gleichung ;
i0) g"() + 3 R(2)9(2) =0

1
darstellbar. Ebenso geniigt die Funktion g(s) = (w'(2) * dies_er Gleichung.
Die Losungen von (50) gind in der ganzen Ebene mit Ausnahme der Pole z = ¢;

(t=1, 2,---, ) von R(z) analytisch fortsetzbar. In der Umgebung eines Poles «;, dem eine
Ai-fache Stelle von w(z) entspricht, hat die Gleichung, nach Nr.33—34, zwei Fundamentallosun-
‘ 1—4; 1-+44

2 enthalten und bis auf diese Faktoren

e ' —a) ?  baw. (—)
Qi e eoren G0y Kombinationen dieser beiden darstellbar.

reguldr sind; alle andere Losungen gind als lineare

1 i Xi .. . . .
Jede Losung von (50) ist also durch (z @) ? dividiert, in 2 = a; reguldr; sie 1st somit von
fom ) = ,E(_z—)—, ;
(53) 960 ="t

WO p(2) eine ganze Funktion und L (e) das Polynom
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)

lr'—l
(54) - L(Z):(z———al)ll—l..- (Z—‘ar)
bedeuten. 2 e ialeleichung zweitay
Setzt man in (50) g = L —% p ein, so ergibt gich fiir p (2) die D % ey
Ordnung 1 25
: 3y At Lepgip i e—n();
(55) LE gt e LI +[5L2*§LL o ]p

3 C 5 ieser Gleichung lei
Ist die Schwarzsche Ableitung R(z) gegeben, so konnen dle'Koeff.lzwnteEd(ilre: e gen 1((311012
ermittelt werden; denn die linearen Faktoren von L(2) s1n.d. nichts a - I:tiﬂbrﬁd-le b R(“
Nenners von R(z), wihrend ihre Multiplizitit aus den Koeffizienten der Partid (2)
hervorgeht. ) i s

Die Ordnung der ganzen Funktionen p(2) ist g. Denn nach Nr. 39 gibt es in jedem Winkel-

raum mit einer Offnung kleiner als % zwei partikuldre Loésungen Vol (60), fir welche bzw.

»
log g (2) = + Const. 22 (1 + & (%))

gilt. Da jede Losung von (50) als lineare Kombination zweier Fundamentallosungen darstellbar

ist, und da die Funktionen p(z) nur durch einen algebraischen Faktor von den entsprechenden
Funktionen g(z) abweichen, folgt fiir simtliche Losungen p(2)

lim loglog|p(z)| _ p

lz|>w  log|z| 2°
Diese Gleichung enthélt unsere Behauptung.

Wir konnen die Ergebnisse der obigen Uberlegungen folgendermassen zusammenfassen:
Jede Losung w(z) der Gleichung (27) 1ist wn den beiden, Formen

(56) Zlhe 52 g; et :f (f(ggz dg

darstellbar; hierbei bedeutet L(z) das Polynom ( 54) und n

(2), pa(2) 0 (2) ganze Funkts
) > tronen von
der Ordnung g, welche der Glewchung (55) geniigen, . -

Riemannsche Fliche. Die Funktion w(s bildet die 2 : )
hangende Riemannsche Fliache F ab. Hs st(el)lt sichthjlfmz,,Efizes:sle]ra?lif el.ne .elnffwh z}lsammen'
endlich viele algebraische und logarithmische Windungspunkee " flS éinzige singulire Stellen
Erstens: Jedem algebraischen Windungspunkt vop Bisle esﬂ:zF.
w(z), also ein Pol von {w, z). Wegen der Gleichung 4 5 Pricht ej
nur endlich viele solche Stellen vorhanden ey
Ferner: Hat F iiber w —
gegen diese Stelle strebt, dann strept die Bildkurve yon I, j el
ist ein Konvergenzweg, lings welchem w(2) dem e .111 der -
nach dem obigen nur endlich viele solche Werte hat Ptotischep

Stellen von F liegen tiber endlich vielep Punkten d(;rschhessen wir
rithmesche Windungspunlkte. W‘Kugel; sie

ne mehrfache Stelle von
R (2), welcher w(z) geniigt, sind

e Kurve auf F, welche
Ebene gegen 5 — 0o sie
Wert ¢ zustrebt. Da w(?)
daraus: pje transzendenten

SInd. demngep samtlich loga-
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= re Uniformasieruny. 5
Umgekehrt: Jedem asymptotischen Wert von w(
von F; und zwar entspricht zwei verschiedenen Konvyer 21 ;
transzendente Stelle, wenn sie in einander stetig dofm'xr/li{(irlz
genz beeintrachtigt wird. Wir schliessen dargys: J
Die Fliche F hat als einzige singulire Sielle
Windungspunkte.
Sie ist also eine Fldche von der ip K

ntspricht eine transzendente Stelle
zZwegen dann und nur dann dieselbe
ar sind, ohne dass dabei die Konver-

" p logarithmische und endlich viele algebraische

ap. IT—I11 betrachteten Art.
Zusammenfassung.

el g:reﬁe o fias El‘ge’t.)nis (}es Kap. IIT zuriick: Jede einfach zusammenhingende Rie-
mannsche Fliche F mit p logarithmischen und » algebraischen Windungspunkten als einzigen
Singularitdten ist von parabolischem Typus; ihre uniformisierende Funktion w(2) geniigt einer

~ SR : ]
Gleichung {w, 2y = R(2), wo R(2) eine rationale Funktion héchstens (47 -+ 2 p):ten Grades ist.

Die Resultate der letzten Nummern gestatten uns, die Gradzahl von R (2) genau anzugeben.

Im Endlichen hat R(2) r zweifache Pole, nimlich die » mehrfachen Stellen von w(z). In
g =o0 habe R(2) eine Entwicklung, welche mit z~—2 anfingt. Ware u <0, so wire nach
§9 w(2) In 2 = oo entweder von rationalem Charakter oder mehrdeutig. Im Falle g = 1 wire
diese Funktion, nach Nr. 40, ebenfalls mehrdeutig. Ubrig bleibt nur x> 2; und zwar muss,
nach dem Ergebnis von Nr. 43, u = p sein, denn sonst hitte die Fliche von w(2) mehr oder
weniger als p logarithmische Windungspunkte. — Die Gradzahl von R (z) ist also 27 - p—2.

Ich fasse die Ergebnisse der Kap. II und III folgendermassen zusammen:

F sev eine ewnfach zusammenhingende Riemannsche Fliche, welche als einzige singulire Stel-
len p logarithmische und r algebraische Windungspunkte besitzt. Dann wird F durch eine mero-
morphe Funktion w(z) der Ordnung g untformaisiert; dve Schwarzsche Ablettung von w(z) st eine
rationale Funktion vom Grade 2r -+ p — 2, welche den wn Nr. 41 angegebenen Bedingungen gensigt.

Umgekehrt: Ist R(z2) eine rationale Funktion, welche den genannien Bedingungen geniigt
und im Unendlichen einen (p Bia 2)-fachen Pol hat, so sind die Losungen der Gleichung {w, z) = R (2)

meromorphe Funktionen der Ordnung —g, welche dve z-Ebene auf Riemannsche Flichen von der
bereits angegebenen Art abbilden.

45. Wir machen noch eine Bemerkung hinsichtlich der Parameter, von welchen die Lo-

sungen der Gleichung {w, 2y = R(¢) abhdangen. _ e (
Eine rationale Funktion mit r Doppelpolen 1m Endlichen und einem
Im Unendlichen kann in die Form

p — 2)-fachen Pol

i

il @, smifita)
(57) R(z)=by_peP 2+ +bo 4_’.2—_‘11(7_:@),2 o
ar - i€ kommen noch
. i 4 _ 1 komplexe Parameter. Hierzu
e DS i ilkiirlichen Konstanten. Sind zwei von ihnen

aren drei wi

die in der allgemeinen Losung verfigh — 1 festgelegt, so bleiben 37 + p Parameter

durch eine Normicrung, z.B. w(0) = Wi,
librig, welche die normierte Losung w(2)

w’ (0)
bestimmen.

S — Soc. Scient, Fenn., Acta Nova Series A, IL: 3.
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algebraischen und p logarithmischge,
von w(z) folgende Bedingungey,

; K . Bedingungen Iund H(NI‘.M)
1) die Schwarzehe Ableitung (57) muss in jedem iht : d:]sl mptOtischen A
geniigen (2 Relationen), 2) Die » mehrfachen Werte und die p asy

ibereinstimmen (r + p Relationen),

tion w(2) sollen mit den w-Werten der Grundpunkte von F l?ber e Do
Diese 87 4 p Relationen sind im allgemeinen notwendig un die gefundenen Bedingung

R ¢ 1 en
mung der ebensovielen Parameter, was daraufhin deutet, dass di€ & 5

unabhdngrg sind.

58

i i i 3 sche F mit r
Liegt andererseits eine Riemannsche Rlache I '
ben sich fir die Bestimmung

Windungspunkten vor, so erge
e p b e} ) P()]Q

§ 12. Einige einfache Fille. . g

46. Wir geben zum Schluss eine kurze Ubersicht tiber die einfachsten Fléchen der in dieser
Abhandlung behandelten Klasse.

Hierher gehéren erstens, wie schon mehrmals erwihnt, alle geschlossene Flichen vom Ge-
schlecht Null. Thre Uniformisierende sind rationale Funktionen. In der zugehérigen Diffe-
rentialgleichung {w, 2z} = R (¢) ist R (2) eine rationale Funktion, welche den in Nr. 41 angege-
benen Bedingungen geniigt und in z = co eine zwei- oder vierfache Nullstelle hat.

Unter den offenen Fléchen zeichnen sich diejenigen mit zwes logarithmischen Windungs-
punkten (p = 2) durch ihren besonders elementaren analytischen Charakter aus. Nach den
Ergebnissen von § 3 sind ihre uniformisierenden Funktionen lineare Transformationen einer

Funktion von der Form
w (2) = 8 (2) e2*

wo S (2) eine rationale Funktion bedeutet. Die Schwarz’sche Ableitung {w, 2} ist eine r
Funktion, welche den Bedingungen in Nr. 41 gentigt, und dere
Nr. 44, beide vom Grade 2 r sind, wo r die Anzahl der algebraische
bedeutet.

In den Féllen p > 2 reichen die elementaren Funktion'en im allgemeinen nicht mehr aus

R. NEvANLINNA hat in seiner Abhandlung »Uber Riemannsch, i ;
e Flich, ; ; n-
dungspunkteny (S. 359—371) die Fille 1 ==E8 0 = O v D=4 p ) (’)mztl enilwhd?);el;n 131/@175
: A= ngehen ehandelt.

éichenklassen, welche durch
nswert sind.

ationale
n Zahler und Nenner, nach
0 Windungspunkte der Fléiche

Eigenschaften bemerke

75 Dw S mmetrischen Fla"che'n S Dle 1 1
4 Y e w-Kugel sei ip de
n p
0 unkten

(6:61’ ;1):0’1,.“

Weise eine Fliche auf: Wir nehmen
den p Bogen a,_; a,, P verschiedene Ha
plementbogen a, a, _; des vorigen Bogen
A-Blatt, usw. in infinitum. Das Ergebni
Kernhalbblatt und p von ihm ausgehen
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durch einen topologischen Baum mit einem einzigen Kernknoten ung P symmetrischen Enden
' 1

dargestellt :

Wir bezeichnen die in dieser Weise aufgebauten (und alle aus ihnen durch lineare Transfor
mation erhaltenen) Fldchen als symmetrisch. In seiner Abh:mdlung »Ubér die He'rstellcun t:z;;z 1:
denter Funktionen als Grenzwerte rationaler Funktioneny® hat R. NEVANLINNA die J 5
den aniformisierenden Funktionen, insbesondere ihre Annéherung durch rationale
qusfithrlich behandelt. Wir beschrinken uns hier

Die uniformisierende Funktion der FI

entsprechen-
Funktionen,
auf die Angabe ihrer Haupteigenschaften.

dche I, sei w(2); wir nehmen an, sie sei derart nor-
miert, dass der Punkt z= 0 dem Nullpunkt des Kernhalbblatts von F, entspricht. Die Funk-
tion w (2) besitzt die Symmetrieeigenschaft

w (e2) = ew (2);

dies ist vom Standpunkt der Theorie der konformen Abbildung einleuchtend, wird aber von
NEVANLINNA in der erwdhnten Abhandlung auch analytisch nachgewiesen. Hieraus folgt durch
eine einfache Rechnung, dass die Schwarz’sche Ableitung R (z) von w(z) der Gleichung R (e2)
—¢P—2 R (2) genligt. Da F, keine algebraischen Windungspunkte hat und R (¢) somit ein
Polynom vom Grade p — 2 ist, folgt: w (2) geniigt einer Differentialgleichung der Form

(58) {w’ Z} = qgP—2

Normiert man die Gleichung durch eine Ahnlichkeitstransformation von z derart, dass
a = — 2 wird, so folgt aus ihr eine einfache Reihendarstellung fir w(z). Nach Nr. 25 ist diese
Funktion, bis auf eine lineare Transformation, gleich dem Quotient zweler Fundamentall6sun-
gen der Gleichung
g’ (2) = 2?2 g(2).

Unter Anwendung unbestimmter Koeffizienten ergibt sich hieraus die Losung

Ll !
» RNt e IR e T D LT
b+p(p+1)+ plp+1)-2p2p+1)
u:o(z) == —'—‘—_—p—_— z2p

+...

Z il + e L R e A N e L e e
& +(p—1)p (p—1)p-2p—1)2p
von (58). Sie besitzt tatsdchlich die Symmetrieeigenschaft e, (e2) = ewq (¢); dividiert man die

Losung mit dem reellen Grenzwert von we(2) fiir 200, 80 hat man. eine L'osung, Welc.he die p
gewiinschten asymptotischen Werte 1, £+ ¢p—1 hat und also mit w(z) identisch sein muss.

hr diejenigen Flichen F, welche evne gerade

48. Der E ) —_ Wir betrachten nunme :
e von denen w iiber etnem und dem-

Anzahl p = 2 thims ndungspunkten besitzen,
= 2 pwvon logarithmischen Wundungsp Ty ‘ ik ks
selben Grundpunkt, etwa w = oo, liegen. Ausserdem diirfen die Flichen auch algebraische ‘Win
Qungspunkte pesi i e :
esitzen; ihre Anzahl sel r. T

w(z) sei die uniformisierende Funktion einer Fliche F der besagten Art.

; i i teht.
heraus, dags w(z) in engster Zusammenhang mit der Exponentlalfulikt%onh:n R
Um dies zu zeigen erinnern wir an die Eigenschaften des topologlisc .
K

' Acta math. 55.
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garithmischen Enden, welche ebensovigl,
C » .
arithmischen Windungspupk.
r w = oo gelegener Wit

hen Windungspunkte1

Er besteht nach Kap. IT aus einem Kern und 2 lo ;
logarithmische Elementargebiete trennen. Diese sind d.en 2u -l%"bp
ten zugeordnet, und zwar muss zu jedem zweiten von 1hneT1 ein ut‘ =
dungspunkt gehoren; denn zwei benachbarten Elementargebieten entsSpree
welche tiber verschiedenen Grundpunkten liegen (Vgl. Nr. 10). R Windungs

Uber dem Grundpunkt w = co konnen, ausser den u Iogarlthmlsche.n .m ungspm‘lkton,
auch noch algebraische und regulire Stellen liegen. Jeder solchen entspricht im topologischey
Baum ein Zweieck oder Vieleck, welchem die Nummer des Grundpunktes .w e
Die logarithmischen Enden enthalten nun keine Zweiecke dieser Art, d'enn Jefies Er.lde hat ap
seiner einen Seite ein zu w = co gehoriges logarithmisches Elementargebiet. Wir schliessen dar-
aus, dass F iiber w = oo nur endlich viele regulire und algebraische Stellen hat.

Die uniformisierende Funktion w(z) von F ist demnach gleich einer ganzen Funktion,
dividiert durch ein Polynom (z). Ebenso ist ihre Ableitung, bis auf einen Nenner (¢ (2))?, ganz,

Andererseits ist w(z), nach unserem allgemeinen Ergebnis auf S. 57, Losung einer Dif-
ferentialgleichung {w, z) = R(2), wo R(z) eine rationale Funktion vom Grade 2r + p — 2 ist.
Nach Nr. 43 sind die Losungen einer solchen (Heichung, falls sie meromorph sind, in der Form

4

w(z) = / Lz)

J par %

darstellbar, wobei L(z) das Polynom (54) auf S. 56 und p(2) eine ganze Funktion der Ordnung
g bedeuten. Nach dem oben Gesagten ist nun der Nenner von w’(2), bis auf den polynomischen

Faktor (€ (2))?, nullfremd; p(z) ist also gleich ) (2), multipliziert it einem Exponentialaus-
druck, dessen Exponent offenbar ein Polynom vom Grade " =g sein muss. Wir haben somit
das Ergebnis:

Die uniformisierende Funktion einer Riemannschen Fliche

: mat 2w logarithmischen W tndungs-
punkten, von denen u iiber w = oo Liegen, ist von der Form

z

(59) w (2) :_-/ (é\((zz)))‘ eG@ -

wo L(2), Q(2), G(z) Polynome bedeuten, das leizte vom Grade .
Umgekehrt lisst sich leicht bestétigen, dass jede Funktion von ger

haupt eindeutig ist, genau 2 u wesentlich verschiedene Konvergenzsektoren besi In jedem

zZweiten von 11.1nen nédhert sich die Funktion dem Wert oo, wiihrend sie iy g e§1tzt. -n Je denl

Sektoren gewissen endlichen asymptotischen Werten zustrebt. Fernep Bk sh ZWlschegll.leien. eil
: at sie nur endlich viele

mehrfache Stellen. Die entsprechende Riemanns i
' C annsche Fliche oehiin . j
teten speziellen Klasse. ¢ gehort also zy ey bereits betrach-

Form (59), falls sie tibet-

49. Ein Sonderfall des obigen ist in § 3 beha :
die nicht tiber w = oo liegenden 4 logarithmische War derjenige Fall, qass auch

' Winduneg %

punkt, etwa w = 0, gelegen sind. Wie in Nr, 13 gezlel;ntgbpunkte Uber einem einzigen Grund-
N 8L Wurde. it : .

0 At de, ist ip diesem Fall nicht nur

ndelg Worden; g

w'(2), sondern sogar w(2) selbst vo

w(2) = S(2)eb@

W0 S(z) eine rationale Funktion ung G(2) ein Polynoy it
-tén Gradeg bed
eutet.



