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Einleitung.,

Die Struktur einfach zusammenhingender Riemamnscher Fli=
n,welche nur iiber endlich vielen &rundpunkten verzweigt
d,14sst sich nach Wahl einer Zerschneidungskurve (von uns
ndkurve genannt) am besten durch das Netz oder den Strek=

omplex beschreiben.Diese Fléchendarstellungen sind von

Herren Speiser,Nevanlinne,Elfv¥ing und Ullrich (s.litera=
erzeich.nis S.50) eingehend behandelt worden,

In dieser Arbeit wird vor allem die Abhiingigkeit des Netzes
reckenkomplexes) von der gewihlten Grundkurve u.ntersuchtl.
1 Gesamtheit der Grundkurven ldsst sich durch of ,die Gruppe
_Kurvendnderungen villig beschreiben;Man geht von den topos
ischen Abbildungen der GauBschen Zahlenebene auf sich aus,

denen die Grundpunkte pemutiert werden,Diese bilden eine

ntinuierliche Gruppe .Jedes der Elemente von e liset

h auf mehrfache Weise durch eine topologische Deformation
eugen,Eine topologische Abbildung,welche durch eine Defor=
ion erzeugt werden kamn,bei der in jeder Phase die Grumd=
kte festblelben,nemmen wir gimpel.Die simplen Abbildungen
den einen Nomalteiler ?" von a}' . d wird mun als die
torgru.ppe / ?" definiert,Hieraus folgt,dass ein geord=

g Grundkurvenpaar f:/] eine Kurveninderung eindeutig be=

immt,Die Grundkurven,bei denen die Grundpunkte in sich

ei‘gehen,bllden einen Normalteiler ” von A «Die Faktor=
ppe & / ?l erweist sich 8ls igomorph zur symmetrischen
ppe, Fiir & bvilden die Téusche, fiir % die Schnitte ein volls

diges System von Erzeugexiden;dabei gind die Tdusche und
mmitte besonders einfache Kurveninderungen.

werden jetzt die Streckenkomplexiinderungen herxgeleitet,
che einem Tausch (einem Schnitt) entsprechen,Damit be=
rscht man die Komplexénderung_ bei einem beliebigen Grund=
Die Arbeiten von R,Nevanlinna (2) und E.Drape (1) bildeten
' Hauptausgangspunkte dieser Untersuchung.
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kurvenwechsel .Man kann nun priifen,ob zwei Systeme aus Grund
kurve und Streckenkomplex /J,K; und /3,K, dieselbe Riemann=
sche Fldche darstellen,Dies ist dann und nur dann der Fall,
wenn die durch /1,/5 bestimmte Kurveninderung den Komplex
in den Komplex K, iberfiihrt.
Im weiteren Teil der Arbeit werden Aquivalenzfragen behan=
delt.Streckenkomplexe heissen Hgquivalent,wenn sie derselben
Riemamnschen Fliche entsprechen,Riemannsche Flichen heissen
dquivalent,wenn sie bei geeigneter Grundkurvenwahl auf den
selben Streckenkomplex fiihren,Das Problem,wann sind Riemann
sche Fldchen #quivalent,lésst sich auf das Problem der Aqui=
valenz von Streckenkomplexen zurlickfilhren,Letzteres wird bei
Riemanngchen Flichen mit nur 1bgarithmischen Windungspunkteﬁ
in endlicher Anzahl (wie sie von den V-Funktionen erzeugt
werden) behandelt.Die von ihnen erzeugten Streckenkomplexe
. bilden eine Familie,wenn sich ihre Windungssorten so zuord=
nen lassen,dass entsprechende logarithmische Elementargebie
te beziiglieh der Nachbarschaftslagel) die gleiche Zyklische‘
Anordnung aufweisen.Die Zugehtrigkeit zur gleichen Familie
-igt eine notwendige Bedingung fiir die Aquivalenz von Strek=
kenkomplexen,Im allgemeinen ist sie nicht hinreichend, sonst
liegt eine Aquivalenzfamilie vor,Frdulein Drape hatte schon
gezeigt,dass Komplexe,die in der Anzahl der logarithmischen
Windungspunkte Ubereinstimmen und bei denen tiberdies in ?ede ie Grundpunkte permutiert werden, filhrt diese Gesamtheit in
Windungssorte nur ein einziger Windungspunkt 1iegt,ei?e Aqui: ich iber.Wir bezeichnen die Gruppe dieser topologischen
valenzfamilie bilden.Bs werden weitere Beispiele fiir Aquivas= bbildungen mit ﬁ?.Jedes Element von dy kenn auf mehrfache
lenzfamilien angegeben.Das angewandte Beweisverfahren ist
elementar und gestattet nicht,Nichtdquivalenz innerhald der
Familie zu entscheiden.An Streckenkomplexen 4.Grades wird k
schliesslich eine weiterreichende und verallgemeinerungs=
fahige Methode der Aquivalenzuntersuchung demonstriert.

§ 1 Die Gruppe der Kurveninderungen,

“Unter einer Grundkurve verstehen wir eine Jordankurve durch
ie q Grundpunkte a, »'=1,2,...q .Wir orientieren sie und
ennen das links der Kurve liegende Gebiet Innengebiet 5‘,
ag rechts liegende Aussengebiet 6Z.Geméss der Reihenfolge,
n welcher die Grundpunkte von der orientierten Grundkurve
urchlaufen werden,ordnen wir diesen die Punktnummern 0,1,..
.q-2,d-1 zu.Dabei verstehen wir unter der Punktnummer iF
en Repréisentanten r O £ 2 g-1 der Restklaéseﬁdmodulo q .
ragen zwei benachbarte Grundpunkte die Punktnummern V , V#g
0 soll der von ihnen begrenzten Seite die Seitennummer
rteilt werden.Unter ¥ verstehen wir die gleiche Zahl wie¥,
ine orientierte Grundkurve,die mit Punkt= und Seitennummemn
ersehen ist,heisst normiert.Figur 1 stellt eine normierte
rundkurve dar.Der unnormierten Grundkurve werden mithin 2q
omierte Grundkurven zugeordnet.
“Wir betrachten nun die Gesamtheit aller méglichen Grund:
kurven,die man durch q feste Grundpunkte legen kann.dede
opologische Abbildung der Grundebene auf sich,bei welcher

eigse durch eine topologische Deformation erzeugt werden.
in Gruppenelement von heisst fermer simpel,wenn es eine
opologische Deformation gibt,bei welcher in jeder Phase
ie Grundpunkte festbleiben.Wird eine Grundkurve 4’ mit den
eiten Sq4 (171,2,..q) durch die simple Abbildung S in die
rundkurve 47 mit den Seiten si; (Sli—%hgii) transformiert,
enthilt das von den Seiten Sli’sii gebildete Zweieck im
Immeren keinen Grundpunkt.Dabei kann sii $14 mehrfach durch=
1) zwei logarithmische Elementargebiete heissen benachbart, etzen (iiberschlagenes Zweieck).Haben umgekehrt zwei Grunds=
wenn sie von demselben logarithmischen Ende begrenzt werden, kurven 43[7'@13 Eigenschaft,dass samtliche Zweiecke sli’sii
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keine Grundpunkte im Immeren enthalten,so geht /47 /aus (;’
durch eine simple Abbildung hervor.Wir beweisen nun den Sat

Die simplen Abbildungen bilden einen Normalteiler ]’ von
Zum Beweise zeigen wir,dass fiir zwel beliebige Elemente S
und D € 7}' stets D-;LSD 6'3" erfiillt ist.Es gehe ;durch
in /) iber.

{ D; beliebig,D, hingt von Dy &b )

[; =D ) , 1) folgt aus der Definition der Eurveninderung unmittel=
,(1/2) erweist sich als richtig,wenn men

, , et s F=0(7) B.=080"
4-': 5{47} f = ﬂ /4,) atzt,Wir konnen mithin als Bezugskurve eine beliebige
' yundkurve wihlen,die Neukurve ist dann bis auf eine simple
, ., ‘ bildung festgelegt.Beziiglich der Normierung der Neukurve
47-44, 4-' ,?': 4-' 0“. [7-' %e ‘rﬁigen wir,dass Grundpunkte,die in sich iibergehen,die
so geht jedes Zweieck 821,52'1 durch D! in ein Zweieck atzux;merebelbihall':en.t bei der K i
Sli’s'li iber und da es sich um eine topologische Abbildung c. on e?ag en, kommy es bei dex urveng.n ?nmg m.u'
f die relative Lage des Kurvempaares an,Metrische Einzel=

handelt,kdnnen auch in den Zweiecken sli’sl'.i keine Grund= it ind omme Bel Wit b san ine K i
punkte liegen.Damit ist D™'SD als simple Abbildung erkannt eiten 312 zn eLae ang'blrfﬁ°nn?n . er e Z f?rzenan o=
. und unser Satz bewiegen,Wir definieren jetzt die Faktorgrup rung durch eine Lageangabe fur die Newkurve definieren,

, elche fiir jede Seite drei Aussagen macht:

#/Jb: & , ). Angabe der Endpunkte
2) Angabe,ob sie erst in # oder M verisurt

3) Angabe der Reihenfolge,in welcher sie die Seiten

‘der Bezugskurve schneidet., ,

aht die neue Seite /_4’ vom Grundpunkt K aug,verlguft erst
Innengebiet (Aussengebiet),durchsetzt der Reihe nach die

der Bezugskurve und endet im

Ferner gelte

Bezeichnen wir die Seiten der betrachteten Grundkurven mit

als die Gruppe der Kurveniinderungen.Eine Kurvenénderung be=
deutet so formal eine Nebenklasse DJ" .Um den Begriff weite
zu prézisieren, filhren wir das geordnete Kﬁrvenp'aar [,’ é—' ein
[;' heisst Bezugskurve, 57 Neukurve.Ein solches bestimmt si=
cher eindeutig eine Nebenklasse Dr und damit eine Eurven
#nderung.Wir schreiben daher fiir eine EKurveniinderung & ,
die durch das geordnete Kurvenpaar /Z/; féstgelegt wird,

auch [ [,’ ’ /;' /

as D7 -{7 5] |
Fiir das inverse Element gilt dann a.,'1= [fz'/ C’f ./4, 5/[4'}/1812 .
eine Darstellung des Einselementes von ol ,euch fernerhin

triviale Kurveninderung genannt.Man verifiziert leicht die
beiden Relationen '

,S0 wollen wir dies ausdriicken durch
(w3 4k, Fll) v,, 5, --%,2

ie Endpunktsangabe kann entfallen,wenn die Permutation der
Punktnummern gegeben ist.Wir erlfutern nun die Lageangabe
an Beispielen und filhren gleichzeitig die wichtigsten Kur=
enéinderungen ein.,
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Der einfachste Fall liegt bei den "scheinbaren Kurvenin= Schnitt und Tausch wurden schon von Friulein Drape ( )
derungen"vor,Bei ihmen bleibt die Grundkurve bis auf die . : ingefiihrt, ohme dass gruppentheoretische Uberlegungen daran
Normierung erhalten.,In Fig.2a igt die Drehung 4 dargestel angekniipft wurden.Im nichsten Paragraphen werden die bisher

Hier bleibt auch die Kurvenorientierung erhalten, ingefiihrten Kurvendnderungen eingehend behandelt,einst=
Die lageangabe lautet: ~ ‘eilen haben wir sie als Beispiele nicht trivialer Kurven=
. _ 2 e §ed ' v inderungen erkamnt. ' '
Punktnummer-Permutation [ = 4 2 3 - - o ) .Wir befassen uns nun mit den Normalteilern von 4{ .Bleiben
‘ ei einer Kurvensinderung die Punktnummern fest (77=1),so
Es werden keine Seiten der Bezugskurve geschnittenl ‘ prechen wir von einer Schnittinderung.Der Schnitt war eine
spezielle Schnitténderung,Man erkennt leicht,dass die Schnitt=
In Fige2b ist die Klappung K dargestellt.Hier wechselt inderungen einen Normalteiler-2Z von A bilden.Aus

die Orientierung.Die lageangabe lautet:
aed Na)gs n, e
T=lo 1)z 9-14) (3 g-2) - - - ;Y
4 e da T (an,al =1
Drehung und Klappung erzeugen die Untergruppe der schein @ %, 2 €74, ak ¥

baren Kurveninderungen,welche zur Diedergruppe der Ordnung

2q isomorph ist.Bei 3 Grundpunkten entartet o in die Grup= Da wir jeder Kurveninderung ihre Punktnummern-Permutation
pe der scheinbaren Kurveninderungen, ' zuordnen kdnnen,besteht. ein Homomorphismus zwischen A ma

Mit Tausch t(# ) bezeicimen wir die in Fig.3 dargestellte der symmetrischen Gruppe 7; der Ordnung g!,bei welchem
Kurvenéinderung.Bei ihr durchliuft die Neukurve 2 benach= ' , auf das Einselement von 04’ abgebildet wird,Damit er=

barte Grundpunkte in umgekehrter Reihenfolge. gibt sich der Isomorphismus

Lageangabe: ’
_ ) L% =7
T=(V,v#0) pgle % ves' R
- A Es sei nun q 2 5 und
Neben dem Tausch igt der in Fig.4 dargestellte Schnitt ?4 > ﬂ b} f
s( Y- ¥) fir die Gruppe L von fundamentaler Bedeutung, 7 f

Unter ihm verstehen wir eine Kurven#nderung,bei welcher | gie Kompositionsreihe der symmetrischen Gruppe.Ihr entspricht
die Punktnummern erhalten bleiben,dagegen zwei nicht be= nach dem zweiten Isomorphiesatz die Kompositionsgruppe von
nachbarte Seiten je einmal geschnitten werden.Seine Vor= / '(v nach
schrift lautet somit:
L >B 27
, : ~
T = / /f_c’: 5 z a0 ‘;:/—k_, : | wobei é durch d/ﬁ - ﬂf gegeben ist.
—————— ‘ Benutzen wir vorweggreifend den 1l.Hauptsatz der Theorie
1)Pernerhin wird vereinbart,dass nur die in der Lageangabe der Grundkurven,welcher besagt:die Tzusche i l¥) (V= b4 "7-47

aufgefiihrten Durchsetzungen der Bezugskurve vorkommen.




st die Bezugskurve eine Gerade,so kann man bei Spiegel=
lerungen die Neukurven so wihlen,dass sie spiegelbildlich
Bezugskurve liegen,Fiir Spiegelénderungen gilt

bilden ein vollstdndiges Erzeugendensystem von { . Ferner
igt 77'/1;( V)/— (V,v#) und (V,v#9) gehdrt zur ungeraden Permu=
tationsklasse Hieraus folgt aber,dass der Normalteiler [
aus den Elementen von [ besteht,die sich aus einer ge:raden
Anzahl von Tduschen aufbauen.Im Falle g+ . 4 kann man analo
zur Kompositiongreihe '

Kow, >[4 (425 80f &

eine Kompos:.tlonsreihe von 7‘ nach 77 aufastellen,

~
2/1) Aus a = a ay... &, folgt a = 3’1 3.'2...3.1_

deh wir zu den schon bekannten Anderungen die Spiegel=
rungen,so ergibt sich gunichst trivial

E;d i:"=1(

den Tausch und den Schnitt folgt

”~

§ 2 Einfache Kurveninderungen, 2/2) %) = 1 %) : ’g’(‘_,_,, ¥ = gt %_x, v

In diesem Abschnitt sollen die schon bekannten und noch
einige weitere Kurveniinderungen diskutiert werden,Einfach
801l dabei eine Anderung heissen,wenn die Mehrzahl der Sei=
ten der Bezugskurve in sich ibergehen.Es wird unser Ziel '
gein,diese Anderungen auf ein Gruppenprodukt zurilickzufithren
dessen Faktoren THusche sind.Wir begniigen uns ein solches '
Produkt anzugeben und sehen von seiner Reduzierung ab.Die
‘Ergebnigse dieser Untersuchungen werden uns in die lage set
zen,im nédchsten Paragraphen die Erzeugenden von & und )Z
zu bestimmen, ‘

" Mit Vorteil bedienen wir uns der Begriffe "Spiegelénderung
und "konjugierte Anderung".Zwei Anderungen a, 2 heissen
dabei Spiegelé.ndefungen,wenn sie in der Permutation der
Punktnummern iibereinstimmen und die entsprechenden Seiten=
vorschriften sich lediglich in der Gebietsangabe unterschei
den.Schreibt a fiir die Seite #/

V y[”//—l/..g“',.yr

/
vor,so soll bei 2 die Vorschrift fiir ¥ lauten

!I:”/é'/,_é’;,_l_/a...!r

s ~
- konnen das leicht durch Ausfilhren der Produkte (¥ .t(Y,
) 8k beweisen.l)Besitzt a die Riickfiihrung

Ay

a¥ heissen konjugierte inderungen.Schnitt und Tausch sind
+ ihrer konjugierten Anderung identisch.

Zuniichst wollen wir den Verlauf der Neukurve bel einer
mmittpotenz s{és, Z)x &£ >0 untersuchen.Wir behaupten,

k die Neukurve gilt folgende Vorschrifi:

dabei wird die Neukurve von +(¥) als Bezugskurve fiir
V) gewihlt,
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Y1 3 Al s néchstes priifen wir,wenn 2 Tauschpotenzen kommutativ
= sind.Eg geniigt, das Produkt t(/_g).te (%), €= %1 zu unter=
/L’-’ -'7‘5__/ e Y, (¥ X -mal,s (.(-l)-mal)l | suchen,liegen zwischen & und ¥ beide Mal mindestens 2
- . . Seiten,go ist das Produkt kommutativ,weil die Vorschriften
v’ #//‘—‘-/ L, A, ' (¢ o -mal, ¥ (1) -mal) fir $(4),5(¥) verschiedene Seiten betreffen.Wir betrach=
. en nun t(ge),t (%) .Die Ausfilhrung der Operationen ergibt
Wir beweisen die Aussage induktiv.Sie ist richtig fir _ auch hier die Vertauschbarkeit;sie besteht dagegen fiir

o =1 ,Gilt sie fiir & -1,s0 verifizieren wir sie fiir o , ' (f£),t(ftdnicht,da die zugeordneten Transpositionen (&,us)
‘ (#e#, fe+d) nicht vertauschbar sind.Wir haben das Ergebnis:

. . 7wei Tguschpotenzen +* (/_g),t’g(_l_{) sind vertauschbar,wenn
ausfiilhren (Fig.5) . Durch unsere Aussagen iiber Splegelin= | 4, v niont benachbart cind.

4
indem wir die Operationen &< (s, 2) , s(f, &) sukzessive

-of .
derungen (2/1), (2/2) beherrschen wir auch s (4, £),wobei Als Tauschprodukt T (%, ¥) fihren wir die inderung ein

"gich ~ it der Riickfiihrung )
f"(//ic,.z) =4°<(/—‘/.1.’) i | (2/4) T (g, ) = t(ki)t(lrd). . t(vog) Vawt isd =t

iir behaupten, 2"(,&, ¥ ) entspricht der Vorschrift

Iy 3 s . - 0] . x - — — — 7
ergibt., Wir diskutieren nun die Anderung,die einer Tausch: (2/5) W= (F,ftt,.. 02, V-%) ,ﬁ':? _!:lﬂl yed &
2 . . : 2 . ' . _— —
potgnz t°7(¥ ) entspricht.Zunichst bilden wir t (¥) (Fig.6 | Dies ist richtig fir ¥ =4+ Wir verifizieren die Aussage
Wir erhalten eine Neukurve mit der Vorschrift induktiv,indem wir sukzessive die Operationen T, v=1),
; £ (¥=4) ausfilhren,(Fig.8).Das Tauschprodukt ist eine Kurven=
T=+a Z’;.’.’, Z 22 SR ' < 4 ‘s % L 4 _ #nderung,bei der keine Seiten geschnitten und nur 3 Seiten,

darunter 2 benachbarte,wesentlich2 gefindert werden.

» Natiirlich beherrschen wir auch Riickfilhrung und Vorschrift
(2/3) ‘52(!) = 8 (V=A,ytd) von T (g, ¥ ).Aus der Neukxjjl-'ve von 7 (%, ¥ ) lesen wir
ferner die Vorschrift firZ ™ (4, % ) ab.Sie lautet:

- (2/6) T= (7 jaeq-- 72 vq) ¥ F Ll pt R

Dieser Bedingung geniigt aber auch der Schnitt s(y-4, V1) ,

Die geraden Tauschpotenzen sind also Spezialfélle der

'
Schnittpotenz . Wir haben ferner tz'l" (%) zu untersuchen,wozu
i Eg ist also

T (vt ) =T, 8).a
(2/7) a4 = t(ftn) . t(ps2).. .t (Lod)

o
wir sukzessive die Operationen s (¥=4,¥#4) , t(¥X) aus=

fiihren, (Fig.7).Damit erhalten wir fiir tal*(_!_’) die Vorschrif

7= (v,ve) ' | Diese Formel gestattet t(4) durch die iibrigen Tdusche
‘ﬁ-{{' '}: .‘L"i!, K‘_", . (vss & -mal ; Yok o ~mal) auszudmcken,indem man von der aus (2/7) sich ergebenden

— -

R - —
Jauf &, # liegen die Grundpunkte o, £F¥4, -S4,/

/
vid O, v-a, v#d, -+ (VoA & -mal, V¢4 & -mal)
Jeine Seite der Neukurve heisst wesentlich gedndert,wenn

1)die Seite /&’ schneidet ¥ of -mal, & {ql..]_) -mal sie mit keiner Seite der Bezugskurve zusammenfdllt
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Als niichste Kurvensnderung diskutieren wir die Kehre k(4 ¥)
itdt ausgeht ,
Tdentitat ausg Fig.1l) mit der Vorschrift:

S 4o Vo (rd) oo b (o) = 5 (utd)t (perd) ot (42d) . {'ml /H .

. - - (2/12)
(2/8)  t(&) = t ()b (@rf) .. .t (et (pet) o 5 {h2)

/“M) L F vt

L unéichst bestdtigt man leicht
Evident ist die Beziehung

(2/9) t(ur) = a.t(g).a7t ' | x %!Q = k(&)

welohe gestattet mittels der Drehung alle THusche auf einen uch sie enth#lt als Spezialfall den Tausch, fiir welchen

zuriickzuﬁih;'en. . - : ‘ : .
Als Wechsel w(ik, ¥) (Pig.9) filhren wir eine Anderung , T(V-/ ved) =

: W(V, V) = k(¥-1,¥H)
ein mit der Vorschrift: e

P . Wir die Kehre gilt die Rekursionsformel
k(f,¥) = ®(ptd, v ) o (ierd, V)

ie gestattet mit Formel (2/11) die Kehre auf Thusche zu=
riickzufiihren.Der Beweis erfolgt wieder durch sukzessive Aug=

(2/10) 7= (/:, V) /_‘_'_:’:ﬁ/ 4}@? )’-JI P

— ]

' Ohne weiteres ergibt sich
w-l(/:-,;-):g(/}:,l_/’):w(?,i) .

Um die Riickfilhrung des Wechsels durchzufiihren,gehen wir von filhrung der Operationen (Fig.12) .Die Kehre ist fiir die
rundikurventheorie deswegen bedeutungsvoll,weil zwischen
hr und dem Schnitt ein einfacher Zusammenhang besteht,

den Identitdten aus

(s 7Y = Ll e et V)(/"/?f) (2/13)  sp) = k2 (& ¥)
(e, ¥) = (77, '7)(/7,7-7)(:77,1’) .

ie zweimalige Ausfiihrung von k{k,#) ist in Fig.13 wieder=
Ihnen entsprechen die Rekursionsformeln fiir den Wechsel ’ egeben.Die in Fig.6 bewiesene Formel (2/3) ist ein Spezial=
a1l von (2/13)

W(/z’ v) = t(,& )W(/‘”’ vt (/2-) ) ei der Bedeutung des Schnittes fiir die Theorie wollen wir
= £ (=g )w(/': Pt (V-a) . ' s mit der prinzipiell bewiesenen Riickfilhrbarkeit des
- ’ - ) chnittes noch nicht begniigen.Wir schiagen einen zweiten
Den Beweis filhren wir in iiblicher Weise.Fig.1l0 stellt die eg ein,der uns bequeme Formeln fiir den Schnitt liefern
i sukzessive Ausfiihrung der Operationen t(/_t_).w (/‘77, V), . ird und gehen von den Potenzen des Tauschproduktes aus.Wie=
t(4¢) dar.Die Rekursionsformeln ergeben fir den Wechsel die er wird induktiv gezeigt,dass z"( A, ¥) der Vorschrift
Rilckfithrungen ; — e e 0L
V= (V-4 - K72, jird]
wi@, V) = ()t (). ot (Kea)b(p22) oo ot () o, _
en1y L B fadrd o ved Gl rd v ek T, 2

Byt (g=d) oot (L)t (ptd) oo ot (¥-2)




-14 -

geniigt,wenn filr & selbst die Ungleichung 1 £ & £ Va-
gilt (Pig.l4a).Bilden wir nun das Produkt

' £ § 3 Die Hauptsitze,
/1." ( Y- 4 )}"/‘.l 2 ( s ¥ ) : . ; ‘ e Hauptsitze

(Fig.14b),so erhalten wir die Formel - Alle bisher behandelten Kurveninderungen konnten auf
s _ ' dugche zuriickgefilhrt werden.Der erste Hauptsatz der Theorie
(2/14) s(p, p) = /‘7( Ay ¥ )/ : . der Grundkurven besagt,dass dies allgemein mdglich ist.

und'da femer s( & ,v ) =s( ¥, ), ___ | 1. Hauptsatz: Die Tiusche bilden in der Gruppe  der Kurvens
| : i ' . . &nderungen ein vollsténdiges System von Er=
s o, v)= [Tty £)) . ~

zeugenden,
Mit der Kehre beherrschen wir auch die Riickfilhrung der

Zum Beweisl) greifen wir eine beliebige Kurveninderung a
- Klappung

eraus.Sie moge fiir die wesentlich abgeiéinderte Seite _/}l der

(2/15) K=X%( 8,94 ) . eukurve die Vorschrift enthalten:
. /] = P
Wir beenden diesen Abschnitt,indem wir noch einige wichtige Ay, 7( /Z/, Py, ¥, - - ,z,: Yy

Relationen von £ herleiten.Setzen wir abkiirzend t = t(0Q),

’Es sel a = VA4 Fund S eine spezielle simple Abbildun
so folgt nach leichter Rechmung aus (2/7),(2/9) !”’ l/ P P g,

elche /: in [; iiberfilhre.Ein zu S gehdrender Deformations=
Tozess werde durch den Parameter ¢, O £ 6% 1 beschrieben,

ya-1t - a-1 . :
(va) (a%) * odass in der Phase 6" /;' mit den Seiten K die Grundkurve

und sus (_{;‘é)q—l =1 ' ‘ f’(t’) mit den Seiten & €] entsprec]lne.Von der Seite ¥ (&
‘ ordern wir,dass sie mit der Seite _i ein Kurvenstiick
(1;"1c1)q":L =1 o ‘ ' ¥ P(6) gemeinsam habe,dessen Linge mit 4 monoton wachse,

der Endphase soll das Kurvenstick P(1) & auf A’ keine
eilte mehr von /;' durchsetzen,Eine solche topologische Defor=
_ mation imt gewiss fiir jedes _j_’ angebbar.In Figur 15 sind
(2/16) al = 1 =l - 3 (hd"z)Q-l =1, ' tir eine einfache Lage von A’ einige Phasen einer solchen
eformation gezeichnet.Das orientierte Kurvenstiick P(1) &
uf :{_I schneidet die Seiten von/; in derselben Reihenfolge,
ie _&I die Seiten von /07 (S.Fig.l5d)2) .Wir nehmen jetzt
ne Reihe nicht trivialer Anderungen vor,die das Ziel haben,

Setzen wir nun td = h, so gelten beziiglich d,h die Relati=
onen

) siehe Fricke-Klein,Automorphe Funktionen,Bd.l,S5.301
netiirlich kanm P(1) 4 die Seiten _K(I),_lé( 4) mehrfach
chneiden, sodass genau genommen die Reihenfolge lautet:

(), 8l4), - K], Kya), L), 500, - - Yy t4)
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en Punktes Q von £ sei so klein gewihlt,dass im Inneren
. edes von f /{,‘;’ und a(Q) begrenzten Gebietes kein Grund=
2 ,Hauptsatz: Die Schnitte bilden in der Gruppe ” der ‘ unkt enthalten istl) bis zu einem Punkt Qg von dem aus ein
Schnitténderungen ein vollsténdiges System von urvenzug nach 4, +7/ existiert,der /5 nicht schneidet,
Erzeugenden, . ine solche Hilfsinderung ist sicher fiir jede Seite von 4’
ebbar.In Figur 17 ist sie fiir ein einfaches Beispiel
angegeben.Entwedér stimmt Gﬁ, mit b iberein,oder unter den
eiten ﬁl‘l-/ ,g_g_',... von /7, gibt es eine erste /I’ die der
'orschrift von b nicht entspricht.Wir konnen nun eine Hilfg=
anderung G, {/7 /-’fso vornehmen, dass 2 von /' der Vor=

gsage lber die Erzeugenden von /A

Der nun angefiilhrte Beweis beruht nicht auf dem ersten Haupi;
satz,sondern gestattet vielmehr jenen mnoch einmal auf andes
rem Weg herzuleiten,Wir greifen eine beliebige Schnitténde=
rung b = / /07 ’ /Z / heraus,welche filr die Seite ,g’ vorschrei

ben mag: ‘ chrift von b geniigt ,Hier iibersieht man sofort dass durch .
/_‘I : ﬁ/ﬁ),_y’,y‘l N A ‘ 2 die Seiten & , u/t ) ptd ,.../&;I von /’ nicht gedndert
’ : erden,Durch Fortsetzen dieses Verfahrens miissen wir in
Wieder filhren wir eine Hilfsénderung (2 = / /’7' /'7 / ein, _ ochstens g-1 Schritten zu der von b vorgeschriebene Grund=
welche fiir ﬁ/ die gleiche Vorschrift wie b enthilt.Durch _ kurve gelangen,Wir haben jetzt die Riickfilhrung von G . vor=

7 s . zunehmen,Dazu untersuchen wir das Verhalten von Primirseite
(fg, sollen ausser  nur die Seiten von /, abgeéindert wer nd erster Folgeseite genauer, z; sei die Anzahl der ver_
den,welche A,/ durchsetzt,also die Seitem .& .Wir nemmen hiedenen Seiten von /7 welche von der Primirseite ,g
G . [_11( ’ } gei nun urchsetzt werden (abgesehen von A yfalls es durchsetzt wird}
y2 ¢ heisse auch Kennzahl/f& von G/& .Unter %, verstehen wir
ntsprechend die Anzahl der verschledenen Seiten von f' N

&' Primirseite, __t{‘f Folgeseiten von

die Teilmenge von [ .ﬁ,'f ,die jede verschiedene Seite nur

“einmel enth#lt.Wir ordnen diese Seiten in der Weise,wie sie elche die erste Folgeseite /_¢ von Gg durchsetzt (auch hier
/ ' ’ / ; A
in der Folge ég-fll, 22 AR auftreten.Ist /_@l s ,Ez yeee +t Ausnahme von /‘«, ,falls es auftritt).Bs liegt nun folgen=

er Sachverhalt vor,Die Primirseite schneidet die zu zdhlen=

diese Anordnung @er Folgeseiten,so legen wir nach dieser en Seiten

sukzessive ihre Lagé fest.Es sei dies durchgefiihrt bis zur ‘
7 R eo s

Seite /g‘{, .Die Seiten &', gee', ... py=¢ bilden dann ein Ay Far oo A

von /': nach /-6;‘ orientiertes Kurvenstiick K JWir sagen

der Grundpunkt 46 #4 liegt auf dem rechten (linken) Ufer

von A ,wenn man von einem rechtsufrigen (linksufrigen) : Ao fyreee fog o
Punkt von /k sus nach 4#/ gelangen kann durch einen Kurvens= it haben wir als erstes Ergebnis 25 £ z, .Ferner muss

zug,der weder /ﬂd noch /07 schneidet. A.‘lverléuft nun ‘ > £ O sein,sonst bestiimde fiir die 1.Folgeseite keine Abin=
erungsvorschrift,im Fall z; = 1 erhalten wir damit sofort
: , } = 89 =1 .Man ilberzeugt sich leicht,dass dies der Fall

Nachbarschaft von Xﬁ)er Abstand a(Q) eines auf 4 laufen= r Schnittpotenz ist.Bei der Diskussion des Falles zg> 1

von /é: aus auf demselben Ufer wie Z-#4 in unmittelbarer
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unterscheiden wir 3 Unterfdlle: ' liesem Produkt bilden wir ein korrespondierendes,in welchem
a) Die Primirseite g 'schneidet nach 4, noch eine Seite ' anstelle der Transposition (7 ,V#7) der Tausch t(¥) auftritt.
A ;é_/g .Dann schneidet die erste Folgeseite A nlcht,, ezeichnen wir diese Kurveninderung mit a! —//7 F/ und
schon vorher,F,Ti zugdnglich wird. . yar a _[f’ f'/ so “haben wir nur noch die Riickfiihrung von
b) Die Primirseite schneidet nach Ay Seite A . +JDann k [[7’[,'} vorzunehmen.Diese Anderung ist aber eine Schnitt=
nach A die Primdrseite keine von und Ay verschi derung.Aus dem 2,Hauptsatz und der Rickfilhrbarkeit des
dene Seite mehr schneiden, sonst wire A, ‘nicht die 1. Schnittes,welche im vorigen Paragraphen gezeigt wurde,folgt

geseite von Gﬁ_ .Die Primirseite muss also vor /@,eln amit der erste Hauptsataz.
Seite 2 ;4,4(, 4 schneiden.Auch hier ist der Vorschr ’
iiber. die Bildung der Folgeseiten zu entnehmen,dass
Seite 2 nicht schneidet,weil /;'von /;; aus .{’entgege
lauft.
¢) Die Primirseite schneidet nach %‘ keine Seite mehr,
) Entspricht Fall b) .
“Damit haben wir das Ergebnis,aus z1> 1 folgt stets 2> 2y
Wir kbnnen nun G P auf Schnitte zuriickfihren.Fir 4. =1 i
dies schon erledigt.Es sei/;z > 1 ,Wir wenden die Darstellu
einer Schnitténderung durch ein Produkt der Hilfsinderungen
G, Jjetzt euf die Hilstinderung G, selbst an.Dabei beginn
wir mit der l.Folgeseite von G/: und erhalten

G/_l_c_ = G/:f . G:‘..{""’ .
‘Da glaie 1.Folgeseite von G ist,folgh f, <fw = 5 .Aber.
auch /4;,{ igt kleiner als s,denn die Primirseite von G, g ka ¢
héchstens die Seiten k£, Ayrees Ly schneiden und sie muss
die Seitenmummer einer dieser Seiten tragen.Ebenso findet
man, dass /‘,{2,/«-,;3 eoo ¥leiner als die Kennziffer von G, sin
Man kann also eine Hilfsinderung G’/g als ein Produkt solcher
Hilfsinderungen G, schreiben und es dle Kennziffer von G
grosser als jede Eennziffer von G_o_( .Die Fortsetzung dieses
Verfahrens ergibt die Riickfiihrung von & e auf Schnittpotenz
Damit ist der 2,.Hauptsatz bewiesen.

Mittels des 2,.,Hauptsatzes lisst sich leicht der erste be=
weigen,Ist & eine beliebige Kurveninderung,so schreiben wi
#(2) als Produkt von Transpositionen (¥, ¥*¢) ,Entsprechend
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e logarithmische Windungsecke,von der abwechselnd unend=
ch viele Seiten y-1,V ausgehen,Schliesslich geht ein
hlichter Sortenpunkt ‘in eine schlichte Ecke ilber,von wels
er nur zwel Seiten ausgehen.

r Streckenkomplex ist eine homomorphe Darstellung des Net=
g.Wir erhalten ihn,indem wir von dem Grundstern ausgehen,
er der Grundkurve dual entsprechenden Figur (Fig.18).Er
steht aus q jordenschen Kurvenstiicken,den’ Glledern welche
Punkte,den Innenknoten :Lnfund den Aussenk:noten in ﬂ vers=
nden und zwar so,dass jedes Glied die Grundkurve nur ein=
al schneldet ~ dag Glied VY die Seite ¥ in einem inneren
tsProjiziert man anstelle der Grundkurve den Grundstern
f alle Blatter der Flidche und bildet sie dann topologisch
f die Ebene ab,so erh#lt man den Streckenkomplex.Bei ihm
topricht dem n-fachen algebraischen Windungspunkt ein alge=
aisches Elementargebiet,das von 2n Gliedern begrenzt wird;
em logarithmischen Windungspunkt ein logarithmisches Elemen=
rgebiet, dessen Rand unendlich viele Glieder aufweist;dem
hlichten Sortenpunkt ein schlichtes Elementargebiet,das
on 2 Gliedern begrenzt wird.liegt der Sortenpunkt in der
rte ¥ ,s0 wechseln auf dem Rand die Glieder ¥V , V=+f sich
.Sieht man bei dem Streckenkomplex von der Markierung der
oten und der Bezeichnung der Glieder ab,so erhilt man das
rilgt des Komplexes.

Dargte Ri her Fldch

Wir -gehen von einer einfach zusammenhingenden Riemammso
Fiche aus und-projizieren ihre Windungspunkte auf die Grun
ebené,eine unter der Fliche ausgebreiteten GauBschen Zahlen:
ebene.Die Spurpunkte a, der Windungspunkte heissen Grund=
punkte,ihre Anzahl bestimmt den Grad der Fléiche.Wir beschr
ken unsere Betrachtung auf Fliachen endlichen Grades.Die €e
‘'samtheit der Flichenpunkte,welche denselben Grundpunkt a,
als Spurpunkt besitzt,bildet eine Windungssorte a,.Eine Win
dungsorte kann somit auch schlichte Punkte enthalten,in de:
die Fléche nicht verzweigt ist Flachenpunkte die zu Windun
sorten gehdren,heissen Sortenpunkte Durch die q Grumdpunkt
der Fliche q.Grades legen wir eine normierte Grundkurve.Dies
projizieren wir auf sémtliche Blédtter der Riemannschen Flacl
Eg entstehen lauter kongruente Innen- und Aussengebiete (Ha;
blatter),die paarweise ilber eine Suite (Kurvenstiick aus eine
oder mehreren Seiten) zusammenhingen,Da die Fliche einfach
zusammenhingend ist,lésst gie sich topologisch auf die Gaus
sche Zahlenebene abbilden;das so entstehende Bild der Fléch
heisst ihr Netz.Dabei entsprechen den Sortenpunkten Ecken,
den Gebieten Maschen (Kurvenpolygone mit g Ecken).Ein spezi
elles Netz liefert die konforme Abbildung der Fldache auf 4i
Ebene,Machen wir uns den Zusammenhang von Fliche und Netz
genau klar,Einem Innengebiet (Ausgengebiet) entspricht eine

Innenmasche (Aussenmasche) mit gleicher Oriemtierung des
Wir leiten mun weitere Begriffe des Streckenkomplexes her,

Randes.Beim positiven (negativen) Umlauf um eine Innenmasch
(Aussenmasche) treten die Punktnummern in Nummernfolge auf. leder,welche dieselben Ehoten verbinden,bilden ein Biindel,

An einer Innenmasche (Aussenmasche) hingen nur Aussenmasche , ;Zur bequemeren Unterscheidung werden wir den Innenknoten
Imenmaschen).Einem n-fachen Windungspunkt der Sorte V emt= rch einen Ring,den Aussenknoten durch ein Kreuz markieren,
spricht eine Ecke,in der 2n Maschen verkniipft gind Wir nen=
nen sie algebraische Windungsecke.Ein Umlauf um sie ergibt, ' ir werden im allgemeinen darauf verzichten, fiir jede in der
dass von ihr abwechselnd die Seiten ¥=1, Y ausgehen.fnalog | einen Form gemachten Aussage die adiquate zu formulieren,
entspricht einem logarithmischen Windungspunkt der Sorte v ' T

Netz und Streckenkomplex bilden so zwel adiquate Formen
rgelben Flichendarstellung.Wir verwenden beide,weil in .

chen Fillen das Netz,in anderen der Streckenkomplex eine
quemere Augdrucksweise gestattet.2
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Wir bezeichnen es mit (&,),wenn es zwischen den Elementar
gebieten a,b liegt und die Glieder a,a+l,...b-~1l enthilt. s Netz Sbreckenkomplex
Gehen von einem Knoten nur 2 Biindel aus,so liegt ein Zwele .
ot (o Bi ] b - Li Masche ‘ Knoten

o en‘vor und die Biindel bilden eig ‘oppelbundel. iegt 4i ; ecite ‘ .- Seite Glied
ses zwischen den Elementargebieten &,b,so bezeichnen wir es

it ((8,% " . ” (.5 = = T Ecke Elementargebiet
mit : a,b);,esB?nthalt dleh?unie} :,b)funz (b;é)'El? Knot ‘e Suite Bindel
von dem n £ 3 Bindel ausgehen,heisst n- éo er er?welg?ngs 1og.Ende 1og.Ende
knoten.lLogarithmische Elementargebiete,die unendlich viele
n . . ) + N o Kernpolygon Kern
oten,dérunter nzrrilgén Eirzwelgungskn: en ieme nzam haber Remdsuite Randbiindel
nennen wir benachbart,Die ementargebiete entsprechen ver ) Diagonale sonstiges Kernbindel

schiedenen Windungssorten und haben eine unendliiche Bﬁndel:
folge gemeinsam,welche,von dem gemeinsamen Verzweigungskmot:
ausgehend, durch periodische Wiederholung desselben Doppelbiin:
dels entsteht,Eine solche Bindelfolge bezeichnet man als lo
garithmisches Ende.Von den benachbarten logaritmischen Ele
mentargebieten &,b ist & (b) das rechte (linke) Nachbargebi
von © (&),wenn bei positiven Umlauf um den Verzweigungsknot
man vom Elementargebiet @ iiber das logarithmische Ende zu 4
Elementargebiet b gelangt.Streicht man im Streckenkomplex

simtliche Bindel der logarithmischen Enden bis auf die An=
fangsbiindel (welche von nun an Randbiindel heissen sollen),s
erhalten wir den Kern.Dag Teilnetz,welches in der Netz-Dar=
stellung der Fliche dem Kern entspricht,bezeichnet man als

Kempolygon.Figur 19 zelgt den Streckenkomplex (Fig.19a) un
den Kern (Fig.l9b) einer Fiiche '4,Grades;Pigur 20 zeigt fiir
dieselbe Fldche das entsprechende Netz (Fig.20a) und dag ent
sprechende Kernpolygon (20b).Den Randbiindeln des Kerms ent=
sprechen die Randsuiten des Kernpolygons.Sie begrenzen das=
selbe und bilden seinen Rand.Der Rand enthi#lt ausser schlich
ten Ecken simtliche logarithmischen Wlndungsecken Alle alge=
bralschen Windungsecken liegen dagegen im Tnneren des Kern=
polygonsg,Schliesslich bezeichnet man alle Suiten des Kern=

polygons,welche keine Randsuiten sind,als Diagonalen (elnem
Kerndoppelbiindel entspricht eine Doppeldlagonale).Zum Schlus
des Paragraphen stellen wir die adiquaten Begriffe bei Flich
Netz und Streckenkomplex in einer Tabelle zusammen.

Doppeldiagonale Doppelbiindel des
. Kerns

§ 5 Enderung des Streckenkomplexes

beim Wechsel der Grundkurve,

Im vorigen Paragraphen haben wir zwei homomorphe Formen

r Flachendarstellung in dem Netz und dem Streckenkomplex

nnen gelerpt,wobei eine bestimmte Grundkurve zugrunde

elegt wurde.Wir fragen nun,wie &Zndert sich diese Darstellung
i Verwendung einer anderen Grundkurve?Gehen die beiden
rundkurven durch simple Abbildung aus einander hervor, so
leibt offensichtlich der Steckenkomplex erhalten.Bestimmen

die betrachteten Grundkurven aber eine nicht triviale Kurven=
anderung, so milssen wir im allgemeinen mit einer Anderung des

reckenkomplexes rechnen,Die einfachsten und sofort tiberseh=

ren Anderungen der Komplexe treten bei den scheinbaren
Kurvensnderungen auf.In diesem Falle ist die Kurven&nderung
indeutig durch die Permutation der Seiten bestimmt und wir

ben eine entsprechende Umnummerierung der Glieder des
reckenkomplexes durchzufiihren,eventuell,wenn eine verallge=
sinerte Klappung vorliegt,haben wir ausserdem die Markierung
’lwechseln.Damit haben wir das Ergebnis,dass bei scheinbaren
irvendnderungen das Geriist des Streckenkomplexes erhalten
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bleibt.

Um die Komplexinderung bei einer allgemeinen Kurveninde
herzuleiten,wiirde es geniigen die Komplexénderung bei eine
Tausch anzugeben,da nach dem ersten Hauptsatz die THusche
Erzeugenden von [ gind.Wir werden jedoch ein wenig ande
verfahren,un gleich weiter reichende Ergebnisse zu erziel
Wir gehen deshalb von der Kehre k(g ¥) = {f; f"{ aus,Der
Grrundkurve-[' mogen die Gebiete } , O wmd der Komplex
der Grundkurve /7 die Gebiete ;', %’ vnd der Komplex K!' e
sprechen,Durch /—’, /-'lzerféll’c die Grundebene und jedes Bl
der Riemannschen Fliche in 4 Teilgebiete g, % s % , %{( (8
Fig, 21),flir welche ersichtlich gilt:

‘ﬁ 91*9'2.
XZ=9+9
7~ 900 05
ﬂ=?z*%‘

Bei der Kehre k{4 y) bleiben die Seiten

[ % L7 71 A Ty .
r untersuchen jetzt,wie dieselben Teilgebiete % s % beziig=
n/’ ,zusammenhé.ngen,wobei wir den Zusammenhang von % ’ 99‘
21 f& Yveriicksichtigen.Wir erhalten

NPT

it haben wir das Ergebnis,hingen zwei Gebiete £ , # iibers
sammen, so hingen die zugeordneten Gebiete 57', W' iber &’

sammeil.Fiir die Komplexinderung bedeutet dies,dass das Glied
festbleibt,In gleicher Weise ergibt sich,dass das Glied ¢/

T Yn £ Y5 17 s
7' st 95 L' 4y

r haben schliesslich noch die Glieder /S (‘éauf/:;? V) zu
tersuchen, Abkiirzend wollen wir setzen P fary-
ngen zwel Gebiete besziiglich f' 'ﬁber die Seite _‘t zusammen,
inden wir

f',: y.ll/fyg.ﬁlﬂ‘kf?g '

ziiglich 7 héingen dann dieselben Teilgebiete in folgender
ge zusammen :

[7: Je 2 Yy A KX Yy

+ haben wir eine Vorschrift erhalten,wie wir einem Glied
von K ein korrespondierendes Glied // von K! zuordnen kdn=
«Sie lautet:

Hingen bei K zwei Knoten Uiber das Glied /2 zusammen, so
gehe man vom Innenknoten iber das Glied f¢ ,vom Aussen=
knoten iiber das Glied ¥ zu den benachbarten Knotenjdiese
héingen dann beziiglich KXK' itiber das korresp'ondierende

Glied p zusammen,

[}

——

o ( £ auf Vet fi )
fest . Damit auch auf der Flache die Seiten « festbleiben,or
nen wir die Innengebiete ¥, ¥’ (mussengebiete 4 , %’y eins
der zu,die ein gemeingames Innentelilgébiet % (Aussenteilg
biet ﬁg ) aufweisen,.Bei den'Komplexen K,K' legen wir die
Enoten in die Teilgebiete Z ,yg,dann stimmen K,K' in den Kn
ten und Gliedern.o iiberein,

Kénnen wir nun beziiglich der Grundkurve /’ (7 S von dem Tei.
gebiet % zum Teilgebiet % gelangen,ohne eine Seite von /7
(/73 zu iberschreiten,so wollen wir unter Verwendung des Sy
bols &7 schreiben

ror s geer %

Kénnen wir beziiglich /v (ﬂ 5 von ﬁ zZu %gelangen,indem wi
[4
die Seite A (&) iiberschreiten,damn schreiben wir

. ’ ’

TG A Gy 7 -5 L Yy
Hiéngen nun bei K zwel Knoten iiber das Glied 4 zusammen,so
gilt nach Fig.21

-




Aus der Abdnderungsvorschrift fiir Komplexe bei der Kehre
kdnnen wir leicht die Anderungsvorschriften bei dem Tausc]
und dem Schnitt herleiten.Fir den Tausch t(¥) erhalten wi
wenn wir t(¥) = k(y¥-¢ , ¥#/) beachten,die Regel:
Bei dem Tausch t(¥) werden nur die Glieder V abgetin=
dert.Haéngen bei K zwei Knoten iiber das Glied ¥ zusam=
men, so erhdlt man das korrespondierende Glied ¥/ ,indem
man vom Innenknoten itiber das Glied ¥~/ ,vom Aussenknote
iUber das Glied ¥#™ zu den benachbarten Knoten geht und

diege verbindet.

Ebenso einfach ergibt sich die Anderungsvorschrift bei de
Schnitt s(4&, ¥),wenn wir die Relation s(k,¥)

28 -~

ten.Wir erhalten hier die Regel:

Beim Schnitt s(X,¥) werden nur die Glieder of
abgetindert.Héngen bei K zwei Knoten iiber o zusammen,s
schreite man vom Innenknoten erst iber 4 ,dann iiber ¥
um zwel Knoten weiter und entsprechend vom Aussenknote
erst iber )/ ,dann iber 4 wum zwei Enoten weiter;die ers
reichten Knoten hingen dann iiber das korrespondierende

Glied of Zusammern .

Der Anderungsvorschrift beim Schnitt kémmen wir hinsichtlic
der Anwendung eine besonders einfache Form geben,wenn wir -

den Begl_'iff des Zuges einfiihren.

Ein Zug ¢ f ¥) besteht aus endlich oder unendlich vielen
Gliedern Lo , v .Mit jedem Glied ¢ (V) gehdren auch die an=
grenzenden Glieder ¥ (&) zu { s, ¥> ,Man kann von jedem
Enoten des Zuges zu jedem anderen gela.ngen,vindem man léngs
der aneinandergrenzenden Glieder 4 , ¥ fortschreitet.
Ein Komplex kann mehrere gliederfremde Ziige < fe, ¥? auf=
weisen.Die beideh Seiten eines Zuges heiggen seine Ufer.
Auf dem einen Ufer von { 4, ¥> liegen die Elementargebiete
Jji¥ pt2,... V ,auf dem anderen die FElementargebiete V4, ..,
/7 .Wir bezeichnen das Ufer,auf dem das Elementargebiet &
liegt als U-Ufer,das andere als V-Ufer,Auf dem Ufer eines
Zuges kénnen auftreten: 1) Glieder,welche mit Gliedern des
Zuges in einem Biindel.liegen, 2) EKomplexteile,die keinen

' €4, ¥> enthalten {dazu gehdren auch die vom Zug ausgehen=
logarithmischen Enden), 3) Verbinfungsteile,die ebenfallss

inen Zug < u,v> enthalten,aber mit einem 2,Verzweigungskno=

1 an einem weiteren Zug <, v) hingen.Aus der vorhin abge=

eten Regel fiir die Komplexiénderung beim Schnitt folgt

:zt ohne weiteres die bequemere:

ol dem Schnitt s(#,V) werden ssmtliche Komplexteile auf

en U-Ufern (oder V-Ufern) lings der Ziige {4,¥> um zwei

Knoten in negativer Richtung (.’g.m Sinne negativén Unlaufs

1 den Zug) starr verschoben.

Komplexe X,Ktvon Fig.22 gehen durch t(4) in die Komplexe

" i{ijber; K geht ferner durch s(O

iige,welche auf einem Ufer nur ein einziges logarithmisches

‘gebraisches) Elementargebiet aufweisen,heissen kahl.Sind

ntliche Ziige < 4,7 eines Komplexes kahl,so bleibt der

nplex beim Schnitt s(k,») ungesndert,

L‘ngemein kénnen wir jedem Eomplex eine Untergruppe von oL

ordnen,die Komplexgruppe a}(K),bei deren Elementen der

eckenkomplex ungedindert bleibt.

= X% (%,¥) bea ,2) in K" iber.

o aufih

§ 6 Dag Aquivalenzproblem,

Aufgrund des vorigen Paragraphen beherrschen wir die
erung eines Komplexes beim Wechsel der Grundkurve.
¥ir kénnen nun entscheiden,wenn zwei Flichendarstellungen
ch Streckenkomplex und Grundkurve
h sind oder nicht,.Sie sind dann und nur damn identisch,
n die Kurveninderung f /;'/ K, in K, iberfilhrt.

Als #quivalent bezeichnet man Komplexe,wenn sie sich von
rselben Riemennschen Fliéche herleiten lassen bei Wechsel
1. Grundkurve,Riemannsche Flichenheissen dquivalent,wenm
e bei geeigneter Grundkurvenwahl auf denselben Strecken=

f,E uwnd [,E, iden=

gind Streckenkomplexe,wann sind Riemannsgche Fliéchen
ivglent? Es lisst sich zeigen,dass das eine Problem auf
s andere zuriickgefiinrt werden kann.
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Wir fassen dquivalente Streckenkomplexe in einer Komplexkl
se [ Km] tnd #quivalente Riemannsche Flichen in einer Flich
klasse [F, ] zusammen.Ein paar Klassen /4, ] , [£,] heisst
konjugiert,wenn sich zwel Elemente aus je einer Klasse beasi
lich einer Grundkurve zuordnen lassen,Die Elemente konjugie
ter Klassen entsprechen sich eineindeutig.Die Zuordnimg wii
dabel durch jede Grundkurve vermittelt.Zum Beweis gehen wi,'
von der Komplexklasse [ Km] aus,deder Streckenkomplex Km aus
ihr erzeuge mittels der Grundkurve M aie Fliche Fm.Daxm,
entsprechen verschiedenen Komplexen Km,Kn immer verschiede
Flsichen For B (BEineindeutigkeit der Flachendarstellung dur
Streckenkomplex und Grundkurve).Alle so mittels[Km] erze‘
ten Fléchen bilden aber eine Flichenklasgse,die durch den
Streckenkomplex Ko allein erzeugt werden kann,Geht ndmlich
K, aus K, durch die Kurvenénderung a hervor,so entsteht o
aus K durch die Grundkurve a~1 (aabei soll aus a = 17,7
/;: [;’.ﬂ folgen),Schliesslich erkennt man leicht,dass al
Fldachen der Flichenklasse durch den oben beschriebenen Erz
gungsprozess aus [Km] erfagst werden,Damit ist die eineind
tige Zuordnung der Elemente konjugierter Klassen bewiesen,
Es seien nun die Flichen Fl’FZ auf Aquivalenz zu unter
chen.Dann betrachten wir die zugehdrigen Flichendarstellun
f',Kl und an mit beliebiger Grundkurve /7 'Fl’FZ sind dann
und nur dann dquivalent,wenn K1 »K, dquivalent sind,
In unseren weiteren Untersuchungen zur Aquivalenzfrage be
schrinken wir uns auf Flichen mit nur logarithmischen Win
dungspunkten in endlicher Anzahl,Solche werden bekanntlich
von den V -Funktionen erzeugt,welche Lésungen der Differen
“tialgleichung

ot
w”_ 3 w2 e, 2"

§ 7 Terminologie bei der Darstellung der y/-Flichen,

Besitzt eine ¥-Fliche p logarithmische Windungspunkte

d q Windungssorten,so ist p die Ordnung und g der Grad

r v~Fliche,Fléchen (Netze,Komplexe)l) von gleicher Ord=

ng p und gleichem Grad g bilden eine Art A(;).Die Anzanl

r Windungspunkte in der Sorte A bezeichnen wir in iiblicher

se mi‘tz /u‘ und nennen sie Belegungszahl.

Zwei Flichen F,F! (entsprechend Netze,Komplexe) gehdren

gleichen Stamm S(/o',/“z,...ﬂ,),falls ihre Belegungszahlen

l:/‘; k =1,2,.e0.q9 durch eine Permutation auseinander
orgehen,

Zweil Komplexe gehtren zu derselben Familie,wenn sich ihre

ndungssorten so zuordnen lassen,dass die entsprechenden .

garithniisohen Elementargebiete die gleiche zyklische Anord

ng hinsichtlich der Nachbarschaftslage aufweisen.g'

die Aquivalenz von Streckenkomplexen ist die Zugehdrig=
t zu derselben Familie eine notwendige Bedingung,Zum Be=
s gehen wir von einer Flidche aus,welche bezliglich der
ndkurve /: und der Windungspunkte w,,w, ein logarithmis
hesg Ende aufwelst.Es gehrt dann zur Fliche eine Folge

n Halbblattern f},z,...,bei der zwel aufeinander folgende
bblatter Uber eine Suite verkniipft sind.Ab A hingen die
bblitter nur an den Windungspunkten wi,wk,w'aihrend f,
destens noch an einem dritten Windungspunkt Wy hingt,

ht man zu einer anderen Grundkurve /; iiber,so erkennt
sofort,dass die Halbblattfolge% ,%, cees zZu einer

omplexe (Netze) gehdren zur Art A(g),wenn gie zu Darstel=
en von Flachen der Art A(;) gehdren,

— f a—

—
V744 & Lot Veo

s soll jedes Paar von benachbarten Elementargebieten
der in ein solches iibergehen und zwar das rechte in das
hte,das linke in das linke Nachbargebiet.Flichen (Netze)
Sren zu derselben Familie,wenn sie sich aus Strecken=
plexen derselben Familie herleiten lassen.

sind.Wir nemnen die von ihnen erzeugten Flichen y-Flichen.
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on Streckenkomplexen, (Siehe Fig.23)
Wir befassen uns jetzt mit dem Aufbau des Kernpolygons.Alle
agonalen,welche dieselben Windungsecken Z,b verbinden,bil=
en eine Mehrfachdiagonale'Dn(E,F),wobei n die Anzahl der Di=
onalen ist.Sie heisst gerade (ungerade),je nachdem n gerade
erade) ist.Die n Diagonalen beranden n-l Maschen mit nur
indungsecken,welche wir Zweierzellen nennen Sehen wir von
en ab,so zerfdllt das Kernpolygon in N = p—2 Teilpolygone
des mit mlndestens 3 Wlndungsecken),welche Zellen heissen,
im Netz sind 2 Maschen,die iiber eine Suite zusammenhingen,
erschieden orientiert.Zwei Zellen sind daher gleich (versché'
) orientiert,wenn sie durch eine gerade (ungerade) Mehr=
hdiagonale getrennt werden,

in Kernpolygonteil,der von keiner geraden Mehrfachdiagona=
begrenzt wird,im Inmeren keine ungeraden Mehrfachdiagona=
aufweist,bezeichnen wir als Normalteil.Dabei sollen zum
rmalteil keine Zwelerzellen der begrenzenden ungeraden Meh?
hdiagonalen gehdren.Die Zellen eineg Normalteils sind alle
eich orientiert.Einen Normalteil mit g Windungsecken, bezeﬁ;
cwir als Haupttell Ein Normalteil heisst Randteil,wemn in
iner Begrenzung nur eine Mehrfachdiagonale vorkommtb. Schlleﬁ
hinennen wir einen Randteil mit nur 3 Windungsecken Rand=
ieck.Eine Zelle heisst Randzelle,wenn sie nur von einer
aden Mehrfachdiagonalen begrenzt wird., '

Tassen wir bei bei einer Mehrfachdiagonalen eine Doppel=
igonale (Zweierzelle) weg,so entsteht wieder ein Kermpolys=
1, Streichen wir in dem Kernpolygon sémtliche geraden Mehr=
hdiagonalen und ersetzen die ungeraden durch einfache Dia=
1alen, so entsteht das zum Kernpolygon gehdrende Primirpoly=
.Sémtliche Zellen des Primirpolygons sind Normalteile.
rnpolygone mit gleichem Primirpolygon bilden eine Prim#r=

neuen Halbblattfolge}ﬂc y:ﬁ... filhrt,bei welcher ebenfal.
aufeinander folgende Halbblatter iiber eine Suite zusammen=
hangen und ausser 3£/ sgmtliche jﬁ! nur an wy,w, geknﬁpft'
sind ).Damit ist aber die Existenz eines logarithmischen i
des beziiglich zweier Windungspunkte Wi Wy als innere Eigen
schaft der ¥-Fliche unabhingig von der Darstellung (Grunds=
kurve) erwiesen, _ ,

Betrachten wir jetzt die zu einer V_-Fliche gehdrenden
Netze,so gehen benachbarte Windungsecken (durch eine Rand=
suite verbunden) wieder in solche iiber.Kann sich ihre zyk=
lische Reihenfolge etwa umkehren?Das ist sicher unmdglich.
Die Bildpunkte der Sortenpunkte liegen durch die gewdhlte.
topologische Abbildung der Flache auf die Ebene ein fiir al
Mal fest.Aindern kann sich belm Wechsel der Grundkurve die
einzelne Masche,ferner auch die Randkurve des Kermpolygons
Da nun die Nachbarschaft der Windungsecken erhalten bleibt
muss auch ihre zyklische Reihenfolge auf dem Rand erhalten

.bleiben.z) Damit ist die Zugehdrigkeit von Netzen (Komplex
zur gleichen Familie als notwendige Bedlngung filr die Aqui
valenz erwiesen.,

‘Bei Komplexen dritten Grades l#sst sich die Aguivalenzfr
sofort entscheiden., Bei 3 Grundpunkten entartet af’in die ..
Gruppe der scheinbaren Kurvendnderungen.Jede solche bewirk
lediglich eine Umnummerierung des Komplexes und eventuell
einen Markiérungswechsel der Knoten.Komplexe 3,Grades sind
dann und nur dann #quivalent,wenn sie das gleiche Geriist a
weisen,Da man leicht Komplexe 3.Grades und gleicher Famili

angeben kann,die ein verschiedenes Geriist besitzen,so gieh
man schon hieran,dass die Zugehdrigkeit zu derselben Famil
im allgemeinen nicht hinreichend fiir die Aquivalenz von

1)denn die Halbblattfolge ?’z s s5.-. kam bei Ubergang z
/7 nur zerfallen in eine Halbblattfolge fp ,f,:,,... und e
endliche Anzahl von Halbblattreststiicken.

2)Die zyklische Reihenfolge der Windungsecken kann man um=
kehren,wenn man eine andere geeignete topologische Abbildung
der Fldche auf ‘die Ebene verwendet.

:ﬁn zur Eckenbezeichnung des Kernpolygons.Bel einem positi=
Unmlauf um das Kermpolygon mdgen die Sortenbezeichnungen
Windungsecken in dem Zyklus

: il,ié,...fgb :
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Anch beim Kern filhren wir weitere Begriffe ein,Die Anzahl der
del,welche 2 Knoten A;B verbinden,nennen wir den Abstand
(A,B) der Knoten.Pen Verzweigungsknoten,in welchem ein loga=
thmisches Ende beginnt,heissen wir Randkmoten,Jedes Elemen=
rgebiet weist im allgemeinen 2 Randknoten aufjihr Abstand
st die Breite des Elementargebietes.Ein Randknoten heisst
dknoten,wenn bis auf ein Biindel nur Rendbiindel von ihm aus=
ehen.Dem Randdrsieck entspricht beim Kern eine Gabel.Dem
imdrpolygon P o ein Primdrkern Ko;der Primdirschar von Kern=
lygonen (P > eine Primsirschar von Kernen (K>

Die Kerne einer Primirschar weisen alle dieselben Randbiin=
1 auf.Da jeder Zug in 2 Randbiindel ausliuft,treten die
eichen Ziige in gleicher Anzahl auf,Man kann eine eineindeu=
ge Zuordnung der Zﬁge und ihrer Ufer vornehmen,sc dass ent=
rechende Ziige auf dem gleichen Ufer gleichbenannte Elemen=
tai'geblete in derselben Relhenfolge aufweisen, (Diese Reihen=
1ge und Benenmung der Elementargebiete &ndert sich ja nichi
enn man Doppelblindel aus dem Kern entfernt. JWir meinen die=
Sachverhalt,wenn wir sagen,Komplexe gleicher Primérschar
yrigen gleiches Zugverhalten,

auftreten.Dieser Zyklus heisst die Nummerierung des Kernp
gons.bie oZ; sind filr p>q nicht alle verschieden,Windung
ecken der gleichen Sorte,Sortenteiler genannt,tragen dies
Punktnummer, (Manchmal werden wir die Sortenteiler durch I
zes unterscheiden. JNehmen wir eine Kurveninderung a vor,w
zu a die Permutation

o 7 .. ga
wla) ={/ ¢ i
Y % 4% - Vs

gehdrt,dann erhalten wir die Nummerierung

;:', &I..,d%.‘

Im allgemeinen gibt es zu einer Nummerierung verschiedene
Primdrpolygone,.Wir bezeichnen eine spezielle Nummerierung
Nomalnummerierung und eins der zu dieser gehdrenden Primg
_polygone als Nozmalpolygonl .Die von letzterem abgeleitet’e
Primdrschar heisst Normalschar.Jedes Kermpolygon einer Fam:
das die Normalnummerierung aufweist,heisst normiert.

Bei gegebener Nummerierung liefert jedes System einfache
Diagonalen ein zugehorlges Primgrpolygon,wenn filr jede Diag
nale die beiden a.ngrenzenden Zellen - die eine beil positi
die andere bel negativem Umlauf - die Punktnummern zyklis '
geordnet aufweisen.Wir haben lediglich bei jeder Zelle die
Eckenzahl durch eingefiligte schlichte Ecken auf q zu erginz

Ein beliebiges Kermpolygon kann man immer durch Kurvenin
rung in ein normiertes iiberfiihren,denn Ausgangsmummerierung
Normalnummerierung bestimmen mindéstens eine Permutation 4
Punktnummern und zu dieser gibt es immer eine ganze Neben:
klasse ¥ von Kurvensinderungen.

§ 8 KAgquivalenzfamilien,

Eine Familie,welche nur #dquivalente Komplexe (Netze) auf=
ist,heisst Kquivalenzfamilie,Als erstes Beisplel betrachten
r die Art A(&),bei welcher in jeder Sorte nur ein Windungs=
t liegt.Man stellt leicht fest,dass hier die Begriffe
Art, Stamm, Pamilie zusammenfallen.Fri#ulein Drape hatte schon
zeigt,dass Komplexe mit gleichem p = q #quivalent sind.

s Normalnummerierung wihlen wir

1) Wir treffen die spezielle Auswahl von Normalnummerierung

Normalpolygon so,dass letzteres einen mbglichst einfachen !

bau von wanigen Zellen besgitzt. B

2) Punktnummern o, &, +--&g heissen zyklisch geordnet,wenn

sie in einer Reihenfolge stehen,in der sie im Zyklus
: 0,1,...,9-1: vorkommen,

:D’I,.'.. F‘I:

s gibt zu ihr nur ein Primirpolygon;dieses Normalpolygon E
eist keine Diagonalen auf,Wir haben lediglich zu zeigen,
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dags es immer eine Kurvenisinderung gibt,die ein beliebiges
normiertes Kermpolygon P in das Normalpolygon P ° transfor=
miert,Wir gehen dazu von einer Randzelle A aus,welche dur
die Mehrfachdiagonale Do (8,b) abgeschlossen werde.Die a '
zende Zelle heisse Bjletztére mdge mit den Zellen oY)
die Windungsecke % und nit den Zellen R1 R, ...R die Wind
ecke & aufweisgen.(Fig.24a).Wir betrachten den zugehorlgen
Kernteil (PFig.24bd,Der Randzelle A entspricht der Endlcnoti
A (allgemein der Zelle X der Verzweigungsknoten X),dieser.
hiéngt mit dem Verzweigungsknoten B iber eine Gliederkette
von n Doppelbindeln ((8,F)) zusammen (eine solche Glieder=
kette stellen wir durch eine Verbindungslinie der Enoten A
dar mit der Nummer 2n).Die Verzweigungskmoten LDy eely &
héren zur Berandung des Elementargebietes B;RI,BQ, "'Rs zur
Berandung des Elementargebietes &8,Welche Biindel im einzeln
von den Verzweigungsknoten I'i’Ri ausgehen Ilst fiir uns unwi
tig.Fihren wir nun die Schnittpotenz (a b) aus,so werden
die Randgliedér a+l,a+2 yeseb=l um 2n Knoten lings des (sta
gezeichneten) Gliederzuges ¢a,b) in positiver Richiung ve :
schoben.und gelangen so an den Verzweigungsknoten B.Den gle:
chen Endzustand erreichen wir durch Ausfilhrung der Schnittp
tenz §%(a=l,b=1) ,wie man sich entsprechend klar macht, k

Durch jede dieser beiden Schnittpotenzen geht also P in e:
Eernpolygon P! iiberjwobei sich P'nur durch das Fehlen der
Mehrfachdiagonale Dzn(a,b) von P unterscheidet. Ist P! noch
nicht das Normalpolygon,so setzen wir das Verfahren fort un
entfernen eine dann existierende Mehrfachdiagonale ng(":d):
welche eine Randzelle begrenzt.In endlich vielen Schritten
erhalten wir das Normalpolygon P o,womit die Aquivalenz der
Komplexe der Art A(&) bewiesen ist.
Als nichstes beweisen wir den Satz:

Alle Familien des Stammes S(sg,,1, 1,00001) /&,(ﬁ sind

Aquivalenzfamilien,

i"greifen eine beliebige Familie des Stammes heraus und
kklé:ren zunichst ihre Normalnummerierung.Da &, £ g~l,gibt
mindestens eine Windungsecke,die nur rechtsg von einem
enteiler O berié.chbart ist,Einer solchen Windungsecke er=
5len wir die Punktnummer I,ihrer links benachbarten die
wmer ¥ und - indem wir den Rand des Kermpolygons im posi=
en Sinn umlaufen -~ allen noch nicht benannten Windungs=
fortlaufend die Nummern 3,4,000 g-1.Damit ergibt sich
: Normalnummerienmg

- - — -—

0, i,‘i, see ;, 0, ;-i, 1‘+2, o..-S: o, m, eoo Q=1 ¢

. diegser Normalnummerierung gehdrt ein Primirpolygon,das
einem positie orienierten Hauptteil und p-q negativ ori=
ierten Randdreiecken bestent.Wir erkliren es zum Normal=
olygon P der Familie.Wie sieht nun ein beliebiges normiex=
5 Primarpolygon aug?Zunsichst setzen wir 4, = 2, der 2,Sor=
teiler O liege zwischen T,P+l.Wir bezeichnen ihn (und in
Folge jeden Sortenteiler O,der nicht zwischen I,a=1
iegt) als Zusatzecke,Das allgemeine Primérpolygon weligt.
dann ein Diagonaldreieck O,m,n auf (Fig.25),bei dem die Zu=
atzecke als Dreiecksecke - .auftritt . Natiirlich kann das Diago=
aldreieck entarten und etwa eine Randseite und 2 Diagonalen
esitzen,oder gar in ein Randdreieck (denn liegt das Normals=
ygon fiixr 4 = 2 vor) ausarten.Der Fall 4, = 3 ergibt sich
s dem hervorgehenden indem wir zZwischen die bisher benach=
arten Windungsecken s, s+1 eine weitere Zusatzecke 0 ein=
nieben.Es ist dabei gleichgiiltig in welchem Polygonteil
die 2.Zusatzecke zu liegen kommt,.Wir errichten nun in diesem
lygonteil ein entsprechendes Diagonaldreieck,Durch Fortset=
dieses Verfahrens erhalten wir das allgemeine Primir=
ygon bel beliebigen A,.

Fijgen wir in seine Normalteile eine beliebige Anzahl gerader
nrfachdiagonalen ein,so erhalten wir ein beliebiges nor=
ertes Kernpolygon der Familie.Wir wollen dieses,P, durch
ine Schnittiénderung in das Normalpolygon P, iiberfiihren,

1) sonst #ndert sich nichts am Kern,denn es gibt nur einen
Zug <a,b> .,
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Zundchst zeigen wir,dass durch Ausfilhren von zwei Schnii
potenzen immer ein Diagonaldreieck in ein Randdreieck iiber
gefilnrt werden kamn,Gehen wir von Fig.25 aus.In den Polygo
teilen L, M, N mSgen noch beliebig viele Dlagonaldrelecke
und Mehrfachdiagonalen vorkommen.Figur 26a zeigt den entsp
chenden Komplexteil,der vor allem das der Zusatzecke O en
sprechende Elementargebiet aufweist,Von D gehen 3 Biindelke
ten aus,deren Anfangsbiindel (0,m), (m,n), (H,0) sind.Am Ren
knoten L; von Elementargebiet O hingt das Randbiindel (O,r+l
an Randimoten R das Randbiindel (¥,0).Das von D nach E fiih
rende Bindel (WM,7) enthilt das Glied r Mithin 15uft ein Z
<r,q-1)> iiber die Knoten LiyeeLy,D,E (stark ausgezogen) un
ein Zug <r,0 > iiber die Knoten Rk"‘Rl’D E .Es sei
d(E,Li) = 21-1, a(E, Rk) = 2¢-1 , Wir filhren nun die Schnit
potenz (r, ~1) aus , Durch sie werden alle Komplexteil
auf dem V;Ufer des Zuges (’r,q;l) um 24 Knoten in positiv
Richtung verschoben,Das bedeutet aber,dass die Knoten Ll,L
...Li nun Zwelerknoten eines logarithmischen Endes geworde
sind. Entsprechend werden By 5By, e0eRy  durch Ausfiihren der
Schnittpotenz s” (r,0) 2zu Zweierknoten eines logarithmische
Endes,Insgesamt erhalten wir nach Ausfilhrung beider Schnit
potenzen einen Kernteil, wie er in Fig.26b dargestellt ist. .
Von E geht eine Gabel,die wir G(O r) bezeichnen und welche
einem Randdreieck 0 ¥, Tl entspricht,aus,
Durch die eben ausgefiihrten Kurvensinderungen sei P in P! ﬁbé
gegangen, Weist P' noch ein Diagonaldreieck auf,so verfahren 
wir in gleicher Weise.,Die dabei auftretende Zusatzecke mige
zwischen §,35%1 liegen.Durch eine Scimitténderung '

Der nichste Schritt,den wir ausfiihren,besteht darin,dass

ir das normierte Kernpolygon PN von den geraden Mehrfach=
iagonalen im H@uptteil befreien.Wir verfahren analog dem
ehandelten Fallip=q ,als wenn an den Hauptteil keine Rand=
reiecke angrenzen wiirden,Die Randzelle A werde wieder durch
die Mehrfachdiagonale Dy (&,T) abgeschlossen.In TFig.26¢ist
ler entsprechende Kernteil mit den uns interessierenden Ver=
niltnissen am Verzweigungsknoten A wiedergegeben.Gegeniiber
Fig.24b kdnnen von A anstelle einfacher Randglieder Biindel=
etten von k Doppelbimdeln ausgehen,an die sich eine Gabel
anschliesst (dies entspricﬁt einem Randdreieck,welches durch
era@k}l)-fache Mehrfachdiagénale abgeschlogsen wird.Wir be=
eichnen einen solchen Kernteil als verléngerte Gabel G (0, u)
?uhren wir nun die Schmittpotenz s~ (a b) aus,so unterschel_
ien wir 3 Unterfialle:

I)an A héngt das Randglied a .

Durch s *(a,b) werden sumtliche Randglieder und verléngerten
Gabeln auf dem (b-1)-Ufer'’/ des Zuges <a,b> von A nach B
rschoben,

 II)an A hingt eine verlingerte Gabel Gk(5,g) sGlied b

iegt im Randbimdel (a+1,0) der Gabel.

kléder werden auf dem (b-1)-Ufer alle Randglieder und ver=
1angerten Gabeln von A nach B verschoben;die verlingerte Ga=
bel Gk(O,g) an A geht iiber in eine verléngerte Gabel Gk+AO,g£

III) an A hingt die verlingerte Gabel G (0,a);Glied b

te Gabel G, (0,a) neu,sonst verlauft alles wie bel 1).
Damit ist gezeigt,wie aus dem Hauptteil von Py eine gerade
Nehrfachdiagonale entfernt werden kann (man hitte in glei=
cher Weise die Schmittpotenz snfg:l,bzl) verwenden kdnnen),
burch Wiederholung des Verfahrens erhalten wir schiiesslich
einen von Mehrfachdiagonalen befreiten Hauptteil.

_letzten Teil des Beweises haben wir die verliéngerten Ga=

% (5,0) . s™(g,020)
mit geniigend grossem §, , A, wird das Diagonaldreieck in ein:
Randdreieck iibergefiihrt.Dabei bleibt sicher das Randdreieck
5:?;5:1 erhalten,denn letzteres konnte héchstens durch
Schmitte verdndert werden,welche die Seite r enthalten.Daher
kénnen wir P in endlich vielen Schritten in ein XKermpolygon
PN verwandeln,welches nur Randdreiecke enthilt,und somit zur
Normalschar ( P ) gehort,

) auf dem Ufer liegt das Glied b-1
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Alle Familien,die ein Rudel aufweisen und deren iUbrige
#indungssorten nur je einen Windungspunkdi enthalten, sind

beln auf gewdhnliche zu reduzieren.Zuméichst gibt es aufg
der Normalnummerierung keine verliéngerten Gabeln Grn(ﬁ, r) : o
mit r=1 und r=2 ,Wir reduzieren zuerst Gn(O, r) 2€r <€ g3 quivalenzfamiien.,

(Fig.27) durch sukzessive Ausfithrung der 3 Schnittpotenzen : r legen zanfichst wieder die Nomalnummerienn'ig fur e:?.ne .
' 1lche Familie fest.Die Sorten des Rudels bezeichnen wir mit

) Sn(;"g:;) , : 7  1.Im Fall M, +m, ungerade (gerade) erhilt der letzte
2) s™(z,0) rtenteiler des Budels im Zyklus der Windungsecken die
3) sPQ,e=1) . , tnummer 1 (8),die im Zyklus folgende die .anktnummer 7,
- ' ‘ 1le iibrigen Windungsecken werden fortlaufend nummeriert,
‘js zugehdrige Normalpolygon erkliren wir durch Figur 29al.
gur 29b stellt den entsp'réchenden Normalkomplex Ko dar,
ch Induktionsschluss,ausgehend von A4 + 4, = 3,bestdtigt
ferner leicht,dass das allgemeine Primérpolygon die
stalt von Fig.29c besitzt.Fin beliebiger normierter Kerm K
igt folglich nur einen Gliederzug{l, q-1> auf,DerAbstand
iner Endknoten sei 2n. Durch die Schnittpotensz

Der Knoten B von Fig.27a entspricht dem Hauptteil des Ke
polygons,Durch 1) werden alle Glieder und Gabeln von K,die
auf dem linken Ufer von <r,qg-1> liegen,von B nach A versch
ben.,Damit erhalten wir den Kern K' von Fig,27b ,Durch 2)
werden alle Randglieder und verlingerten Gabeln suf dem
rechten Ufer von <r,0p» ebenfails von B nach A verschoben,
Bei dem nun entstandenen Komplex K* (Fig.27c¢) wird durch
3) das Glied O an A gekniipft.Damit ist A Hauptknoten (ent

spricht einem Hauptteil) geworden und die verlidngerte Gabe', ‘ Sn(-:-L-’ 9z1) .

&, (0,z) ist auf die Gabel G(o, x) reduziert.Entsprechend kon: ' ht dann K in einen Kern Ky iber,der zur Normalschar (KO)

nen wir Jede verliéngerte Gabel G (D, I ) reduzieren mit endrt Ky enthdlt nur einen Normalteil (vei 4, + 44 unge=
T2 & 1'1 q-3 . Man iiberzeugt s:Loh 1elcht dass eine solche ' e handelt es sich um einen Hauptteil),welcher noch gera=

Reduktion schon vorhandene einfache Gabeln nicht. verandexrt Mehrfachdiagonalen aufweisen kann.Wir entfernen sie ana=
Es bleibt noch iibrig,eine etwa vorhandene verlingerte Gabe g dem Verfahren bei p = g, wobei die iibrigen Normalteile
6,(0,a=2) zu reduzieren.Dies geschieht durch die Schnittén ' cht veréndert werden (es gibt nimlich bei diesem Kern kei=
derung ' | ne 2 ziige ¢a,b)> ,die beide nicht kahl sind)

§7(0,9~2) . s™%(1,0=1) , r nun erhaltene Kern entspricht weitgehend dem Normalkern
o1 €8 sind lediglich die Normalteile durch ungerade ’Mehrfachs
agonalen noch getrennt.Wir reduzieren sie auf einfache
f,agonalen durch abwechselnde Ausfilhrung der Sshnittpotenzen

Si'{‘.(g:ly 9.-_3.) > Stﬁ;(_o., 9:2.) o

wie man aus Fig.28 leicht entnimmt.Damit ist aber der Satz
bewiesen,dass bei dem Stamm S( ., ,1,1,...1) 4€q-1 alle
Pamilien Aquivalenzfamilien sind.Im nichsten Paragraphen
werden wir den Fall g=4,4=3 behandeln und daran zeligen,da

der Satz nicht auf #= g-1 ausgedelnt werden darf. ' ir gehen dabel von Fig,30a aus.Im Kern treten auf die Ver=

Wir behandeln nun ein Unterfall von Familien des Stamme ,eigungs_lnnemmoten I ,die Verzweligungs= =Augsenknoten A, ;
S(4, pg, 1,..1).Es sollen im Zyklus der Windungsecken di g ist ferner bezeichnet der rechts benachbarte Zweierknoten
Sortenteiler 5, T alle unmittelbar hintereinander vorkomme : on A, mit R, ,der links benachbarte mit L, .

Eine solche Anordnung von zwei Windungssorten nemmen wir e ————

: i i ungerade darge=
ein Budel.Wir behaupten folgenden Satz: . ﬁeﬁ? Figuren ist nur der Fall K +Ay er g
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-Durch s""(_g—_—l,g-}) verschieben wir das Randglied g-2

von Knoten H nach Knoten Lp;durch 8-4(9:&9.) wird die Gabe § 9 Beispiele von Pamilien aus der Art A(g),

G(l,g_-l) von I, nach I, verschoben.,Durch s'¢ (g=1,9=3) wan= welche keine Aquivalenzfamilien gind.

dert das Randglied g-2 von I, nach Ryjdurch sﬂ'(g:g, 0) wiz :
Im Schlussparagraphen behandeln wir einfache Beispiele
Familien,die ke:u.ne Aguivalenzfamilien sind und entnehmen
se der Art A(4)

michst zwei Vorbemerkungen,Bei einem Komplex K seien alle
e ¢a,b> kahl augser einem.Wir betrachten die Flementarz
iete,die mit dem nicht kahten Zug mindestens einen Enoten
leinsam haben.Ihre Breiten bezeichnen wir mit U; auf dem
fer mit Vk auf dem V-Ufer;dabei sollen die Indizes einem
itiven Umlauf um den Zug entsprechen (Fig.31).

en wir dis Schnittpotenz sn(g,g) aus,so0 bleiben die Brei=
U, (1 =2,3,007-1) , ¥ (k =2,3,...5-1) erhalten.Es
mnen sich nur die Breiten U;,U,,V;,V  &ndemn,die zu Elemen=
gebieten gehdren,welche e:Lnen Endknoten von <¢a,b) auf=
sen,von nun an Endbreiten genamnt,Wir zerlegen fermer

Uj'_ + U{ ,wobei U' die Biindel z#hlt,die Glieder des Zu =
‘(a,b> enthalten u.nd an welche das zu U gehdrende Ele=
targebiet gtOsst;eine entsprechende Zerlegu.ng nehmen wir
v, vor 2 Ve = V4 V" +Fir jeden Komplex K' der durch

8,b) aus K hervorgeht,gllt sodam:

(1)£U Zv'

ésq I'c 24

(@) U (4=2,3,.r-1) Vo (k=2,3,.8-1)

bleiben ungeédndert

G(1,g-1) von I, nach By geschoben.Durch a(q-1, q~-3) wandert
das Randglied q-2 von R, nach E,;durch s 4(9 2,0) wird der

Komplexteil auf dem U-Ufer von {g-2,0) von Iy nach I, ver=

schoben (zu den letzten beiden Operationen siehe Fig,30b und

Fig.30c).Durch Fortsetzen dieser Kettenoperation erhalten

wir in endlich vielen Schritten den Normalkomplex K, ywomit

der Satz bewiesen ist.

Die Anzahl der Beispiele fiir Aquivalenzfamilien lisst sio
in dteser Weise leicht vermehren,Herr Lotz hat in seiner Di
sertation nachgewiesen,dass sémtliche Familien der Art A(%*
a>4 Agquivalenzfamilien sind.Das angewandte Verfahren is‘t:q
elementar,weil es keinen Weg aufzeigt,der bei jeder Kquiva=
lenzfamilie von einem beliebigen Komplex zu einem Normalkom
plex fithrt.Nichtdquivalenz von Komplexen kann man exst rech
nicht in dieser Weise nachweisen.Piihrt das Verfahren jedoch
zum Erfolg,so kann men ihm die Kurveninderung entnehmen,wel.
che zwel Hguivalente Komplexe verkniipft.

- gilt,da jede der Summen gleich dem Abstand der Endknoten
nicht kahlen Zuges <a,b) ist.Aus (1) und (2) folgt,
e

T - ()
ibt ungeindert.Hieraus:folgt schliesslich ,alle aus X

ir hatten schon auf Seite 32 bemerkt,dass im trivialen
1°q=3 sich leicht solche Beisgpiele finden lassen.
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ghlen, Fig.32 stellt die 3 moglichen Primirpolygone Pl’PZ’P3
ieser Familie dar (Pi moge der Primgrkern K, entsprechen).
ie Breiten der Elementargebiete E,T). werden wir mit B(&),
(D) bezeichnen,Unterwerfen wir den beliebigen Kern K! (sie=
e Fig.33a) der Primirschar (K]_) der Schnittpotenz s (0,2),
danm bleiben infolge der ersten Vorbemerkung die GrOssen

B,(0) , B(3) , B(I) + B(2) - B, (D) - B(D)

durch die Schnittpotenzen s"(a,b) hervorgehende Komplexe K
mit K in ' '
1) U (G =2,3,...0-1) 5 Vo (k=2,3,.0.8-1)
(2) UL - (Vy+V)
ibereingtimmen, 1
Zweite Vorbemerkung. I§1,I{2 seien normierte Komplexe einer.
Familie,Welche Elemente von A muss man mindestens beriick=
sichtigen,um sagen zu kénnen,dass Kl’K‘Z nicht dquivalent
sind? Bei der Beantwortung dieser Frage unterscheiden wir
2 Fglle.Entweder bleibt die Nummerierung der Familie nur b
Schnittinderungen erhalten (asymmetrische Familie) oder es
gibt Elemente ausserhalb ,weléhe die Nummerierung repfo
duzieren. (symmetrische FamilielEs ist zum Beispiel die Fam
lie mit der Nummerierung :6,1','2.,-5,3,1': symmetrisch,denn di
Permutation #'= (1,3)(2,4) fiihrt die Nummerierung in sich
* iiber;dagegen iiberzeugt man sich 1eicnt,'dass die -‘Familie mit
der Nummerierung :—0-,1,5,6,3-: asymmetrisch ist.Bel den symme
trischen Familien besitzt die zyklische Folge der Elementar:
‘gebiete beziiglich der Anordnung der Sortenteiler Symmetrie=
eigenschaften.Bei Aquivalenzuntersuchungen normierter Kompl
xe brauchen wir bel asymmetzjiéchen Femilien nur die Schnitt
#nderungen zu beriicksichtigen,Bei symmetrischen Familien
suchen wir zunichst die Untergruppe der 7, auf,welche die.
Nummerierung festlisst.Zu jedem Element 74 #Z 1 dieser Unter
gruppe wihlen wir eine Kurveninderung a; aus mit r (ai) =7
Bei der Agquivalenzuntersuchung haben wir dann ausser 7] s&m
liche Nebenklassen 8y . ?Z zu beriicksichtigen.

geiindert und haben die Werte
B(0)=0 B(3) = 2i+24+1
BD+B(D)-B, (0)-B,(0) = 2i+ame2le .

en wir auf X! dis Schnittpotenz s%(1,3) aus,so bleiben

3,(8) , B() , B(E)}+B(3)-B, (0)-B, (D)

edndert mit den Werten A

B,(0) = 0 B(I) = 21+2k+1

B(Z)+B(3)-B, (0)-B(8) = 2i+2k+4£+3 .

;’thin gilt fiir X! und jeden Komplex,der durch eine der

chnittpotenzen s7(0,2), s7(1,3) (n,m ganze Zahlen) entstent,
- — — 3

f = B(1)+B(2)+B(3)-ZB]._(O) = 4(ivk+ L) .

f . <=1

ir behaupten f begitzt filr jeden normierten Komplex dex

quivalenzklasse CK.ﬂ denselben Wert 4 (i+k+£+1).

m dies zu beweisen,stellen wir zunichst fest,dass unsere

Familie symmetrisch ist.Ihre Nummerierung :51,i,02,'2-,03,-3-:

leibt erhalten bei den Permutationen

/4= (i—,g,g) = (5’5)(17-2-)

T=1232=02E7 .

wir a = $(2).t(1),so erhalten wir durch Ausiibung

samtlicher Kurveninderungen aus den Nebenklassen y 84 72 .
alle normierten Komplexe von [ Ki] »

Bei der Art A(i) treten die beiden Stimme S(2,2,1,1) und
8(3,1,1,1) auf.Beginnen wir mit dem letzteren.Dieser enthdl
nur eine einzige Familie,fiir welche wir die Normalnummerie=
rung

1) diese Uberlegungen lassen sich ohne weiteres auf Komplex ) alle zu K! dquivalenten Komplexe bilden die Aquivalenz=

asse [Kj’_] ; auf S,.30 Komplexklasse genannt.

mit beliebigen Ziigen <a,b” ausdehnen.
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Wir greifen jetzt aus jeder Primdrschar einen Kern mit b ' Die durch die Nummerierung :0,1,0,2,0,3: ausgezeichnete
liebigen Parameterwerten heraus: X!, K, K3, K3' (siehe Fig ' ilie zerf#llt in abzdhlbar viele Aquivalenzklassen.Notwen=
K, Kl e (Kl) ).4uf jeden dieser Kerne iiben wir die 3 Kur= g und hinreichend fiir die Agquivalenz zweier normierter
veniénderungen mplexe ist ihre Ubereinstimmung in £ .

Wir haben damit das erste Beispiel g >3 gefunden,bei dem
a, = t(2).4Q) , 40,2) , &1,31) ioh fiir e Aqul
) Diagonalensystem des Kernpolygons wesentlieh fiir die Aquis
aus.Bleibt in allen Fallen £ invariant, so ist-gezeigt,das lenz ist,Ferner bildet dieser Satz ein Korollar zu dem

alle normierten Komplexe von [K]'J dasselbe 26 besitzen, rilher bewiesenen Satz: Alle Familien des Stammes S(,u,,l,..l)
Durchfithrung dieses Beweisverfahrens ist etwas langwierig, . <q-1 sind Aquivalenzfamilien,

bietet aber sonst keine Schwierigkeiten.Wir begniigen ums hi . Wir behandeln jetzt den anderen Stamm 5(2,2,1,1) der Art

es filr K} durchzufiihren,Durch t(2).t(1) geht K in K]% tber - g).Die'in Fig.34 wiedergegebenen Rinder stellen die mdgli=

der offemsichtlich zu (Kj_) gehdrt,Fir beide Komplexe gilt en Anordnumgen der Windungsecken dar.Bs existieren mithin
p = 4(i+k+1) ' : ' Familien.Wir zeigen zunsichst,dass die durch Fig.34a,34b,34c

stgelegten Familien,Aquivalenzfamilien sind.Dies folgt bei
g.348,weil die Windungssorten 0,1 ein Rudel bilden.Bei der
milie von Fig.34b existieren 4 Primirpolygone (Fig.35).Wir

" Da §™(1,3) zur Komplexgruppe 4 (Kj) gehdrt,bleibt bei diese:
Inderung K} und konstant,Schliesslich gilt fiir s7(0,2)

'BZ (0) = 0; B(3) = 2kel i B:(l)+B(2)-Bl(O)"B3(O) = 4i+2k+ ’ en Pl als Normalpolygon,.Es bereitet keine Miihe,die Komples
woraus sich i = 4(i+k+l) ergibt,.Nachdem man dies Verfahren . der Primirscharen {E)» , < K3} , £ K4) durch Kurven=
bei den 4 Komplexen durchgefiihrt hat,ergibt sich,dass die , 'derungen in Komplexe von <K1) iiberzufiihren;ebenso einfach

. Ubereinstimmung in eine notwendige Bedingung fiir die ' st die Entfernung gerader Mehrfach;l)iagonalen bei einem Netz

Aquivalenz von normierten Komplexen der betrachteten Famili . o < Pl) Der nun auftretende Kexrn wird durch die Kurven=

ist,. o : erung
Wir zeigen jetzt,dass diese Ubereinstimmung in ? auch S’k(l,l).s—k(_g,g).s-l(_L,_}).s-g(g,g).s(_l_,j)

hinreichend fiir die Aquivalenz normierter Komplexe ist.Zum
ndchst lassen sich durch Schnitténderungen normierte Kompl
xe in dieselbe Primérschar (Kj_) ﬁberfiihren; K3 geht durch
sk“e*l(g,_z_) , KB' geht durch s"(k"'hl)(;_,}_) in einen Komple:
der Primirschar (K ) tiber.Wir betrachten also nur Komplexe
aug ( K1> .Die Entfernung gerader Mehrfachdiagonalen gelingt
in der schon G6fters durchgefiihrten Weise.Es mdge nun ein Kon
plex vorliegen,der aus K}, K] hervorgeht,wenn man i = O. '
setzt (K{). Durch die beiden Schnittpotenzen s-e(_Q,_Z_) s
s”%(1,3) geht dieser in einen Kern iiber,bei dem am Hauptkno:
ten nur eine einfache Gabel G(O3,_2_) auftritt.Auf diesen
Komplex kémnen wir mithin alle normierten Komplexe mit kon=
stantenm reduzleren.Wir haben das Ergebnis:

den Normalkomplex iibergefiihrt.

. gleicher Weise verfahren wir bei der Familie von Fig,34c .
or gibt es zwei Primirpolygone (Fig.37).P; sel das Normal=
t,lygon.Wir begniigen une wiederzugeben,durch welche Kurven=
:'derung der Komplex von Fig.38 in den Normalkomplex iberge=
werden kann.Dies geschieht durch

~(141) (0,2), 41 (1,3). k051,30 5” B (0.2). ks

bbei K, eine Klappung mit 77([(0) = (1,3) ist.
bleibt noch iibrig,die PFamilie von Fig.34d4 zu diskutieren.,
behaupten folgenden Satz:

‘siehe Fig,.36
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Bei der durch die Normalnummérierung ;G,j‘_,i,i,ﬁ,‘j; ausg normierter Komplexe ist,verliuft analog dem behandelten Fall
der Familie des Stammes S(3,1,1,1).
Damit ist die Art A(g) vollstandig diskutiert.Es kam uns

abei weniger auf-die Einzelergebnisse an,als an einem ein=

zeichneten Familie sind normierte Komplexe dann und nur dann
dquivalent,wenn sie in ¥ = [B(Z)-B(3)]| iibereinstimmen,
Beweis: ‘Da die Nummerierung durch = (0 I)(Z 3) reproduzie
wird,liegt eine symmetrlsche Fapilie vor,Wir haben aussger
die Nebenklasse K. ]Z )zu. beriicksichtigen.Fig. 39 zeigt die
3 mglichen Primgrpolygone der Familie.Greifen wir einen
Kern Ki der ersten Primdrschar heraus,z)Er welst einen Zug“
€0,2) und 2 Ziige ¢1,3)> auf,dabei ist keiner von diesen kahl
Geméss der Vorbemerkung von S.43 gilt fiir die aus KZL durch
s™(9,2) entstehenden Komplexe

B(2) , B(3) , B, (0)+By(8)-By(1)-B,(])

bleiben konstant.Fir die Komplexe,welche aus Kl durch s (
hervorgehen,verifiziert man leicht (in Verallgemeinerung der
1,Vorbemerkung)
3
B350 , B@-SRD , 3@-3(3)
] 4
bleiben invariant.Also bleibt bei beiden Schnittinderungen
3(2 }=B(3) unge#indert,Uben wir aber auf K._"_ K aus,so erkemmt
men sofort,dass B(2)-B(3) das Vorzeichen wechselt (das gilt
fiir jeden normierten Komplex).
Betrachten wir nun einen Komplex K} (Fig.40) der Primirsc
'{E,»> .Dann gehdrt s "(1,3) zu ay(Kz) Auch fiir §7(0,2) folgt
sofort, B(Z2)-B(3) bleibt fest.Die Komplexe von (K ) zeig
schliegslich analoges Verhalten,Wir haben damit das Ergebn
erhalten, ¥ = [B(Z)-B(3)] ist bei allen Primirscharen bei
den 3 zur Diskussion gestellten Anderungen konstant gebliebe
Ubereinstimmumng in ¥ ist damit eine notwendige Bedingung
fiir Hquivalente normierte Komplexe dieser Familie.Der Bewe
dass diese Bedingung auch hinreichend fir die Kquivalenz

enzuntersuchung aufzuzeigen wnd zu erlautern.

et e a0 e O s s

1)K ist die auf S.6 als Klappung eingefiihrte scheinbare Ku
‘vendnderung,bei welcher das Glied O fest bleibt.
2) es gibt 4 verschiedene Systeme von geraden Meh:rfachdiag
nalen bei ( Pl) (Sekundsrscharen)tda sie alle das gleiche
Zugverhalten aufweisen,gilt unsere Uberlegung fiir alle vie
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