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Einleitung.
1. Wir sagen, daB irgendein System analytischer Funktionen

(_1) U221 (uu Ugy - - 5 um)? Pq (“‘17 Uy - - "m)s s ‘pn('“’n Ugy o - um)

der m unabhingigen komplexen Verinderlichen ein algebraisches (rationales)

Additionstheorem besitzt, wenn diese Funktionen Gleichungen der Form

(2) (Pv('ul T Ty U F Vg - Uy, + im) = fr{(p)(“u Ugy - -+ '"’m)3 ‘P(’DU Vg - -+ "U,,,} j
. v=12..,2

geniigen, deren rechte Seiten algebraische (rationale) Funktionen der 2 Funk-

tionen '

3) Pyt )y POy 2y 0,) bt

sind, bei beliebigen Werten der unabhingigen Variabeln u,, v,.

Wir sagen ferner, da das Funktionensystem (1) ein verallgemeinertes al-
gebraisches (rationales) Additionstheorem besitzt, wenn die Funktionen f, ne-
ben den Funktionen (3) auch Ableitungen derselben algebraisch (rational) ent-
balten. :

Betreffs der Funktionen mit algebraischem Additionstheorem gilt in dem
Spezialfalle n = m der folgende von Weierstrah ausgesprochene und von
Painlevé?!) bewiesene Satz,

Satz von WeierstraB. Wenn ein System von » unter einander un-
abhingigen analytischen Funktionen von n Verinderlichen ein al--
gebraisches Additionstheorem besitzt, so kénnen sie als algebra-
ische Funktionen von Abelschen Funktionen mit demselben Perio-
densystem oder als Degenerierte solcher Funktionen ausgedriickt
werden.

Die vorliegende Abhandlung gibt die Losung der allgemeinen Aufgabe in
demselben Umfang, in dem es durch den Satz von WeierstraB im Spezialfalle
n = m geschehen ist. Dieser Satz ist fir die folgende Darstellung von wesent-
licher Bedeutung, indem unsere Betrachtungen als eine Zurtickfithrung des all-
gemeinen Falles auf den von WeierstraB behandelten Spezialfall angesehen
werden konnen.

Neben dem Satze von WeierstraB werden wir von den Resultaten Poin-
carés Gebrauch machen, welche er in seiner Arbeit ,Sur une classe nou-
velle des transcendantes uniformes“?) versffentlicht bat.

1) P. Painlevé, Sur les fonctions qui admettent un théoreme d'addition. (Acta
mathematica 27. [1908].)
2) Journal de mathématique, IV série, VI (1890).
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Den Gegenstand der Poincaréschen Untersuchungen bilden die Funktionen-
systeme mit rationalem Multiplikationstheorem:

(4) ?,(xw) = R, (9, ), @3 ), - -, 9,(00), CESR
wo

|2]>1
ist. Jedes System mit einem Additionstheorem hat offenbar unendlich viele
Multiplikationstheoreme derselben Art, wihrend das Umgekehrte im allgemei-
nen nicht stattfindet.

Den Beweis fiir die Existenz analytischer Losungen bei dem Gleichungs-
system (4) gibt Poincaré vermittels des Majorantenprinzipes, wobei die Ratio-
nalitit der Funktionen E, jedoch keine wesentliche Rolle spielt.

Die Lsungen des Gleichungssystems (4) sind in der ganzen Ebene ein-
deutige, meromorphe Funktionen, welche his auf eine Anzahl Parameter

B, By - By B=Z=)
bestimmt sind (deren Anzahl in den hier betrachteten Fillen gleich # ist). Jene
Losungen sind zugleich eindeutige meromorphe Funktionen der GriBen

Uy = Biu, uy=Pu, ..., u,=pu
und besitzen als solche das Multiplikationstheorem
‘Py("“u Hihg,y . . . "m’h) = Rr(w(ui' Uzs - - -y ‘u,‘), W(vn Ty - ”h))-

In der vorliegenden Arbeit werden wir uns ausfihrlich nur mit rationalen
Additionstheoremen und Funktionen einer Verinderlichen beschiftigen. Wie
aber in den letzten Kapiteln dargelegt wird, behalten unsere Methoden bei den

allgemeinsten algebraischen Additionstheoremen und bei beliebiger Anzahl un-
abhiingiger Veriinderlichen ungedndert ihre Giltigkeit.




1. Funktionen einer Verinderlichen mit rationalem Additionstheorem.

3. Wir betrachten in diesem Kapitel Funktionalgleichungen der Form |

®)  o(u+0) =R {p:(w) %(u?, -2 Pa(0); 91 (0), @3 (0); - - 5 @,(9)},
v=1,3y...n)

wo R, rationale Funktionen bezeichnen. Diese Gleichungen werden wir auch kurz
(5) 9,(x+9) = R {p(u); ¢(v)} =12 ym
schreiben.

Unter der Voraussetzung, daB (5) ein analytisches Lisungssystem besitzt.
konnen wir die rationalen Funktionen
(6) Rv{xi,xz’ s &3 '3/1;.]2;---7?/:-}:1{1-{-73;3/}
durch eine rationale Transformation gewissen Bedingungen unterwerfen.

Es seien

a b c=a+b

irgend drei regulire Stellen der Funktionen @ (u), welche dle Eigenschaft haben,
daB die Ausdrucke R, {@(u); p(v)} fir keines der Wertpaare

u=a v==5; u—¢ vt——a; =0 vr=—h
unendhch oder unbestimmt werden. Wir setzen dann
(7) . q)r(u + C) - (Pr(c) = l‘bv (M) F=12%..0n)
und erhalten

8) v, (u+v)=9¢,m+at+v+b —¢,(c)=R,]{ &(M+ a): (v + b))~ @,(0).
Ferner ist
) p,(u+a)=@,(u+c+ (D)= R{¥(w) + (c); p(—b)},

e, (v+b) =@, (v+c+(—d) =R {v(v) + o(c); p(—a)}.

Hieraus geht hervor, daB das ans dem vorausgesetzten Lésungssystem

(10) . (), @(w), ..., @.(x)
von (5) hergeleitete Funktionssystem (7) ein rationales Additionstheorem
ay b, (u+0)— R (600 $()} T

besitzt. Diese neuen Funktionen (7) haben den Nullpunkt « = O als regulére
Stelle.’) Ferner nehmen die Funktionen

(12) er(x; y) = R_,’(:l:,, Loy« s Ln3 Yps Yos - - Yo

1) und verschwinden in diesem Punkte.
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wenn simtliche Variabeln # und y verschwinden, endliche bestimmte Werte
an. Denn es ist nach (8) und (9)

R/(0,0) = B, {R{9(c); (—1)}; R{g(e); p(—a)}}—o,(c,
Rip() o(—=0)}, E{gic); p(—a)}

in bestimmter Form auftreten und bzw. gleich
9(@), ¢@)
sind; man hat daher fir R (0, 0) den in bestimmter Form auftretenden Wert
| El9(@), 90— 9,()=0.
Die rationalen Funktionen (12) kénnen somit in Reihen nach positiven

Potenzen der Variabeln z,,,,...,%,, 41,9, .-.,¥, entwickelt werden, wo
keine konstanten Glieder auftreten.

4, Nach (11) ist
¥, () = B/ (¥®), 0), ¥,(v) = R,(0, y).
Anders gesagt, die Gleichungen

WO

(13) z,— R/(z,0)=0, y,—~R/(0,y) =0
sind erfiillt fiir
(14) ‘ xv = 'pv (’M), yv = lpv(v)'

Unter derselben Bedingung ist also nach (11)
) (15) 'P,(u + ‘U)‘ = 'Rv’(x7 y) = .’L', + yw + rr(xli .’L',, M | xn; yl) !Igr ccT2 y.);

wo
(16) 7,(% ) = R,/(z,y) — B,(z,0) — R/(0, ).

In den Variabeln z, y gilt identisch

r,(:v, 0) = 0, 1"(0, 1'/') =0,

woraus hervorgeht, daB in den Entwicklungen der Funktionen (16) nach Po-
tenzen von ,,&s,..., 2,5 ¥y, Yz - - -» Y. jedes Glied sowohl ein z als ein-y
enthalt.

Vertauschen wir in (15)  und v, und somit nach (14) = und y, und ad-
dieren wir zu (15) die hierbei erhaltene Gleichung, so bekommen wir

b, (u+v) =2, +y, +7,Y)

7 9) = {r (@) + 1.0, 2))
ist. Die Funktionen#, (2, y) bleiben somit unverindert, wenn man die Variablen-
reihen z,, 2y, ..., ¥, und y,, 4,, . . ., ¥, miteinander vertauscht.
Die durch (7) definierten Funktionen ¢, (u), ¥, (), . . ., ¥, (u) besitzen so-
mit das rationale Additionstheorem

(17) ¥, (u+v) =, () + ¥,(v) + 7, (¥ (), ¥ ().

Indem wir unsere urspriinglichen Bezeichnungen wieder einfihren, kénnen
wir die bisherigen Resultate im folgenden Satz zusammenfassen:

wo

Satz. Jedem Losungssystem des gegebenen rationalen Addi-
tionstheorems entsprichteinFunktionensystem, dasein Additions-
theorem der Form ’
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(17)  @,(u+9) =R, {pH); ¢(v)}= 9,(®) + 9,(v) + ,(p®); p@)

r=1,2..,n)
besitzt, wo r (z, y) rationale Funktionen der 2n Variabeln z,, y; be-
zeichnen, die den Nullpunkt als regulire Stelle haben und den Be-
dingungen

[ 1]

) r,(x, y) = ".v(yr z); r,(a:, O) = 0: 'rr(oi y) =0
geniigen.

8. Es werde also angenommen, daB die Gleichungen (17°) ein analytisches
Lasungssystem
(18) 21 (u')r P (u)) tey Wu(u‘)
besitzen, wo die Funktionen (18) fir # = 0 simtlich regulir sind, in diesem
Punkte verschwinden und sich nicht simtlich auf Konstanten reduzieren.

Es seien u, v, w voneinander unabhéngige Variabeln und
(19) r,=g,0. y,=¢/ (), z =90
Wir bilden die Differenzen

0.5y 2) =9,tv+w) —g,(ut+v+uw)=

= R {p(u+1); p(w)}— R,{pu); p(v+ w)},

welche mit Riicksicht auf (5) rationale Funktionen der 3% Variabeln

(20) Z;, Y & (E=12...,8
gind: _

(21) o.(% 4 %) =B (R{zy};2,— R,{z; R{y,2}}.

Offenbar miissen die Gleichungen

(22) 0,9, 8) = 0

in den Variabeln u, v, w identisch bestehen, wenn die Funktionen (19) einge-
fihrt werden.

Wenn nun irgendeine der rationalen Funktionen (21) in bezug auf die
Variabeln (20) nicht identisch verschwindet, so hat man wenigstens eine alge-
braische Gleichung zwischen den Funktionen (18). Um diese Tatsache, die

fir das Folgende von grundlegender Bedeutung ist, vollstindig aufzukliren,

beweisen wir den folgenden

Hilfssatz. Es sei
(23) Q@ Zuas - Tami Tagy Byny -5 Ty -+ 5 Tags Tpgy oo oy Tpgy) = O
irgendeine algebraische Gleichungzwischendenm.n Verinderlichen

welche identisch erfiillt wird, wenn
(25) ) xrp = (Pv(uy)

gesetzt wird, wo ¢, analytische Funktionen und u, unabhingige
Variabeln bezeichnen. Dann bestehen zwischen den Funktionen ¢
eine oder mehrere algebraische Gleichungen.

‘Wenn ferner

(26) Pg(q’l) q),,._.’ ¢1)=0 k=13,..,9
ein vollstindiges System ‘irreduzibler, untereinsnder unabbingi-
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ger Gleichungen dieser Art ist, so daB jede algebraische Relation
zwischen den Funktionen ¢ eine Folgerung von (26) ist, so ist die
Gleichung (23) eine Folgerung der Gleichungen

(27) P, (3 Taps - - > Tap) = 0- CIun

Zuerst bemerken wir, daB, wenn ¢ > n ist, die Funktionen ¢ sich auf
Konstanten reduzieren, so daf unser Satz offenbar erfillt ist.

Wenn g < n ist, beweisen wir den ersten Teil des Hilfssatzes durch voll-
stindige Induktion in bezug auf den Index m. Wir ordnen das Polynom ¢
" nach Potenzen der GroBen
(28) z., ena )
wobei die Koeffizienten Polynome von

. Zygy Xy - ooy Ty
sind. Es sei
(29) ' Q& (@ Zars - - 5 Tux)
ein nicht identisch verschwindendes unter diesen Polynomen.

Wir substituieren jetzt
' Xy = @ (1), Ty = (), ..., T, =@, (u)
Wenn das Polynom (29) hierbei in , identisch verschwindet, ist unsere Be-
‘hauptung richtig. Wenn nicht, geben wir w, einen solchen speziellen Wert,
daB @, = O wird, und erhalten dann aus @ ein Polynom der GroBen (28), das
in bezug auf diese GroBen nicht identisch verschwindet, wohl aber, wenn
| Ty = 9.(8,) ey

gesetzt wird.

Wenn unsere Behauptung fiir m — 1 gilt, so gilt sie also auch fir m: da
~ die Giiltigkeit derselben fiir m = 1 evident ist, haben wir somit bewiesen, daB,
unter den gemachten Annshmen, zwischen den Funktionen g,, ¢,. ..., @, we-
nigstens eine algebraische Gleichung besteht.

Der Beweis des zweiten Teiles unseres Satzes ist ebenso einfach. Wegen
der Unabhingigkeit der Gleichungen (26) definieren dieselben ¢ der Funktio-
nen g, sagen Wir g, @y, ..., @, als algebraische Funktionen der » — g Gbri-
gen @ .y, - - 9,, swischen denen aber, nach unseren Vorsussetzungen, keine
algebraische Beziehung stattfindet. Hiernach komnen wir zwischen den Glei-
chungen (23) und (27) die GroBen

21”’ xtu’ R J xg_u =12 .. .m
eliminieren und erhalten in dieser Weise eine algebraische Gleichung
Q(Zi1,1s -+ s Zypayms + oot Tugs oo s z, ) =10

Wenn entgegen unserer Behauptung (23) nicht aus (27) folgte, wire diese
Gleichung keine Identitit. Dagegen wird sie von den Funktionen (25)
(v=g+1, ..., n) sicher erfillt. Nach der ersten Hiifte unseres Satzes wiirde
aber hieraus folgen, daB zwischen den Funktionen Pys15 ---» P, Wenigsiens
" eine algebraische Gleichung besteht, was mit dem oben Gesagten im Wider-
spruch steht.

Unser Hilfssatz ist hiermit vollstindig bewiesen.
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6. Im allgemeinen bestehen nach dem Obigen zwischen den Funktionen
des vorausgesetzten Losungssystems (18) von (17°) gewisse algebraische Glei-
chungen. Es sei wieder (26) ein vollstindiges System irreduzibler, unterein-
ander unabhingiger Gleichungen dieser Art, aus denen somit jede algebraische
Beziehung zwischen den genannten Funktionen eine Folge ist. Weil sich nach
unserer Voraussetzung die Funktionen (18) nicht simtlich auf Konstanten redu-
zieren, ist

g<n
Auf die explizite Bestimmung der Gleichungen (26) werden wir spiter zuriick-
kommen.

Nach § 5 werden die Gleichungen -
(30) B {R{z;y);2}— R {z; R{y, 2} }=0 (r=1,3,..,%
identisch erfillt, wenn man die Substitution (19) ausfihrt. Andererseits ist
offenbar fiir alle Werte von « und v

Pz(?’l(“'+ ), @u(u+ v, Rt @, (u+) =0 (x=1,9,. ~9)

und wenn wir hier fiir die Funktionen @ (% v) ihre Ausdriicke (17") substi-
tuieren, finden wir, daB auch die Gleichungen
(31) P (R {z;9}, Refzsy), ..., R iziy})=0 (=120
von den Funktionen (19) identisch befriedigt werden. -

Vermdge unseres Hilfssatzes schlieBen wir hieraus folgenden aligemeinen

Satz. Eine notwendige Bedingung fiir die Existenz eines ana-
lytischen, fiir u = O reguldren Funktionensystemes mit dem Addi-
tionstheorem (17") ist die Existenz einer Anzahl ¢ (0 < ¢ < n) unter-
einander unabhingiger algebraischer Gleichungen

(32) P, (tu By -y n) =0 (x=1,8...,9
derart, daB sowohl die Gleichungen (30) als (31) eine Folgerung der

Glelchungen
P (2,2, -..,2,) =0

(33) P,(% % 59)=0 (=13, .00)
‘Px(zi! B30 - 4 5;;) =0

sind.

i. Wir behaupten jetzt, daB die im obigen Satze genannte Bedingung
auch hinreichend ist.

Die Gleichungen (32) mégen z. B. die GroBen i1y - by 8l Funktionen
von f;, fy. . .., f, (p=n—q) bestimmen:
(34) t,=T,(4,4, ..., t,)=T,(2). tr=p+1,....n)

Man kann durch geeignete Wahl der GriBen a, b, ¢ in (7) stets erreichen, daB
die algebraischen Funktionen (34) an der Stelle ¢ — 0 regulir sind.

Wir setzen nun

(35) R',{‘:E” Loy oo oy Ty p+l‘(x)y S T,(x)i Y, Y5 -« s Yur T_n-n(y)} sy Tn(y)}
=8 {ry 2y .., Zpi Y1y Yas - - 5 Ypl = S, {Z5 ¥}
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und bemerken sofort, daB wegen der Symmetrie von R{z;y}

S.(2;y)=8,{y, 2}
ist. Nach (17") besitzen dann die Funktionen ¢,(u), @s(1j, .. , @,(u das al-
gebraische Additionstheorem ‘

(36) 9, (u+0) = 8,{pw); p(v)}, Gutap
woraus fiir v = u das Multiplikationstheorem
(87) 9,(2u) = 5, {p(u); p(u)}=2¢,(v) + 4, {p(s)} rELn L

hervorgeht, wo A, eine im Nullpunkt reguldre algebraische Funktion be-
seichnet, deren Reihenentwicklung mit Gliedern zweiten oder hoheren Grades
beginnt. :

Auf das Gleichungssystem (37) sind nun die Poincaréschen Resultate in
der S.1 genannten Arbeit anwendbar. Das fragliche Multiplikationstheorem
wird in allgemeinster Weise durch ein System analytischer, in der Umgebung
des Nullpunktes regulirer analytischer Funktionen

(38) ¢v(uj) == ﬁ,u e ivam 1, 8. . p)

befriedigt, wo die Koeffizienten f,, B, . .., f, unbestimmte Parameter be-
zeichnen. Wenn

(39) Bu=mn =1t p)
gesetzt wird, gehen die Funktionen (38) in analytische Funktionen
(40) (pv(uli uﬁ’ ety u’p) r=1,%..ap

der p unabhingigen Verinderlichen (39) iiber, und sie besitzen als solche das
algebraische Multiplikationstheorem
(41) ¢v(2u17 2“2‘7 R} 2“;1) = 2q)v(u12 Ug; - -+ up)‘ + Argw(,u‘nyug; s ey @4":’:-
) (r=1,2..420)-
8. Wir werden jetzt folgenden Satz beweisen:
Satz. Das Funktionensystem (40) besitzt das algebraische Ad-
ditionstheorem '
(42) (Pv(ul +vl.? u2 + vﬂl sty up +v_p) = Sr {¢(.u‘.| ’ ui’ R ﬂp); q)(ﬁll !’m e 4 l?,))
. (”31191-"1.?)-
Wir zeigen zunichst, daB die Gleichungen
(43) S {S{xz;y};z} =8, {r; Slys 21}

in den Variabeln
Ly Yo % i=h&. op
identisch erfiillt sind.

In der Tat ergibt sich aus unseren Voraussetzungen (Nr. 6), daB, zugleich
mit (32), wo fiir ¢ sukzessiv z, y, 2 zu setzen ist, auch die Gleichungen

R {z9)=T,Rylasy), Rulusy), - Rylz3w)), omsetom
auf Grund des Gleichungssystems (31) bestehen. Mit Riicksicht hieranf und
aus (35) schlieBt man sofort, daB die p ersten Beziehungen (30) die ldentitaten
(43) zur Folge haben. '

Aus den Gleichungen (43) und

S.{z;y}= 8|y, «}

sttt
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~ ergibt sich das Resultat, daB die Ausdriicke
S,{S{z;9}; 2} =199
in bezug auf die drei Variablenreihen z, y, £ symmetrisch sind.
9. Wir setzen jetzt |

(44) ¢v(t) = (Pv(tll ti’ R tp) = Ea(i.)tlzltz EA | t:;P'
Es seien .

45) S (9003 9(0)1 =S 0],

(45 8,189 (w); @(0)}; @(w)} =;=2;{u,- v w},

die nach homogenen Gliedern steigender Ordnung x geordneten Reihenentwick-
lungen der betreffenden Funktionen. Die Ausdriicke
fu,0,},, {u0},

sind symmetrisch in bezug auf ihre Variabelnsysteme, und es ist, wegen der
Identitat S, {z;0}=z,,

2 2
(46) {u, 0}, =u, + 71 {0}, ={u00}; {“’O}xiza(z)“xl’---;“pp~
-—L=2

Wir werden, durch Anwendung vollstindiger Induktion, beweisen, dab
sich allgemein {u, v}, auf eine homogene Funktion xter Ordnung der p Vari-
abeln

lll.+0‘ ’ (‘=1v!1"",’)
reduziert.

Wir nehmen also an, unsere Behauptung sei wahr fir x < n > 1. Nach
der dritten Gleichung (46) ist dann
47 {u, v} x“‘f_g 127 (u, + ”i)il (s + "2)11- .- (“p + ”p);w

fir x=1,2,...,%— 1. Weil nach Nr. 7 S,{z;y} in der Umgebung des
Nullpunktes eine Darstellung der Form

(48) S,{z,y}=z, +y, + 4, {5y}

besitzt, wo A eine nach ganzen positiven Potenzen fortschreitende Reihe be-
zeichnet, deren jedes Glied sowohl ein z als ein y enthilt, so ergibt sich durch
Vergleichung der homogenen Glieder nter Ordnung der beiden Seiten der
Gleichung (45") eine Gleichung der Form

(49‘)‘ h‘r”:w)-“““r"}u'*'g-{ {u?u}ziw}r
wo g, eine ganze Funktion von w und
{u!v}ly {“:v)ta MRS § {uy !’}g——l

bezeichnet. Wegen (47) ist also
(50) tu’) v, W} n“{"“ v}u +2bi,p (“1 +‘Ul)zl. .- (u,, ~+ v,)lf’w’,“. - w;‘.P

+2amw:x- . w,
wo in einem und demselben Gliede weder alle 4 noch alle g gleichzeitig ver-
schwinden kdnnen.
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10, Wir gruppieren jetzt die Glieder der mittleren Summe der rechten
Seite von (50), indem wir die Gesamtheit der Glieder, fiir welche
(51) Lh+u=v, i=12%_.,p
ist,in derselben Gruppe (v, »,, . . ., v,) zusammenfassen. Bei jeder Vertauschung
der GroBensysteme u, v, w werden, wegen der Symmetrie von {u, v, w} , die
Glieder einer Gruppe untereinander einfach vertauscht.

Es sei .
(52) bl,y(“l + 7’1)]'1 (ug + "’s)i" .- (up + ”p)lp.wfl wy'. . . Wy
ein Glied der Gruppe (v, v;,..., v,). Es sei ferner etwa i, > 0 und also
g, < v,.. Das Glied (52) enthilt u. a. den Bestandteil

2, 2 i,—1 2 i
(53) DI NL AR el Mol SN il AN £

x+1
welcher durch Vertauschung der GroBenreihen # und w in einen Teil eines
gewissen zu derselben Gruppe gehorigen Gliedes iibergehen muB. Dieses Glied
ist, wenn wir den Koeffizienten desselben mit b, bezeichnen

(59 | b, (g +0)" o (o + 0, )" (0, + 0,)" il(“xn +r )
(uy+v,)*w,.
Der Ausdruck (53) kann somit auch in der Form*)

o G0
.- vz"'lvi_lvl"“...vp!’w"“_..w"‘,}"

" Te=1 Tx Cr+l

geschrieben werden, woraus sich zwischen den Koeffizienten die Beziehung

(56) | vby = { Ii[ ()} e.

ergibt. : )
- Zur Untersuchung der Abhingigkeit der p Konstanten b,,.. ., b, vou-
einander betrachten wir die folgenden zwei Gheder der Klasse (fv,, L AL

b, (“1 +o)"" 1(“2 + vg)™. (“p +7 ) ,
B 'b”x(“l + Ul),l' te (u’f—l +vz—1)’x—l(ux+ vz)'t ( %41 +vx+l) =41 e
: : (u,+v)*?w,
Diese Glieder enthalten bzw. die Bestandteile

=1 Tx+1 "p .
LMAREPRE e

¥ —1_7v,

V
b v, v vt 0 ey

H=1_v Vel Y1 ¥r 41 e
LA S i M MR M

welche durch Vertauschung der Variablenreihen u, & ineinander @bergehen
miissen. Man erhilt dadurch die Relationen

b, b,
(57) Jit S, Tv—l— (= C:) e 1,8 .. L9

1"
m{m~—1). . (m— x+1)
1-2... . m

‘Wenn ein v, und somit auch i, Null ist, hat man einfach G”)y == 1 zu selzen
4

1) Wir bedienen uns hier der Bezeichnung (’:) —_—
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Aus (56) und (57) folgt nun

P .
b= 0T ()

Hieraus geht aber hervor, daB die Summe der Glieder der Gruppe (v, v,, .. ,,)
gleich

3 4 P
CALL (u,+ 0+ )" L1 (w4 0)" — L w]*)}
ist. :
11. Aus dem Vorhergehenden ergibt sich nach (50) fir {u, v,w} eine
Darstellung der Form

(58) {y v, w}, = {w, v}, +2 c(z)(“n + ”1)‘1' (uy + "z)i’- .. (“, + ”g)l?
—]—dew:‘ wh . w;i“—i- folu+v+w).

Setzen wir der Kiirze wegen

{u7 v }‘l +20(1) ("fl +7. 01)21 M (up + vp)ap‘ = #’ (ui v)

dew;n <o W;" = 12(w),

ist somit nach (58) der Ausdruck ¥(u, v) + 7(w) eine symmetrische Funktion
der GroBenreihen u, v, w, so daB folglich

¥(w, v) + 2 (10) = ¥ (%, %) + 2(v) = ¥(v, 0) + 2(%)-
Far w, = w, = - - - — w. = 0 folgt aus der ersten dieser (leichungen, weil
2(0) = 0 st
(59) Vi, o) = (u, 0) + 1(o)
und aus der zweiten

¥(w, 0) — z(u) = ¥(v, 0) — £(v) — Konst.

Da #{0, 0) = z(0) = O, ist diese Kenstante gleich Null, woraus folgt: % (x, 0)
= 7(u). Die Gleichung (59) gibt aber dann

Clu, v) = g{w) + gv)
oder

(60) e, 0] = =Sy + 0)" (ta+0) - (4 0,)°7
+ 20 (0 g PP 1;:1").
Wir kehren jetzt zu unserem Multiplikationstheorem _
‘pv(2“u 2"’!) ey 2“, - 2?’-(“1“ U, .-y "’p) + Av[@’(“’n Ugy .- oy “,)}
=5, {p(u); 9(w))
zurfick, dem die Reihen (44) geniigen. Man erhilt hieraus allgemein (vgl. (45)
und (46)):
{u) u}l =- {2“, O}u
und alsdann sus (60) .
(2 — 2)2dwu;‘u:f - u;p =0,
welche Gleichung, weil n > 1 vorausgesetzt ist, nur unter den Bedingungen
d; = 0 in den Variabeln u,, u,, .. ., t, identisch bestehen kann.
Die Gleichung (60) gibt dann

61) (w0}, = — Do+ 0)* s+ 9)". .. (w,+1,)7,
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wobei nach (46)
(62) | oy = G
ist. Die Nr. 9 ausgesprochene Behauptung ist hiermit bewiesen.
Nach (45), (61) und (62) ist somit fiir alle Werte der GroBenreihenw, v, i

S, {@(u); 'P(”)}ig{ u, v}, =2a,‘(1)(u1 + "71)21- e W,,_)Z’ = ‘9?,(!4‘ + ).

Die Losungen des Gleichungssystems (41) des Multiplikationstheorems genfigen
daher dem Gleichungssystem (42) des zugeordneten Additionstheorems. Der
in Nr. 8 ausgesprochene Satz ist hiermit bewiesen,

12. BEs eriibrigt noch zu zeigen, dab das Funktionensystem

(63) v ’ @, (U, ty, . . ., “,); =11 m
welches. durch Adjunktion der » — p algebraischen Funktionen

(64) Ppp1 = Tp+1(9’1)_ Qoy ooy Pp)y ooy P = Tn(q’u Psr- - @ )
zu den p ersten Funktionen (63) erhalten wird, dem Gleichungssystem

(65) 9’1('“1 +oy, U+ 0, .., up+ v;a) = Ry{‘P(“u Ugy - - oy “p)i P(o, Vay ooy ”p?}
(*r=1,2..,m)
gentigt.
Betreffs der p ersten Gleichungen ist die Behauptung ohne weiteres evi-

dent. Was die anderen Gleichungen betrifft, so bemerken wir, daB wegen der
Gleichungen (32), denen die Funktionen

@, (%, s, - - -, '“'p)a 9,(vy, 0 - . ., 7,) =13 .8
gentiigen, nach (31) die Gleichungen
(66) PR {pw;p®m}, R{pw; e}, ..., R {ptw;pw)})=0
(#=1,2..,9)
und daher, nach dem oben Gesagten, auch die Gleichungen
(67) Plpw+tv),....p,m+0), R, {ow; ¢g®)},.., R {pw;pw®})=0
’ (x=1y2..09)

giiltig sind. Weil aber andererseits die Gleichungen

(68) P, (p,u+v), ps@+1),..., ¢,0+0) =0 (=12,
identisch erfiillt sind, so folgt daraus das Bestehen der » — p — g letzten Glei-
chungen (65).
1aBt sich, wegen der Rationalitiit des betreffenden Additionstheorems, der SchluB
ziehen, daB die Funktionen
(63) ' @, (s, ty, . . u,) C=13. %)
fiir alle endlichen Werte eindeutige meromorphe Funktionen sind.

Nun sind die p Funktionen
(69) !’1(“11 Ugy - -y “p)) Ps (uy, %5 - - ., Up)s ooy Pplthy, Uy, ..y u,)
der p unabhiingigen Variabeln u,, w,, ..., u, nach der Form ihrer Reihenent-
wicklungen (Nr. 7) voneinander unabhingig. Wir konnen daher auf dieselben
den in der Einleitung zitierten Satz von WeierstraB anwenden und haben das
Resultat, daB die Funktionen (69) und somit auch die # — p von ihnen alge-
braisch abhiingigen Funktionen

™1
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(69) Ppi1 = Tp+1(¢n, Py - - oy 'Pp): s @ =T (P, @5y - - -, Q’p)
algebraische Funktionen Abelscher Funktionen oder Degenerierte solcher Funk-
tionen sind. Aus der Eindeutigkeit der Funktionen (69) und (69) folgt aber
dann, daB auch diese Funktionen selbst Abelsche Funktionen bzw. Degenerierte
derselben sind.

Indem wir gemiB (39) wieder u als unabhiingige Variable einfiihren, ge-
langen wir zum folgenden

Satz. Jedes dem rationalen Addltlonstheorem (17) geniigende
Funktionensystem wird, unter den im Satze Nr.6 genannten Voraus-
setzungen, aus den Abelschen Funktionen

9,(Byu, Bt . . ., By10) (r=1,%..,n)
der p Variabeln fu mit demselben Periodensystem bzw. aus ihren
Degenerierten durch die Spezialisierung der Konstanten g, g, - ﬁp
erhalten.

13. Uber die gegenseitige Beziehung der aligemeinen Losungssysteme des
Additionstheorems (17) und des zugeordneten Mu]tlphkatmnstheorems '

(1) 9,@0) =R, {90); p(w)} = 20,(8) + 7, {p(w); p(1)} =150
kénnen aus dem Vorhergehenden folgende Schliisse gezogen Werden.

Nach Poincaré besitzt die allgemeine Losung der Gleichungen (70) die
Form :

@, (u) = p,u + (r=1,%..,m)
wo die n Koeffizienten 8,, g,, . . ., B, samtlxch als arbitriire Parameter auftreten.
In den oben betrachteten Funktionen (69), welche auch ein Losungssystem
von (70) bilden, sind die entsprechenden Koeffizienten g, f,, . . ., B, gleich-
falls arbitrire Parameter, wogegen die Koeffizienten Boi1s - B, der ersten
Potenz von « in den folgenden Funktionen {69°) sich wegen der Bezwhungen
(69°) als lineare homogene Funktionen von #,, B,, .. ., B8, ergeben

71 . 2973 ,ﬁ,r ’ Gi=1,2...n—p)
p l >

Da pun die Losungen von (70) eindeutig bestimmt sind, sobald die Werte von
Bi; B, - - -, B, gegeben sind, schlieBen wir hieraus das folgende Resultat:

Die allgemeinsten Funktionen, die das Additionstheorem (17"
besitzen, werden, unter den Nr. 6 genannten Bedingungen, aus den
allgemeinen L&sungen des Systems (70) erhalten, wenn man zwi-
schen den #» Parametern §,, 8, ..., 8., die in diesen auftreten, die li-
nearen Relationen (71) aufstellt.

14, Wir wollen jetzt, von dem Gleichungssystem (17°) ausgehend, auf die
Bestimmung der algebraischen Gleichungen (32) niher eingehen.

Indem wir zundchst auf die Bedingungen (31) keine Riicksicht nehmen,
betrachten wir nur diejenigen unter den gesuchten irreduziblen Gleichungen
(32), die zum Bestehen der Gleichungen (30) notwendig und hinreichend sind.
Es seien :

(12) P (t,4,..,t)=0 *=12..,929
2

‘n
Myrberg, Uber Systeme analytischer Funktionen.
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diese Gleichungen, wo fiir ¢ sukzessiv , y, # zu setzen sind. Diese Gleichungen
konnen stets so gewihlt werden, daB ihre Gradzahlen unterhalb einer von den
Funktionen o(z, y, ) abhingigen Grenze r liegen, deren Bestimmang eine al-
gebraische Aufgabe ist, die wir hier nicht naher behandeln werden.

Wir nehmen nun g, irgendwie < % an und setzen

(13) Pyt =SC B £,

wo die rechten Seiten allgemeine ganze Funktionen rten Grades mit unbe-
stimmten Koeffizienten bezeichnen. Wir betrachten das Gleichungssystem

Px(wl’ Zgs - ")wn)”O’ Px(yl’ y27"'7yn)=0) Pzy,8y-.45)=0,
(14) -0 S fE=hE a9
S 0,(% 9, 2) = ( )

: r=1,%
and driicken die Bedingung aus, daB die » zuletztgeschriebenen Gleichungen
eine Folge der 3¢, ersten Gleichungen sind. Wir erhalten in dieser Weise eine
Anzahl algebraischer Gleichungen zwischen den unbestimmten Koeffizienten.

Es sind jetzt zwei Fille moglich. Entweder konnen diese Gleichungen nur
durch die Annahme, daf alle C::)) = 0 sind, befriedigt werden, oder es sind
auch aus nicht lauter Nullen bestehende Losungen vorhanden. Im ersten Falle
ist die Unmoglichkeit der gemachten Annahme iiber die GroBe der Zahl g, dar-
getan, im zweiten Falle dagegen bestimmt jedes Losungssystem C‘fﬂ ein Glei-
chungssystem (72), welches den anfgestellten Forderungen geniigt. Wir geben
der Zahl g, der Reihe nach alle Werte von 1 bis n — 1 und haben daher ein
Verfahren zur expliziten Aufstellung der Gleichungen (72) vermittels einer end-
lichen Anzahl algebraischer Operationen.

15. Wir beriicksichtigen jetzt die Bedingungen (31) und bilden zuerst die
" Gleichung .

(75) Py(R{z; 9); Relzs9), o Bulzsy}) = 0.

Man hat hier zwischen zwei verschiedenen Fillen zu unterscheiden. Entweder
ist die Gleichung (75) eine Folge der Gleichungen

(16) P (), Ty - - - z,) =0, Py, %5 -5 Ya) =0 x=13..-9)
 oder es ist dies nicht der Fall. Im ersten Falle lagsen wir die Gleichung (15)
beiseite. Im zweiten Falle adjungieren wir zum Gleichungssystem (72) eine
oder mehrere Gleichungen, bis ein Gleichungssystem erhalten wird, aus wel-
chem die Gleichung (75) als eine Folge hergeleitet werden kann. Man hat wie
* frither eine obere Grenze fir die Gradzahl der gesuchten Gleichungen, und diese
Gleichungen komnen daher vermittels algebraischer Operationen gefunden
werden.

Die nichsten Schritte bestehen in der sukzessiven Bildung der Gbrigen
Gleichungen
) © PBRymy), Bylziyl, oo Rulzsy)) =0 e=2sow
und ihrer Behandlung in der oben geschilderten Weise, indem man jedoch stets
nicht nur die Gleichungen (72), sondern auch die Gesamtheit der schon zu ihnen
adjungierten Gleichungen beriicksichtigt. Es seien

(78) _ P, 5, .., t)=0 E=getl o+t agp)
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die so erhaltenen neuen Gleichungen. Man fahre danach mit der Bildung der
Gleichungen _

Px(Rl{x;y}) Rz{x5y}z sy .R,,{x; y}) =0 =G0t Lge+3.00g)
fort, indem man untersucht, ob diese Gleichungen eine Folgerung von (72)
und (78) bilden oder nicht, und man adjungiere im letzten Falle eine Anzahl
neuer Gleichungen zu (72) und (78). Durch endlich viele derartige Schritte
gelangt man schlieBlich entweder zu einem oder mehreren Gleichungssystemen
(32) P(t,t,...,t)=0 =129
welche die Eigenschaft haben, daB sowohl die Gleichungen (30) als (31) eine
Folgerung der fiir ¢ = z,y, z geschriebenen Gleichungen (32) sind, und aus
jedem solchen System ergibt sich nach Nr. 13 ein von gewissen Parametern
abhingiges Losungssystem von (17'); oder aber man findet, daB fiir keinen
Wert g <= ein derartiges System (32) existiert, und in diesem Falle besitzt
das System (17") kein Losungssystem, das sich nicht auf Konstanten reduziert.

Es mag hier noch bemerkt werden, daB nicht jedes in oben angegebener
Weise gefundene Losungssystem eine allgemeine Ldsung zu sein braucht.
Wenn némlich die zu zwei Werten g, und g, gehérigen Gleichungssysteme (32)
die Eigenschaft haben, daB simtliche Gleichungen des letzteren Systems in dem
erstgenannten System vorkommen, so ist die zum ersteren Gleichungssystem
geordnete Ldsung als eine partikulire Losung in der letateren Losung ent-
halten. '

16. Durch explizite Aufstellung der Gleichungen (82) ist zugleich die
Darstellung der Differentialgleichungen, denen die Abelschen Funktionen (40)
geniigen, auf algebraischem Wege méglich. Wenn nimlich in den Gleichungen
(42) die Entwicklungen

r
.4 +0) =, () + Dv,° ‘a”;i") T
pa=1
y ) P (0) P
2.0) =@+ D0 T = S04
,u=1 u=1

eingefiihrt werden, so erbilt man durch Vérgleichung der Koeffizienten von
y, Vg, - - - ¥, zunichst die Ableitungen ag—;ﬁwl erster Ordnung als algebraische
Funktionen der Funktionen ¢,, ¢, . . ., @, Daraus erhilt man aber dann un-
mittelbar die gesuchten Differentialgleichungen

r

(79) du’z =§fu.r(9’l’ Py - - - q]p)dq)iﬂ =1,2,..9

deren Koeffizienten sich aus den Ableitungen a;g;(—") in bekannter Weise ratio-
nal znsammensetzen. ‘ ‘ '

17. Die vorhergehenden Betrachtungen beziehen sich ausschlieBlich auf
das transformierte Additionstheorem (17°), dem die Losungen des urspriing-
lichen Additionstheorems (5) nach Ausfiihrung der Transformation (7) gentigen.
Wir fragen jetzt nach denjenigen Bedingungen, unter welchen irgendeiner
Lésung

2#
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(80) ¥, (W), ¥, (), - - -, ¥u )
des transformierten Additionstheoreme vermittels (7) eine Losung
, (81) @, (W), @o(w), - - -, P.(%)

des urspriinglichen Additionstheorems zugeordpet wird.
7Zu diesem Zwecke bemerken wir, daf man beim Ubergang von dem Glei-
chungssystem (5) zu (17") zwei Schritte gemacht hat, welche hier beriicksich-

tigt werden miissen.
Der erste Schritt besteht in der Aufstellung der Gleichungen (13), welche

mit Riicksicht auf (8) und (9) in der Form

(82) ¥,(4) = B, {R 1y +9©@); o= ¢(B)} — 9,(c)

geschrieben werden konnen. Wegen der aus (7) fir u = —c bzw. u=—a
erhaltenen Relationen

(83)

und

®,(0) = ,(c) + ¥,(— ¢
@, () = ¢,(¢) + ¥.(— a)

9,(0) = 9,(b + (—b) = R {9(}), p(— 1)}
lassen sich die rechten Seiten der Gleichungen (82) algebraisch aus den Funk-
tionswerten
. v, (w), ¢F(—c), ¥, (—a) =l 4m)
zusammensetzen, wobei die Koeffizienten von den Konstanten ¢ (0) = x, ab-

hingen. Diese Konstanten konnen aber durch Aufldsung der Gleichungen

%, = Rr(”n L PR TR %), (P=13..5a)

welche man aus () fiir u = v = O erhilt, gefunden werden.

Es sind jetst zwei Fille moglich; entweder sind alle Gleichungen (82)
eine Folgerung der fiir

‘ t, =), V(=) ¥u(—0)
geschriebenen Gleichungen N
(32) P,(t, sy ta) =0 r=it...p
oder dies ist nicht der Fall Im letzteren Falle hat man das Gleichungssystem
(32) durch Adjunktion neuer Gleichungen zu erweitern, was pach der Nr. 14
angegebenen Methode durch endliche Mittel ausfihrbar ist.

Der zweite Schritt, auf welchen oben hingewiesen wurde, bestebt in der
Symmetrisierung der rationalen Funktionen (16). Man erhalt dadurch die Glei-
chungen

r {9 @); v(@)) = r, {w(e): wlu}},
die im Hinblick auf (16) und auf die obigen Resultate durch ein System slge-
braischer Gleichungen zwischen den Funktionen (B0) ersetzt werden kdnnen.
Man kann hier dann die obigen Schliisse wiederholen und gelangi zum ent-
sprechenden Resultat. )

Nun folgt aus jeder der oben adjungierten Gleichungen eine lineare homo-
gene Relation zwischen den Parametern

Bis By - - ) B

1) Vgl. FuBnote 8. v,
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Diese linearenRelationen zusammen charakterisierenvollstin-
dig die Gesamtheit der L3sungen von (17), welche durch (7) in
eine Lésung des urspriinglichen Additionstheorems iibergehen.

Aus dem Obigen ergibt sich zugleich eine explizite Darstellung der Trans-
formation (7) in algebraischer Form.

Diese Transformation wird durch die # rationalen Funktionen
(84) z,'= R, {z; C}—C,
dargestellt, wo

xv = ‘P.("): a:'v’ = wr(u)} Ov = ¢v(c)
gesetzt ist. Wegen der Relationen (83) kinnen aber die Parameter C, durch
¥, (—¢) ’ » (=1,3..,%
ersetzt werden, welche den bekannten algebraischen Gleichungen (32) unter-
worfen sind.

Man gewinnt dadurch den Ausdruck der gesuchten Transformation in ex-
pliziter Form, wo eine Anzahl willkiirlicher Parameter algebraisch auftreten.
Aus den Uberlegungen der Nr. 3 geht hervor, daB diese Parameter, unter Ver-
meiden gewisser Ausnahmswerte, willkiirlich gewahlt werden kdnnen.

18. Wir wollen unsere bisherigen Resultate im folgenden Satze zusam-
menfassen. _

Satz. Die allgemeinen Lésungen des rationalen Additionstheo-
rems (5) bestehen aus Funktionensystemen der Form

(85) @, (B4, Byt - - ., B,u), Ly,

wo B, fs,- .., B, willkiirliche Parameter bezeichnen; diese Funktio-
nen sind, als Funktionen der Argumente

ﬁlu7 ﬂs;“'; SRS ﬁ‘p“

betrachtet, Abelsche Funktionen mit demselben Periodensystem
bzw. Degenerierte solcher Funktionen

Die Bestimmung der Zahl p sowie der zwischen den Funktionen
(85) herrschenden algebraischen Gleichungen ist auf algebraischem
Wege moglich.?)

19. Wir bebandeln zum SchluB einige

. Spezialfille,

Wir betrachten das Gleichungssystem

o, (u+9v)=G {p(); p(r)) (r=1%..., 9

wo G, ganze rationale Funktionen bezeichnen. Wegen unseres letzten Satzes
reduzieren sich die Losungen offenbar auf ganze lineare Funktionen bzw.
Exponentialfunktionen.

1) Wenn man nicht wie in Nr. 14 das Additionstheorem in der Form (17°) als ge- -
geben annimmt, hat man bei der Bildung der Gleichungen (32) zu berdicksichtigen, daB
die Gleichungen (32) auch zwischer den Parametern ty = Py (— ©), Yu(— a) statifinden,
die in den recbten Beiten der Gleichungen (17" nach Nr. 17 algebraisch vorkommen.
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Wir behaupten ferner, daB im Falle ¢ =0, p = %, d. h. wenn die Glei-
chungen
R {Riz;y);2}=R,{z; Riy; s} | r=1,2%..,m
in den Variabeln x, y, # identisch bestehen, die betreffenden Gleichungssysteme
(5) vermittels elementarer Funktionen 16sbar sind. In der Tat sind dann die
Koeffizienten f, , in den zugeordneten Differentialgleichungen (79) rationale
Funktionen, und die GréBen u,, u,, . . ., u, sind daher algebraisch-logarithmische
Funktionen von ¢, @,, ..., @, Dann sind aber

o (g, g, - - o, up)} Py (g, Uy, - - up)’ T} 9’;(“1) Hgy - o “PA’
rationale bzw. Exponentialfunktionen.
In dem zweiten extrenfen Falle g =n — 1 p = | sind die Gleichungen (5)
vermittels elliptischer Funktionen 16sbar. Fiir den Fall n = 2 ergibt sich hier-
aus das folgende Resultat:

Satz. Das Gleichungspaar
s (u +v) = By (p, W), py0); @y (0), @s(t))
@y (u+ ) = By (g, (), @y (); Py (2), 4(¥))
ist stets vermittels elliptischer Funktionen bzw. Degenerierter
derselben, d. h. rationaler und Exponentialfunktionen?) I6sbar.
Im niedrigsten Falle n =1 ist
% v) + ag{u) g(c)
o (1 +v) = P )TZ(I‘)};&):(&))Q( )
die allgemeinste Form des aus einer einzigen Gleichung bestehenden Additions-
theorems (17°), wie man leicht findet, weil R{g(u); ¢(r)} offenbar eine line-
are Funktion der beiden Argumente ist. Die allgemeine L&sung ist in der
Form ¢(fu) darstellbar, wo @ (u) das fir » = O verschwindende Integral der
Differentialgleichung

@) =1+ ap(u) +be'(y)
bezeichnet. Die Funktion ist eine rationale Funktion bzw. eine rationale
Funktion der Exponentialfunktion.

11. Funktionen mehrerer Verinderlichen mit rationalem Additionstheorem.
20. Wir werden in diesem Kapitel Systeme analytischer Funktionsn

(8‘6) @y (4, Uy, . -, %,), Py (“n Ugy ooy Uy -y ‘?-(“n Uy, ooy Uy)

mehrerer Verinderlichen untersuchen, welche ein rationales Additionstheorem

der Form

(8T) @, (w; + vy, ug+vg, .. ., 4, + v) =R {@lu,uy .., 6 ) glr, v, .., 0.)}
fr=1,2..,n)

besitzen.

Die allgemeinen Losungen von (87) kann man vermittels der Losungen
des fir m = 1 aus (87) erhaltenen Additionstheorems (5) ohne weiteres dar-
stellen.

1) und ibrer Kombinationen.
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Es sei néamlich

(88) q)v(ﬂlu’ ﬁ2u’ « .oy {gpu) (r = 1,8 ...,%)
irgendeine allgemeine Losung von (5). Wir setzen in (88)
(89) B.u =20,. £ R (i=1,2%...,p)

und erhalten ein System analytischer Funktionen der m Verinderlichen ul, Uy,
y Un, Welche dem Gleichungssystem (87) offenbar bei beliebigen Werten der
wﬂlkurhchen Konstanten C,, geniigen.

Wir behaupten, daB durch die Funktionensysteme (88) die Gesamtheit der
analytischen Losungen des Gleichungssystems (87) gegeben ist.

Zu diesem Zwecke bemerken wir, daB bei beliebiger Anzahl w der unab-
hingigen Veréinderlichen u,, u,, .. ., u, stets ein und dasselbe System von al-
gebraischen Additionstheoremen
90) o, (u,+v, 040, . 0, —}—(-v ) = S__ (@t .. )5 @(v, 05 .., 0,))

y=hL34.. 0 p) .
aus dem rationalen Additionstheorem (81) hercreleltet werden kann, weil die
verschiedenen Systeme algebraischer Gleichungen (32) zwischen den Funktio-
nen (88) offenbar nicht von der Anzahl der Verinderlichen, sondern von den
rationalen Funktionen R, allein abhiingen. ‘

Wir setzen jetzt in den Gleichungen (90)

m

(91) @, (g, Uy ..y 0 =i_5'0,,l-ul+ e =120 p)
=1

und entwickeln dabei die beiden Seiten nach den aufsteigenden ganzen posi-

tiven Potenzen der Variabeln w,, u,, . . ., #,. Durch Vergleichung der Koeffi-

zienten erhilt man die Koeffizienten der Reihen (91) als eindeutige (ganze

rationale) Funktionen der m -p Anfangskoeffizienten ¢,,, welche willkiirlich

gewihlt werden kinnen. Damit ist aber die obige Behauptung bewiesen.
Wir haben daher den

Satz. Die allgemeinen Losungen des rationalen Additions-
theorems

(9‘2) (pv(ul +v17 u2+027 Tt “’m+ Um) = ‘Rr{(p(ull uil Tt m)? ‘P(”u ’027 S} vm)}
(r=1,8..,m ] i
sind durch die Funktionen

” L7

(93) ®, 20” u,, _}ch Uy - oy _El'cpxux) =18 )
x=
geliefert, welche, als Funktionen der p Argumente
(94) ' Se.u (=12..,p
1 .

betrachtet, Abelsche Funktionen mit demselben Penodensystem
bzw. Degenerlelte soleher Funktionen sind.
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II. Fanktionen mehrerer Verinderlichen mit verallgemeinertem rationalem
Additionstheorem.

- 2. Wir gehen von dem verallgemeinerten rationalen Additionstheorem
. ' clg{uy ¢

(95) 97'7(“1 + vy, Uyt gy - - 4 U, + vm)‘ = R, {qu(u), dp(ﬂ), Eq;(iﬂ) H ﬁ:;tgv)}

aus, wo die rechten Seiten rational von den Funktionen @, (u,, 4y, ..., %),

@.(V1, Vg, - -y Op), (8=1,2, .. ,n) und ibren Ableitungen abhingen. Wir be-

haupten, daB das durch (95) definierte verallgemeinerte Additionstheorem stets

durch ein gewdhnliches Additionstheorem ersetzt werden kann.

Zu diesem Zweck entwickeln wir die beiden Seiten der Gleichungen ver-
moge des Taylorschen Lehrsatzes nach steigenden Potenzen von r. Durch Ver-
gleichung der Koeffizienten erhilt man samtliche Ableitungen der Funktionen
@, (ty, Ug) - - ., U,) als rationale Funktionen von ¢ und von endlich vielen Ab-
. leitungen dieser Funktionen ausgedriickt. Es sei “‘aii”) das gemeinsame Symbol
dieser letzten Ableitungen.’) Wir bilden aus (95) durch Differentiation nach
den Variabeln . die Ausdriicke von

a‘W(u 7 (2% R ) u)

(96) 1 T Y “‘:_g%ft Y+ J
" Nach dem Vorigen konnen diese Ausdriicke als rationale Funklionen der
. , . . & ¢ (u Zlgt \
Funktionen ¢ (), @(v) und ihrer Ableitungen *’E“%& und "—?:;gr—) dargestellt

werden, welche eine gewisse Anzahl Parameter enthalten kénnen. Hieraus geht
Cigu ]

aber hervor, daB man durch Adjunktion der Ableitungen P * um Funktionen-

system @ ein erweitertes Funpktionensystem erhiali, welches ein rationales
Additionstheorem im engeren Sinne besitzt.

Wir haben daher das Resultat, daB jedes Gleichungssystem,
welches ein rationales verallgemeinertes Additionstheorem defi-
niert, vermittels Abelscher Funktionen 15sbar ist.

IV. Funktionen mit algebraischem Additionstheorem.

22, Wir betrachten zuniichst das Gleichungessysiem
(97) G (pu+r), ), @) =0 LY. om
wo G, ganze rationale Funktionen der Funktionen einer Verinderlichen
@, (D), - - -, ,(t)?) bezeichnen. Wir haben ein algebraisches Adlditionsthmmm;

dessen Behandlung in genau derselben Weise geschehen kann, wie die des
Additionstheorems im I Kapitel. Wir werden dies nur in aller Kirze zeigen.

1) Die Ableitungen nach v kinnen dano auch durch endlich viele Ableitungen

2 1
%{1@ rational ausgedrickt werden.

2) b u, v, ut 2.
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Es ist auf rein algebraischem Wege méglich, jedes Gleichungssystem

P(t,t,..4t)=0 (x=1,2..,9<n)
zu finden, welches die Eigenschaft hat, daB erstens jede der Gleichungen
(98) 9, @Fv+10) — 9,(u+v ), o=t
deren beide Seiten vermdge (99) als algebraische Funktionen von ‘
z, = 9,(%), Y.—9,0), 2, = @, (w) (=1,2...n)

dargestellt werden konnen, eine Folge des Gleichungssystems
Px(xu Lgy - oy :E,,) =0, PJy, Yoy - - yn) =0, Px(zn Py .+ &,) =0
. x=12..,9)
wird, und zweitens, daB die durch
(99) Gv (S: T, y) =0
definierten algebraischen Funktionen S,(z, y) unter den Bedingungen
P, (2, %5 .- ., 2,) =0, P.(y,%, - Ya) =0 =139
die Gleichungen '

P(S,8,..,8)=0 (x=1,3...9
identisch befriedigen. Man erhdlt dadurch endlich viele Systeme algebraischer
Gleichungen '

(100) P (¢, (), pstt0), . . ., @, ) =0 x=1,3,..,9

zwischen den Funktionen g, (u), ¢, (%), . . ., @, (%).
Wir bezeichnen mit
(101) q)l(u.), ¢2(u), .y tpp(u) P=n—yg
irgend p der Funktionen ¢, durch welche wegen (100) alle g iibrigen Funk-
tionen ¢ algebraisch ausgedriickt werden konnen. Es sei
(102) G, (pu+v), g, o) =10 =13, .8
das Additionstheorem des Funktionensystems (101). Wir behaupten, daB es
nach Ausfihrung einer Transformation der Form .
9, (4 +6) — 9,(c) = v,(x)
méglich ist, der Funktionaldeterminante
._ a(ﬁn é;- Sty ép)

DG(S z,y) = (8, By - 2 5y)

fir = y = 0 einen von Null verschiedenen Wert zu geben.

Es seien nimlich
u=ga, v=050 u-tv=a+b>b
Werte, fiir welche )
DG(pu+v), pw), o) =0

ist. Wir setzen ¢ = a + b und erhalten die Gleichungen
G, (@m+0) + 9@, pu+a), o +b) =0,
wo @(u+a), p(v+Db) algebraische Funktionen von v(u) bzw. () sind. Es
selen _
Gr (SJ x‘) yl) =0
die transformierten Gleichungen zwischen
"Cr’ =9, (‘u)7 yv’ = gb,(v), Svl = ¢’(u + 'U) v=12.. p
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und
D‘G’(S’) I’y y’)
die zugeordnete Funktionaldeterminante. Es ist
DG (0,0,0) = DG (g0, pla). g®) % 0,

womit die Behauptung bewiesen ist.

23. Wir losen jetzt die Gleichungen (102) nach den GroBen ¢, (u+ 1)
auf und erhalten die Gleichungen
(103) e, (u+v) =8 {p(w; 9(t)}, =12
wo S, algebraische Funktionen bezeichuen, die den Nullpunkt r = y = 0 zar
reguliren Stelle haben. Durch Symmetrisierung und Transformation der Glei-
chungen auf die in Nr. 4 angegebene Weise kann man wie bei rationalen Ad-
ditionstheoremen erreichen, daB die algebraischen Funktionen S, in der Um-
gebung des Nullpunktes in Reihen der Form

Sizyl=a+y, +-- r=2t--.p

entwickelt werden konnen, die nach steigenden positiven Potenzen von x, y
fortschreiten.

Nachher gelten die bei den rationalen Additionstheoremen entwickelten

Betrachtungen ungeiindert. Das aus (103) enthaltene Multiplikationstheorem

(104) S,(2u) =58 _{@(u); p(u)} = L. p)
geniigt den Poincaréschen Bedingungen, und die allgemeine Losung von (104)
ist zugleich die allgemeine Losung des Additionstheorems (103}

Diese allgemeine Losung ist bestimmt bis auf p willkirliche Paraweter
By Bas - - +» By, und es sind die Funktionen ¢, (u), . . ., @, () analytische Funk-
tionen der p Argumente

U, = ﬁi": i=L%...¢
die das algebraische Additionstheorem
@, (0, + 0, Uy + 0y, ., %, + V) == S @y, vy, -, “,)? @(rys By - - t",)}T
r=19%...p

besitzen. Auf Grund des WeierstraBschen Satzes kann wman folgenden Satz
aufstellen:

Satz. Die allgemeinen Lésungen des algebraischen Additions-
theorems (97) sind durch Funktionen der Form

®,(B1e, Bauty - - -, ﬁ‘;") =Lt =
darstellbar, welche, als Funktionen der Argumente

Biu, Bou. ..., Bu
betrachtet, algebraische Funktionen Abelscher Funktionen mit
demselben Periodensystem bzw. Degenerierte solcher Funktionen
sind.
24. Die obigen Resultate kinnen, wie bei rationalen Additionstheoremen,
auf Systeme analytischer Funktionen mehrerer Veranderlichen sowie auf ver-
allgemeinerte algebraische Additionstheoreme erweilert werden. Wir kinnen

daher den folgenden Satz aussprechen, welcher unsere Resultate in aligemein-
ster Form darstellt.
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Satz, Jedes System von Funktionalgleichungen der Form

~ o4 a,u
6, (541,000, 00, 578, 2280 o,

wo G, ganze rationale Funktionen der Funktionen |
@y (g5 gy - -y 8s)y Py(thy, Wy, .. * Ug)y ooy Paltty, %y, 0., 0,) ‘
beliebig vieler Verinderlichen sowie ihrer beliebigen (gewdhn-

lichen oder partiellen) Ableituncen bezeichnen, ist vermittels
Abelscher Funktionen 18sbar.

(r=1,%2..,%)




Anhang.

25. Aus den Resultaten des IL Kapitels konnen einige Folgerungen
zogen werden, die in gewisser Hinsicht den Satz von WeierstraB ergéinzen.
In dem WeierstraBschen Satze werden die Funktionen ¢ als voneinander

ge-

unabhingig vorausgesetzt. Wir wollen hier Systeme voneinander abhiingiger
Funktionen hetrachten, die ein algebraisches Additionstheorem besitzen.
Wir gehen von irgendeiner allgemeinen Lisung

7 n A
= N N 3
(109) (p‘l! (201}5“3!) 2022,“’;47 st 2(:"2@61) r=1,2..4mn)
z=1 #=1 z=1
des Additionstheorems
(106) @, (wy + vy, sty + 0y .y 0, +2,) =S { @y, gy . )3 @ (v, Va5 2,)]
(r=1,2,..402)
aus. Unter diesen Losungen sind die Systeme voneinander abhiingiger Funk-
tionen als partikulire Losungen enthalten, deren Funktionaldeterminante

O{P1s P2 - - 2 Pu)
O (Uyy Ugy g Uy )
ist. Das Verschwinden der Determinante

in bezug auf die Variabeln w,, uy, . . ., u, identisch gleich Null

Gy G - Gy
Coy Caz -+ Gy
?
! Cnl c/z? R Cnn
welche den Wert der fraglichen Funktionaldeterminante fir o, = - =wu =0

darstellt, ist eine notwendige Bedingung fiir die Abhingigkeit der Funktionen.

Wir wollen zeigen, daB diese Bedingung fiir die Abhéngigkeit der Funk-
tionen ¢ auch hinreichend ist.

Wir nehmen allgemein an, daf alle Unterdeterminanten (1 — 1yen
(n—2)%n . .. bis zur (n—p+ 1)** Ordoung verschwinden, wihrend wenig-
stens eine Unterdeterminante (n — p)** Ordnung nicht Null ist. Es ist danp
miglich, die Argumente

n
(107) ., u, (=12 ,n
#z=1
als lincare homogene Funktionen von p unter ihnen darzustellen, wodurch die
Funktionen (103) in die Funktionen von p unabhingigen Verdnderlichen iiher-
gehen, die je p 4+ 1 genommen miteinander analytisch verbunden sind.

Wir haben daher folgenden, von Painlevé fiir n = 2 bewiesenen?)

Matz. Die analytisch abhiingigen Lésungssysteme des Addi-
tionstheorems (106) kénnen nach einer linearen Transformation der
Argumente als algebraische Funktionen von Abelschen Funktionen
dargestellt werden, wo# — p der Variabeln Null sind. Hier bezeich-
net p die Anzahl der unabhingigen Funktionen ¢.

1) Vgl die 5. 1 zitierte Abbandlung, 8. 52.







