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PREFACE DU TRADUCTEUR.

Le recueil de formules et de propositions relatives aux fonctions elliptiques
de M. Schwarz est trop connu du public frangais pour qu'il soit nécessaire de le
lui présenter.

La premiére édition a paru & Geettingue, en 1885; elle a été rapidement
épuisée. Clest sur la seconde, d'ailleurs peu différente de la premiére, qu'a été
faite notre traduction. Venant peu aprés la grande et belle ceuvre ' Halphen,
au moment ot MM. J. Tannery et Molk font paraitre un de ces ouvrages qui
consacrent la forme définitive d'une partie de la science, nous pouvons penser
qu'elle arrive alors que les fonctions elliptiques acquitrent véritablement droit de
cité dans la partie élémentaire des Mathématiques, et qu'elle pourra rendre de réels
services.

La qualité la plus essentielle d'une telle publication est, sans contredit, une
parfaite correction des formules qu'elle renferme: les personnes compétentes jugeront
sans doute que ce n'est pas non plus celle qu'il est le plus aisé d’obtenir. A ce point
de vue, il est permis d’affirmer que I'ccuvre de M. Schwarz est tout & fait remar-
quable; il semble difficile de faire mieux, si 'on songe au nombre des formules re-
produites, & leur complication et aux difficultés de composition typographique qui en
sont la conséquence, & leur variété, enfin, qui fait de la correction des épreuves un
travail véritablement minutieux et pénible. Je puis dire que 'éminent Géométre de
Berlin ne s'est épargné aucune peine pour faire de son recueil I'un de ceux en les-
quels tout calculateur -peut avoir la confiance la plus entiére. Omettrai-je de té-
moigner aussi du souci qu'il 2 montré de la beauté des caractéres d'imprimerie em-
ployés et de sa recherche heureuse de toute élégance.



vI _ Préface du Traducteur.

Au point de vue de la correction des formules, I'édition francaise n'est pas
inférieure 3 I'édition allemande, et c'est, assurément, la meilleure de ses qualités.
La méme composition typographique a servi, en effet, dans les deux éditions, alle-
mande et frangaise, & I'impression de toutes les formules; le texte francais a été
fait de telle maniére qu'il a pu étre simplement substitué au texte allemand; la
pagination des deux éditions est la méme, et la méme aussi que celle de I'édition de
1885; les mémes formules, dans les trois éditions, se retrouvent aux mémes pages;
les numéros des paragraphes n'ont pas été changés.

La nouvelle édition allemande et, par suite, I'édition frangaise renferment
cependant quelques formules nouvelles; en outre, de légers changements de nota-
tions sont intervenus: je signalerai ici les principaux, dans le but de faciliter les
renvois d’une édition & I'autre.

()
G(u)
Les quantités &, b, h,, I, des paragraphes 32 et 33 sont devenues H,, H,,
H,, H , parce quelles prenaient une signification différente aux paragraphes 45 et 46.

Dans le Tableau du paragraphe 33, les cas Vet VI ont été échangés entre eux.

Enfin, les quantités &, &,, &,, -+ du paragraphe 40 ont acquis une signifi-
cation nouvelle: elles ne différent plus des quantités & , 8 ., ,--- du paragraphe 48,
quen ce que 4’ y remplace ',

Nous exprimerons maintenant un regret qui appelle naturellement un veeu:
il est regrettable que le travail de M. Schwarz ne soit pas encore entiérement
achevé. Nous savons que les matériaux nécessaires & cet achévement sont déja
rassemblés, et que le temps seul fait défaut & 'éminent membre de I'Académie des
Sciences de Berlin pour les mettre en ceuvre; nous espérons, avec lui, que le jour'
viendra bientot oli, en complétant son recueil, il donnera son entiére perfection 3
une ceuvre déja si bonne a tous les autres points de vue.

Cette premitre partie suffit, néanmoins, & elle seule, comme on peut s'en
convaincre & la seule inspection de la table des matitres, pour le plus grand nombre
des applications, et elle sera d’autant plus utile aux mathématiciens qu'aucun travail
analogue n'a été publié jusqu'a ce jour.

La fonction a été désignée plus simplement par % (w).

Lille, Janvier 1894. HENRI PADE.
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Propositions générales concernant les fonctions analytiques
qui ont un théoréme d’addition algébrique.

1.

Si une fonction analytique ¢ () de 'argument « jouit de cette propriété que
les valeurs

), 2(), e+r)
de la fonction, qui correspondent respectivement aux trois valeurs
%, v, u+v

de I'argument, soient liées par une équation algébrique & coefficients indépendants
de u et de v, on dit que, pour cette fonction, il existe un théoréme d'addition
algébrique, ou bien que cette fonction a un théoréme d’addition algébrique.

Toute fonction analytique ¢ (u), qui a un théoréme d’addition algébrique, jouit
de cette propriété qu'il existe une équation algébrique i coefficients indépendants de
I'argument u, entre la fonction et sa dérivée premiére ¢'(u), prise par rapport & I'ar-
gument u.

Le champ de I'argument d'une telle fonction peut toujours étre étendu & toutes
les valeurs figies sans que la fonction cesse d’avoir le caractére d'une fonction algé-
brique; toute fonction analytique ¢(u), en effet, qui a un théoréme d’addition algé-
brique, est racine d'une équation algébrique dont les coefficients sont des fonctions
uniformes de 'argument u, et ont, pour toutes les valeurs finies de celui-ci, le carac-
tere de fonctions rationnelles. Il ne saurait donc y avoir qu'une valeur de l'argument

qu'il ne soit pas possible d’atteindre en continuant analytiquement la fonction; cette
valeur est I'infini.

Formules et propositions pour I'emploi des fonctions elliptiques. 1



2 Propositions générales. Art. 2.7

Une fonction analytique ¢ (#) pour laquelle il existe un théoréme d’addition
algébrique est:
I Soit une fonction algébrique de «,
II. Soit, en désignant par w une constante convenablement choisie, une fonction

algébrique de l'exponentielle € ® '
I Soit une fonction algébrique d’une fonction gu = s, qui, en désignant par g,
et g, deux constantes convenablement choisies, peut étre définie par I'équa-

tion différentielle
ds\? .
(Za) = 45°—9.8—9,

avec la condition g (0) = co.

Les deux premiers cas sont contenus, comme cas particuliers, dans le troisiéme:
le premier quand g, et g, sont séparément nuls, le second quand g;— 274 est nul.

2.

Parmi les fonctions analytiques d'un argument », qui ont un théoréme d'addi-
tion algébrique, il faut particulitrement remarquer celles qui, pour toutes les valeurs
finies de I'argument, ont le caractére des fonctions entiéres ou fractionnaires, qui,
par conséquent, sont des fonctions uniformes de leur argument, variable sans
limitation.

Toutes les fonctions analytiques uniformes, qui ont un théoréme d’addition al-
gébrique, jouissent de cette propriété que ¢ (u+v) est exprimable rationnellement en
fonction des valeurs ¢(u), ¢ (v) et de celles des dérivées premiéres ¢'(u), ¢'(v).

Si une fonction analytique ¢ (%) jouit de la propriété que ¢(u+v) soit expri-
mable rationnellement en fonction de ¢ (), ¢ (v), ¢'(u), ¢'(v), c'est une fonction uni-
forme de son argument, variable sans limitation, qui, pour toutes les valeurs finies
de celui-ci, a le caractére d’'une fonction entiére ou fractionnaire.

On a encore ce théoréme: Si une fonction analytique uniforme ¢ {(u) jouit
de la propriété quiil y ait entre la fonction et sa dérivée premiére ¢'(u) une équation
algébrique dont les coefficients ne dépendent pas de I'argument, cette fonction a un
théoréme d’'addition algébrique.



Art. 8. ' Propositions générales. ] 3

Une fonction analytique uniforme ¢(x), qui a un théoréme d’addition algé-
brique, est: - '
L Soit une fonction rationnelle de u,

uni

II. Soit une fonction rationnelle d'une exponentielle € @ |
III. Soit une fonction rationnelle d'une fonction pu et de sa dérivée premiére p'u.

Les deux premiers cas sont encore contenus, comme cas particuliers, dans le
troisiéme.

3.

Toute fonction analytique uniforme transcendante, qui a un théoréme d’ad-
dition algébrique, est nécessairement une fonction périodique; c'est une fonction sim-
plement ou doublement périodique.

1° Quand toutes les périodes de 'argument de la fonction peuvent étre repré-
sentées par des multiples entiers, positifs ou négatifs, d'une seule et méme période 2w,
la fonction est dite simplement périodique. La quantité 20 se nomme une
période primitive.

2” Si une fonction analytique uniforme périodique n'est pas simplement pé-
riodique au sens que nous venons d’expliquer, et si elle ne se réduit pas & une con-
stante, on peut, d'une infinité de maniéres, choisir d e ux périodes 2w et 2w’ de I'ar-
gument de la fonction, de telle sorte que toutes les autres périodes puissent étre com-
posées avec celles-ci par addition et soustraction. Dans ce cas, la fonction est dite
doublement périodique, et chaque systéme de deux périodes 2w, 2w, qui a la
propriété indiquée, se nomme un couple primitif de périodes.

La partie imaginaire du quotient % = 1 des deux périodes 2w’ et 2w d’un
couple primitif (2w,20’) de périodes est toujours différente de zéro; on peut, sans
que cela restreigne essentiellement la généralité des recherches, supposer que la par-
tie réelle du quotient —-, que nous désignerons, dans la suite, par R (%), a une va-
leur positive.

Deux couples de périodes (2w,2w’) et (2&,2@') seront dits équivalents,

quand I'ensemble des quantités déduites par addition et soustraction des périodes de
1 *



4 Propositions générales. Art. 4.

I'un des couples sera identique & 'ensemble des quantités déduites de la méme maniére
des périodes de l'autre couple.

Pour que deux couples de périodes (2w, 2w’) et (2®, 2@") soient équivalents,
il faut et il suffit qu'entre leurs périodes il existe des équations de la forme

28 = 2pow + 2¢qu’, 26’ = 2p'w +2q'w’
ol p, ¢, p, ¢ désignent des nombres entiers positifs ou négatifs, ou encore zéro, satis-
faisant & la condition
pg—qp = 1.
Les deux quantités
R(G) ot e—)RE)

ont le méme signe. ‘

En déterminant convenablement les nombres p, ¢, p, ¢’ on peut toujours faire
en gorte que, si 'on pose R () = o, R(;) = B, on ait

)

a’+ﬁ’ i lv '_';'

I
R
M

1
'z

4.

Le cas le plus général des fonctions analytiques uniformes pour lesquelles il
existe un théoréme d'addition algébrique est formé par les fonctions uniformes dou-
blement périodiques qui, pour toutes les valeurs finies de I'argument, ont le caractére
_ des fonctions rationnelles, pour 'argument desquelles, par conséquent, il n'y a qu'un
point essentiellement singulier, situé & I'infini. Ces fonctions sont, dans
un sens étendu, appelées fonctions elliptiques.

Quand, dans ce qui suit, il sera question d’'une fonction elliptique, il sera tou-
jours sous-entendu qu’il s'agit d’'une fonction elliptique uniforme.

Si (2w, 20') est un couple primitif de périodes de 'argument d'une fonction
elliptique, toutes les périodes de 'argument de cette fonction sont comprises dans la
formule w = 2pw +2p'w’, dans laquelle il faut attribuer & chacun des deux nombres
@, 1’ toutes les valeurs entidres positives et négatives, et encore la valeur zéro. Clest
improprement que zéro est compté parmi les périodes.



Art. 5. La fonction Gu. 5

Deux valeurs de I'argument sont dites congruentes ou non congruen-
tes suivant que leur différence est ou n'est pas une période.

Unparallélogramme des périodes de l'argument » d'une fonction el-
liptique pour lequel (2w, 2w’) est un couple primitif de périodes, est défini analy-
tiquement par I'ensemble des valeurs contenues dans la formule

% = u+2to+2t'o’

quand on attribue & chacune des deux quantités variables ¢, ¢ toutes les valeurs ré-
elles de 0 & 1, (O inclus, 1 exclu).

Par ordre d’une fonction elliptique on entend le nombre de fois que cette fonc-
tion devient infinie dans un parallélogramme des périodes; il faut, en cela, compter
chaque point o la fonction devient infinie, un nombre de fois égal au degré de cet
infini.

Il n'existe aucune fonction elliptique du premier ordre.

La fonction Ge.
5.

La fonction analytique la plus simple qui ait le caractére d'une fonction en-
tiére pour toutes les valeurs finies de l'argument u, et la propriété de devenir infini-
ment petite du premier ordre pour » = 0 et pour toutes les valeurs w = 2pw + 2p'w’
congruentes & celle-ci, est la fonction sigma G(u|w, w’) = Gu, qui correspond au
couple de périodes (2w, 2w’). Cette fonction est donnée par la formule

1+iﬁ; p,p'=0,%1,+2,+3,... 400
1. Gy = ]_I;, 1—2)e” w=2po+2po
(1) . “ “ ( w) ! w =0 exclu
dans laquelle il faut, pour former le produit infini, attribuer & la quantité w toutes
les valeurs contenues dans I'expression 2pw + 2p'w’, & Vexception®) de la valeur
w=0. Comme nous le ferons toujours dans la suite, nous supposons ici que la
partie réelle de la quantité —- n'est pas nulle, et de plus qu'elle est positive.

*) Quand cette exception doit étre observée dans une formule, nous le rappelons en faisant suivre
d’un accent (') la caractéristique du produit ou de la somme. '



6 La fonction Gu. Art. 5.

" De la définition précédente il résulte que G(—u) = —G(u); la fonction Gu
est donc une fonction impaire de l'argument .
On a, en outre, les égalités:

(2.) G(0) = 0, G(0) =1, G'(0) =0, G"(0) = o.

La fonction Gu peut étre représentée par une série procédant suivant les puis-
sances entieéres et positives de la quantité », convergente pour toutes les valeurs
finies de w.

' Les coefficients de chacun des termes de cette série sont des fonctions entiéres
des deux quantités g, et g, détermindes par les équations

: ’ 1 ’ l
(8.) g = 22.3.5.2“7.?’ g, = 2"5.7.2”7'

Dans ces équations, il faut aussi attribuer & la quantité w toutes les valeurs contenues
dans I'expression 2pw + 2p'w’, & T'exception de la valeur zéro.

Les quantités g,, g, se nomment les invariants correspondant & la fonction
Gu considérée

(4.) Gu = 6(“"-")“") = 6(“;91793)'

Si I'on désigne par m une quantit¢ réelle ou complexe quelconque, différente
de zéro, on a les égalités
(5.) 6(u|w, o) = 6(%;9,,9,) = 7”6(% %7 ::T) = m6(':,%; m‘ga"moya)'

Pour toutes les valeurs finies de 'argument u et des invariants g, et g, la fone-
tion G(u; g,, g,) considérée comme fonction des trois quantités u, g,, g,, variables sans
limitation, a le caractére dune fonction entiére.

On a

Y /L S /U /L. 9.9, %"
(6.)  Ou = wd— oy T .57 w35 7 38507 1

La fonction 6{u; y,, g,) satisfait 4 I'équation aux dérivées partielles

06 06 2 ,06 1

(7.) B 12¢, 3, +—3‘936—gs—ﬁ92

w0,

d'ol, en posant
yim+én+l

(8) 6w = 2, oma o) 20 e )T

(mn=0,1,2,8, ..-00)



Art. 6.

on déduit, pour le calcul des coefficients a, ,, qui sont des entiers, la formule ré-

currente

16 1
(9.) amn = 3(m+1)am+l,u—l+_3'(n+l)am—2,u+l —g (2m+3n—1) (4m+ 61 —1) Gy—1, n.

11 faut attribuer au coefficient a,, la valeur 1, et aux coefficients ot I'un des deux in-

La fonction Gu.

dices a une valeur négative la valeur zéro.

Les valeurs des coefficients a,,, pour lesquels la somme 4m+ 6n+ 1 ne dépasse

pas 35 sont contenues dans le tableau suivant:

qémt+on+l

Am,n

“!5

+1506 600
420019960
+ 1416951

27

+ 162100 440
—41843 142

+ 796 330 440
—376875410
—388946 691

31

+ 2388991320
—9465 715080
—6519779667

u83

—144916218720
—210469286786
425514578881

“4ll'l+0ll+l m n am'n

u' 0|0 +1

u® 110 —1

u 01 —3

% 210 —9

w11 —18

w92 —54

3|0 + 69

ws |21 +518

T |20 + 321
12 +4968

W | 0|3 +14904

3|1 + 33588

W | 22| +257580

50| +160839

s | 1|3 +502200

u 4|1 |+2808945

35

qux-—-;ooww WO R o wolg
HWOWNN OBl RoN R HW okl

—1289959784640
—4582619446320
—485174610648

Représentation de la fonction G par un produit simplement infini.

Pour les valeurs infiniment grandes de ER(%) on a

(1)

en attribuant®), en effet, pour former les produits infinis I1., au nombre n toutes

Gu =

20 .
—S8

les valeurs entiéres positives, on a I'égalité

*) Cette convention subsiste pour tous les produits Il, et toutes les sommes 2, qui s’offrent dans ce

qui suit.



8 La fonction Gu. Art. 6.

(2) sm(;‘ ) = uH (1——)69'"”]'[ (145 S )6 2,.",.

Au moyen de la fonction sinus, on peut représenter la fonction Gu, de différentes
fagons, par un produit simplement infini.

Pour abréger, nous ferons dans ce qui suit emploi des notations

(8.) o — U e =2z _Z‘ =T, em=h’

ot il est entendu qu'il faut toujours attribuer & la puissance 2", quelle que soit la va-
leur de I'exposant m, la valeur ¢"™. Par suite de la convention faite relativement
au signe de la quantité ®(>), la partie réelle de la quantité tri est négative;
le module de % est, par conséquent, plus petit que 1.

En employant ces notations, on a I'égalité

1yt . . . was
: sin (nt—wv) = - sin(n< g
(4.) 6u = 22 sinvr. €’ ||n% (nz ).T, (nz+ )= @ Fin
sin’ntr

et, en désignant par v la quantité

5. = =)l s _1
&) K 2«)36 +2” sin*nx |’
I'égalité
In?
(6.) Gu = 62~r,wv 3(3 smqu (1— ill:—vﬂ_)
= sin*ntr
On a, en outre, les égalités
(7.) Gu — €219, 20 o I, sin(nz—ov)m e—v-nH sin(nt+v)=x V™
ﬁ sin#tw " sinnTrn
_ 27,«.01) 20 z2—2" ]—h" -3 1—h2
(8.) =€ = 23 H — " IR
—-— 4n
(9.) =62'r,wv -2——smv;H 1—2h™cos2vm+h*

a= )2

(10.) 2w = 7:'[—(15— _2"(11_’;:;)7].



Art. 7—8. La fonction Gu. 9

Addition d'une période & I'argument de la fonction Gu.

7.
Entre Gu et G(u = 2w) existe la relation

+or(ut ‘o
(1) Gutze) = —e= P F)G(), ot Ton déduit 1 = gﬁm;

Si I'on remplace le couple de périodes (2w, 2w’) par le couple (2w’, —2w), la fonction
Gu reste inaltérée; on en conclut ces relations analogues aux précédentes:

+2r' (4t o’ v
®) Sutaw) = —¢ 6w, g = el

Pour un accroissement de 'argument égal 3 une période quelconque, on a la
relation

(3.) 6(u+2po+2qw) = (_l)pq+p+q62(pn +qn’)(u+pw+qm’)6(u)’
ou, en posant pw +qw = &, pn+ gy = 7:
(4) G(u+25) = Fe 1 T8 g,

il faut prendre le signe supérieur ou le signe inférieur suivant que la quantité G(®)
a une valeur différente de zéro, ou égale & zéro.

Quand R () a une valeur positive, les quatre quantités , o) 7, 7 satis-
font & I'égalité
(5.) no'—wy = +37;
8i, ce qui est contraire & notre convention, ER(%) avait une valeur négative, on
aurait:

(5%) V no'—oy = —int.

La fonction < (u).

8.

. d G’
La fonction —-log6(u) = %, que, pour abréger, nous représenterons par

%(u), donne lieu aux égalités

(1) Eut2o) = Swytey, Fut) = Zwty, Fut2s) = Z(u*2

_:4(

Formules ot propositions pour 1'emploi des fonctions elliptiques.

N



10 La fonction gu. Art. 9.

Si I'on pose w + ' = ", 747 = 7", on obtient:

(2.) S =17, LW)=7, LO)=r1"
Pour les valeurs de u voisines de zéro, on a le développement en série
, 1 2
G’ —— - 9s 8 __ 9s w— 9, — T 9395 w—...
() M) = gH*— g ¥ "7 T 8.5 7" 28.5.7.11 ’

tandis que les expressions

% w = 2pw + 2p'w’
W w = 0 excepté

(4)  Cw= %+2;(u‘

(5.) = 3- 2 cotg +> (cotg (u—2no0’) — z) +> (cotg (% + 2n0’) +1) ;
2+ z“ 2h™ 7 2h 8"
(6.) { g —2z! n 1—h*e* —En 1—hA*2? }

sont valables pour toutes les valeurs finies de I'argument w.

La fonction pu.
9.
La fonction*) pu = p(u| 0, 0') = p(u;g,,9,) est liée & la fonction Gu par

la relation
a Gu)— Gulb'u
(1.) pu = —= logGu = (——)—é“——-

On a par suite la relation p(—u) = @(u), et les égalités

(2) 7+ [y — ) (Mol s )
_ _1:_’ 1 1 1

(‘3') N ‘”+(2‘”) g sin? (—;‘::—) +zﬂ sm‘ — (4 — 2no’) +zn sinﬂg—m(u+2nm’) }

(*) =~ 2~ (o= B e S e |

' 1
(5)  pluo0) = p;g,9) = gwo(m ,‘:’,‘:’,,) = 59 (i mg,, mg,)
Pour les valeurs de « voisines de zéro, on a le développement en série

_ 1 95 e 89:9: e
(6.) L s 2 T

*) On prononce séparément les deux lettres p, w.



Art. 9. La fonction pu. 11

et, 8i 'on pose
1
(7.) PuU = 7+%+c,u’+csu‘+--.+clu*1-’+...,

on a, pour 4 plus grand que 3, la formule récurrente

(8) 6 = Grrya=gy SO (v = 2,8, (2—2)).

La fonction pu est une fonction doublement périodique pour Fargument de
laquelle (2w, 20’) est un couple primitif de périodes; dans un parallélogramme quel-
conque des périodes, elle ne devient infinie que pour la valeur de 'argument con-
gruente & zéro, et 'ordre de cet infini est égal & 2.

La fonction pu est donc une fonction elliptique du second ordre. Dans le dé-
veloppement en série procédant suivant les puissances de l'argument et valable pour
les valeurs de u voisines de zéro:

(9.) U = ,+=)k+ u+ +.-

% est le seul terme 3 exposant négatif; le terme constant, dans ce développement,
a la valeur zéro.

Par ces propriétés la fonction pu est déterminée sans ambiguité. Parmi toutes
les fonctions doublement périodiques, la fonction pu est donc la plus simple possible.
C’est une fonction paire de I'argument w.

La dérivée premiére p'u de la fonction pu est une fonction elliptique du troi-
siéme ordre, qui ne devient infinie que pour les valeurs de I'argument congruentes
& zéro.

On a
(10.) p(—u) = —g'(w),

(11.) pu = —23 (w = 2pw +2p'w’).

o (u— w)’ ’
Pour # = v, v, »", la derniére équation donne

(12 Plo) =0, (o) =10, ¢'")=0
Pour les valeurs de u voisines de zéro, on a le développement en série

D_I_ 3929&

13. ' =——
(13.) pu 2' Yt TR

u’ +

w4
2*



12 La fonction gpu. Art. 10.

Entre la fonction pu et sa dérivée premiére p'u existe la relation

(14.) (9'u) = 4p’u—g,pu—g,,
d’'oit Ton déduit
(15.) P'u = 6p'u—1g,, P"u = 12pu-p'u.

Toutes les dérivées d'ordre pair de la fonction pu sont des fonctions entiéres

de 'argument pu.
Quand les deux périodes 2w, 20’ du couple primitif de périodes ont des valeurs

finies, les trois quantités
(16.) po = ¢, pu'=¢, po’ =e¢
sont inégales, et I'on a

(17.) (p'u)' = 4(pu—po)(pt—po’)(pu—po’) = 4(pu—e)(pu—e,)(pu—e,).

On en conclut les relations
etete,=0,
(18.) 6,6+ e6,+ 66, = _':‘(e:+ e:+ e:) = - %g,,
€,6,6,= {9y

La quantité (e,—e,)" (e,—e,)' (e,—e¢,)" = % (9;—27g;) sera représentée par la

lettre G.

10.
Dans le cas particulier olt, 2w conservant une valeur finie différente de zéro,
la partie réelle de la quantité —- devient infinie, les deux quantités e, et e, deviennent
égales. Dans cette hypothése, on obtient les relations

99,
™ \? 1 1/ =\ 29, 39,
(1) o = (g) w5 (2) = % .\ 26
. . 9 2
R (Y
i,__ 9¢, _ 39, _ _ 39, 3
(2') (2(”) - 29,’ €, = 9 )y 6= €= — 2921 92—279: - 0’
umn\3
8) S(u) — " cote T l(l)’ _= _ ot 20 un
(3) 2 (u) e 8o tolgs)w 2w =, Gu=ce¢ — sin



Art. 11—12. Théoréme d'addition de la fonction pu. 13

Enfin lorsque 2w et 20" deviennent I'une et I'autre infiniment grandes, tandis
que lim R () est différente de zéro, les trois quantités e,, e,, ¢, deviennent égales,
et I'on a

1 . 1
(4.) S"’“=7) %‘(“)=T“1 Gu =u; e=¢=¢=20, g,=0, g,=0.

Théortme d’addition de la fonction < (u).

11.
Entre la fonction pu et la fonction Gu existe la relation

. G(u+v)G(u—v)
(1) PU—PY = — Gy

En prenant les dérivées logarithmiques, on en déduit

(2) Gu+0) +Gw—r) -2 = —F,

(3.) Suto)— Cu—0)—28(v) = _p;_i";_v.
On en conclut ce théoréme d’addition:

(4) Suto) = EW+E0)+5 %

(5.) Su—v) = S —g0)+5 LLEEL.

Théoreme d’addition de la fonction pu.

12.
Du théoréme d’addition de la fonction %(u) se déduit, par différentiation, le
théoréme d’addition de la fonction pu

1 9 (p'u pv) 10 g.m.,.gov)
1, J(utv) = - FE+EY)
(1) puto) =3 Gu(pu—gov ¥v¥3 av(gm Pv
(60" — 39,) (v — ptt) + 4p"% — g, % — g, T P'U P’V
2. == ¢ 2 J32 2 3
(=) put 2(pu—po]

(60°v — 39,) (pu — pv) + 4p°v — g, pv— y.+sowv
2(pu—pv)

(3.) = gpv +



14 Théoréme d'addition de la fonction pu. Art. 12.

2(pupv—19,) (pu+pv) —g, T P'up'v
+ — 4 J2 3
(4.) p(utv) 2 (pu— pv)?
_ l[gn W’v]’_ _
(5.) =3 [5ou—gw PU— po.

De ces formules se déduisent les suivantes:

6) 1 2(pupv—19,) (pu +pv)—g, * p'up'v
‘ PICED)) 2(pupv+ 9,0+ 29, (pu+pv) '

(1) plutv)+pem—v) = 2(pupv—19,) (pu+pv)—9,

(ppu— pv)’
0* 0?
(8.) = Zgou—a—“,log(gau—gav) = 2gov—Wlog(gou—gav),
o) — —_PUPY O _
(0)  pluto)—plu—r) = — E7ELL = — o Ologlpu—pv),

(pu v+ 19,)'+ 9, (9% + @v)
(ppu— po)?

by (E L v N\ (w1 g\
(1) st = (G = ) 9 (G gor — 7 oamger) P

(10.) Eu+v) - pu—v) =

’

_ ($u—gv\ _ (sO'(u+v)+sv'('v))'

(12) o +e)+puto) = (sw—sav) ~ Vpw+o)—p())’
(18.) pu—pv _ —@utv)—p'(v)

' P — v P (u+v)—p(v)’

_ 1 PU '
(14.) 1 Pv P = 0.
1 Putv) —p'(utv)
_ (putig)+2g,0u 1 d° o 1(d W\

(15.) p(2u) = SU— g pt— gy U Zwloggou = Z(W loggou) —2pu.

De la derniére de ces formules on déduit, en intégrant,

G (o) — 2.8 1pu 6w _ _
_6-(2") =2 6 (“) + 2 SO'M ) 6w —Pu,
(16.)
6(2u) = G0

= 260u(G'u)*— 8GC'u C'uG"u + G'u G"'u.



Art. 13. Fonctions elliptiques d'ordre quelconque. 15

Représentation, au moyen des fonctions 6(u|w, o) ¢t @(u|w,«’), d'une fonction
elliptique d’ordre quelconque.
13.

Soient ¢ () une fonction elliptique d'ordre r, (2w,2w’) un couple de périodes
de son argument, et G() la fonction G(u|w, »’) qui correspond & ce couple de pé-
riodes. Il est toujours possible de déterminer 2r + 1 quantités

Upythyy ot ,0-0,; C,
de telle sorte qu'on ait la relation

: Ny G(u—u,)6(v—u,)--G(u—u)
(1) | ?() = C Gu"0)6(u—0,) Glu—s)’

entre les quantités », u,,---u; v, v, .- v, existe en outre la relation
(2‘) ul+u,+---+u‘_ = vl+v’+...+v'.

La réciproque de ce théoréme consiste en ce que:
Si les quantités u, u,, --- u; v,,,,--- v, satisfont & I'égalité (2.), et si aucune

des différences
U= (lél"’ Lpw=1238r)

n'est congruente 3 zéro, la fonction ¢ (u) déterminée par I'équation (1.) est une fonec-
tion elliptique d’ordre r correspondant au couple de périodes (2w, 2w’).

Si parmi les r quantités », u,---u_, il n'y en a pas deux qui soient congruen-
tes, non plus que parmi les » quantltés v, v, v, toutes les racines de 'équation
¢(u) =0 sont simples, ainsi que celles de I'équation ¢ (u) = co. Au contraire, si
quelques - unes des quantités u, u,,---«_ d'une part, ou quelques-unes des quantités
v, v,,--- v, d’autre part, sont congruentes, les racines correspondantes de I'équation
¢(u) =0 dans le premier cas, de I'équation ¢ (u) = oo dans le second cas, sont des
racines multiples.



16 Fonctions elliptiques d'ordre quelconque. Art. 14.

14.
Soient

Ugy Uyy Uyy -~ U

(n+1) quantités variables sans limitation et indépendamment les unes des autres.
La fonction

|1 p(u) @) -+ @™ (k)
|1 puw) @w) - " (u)
(1') ?(“o’“uun"'“n)= 1 89(“3) S"I(“n) ﬁ’“—n(“z)
1 p(w) @'(w) -+ ()

est, relativement & chacun de ses arguments, une fonction elliptique d'ordre (n+ 1).
Considérée comme fonction de u,, elle ne devient infinie que pour la valeur u,= 0
et les valeurs congruentes; elle est au contraire infiniment petite pour

U= U, Uy, -~ Uy, — (Ut Uyt +u)

et les valeurs congruentes.
Nous supposerons quaucune des quantités
Uy Ugy oo Uy Ut Ut U,
n'est congruente & zéro, et en outre, que parmi les quantités
U, U

il 'y en a pas deux congruentes I'une & Iautre.
On a d’abord

. 6(“0"' “1+“s+ cte +“u) 6(“0_“1) 6(“,,—",)' T G(uo_un)
6™ (“o) ’

(2°) ?(“o:“n“u"'“-) = C-

ol le facteur C, ne dépend que des quantités u , u,,-- - u,.
Ce facteur est déterminé par I'équation

{1\ ?(“uun'“u-)
o= ) a4 4) 6(%) 6(w) G

Si l'on suppose maintenant qu'aucune des sommes

Ut Ut U, Ut Ut U, - U+,



-Art. 14, Fonctions elliptiques d'ordre quelconque. 17

n'est congruente & zéro, l'application répétée de la méme formule donne

6(“o+“1+ U+ + u,) nl,uG (wm— “y)
6"“(“0) 6--{-1(“1) G-H(u’) e 6"“(%') ’

0D 110181 )

(3') (P(uo)uv %, "'“-) = (_l)
(A<p, 4u=0,1,2--2).
Comme le montre la considération de la continuité, cette formule est valable

sous la seule condition qu'aucune des quantités u, (2 = 0,1, 2,---n) ne soit congruente
3 zéro.

-’On obtient ainsi pour la fonction elliptique ¢ (%) considérée dans Vart.13 cette
expression

o ?(us“u“n'““v)
() . ¢o(w) = C" ¢ (U, v,y Vgy--- v,)’

ou le facteur C' ne dépend que des quantités u, u, --- u; v, v, ---v. Ilfaut sup-
poser qu'aucune de ces 2r quantités n’est congruente & zéro et qu'il n'y en a pas deux
qui soient congruentes I'une & I'autre. Il n'y a aucune difficulté, par un passage &
la limite convenable, & déduire de cette formule d’autres formules relatives & ces cas
exceptionnels.

On 2 ces théorémes généraux:

Toute fonction elliptique (uniforme) ¢ (%) dont 'argument a les deux périodes
2w, 20’ est exprimable rationnellement au moyen de la fonction @ (u|w,w) = pu qui
correspond au couple (2w,2w’) de périodes et de sa dérivée premiére p'u prise par
rapport & la variable u. Réciproquement ces fonctions pu et p'u sont exprimables
rationnellement au moyen de la fonction ¢ (u) et de sa dérivée premiére ¢'(u), si
toutefois (2w,2w’) est un couple primitif de périodes de 'argument de la fonc-
tion ¢ (u).

Si la fonction ¢ (u) considérée est une fonction paire de son argument, c'est
une fonction rationnelle de pu; si, au contraire, la fonction ¢(%) est une fonction
impaire de son argument, i;io(,—:) est une fonction rationnelle de pu.

Si la fonction ¢ () considérée n'est infinie que pour u = 0 et les valeurs con-

gruentes, cest une fonction entié¢re de pu et p'u.
Formules et propositions pour 1'emploi des fonctions elliptig; 3
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: G (nu)
La fonction )
15.
Supposons # plus grand que 1, et considérons le cas limite ou
U = U, = 4, = --- = u, = v;
en posant
p’v p"v . p(-—nv
— . 6% (u—1v)G(x + nv) _ P'v v - "
W e =V ermewem . 0T L
p"‘"v K‘.,(x-)v . p"""’v
on a la formule
pu—pv Pu—pv - E"Pu—e"y
1 g’,v 8on ) . . so(-)v
(2‘) :P,l (’U) . (P(u) = m- p"v gp'"v .. p(u-i-l),v
so(n-l)v p(n)v .. p(’”_’)v

Si maintenant on développe chaque membre suivant les puissances de la quan-
tité « — v, et que I'on égale les coefficients des termes en (v —v)" de part et d’autre,
on en conclut

(3') ’ 6((”""1)”) 1 P‘.H(U)

D’un autre coté, la quantité c, étant définie par I'équation

(4) O Bm) = Ty B(0) 60,
on a

5 6((n+1)v) 1 e P,.(v)
(5) 6(nv)G™(v) ~  wln! ¢, P, (v)

. C, .
Le quotient —** a donc, pour chacune des valeurs de n considérées, la valeur 1.
Pour » =2 on a

6(2v) = —c¢,- p'v-GY(v);
par suite de I'égalité (16.) de 'art. 12, ¢, est donc égal & 1.



Art. 15. Fonctions elliptiques d’ordre quelconque. 19

Par conséquent c, est aussi égal & 1, et, en remplagant v par », on en conclat
I'égalité

P'u pu - 0" Vu
(6.) G(nu) (=1~ P’ Puw - P™u
) G™(w) ~ (112!8!...(n—=1)!)
so(w—l)u 83(')'4 .. p(!»—-8)“

Par suite des égalités (14.) et (15.) de Tart. 9 toutes les dérivées de la fone-
tion pu sont représentables par des fonctions entiéres & coefficients entiers des quan-
tités pu, p'u, 19,9, Le déterminant P (u) par lequel est exprimée la fonction

251‘(';’) est donc aussi une fonction entitre de ces quantités.

Si maintenant # est impair, gf"(“)) est une fonction paire de I'argument u,

et est par suite une fonction entiére des quantités pu, 1g,, g,; si, au contraire, » est
pair, g(,.':“)) est une fonction impaire de largument u, et c’est Plu g.(.'::))

une fonction entiére des quantités pu, 1g,, g,.

qui est

On a donc, pour toutes les valeurs impaires de n» une égalité de la forme

G(nu) | .
6“(“) - (1!2!3!“_(”_1)!)2 G(p“r?.qmga)*(",_l)’

(7.)

et, pour toutes les valeurs paires une égalité de la forme

G(nu) —p'u .
G™(u) - (1!2!3!'“(”_1)!? G(W“r?gnga)*(”,_o-

(8.

Dans ces égalités G (pu, 19,, 9,), représente une fonction entiére 3 coefficients

entiers des trois quantités pu, 1g,,g,, et I'indice NV est le degré de cette fonction
relativement & I'argument pu.

Comme
&, 6
(9) o8 Gue = #(pu—plm),

les égalités précédentes peuvent servir & exprimer rationnellement p(nu) au moyen
de p(u).
3 *
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Représentation d'une fonction elliptique d’ordre quelconque au moyen de la fonc-
tion S (u) et de ses dérivées.

Intégration d’une fonction elliptique d’ordre quelconque.
16
L'ensemble des valeurs pour lesquelles une fonction elliptique d’ordre

_ . 6(u—u)6(u—u,)---6(u—u,)
(1) pu) = C'_G_(u—vl) G(u—1v,)---G(u—wv,)

devient infinie se compose d'un certain nombre m de classes ne contenant chacune
que des valeurs congruentes entre elles; soient

Uiy Vqy =" ¥

des valeurs quelconques appartenant respectivement & chacune de ces classes; soit,
pour p = 1,2,---m,

C(u—v,) "'+ O (w—0,) "+ Cl (u—1,) "+ - + C L (w—1n,) %

la somme de tous les termes & exposants négatifs qui s'offrent dans le développement
en série de la fonction ¢(u), procédant suivant les puissances de la quantité u—uv,
et valable dans le voisinage de la valeur v,.

Sous ces conditions, on a les égalités

(2) nthtet+n=r, 01+Ca+"'+Cm= 0,
f _11 2 )
6) ot = B0 50—+ 5,550 0 L Sy,
(A=1,2,---(n—1); p=1,2--m).

On peut déterminer la constante C, quand la valeur de la fonction ¢(u) est
connue pour une valeur de I'argument non singulitre, c'est-a-dire qui n’est congruente
a aucune des valeurs v, v,, --- v_, ou quand, outre les termes 4 exposants négatifs,
dans le développement en séric de la fonction ¢ (%), procédant suivant les puissances
de u—uv,, et valable dans le voisinage de cette valeur v,, le terme constant est
aussi donné. ‘ )



Art. 17—18. Les fonctions G,u, Gu%, G,u. 21

17.
De l'expression donnée dans Yart. précédent pour la fonction ¢ (%), on déduit:
pour lintégrale de cette fonction I'expression suivante ol C; désigne la constante
d'intégration:

f ¢ (wdu = 3,0,10g6(u—1,) + C +C,
3.0 8 u—1)+ T, T, (— 1) 1 02 p*P(u—,),

G
(l=2731"'('ﬁ_1); l"=1721"'m)'

Dans la seconde ligne de cette formule p”(u—v,) représente. F‘l‘},p(u—vﬂ)
quand » est différent de zéro, et p(u—v,) quand v = 0. Il faut en outre remarquer
que, en raison des hypothéses faites, tous les termes de I'intégrale qui figurent dans
cette ligne disparaissent, lorsque chacun des nombres 7, 7, --- r est égal & I'unité.

Les fonctions Gu, Gu, Gu.

18.
Les équations : .
—nu n%
e G (w41) e G(w-u
Gu = ot = £ 200 _ Gulw,w),
—n"u 7"u
e 6" e 6w .
(1.) 6:“’ = Guf’(’n +2) = 65:’)’. “) = 6:(“[‘”’“’)7
—7'u 7%
e "6 (w'tu €6 (w—u ,
68“ = G(f::’ ) = 6(((:' ) - 63(“ I o, (”)

définissent trois fonctions uniformes Gu, Gu, Gu de la quantité complexe » variable
sans limitation. Pour toutes les valeurs finies de I'argument u, elles ont le caractére
des fonctions entiéres.

Chacune des trois fonctions Gu,Gu, Gu est une fonction paire de son argu-
ment ». A la valeur « = 0 correspond pour la fonction la valeur 1.

Si dans la formule (1.) de l'art. 11 on attribue & v successivement les valeurs
v, ®’, ', on obtient les relations

©)? G,u\? G,u\?
2.) pu—e, = (E;) , PU—e, = (‘67) ) Pu—e, = (B?) )



29 Les fonctions G,u, G,u, G,u. Art. 18.

qui montrent que chacune des trois différences pu—e, (4 =1, 2, 3) est le carré
d’'une fonction uniforme de I'argument w.
On a les égalités

6,u 6,uG,u

(3. pu = —2 GuGuGu ’

G(2u) = 26u6u06,uG,u.

Pour chacune des valeurs 1, 2, 3 de l'indice 4, on a le développement en série
(4.) Gu = 1—teu'— 4 (66]—g,)u'— -

1l résulte de Yart. 9 (18.) que, en désignant par 4, u, » les trois nombres 1,2,3
dans un ordre quelconque, la quantité g, est égale &

(5.) 9,= —4(ee+6a+6q8) = —4((g—e)(g—¢)—3¢).
Relativement & l'addition d’'une période & I'argument, on a les formules

2 27" "’ ’ ’
Gut20) = €150 | Gus2en) = —T T V6w | Grurow) = —THH g,

2 ” "
6 (u+20) = —¢€ n(u+w)61u o (utw )6

"(utw') 6
(6.)

% | O(ut20') = +ezq
W (utw )6’“

G,(u+2w") = +

2" ”
_e U] (u+lﬂ )6’1& 6,(“""2‘”') = +

" ”
e?n (¥4 o )G,u

ez'q (u+ w)G’

G, (u+20) = + % | G(u+2w") =

»
2
n(u+w)6‘u

’ ’
Gy(%+20) = +¢€ e+ )s .

Gy(u+20") = + Gy(u+20') = —

Ces formules sont des cas particuliers des suivantes, dans lesquelles p, ¢ dé-
signent des nombres entiers positifs ou négatifs quelconques, ou zéro:

26 = 2pow + 2quw’, 2% = 2pm + 2¢v/,

6(u+28) = (—1)?1HITLMEH g,

b}

) Gu+23) = (—P*TTF Mgy,
Gu+2s) = (—1?L Vg,
Gu+28) = (—nPite Mg,

Pour toute valeur de m différente de zéro et pour chacune des valeurs 1, 2, 3
de I'indice 2, on a I'égalité

(8.) Gy (4]0, ) = 61(%|3 _“L).



Art. 19. Les fonctions G, Gu, Gu. 23

19.

Soit maintenant
@ = po + qo’

une demi- période, autrement dit, supposons que les deux nombres entiers p et ¢
ne soient pas simultanément pairs.
Si conformément au mode de notation expliqué dans l'art. 7, on pose

§=pn+an = $(a),
la fonction

e Voaru) e 6(o—u)
G& —‘ Gd

n'est autre que la fonction Gu, ol lindice 2 a la valeur 1,2, 3, suivant que pd est
égalde, de, de,.

Or on a
p® = e, et par suite 4 =1, si p=1, ¢=0 (mod.2);
(1.) pd = e,, et par suite 4 =2, si p=1, ¢g=1 (mod. 2);
pd = e, et par suite 4 =38, si p=0, g=1 (mod.2).

En supposant la valeur de 1 déterminée conformément 3 ces conditions, on a
les relations

(2.) po = ¢,
. e Mo@ru) _ e'oa—u) .
(3.) ) = T G = Ol
P - G, s
(4.) GUWENFI =gl =W, S@ts)=Fwy

Si, dans les expressions de g (z X v), on attribue & la quantité v la valeur 6;
on obtient

(el_ey) (a—e) .

+3)—e =
(5. puEd)—e ou—e



24 Les fonctions 6%, Gu, Gu. Art. 20—21.

20.

Pour le premier des cas limites R (%) = oo considérés dans l'art. 10, on a:

um\2 wm\2
(1) Gu = 6%(%) cosé%, Gy = Gu = g%(ﬁ) .

Mais si 2w, aussi bien que 2w’, devient infini, 2}{(%) ayant une valeur finie
différente de zéro, il faut poser

(2.) Gu = Gu = Gu = 1.

Les égalités

— 6,“ 6G,u G,M
(1) \/sm-e. = Su’ \/gou —e, = 6’“, VSQu-—es = g

définissent les valeurs des trois racines carrées comme fonctions uniformes de
I'argument u.

Si 'on attribue successivement & 'argument « les valeurs

o, =0, o =o+t+o0 =0, o =0,
on obtient les égalités suivantes,
6w € 6w L T
6% = G —  Gubw ’ 4% = Ga — ~Gubw '
" L

(2) Ve—e, = 2% — _ £ G e, = 2% — _€'" 6w
' 2 17 6w T 6w Gw” ! T T G T 6w’ Gw" ’

\/e—_—-J _ G e_m“ Guw" \/e e — G’ e.’l “ 6w

T G T Gw 6w’ ’ 8T G T Gw' Gw" !’

par lesquelles les valeurs des six racines carrées sont déterminées sans ambiguité.

En raison de I'hypothese R (%) > 0, ces radicaux satisfont aux relations

(3.) \/e,—e, = _’ivea—ca) \/e,—el = _ivex"‘eu ve:_ex = _’i\/ex_er



Art. 22. Relations entre les fonctions G. 25

4

Relations entre les fonctions 6, 6,u, G u, G,u.

22,

Des égalités (2.) de I'art. 21 se déduisent les expressions suivantes des quan-
tités Go, Gw", Gw':

", .n

L) Gw— et G’ — - Vi e o' — ietn?
. = T = g/ = g g —"
V‘ex—eavex—ea \/ee_ea €,— 6 Ve:"'es\/el_et
Les trois radicaux
. . .
‘e:_es) Ve, — 6, Ve, —e,

ne doivent prendre que les valeurs dont les carrés sont respectivement égaux aux
quantités

vea_eu €, — 6, Vex"'e:

déterminées sans ambiguité par les égalités (2.) de l'art. 21. Chacune des
trois racines quafri®mes ne peut donc avoir que d e ux valeurs, et non pas quatre;
mais dés que I'on a fait choix de la valeur d’une de ces trois quantités, les valeurs
des deux autres sont déterminées sans ambiguité.

On peut aussi, pour déterminer la valeur du produit de deux quelconques des
trois racines quatriémes, se servir des égalités

7y < G, < o < Gy w”) 1y < . G,
(1*)  Ve,—e,Ve,—e, = G_giu%’ Ve,— e Ve, —e = V' 6_((::—”))’ Ve:’—eo\/ex"ea:’ (k).

G ($v’)

11 faut attribuer & la quantité V7 la valeur et™,

En supposant que I'on fixe comme il vient d'étre expliqué les valeurs des ra-
cines carrées et quatriémes, le tableau de formules de la page suivante fait connaftre
les relations auxquelles donnent lien 'addition et 1a soustraction d’'une demi-période

a4 l'argument des quatre fonctions G.
Formules et propositions pour 1'emploi des fonctions elliptiques. 4



26 Relations entre les fonctions 6.

Gutow) = +¢* 1" Gu G,u

G(utw) = FVe—eVo—ee " G Gu

(2)
G(utw) = Ve—e - € 1% 6o Gy =
G(utw) = Ve—e, - €1 6o Gu =
6(“ i‘w”) — + ei 7?"“ 6(0"6,“ —_
G(utow')= Ve,—e, - e qu”G,u =
(8.)
Guto") = FVa—e Vo6 | ¥ Gu'Gu =
Gyt 0") = Ve,—e, - ¢ ¥ 6u"6,u =
G(ut ) = +6" " 6u'6u =
G, (4 o) = G—e, - € 1" Gu'Gu =
(4.)
Gy(u ') = \/ea_ea : einuﬁm’ﬁlu =

1

+

V‘ €,—¢ \‘/ex —¢

Art. 22.

ein(ui%m)Glu

TVe—eVe—ee " (wxio)g,

€,—¢6
¢

6,—6
4

¢,—¢€

4+
<
«©

= e 4
e,—e\e,—

1 Ve—e rv'(uzio’)

Vi Ve,—

e.‘tn (u+ -}m)G.u

e.t'r‘(ui%w)G’u

et (CES T )G,u
€y ¢

s Y
23

- \‘/e,—i,/%/e,—e, & 7'(u+ ;m”)6u

-~

i

il

—Ve,—e,  *7'(utiw
v 2 8 .e

)G‘u

6—¢,

+ )

B V‘ €6—6 V‘ €,— &

4
Vé,—¢6
4

e,—6,
4

e

i

1— €

s 6

ei'q (¥tio0') 6,u
e (ui!;m)G’“

617; (¥+iw )61u

G(uto)=x Ve,—e, \/e,—e, ein ¥ 6w Gy = i'i\/‘ el—e,\/‘ e,— e,ei.q (440 )Gu.



Art. 23.

Relations entre les quotients G.

Relations entre les quotients de deux fonctions o.

Entre les quotients de deux fonctions G ont lieu les relations

Gutw) -1 G,u G(utw) — Gu
G(uEw)  Vo—evVe_e O GuEw) TV A Gy
OBlute) o, 4 Gu Sfute) 1 Gy
Guto) — T \e—e, [ G,(u T w") *Ve,—e, O
Guto) _ , _ i G G,(ut o) Ve,—e, Gu
61(“ + m') 6, —é, 6’“ 6:(“ + “’)l) €;— 6y 61"
G(u* w) 1 G,u G,(utw) _ Gu
Qg _, 18 Siuto) _ cyag Ot
G,(u + w) \/e,—-e, G,% Gy(# t w) O,u
(1.) G(Qli w::)‘ — '—"'i 6’“ 6,(“i m”) el___e’ G.u
Gy(u * ") Ve,—e,\le,—e, Ou 6y ") e—e, Ot
6(utw) -+ 7 . G G,(u £ o) 1 O,u
0,(u £ ') Ve, —e, 6,u 6,(u* o') e,—e, OU
6(x* w) -+ 1 . Gu G,(u* v) Ve,—e, Gu
63(“ + ) Vel—e, 6.“ 63(“ * w) \/e,—e, 6:“
G(utoe’) 1 G,u G,(u * ") . Gu
GwEo) ~  Va—e = Om GuE o) Va=a Gu
Guto) 1 0% O,(u * w’) i Gu
Gy(u £ o') Ve,—e,\e,—e, Ou Gy(u T o) e,—e, Ou
Gut2w,) _ Gu G, (4 + G4
G(u*2w,) =  Gu G, (% * 2w,) G,u
(2.)
6(u*2w,)  Gu G, (ux _ Guu
Gut2w,) = Gu G, (u* G,u



28 Equations différentielles des quotients G. Art. 24—23.

11 résulte de ces formules que les fonctions % et %:% sont des fonctions uni-
formes doublement périodiques pour I'argument desquelles (2w,, 4w,) est un couple
primitif de périodes.

Relations entre les carrés de trois quelconques des fonctions 6.
24.
Si entre les équations

pu—g = o (1 =1,2,3)

on élimine pu, on obtient les relations suivantes entre les carrés de trois quelconques
des fonctions G: '

Gyu— Giu + (e,—¢,) G'u = 0,
Gyu— Giu + (¢,—e¢,) Gy = 0,
Giu— Oyu 4+ (¢,—e,)G'u = 0,

(e,—¢&,) Glu + (e,—e,) Giu + (e,—e,) Giu = 0.

Equations différentielles des quotients .

25.
De I'égalité
(1) pu = —2 08 G4 Bu
se déduisent, pour les fonctions
Gu G G
Gu’ G,u’ Gu’

les équations différentielles suivantes :

@) L 6% _GuGu 4 Gu_ . GuGu dGu_ _GuGu
7 duGu T Gu Gu' duGu « * “GuGu du 6u  Gu Gu’




Art. 25. Equations différentielles des quotients G. 29

Gu Ou Gu . "
et les fonctions G 6 w 6’ " satisfont, pour » = 0, aux conditions:

_ d 6“_ . 6"“_ . 61“__ . 6’“ d 61“_
) 5u=% Weu=V  Gu=Y Ba— Me el

Par suite des relations qui existent entre les carrés de trois quelconques des
fonctions G (art. 24), ces équations différentielles peuvent se mettre sous la forme:

(4) %%]= [1-ta—a) G| [1-(e—e) G
SR P TR,
SR P 30 o

On conclut de 14 que, & désignant I'une quelconque des quatre fonctions

Gu 1 GC,u 1 Gu 1 G4
G’ e.—eg O ’ e—¢ Out’ Ve,—e\e—¢ Ou’

on a

) = 1—(a—a)§)(1—(e—a)F).

Notons encore les égalités

(7.) %'(u)——g(u) = %108%% = %@% = "%'

(8) G:f (“)_6: W= g% =%(sou(e—ﬂz.;v(laﬁ'iey) = e glz g:

0) g g = grloggu = —la=8ome) (o) T8_,
= (e )2’, —-e,=—(e1—ey)g§—z-—e“.

(10 ;Z;(;l—” % ( T ’( w) = (m_(e“,_(;,: ,—qf‘ep—elf'e,'



]
30 Les fonctions elliptiques de Jacobi. Art. 26.

Comparaison des quotients ¢ aux fonctions elliptiques de Jacobi.
26.
En déterminant le module % des fonctions elliptiques de Jacobi par I'équation

€ 6

(1) B=

les quotients G s'expriment au moyen de ces fonctions elliptiques comme il suit:

gsz ve__” sin am (\/—_-u, k) g‘z = Ve,—e, :?zzle/g::: Z;

g::: = cos am (Ve,—e,- 4, k) g’z = \e,—e, siAn :szg::: :;

g:;: = A am (Ve,— e, k) gs: = Va—e, sinam(\/eﬁ-u, k)
(2.)

g": = sin coam (\e,— e, %, k) % = \/ell—ea tg am (Ve,—e¢, %, k)

% = \/e,l—e, cos coam (Ve,—e, -, k) g:: == <in coam (\/1.—__83'“; %)

%% = %:.:_?: A coam (Ve,— ¢4, k) % = cos am (\/tz,——é;-u, k)

coam (\e,—e,-u, k) = am (K— \e,—e,-u, k).

Dans ces formules on peut attribuer au radical carré ye,—e¢, 'une quelconque
de ses deux valeurs; pour savoir, au contraire, quelle valeur attribuer au radical
carré \Je,—e,, il faut se reporter & la convention faite pour la détermination de la
quantité K qui sert & la définition de coam (\e,—e,- u, k).



Art. 27. Les quantités K, K'. 31

La quantité que Jacobi représente par K peut, en effet, avoir I'une quelcon-
que des valeurs contenues dans I'expression

\/ex— & (0 +4pow + 2!1""),

ol p et ¢ sont des nombres entiers quelconqueg.*) La valeur qu'il faut attribuer au
radical ye,—e, qui figure dans les formules précédentes est celle fixée dans l'art. 21
ou la valeur égale et de signe contraire, suivant que le nombre ¢ est pair ou impair.

Détermination d'un couple primitif de périodes de 'argument de la fonction pu
an moyen de deux quantités K et K déterminées sans ambiguits.

217.
Considérons I'équation 4s’—g s—g,= 0, et supposons g;—27g] différent de
zéro. Nous appellerons ¢, ¢, e, les trois racines avec cette seule convention que,

au cas ol les trois points qui représentent géométriquement ces racines sont sur
une méme droite, e représente la racine intermédiaire.

Les quantités

) = I €—6 —
(1.) €,— 6 ’ €,—6 b

sont alors telles quaucune d’elles n'a une valeur réelle négative ni une valeur
réelle positive supérieure ou égale a 1.
~ Nous représenterons par k et & celles des racines carrées de 5% et o= dont

la partie réelle est positive. Alors la partie réelle du quotient —’,:: est également
positive.
Nous désignerons par K et K les valeurs des intégrales définies

K—f dt K,_f‘ dt
(2.) . A ViZTeyi—ee' o VI—2 1=k

o lintégration est supposée faite*) suivant la droite (0——1) et ou il faut attri-
buer aux radicaux celles de leurs valeurs dont la partie réelle est positive.

*) Cette convention que Pintégration est effectuée suivant une droite est rappelée dans les for-
mules o elle intervient par un accent placé pres du signe d’intégration (/).

**WMMWMW&"d'f’q-Q Lo vablicr ?Z/ los coven enZices
/J¢ /Jml".fotwuld” o L cmmfute Los M‘Wa‘ 4/74'1
J¢WW enlic €wX .




32 Les quantités K et K'. Art. 27.
Si maintenant nous déterminons deux quantités », et w, par les équations

K o — _Ki
vex_ea ’ * ven_es ’

(8.) 0, =

ol 'on donne & \/e —e¢, I'une quelconque de ses valeurs, (2w ,2w,) est un couple pri-
mitif de périodes de I'argument de la fonction g (u;g,,9,) qui correspond aux inva-
riants g, et g,, et en posant

= o+ o,
on a les égalités

PO, = €, POy = 6, POy = 6.
Les parties réelles des deux quantités K, K’ et la partie réelle du quotient

X
K

w —
o =
sont positives.

Si la quantité 2= ‘;' =K est réelle, K et K ont des valeurs positives.
Le triangle qui a pour sommets les points qui représentent géométriquement les
quantités 0, 2w, 2w, est alors un triangle rectangle, et le sommet de 'angle droit
correspond 3 la valeur zéro.

Les angles de ce méme triangle sont aigus si &’ est une quantité complexe
dont la partie imaginaire est positive; I'un deux est obtus si A" est une quantité
complexe dont la partie imaginaire est négative et son sommet correspond alors
la valeur zéro. Dans ce dernier cas les points qui représentent géométriquement les
quantités 0, 2w, —2w, sont les sommets d'un triangle dont tous les angles sont
aigus.

Le parallélogramme des périodes dont les cotés sont les droites qui représen-
tent géométriquement les deux périodes 2o, , 2w, déterminées par les formules pré-
cédentes est donc un rectangle si %' est réel; si &' n'est pas réel il a la propriété

d'étre décomposé par sa plus courte diagonale en deux triangles n’'ayant que des
angles aigus.



Art. 28. Détermination des radicaux pour un couple spécial de périodes. 33

Cette propriété est caractéristique pour le couple primitif de périodes (2w ,2w,)
déterminé comme il vient d'étre expliqué, si Ion adjoint cette condition que pw = e,
pw = e, et que la partie réelle du quotient ﬁ" soit positive. Il n'existe, en effet,
aucun couple primitif de périodes équivalent aux deux couples primitifs (2w ,2w,),
(—20,—20,), qui posséde avec eux cette propriété.

Détermination, pour un couple spécial de périodes, des radicaux
qui figurent dans les relations entre les fonctions .

28.

Supposons que les périodes 2w, 20", 20, auxquelles se rapportent les formules
des art. 21 et 22, soient déterminées par les équations

(1.) 20 = 20,, 20" = 2w, = 20, + 20, 20" = 20,,

ol et o ont les valeurs déterminées dans Part. 27; la valeur du radical carré
Ve,— e, fixée dans I'art. 21 est alors précisément la méme que celle qui a été employée
pour déterminer les quantités o et w,,-et qui pouvait étre prise arbitrairement parmi
les deux valeurs de ce radical.

En conservant les notations définies dans I'art. 27, les valeurs des autres ra-
dicaux carrés qui se présentent dans les art. 21 et 22 sont déterminées par les
équations:

T 6o _ 6o 1 G’ i
6o — Va4 G — G — T’ 6 Tk’
(2) Ve,—e, = k\e,—e,, Ve—e, = k'\e,—e,,

Ve,—e, = —iVe,—e,, Ves—e, = —ikVe,—e,, Ve,—e, = —ik'\Ve,—e,.

Aprés avoir choisi arbitrairement I'une des valeurs du radical ye,—e,= Vve —e,,
si l'on désigne par V&, Vi celles des valeurs de ces racines carrées dont la partie
réelle est positive, on a les égalités

(3. Ve.—e, = VE Ve, —e,, Ve,—e, = Vi Ve, —e,.

Formules et propositions pour 1'emploi des fonctions elliptiques. 5



34 Les quantités E et E'. Art. 29.

Expression des quantités S (,) et S (v,) au moyen de deux quantités & et E’
déterminées sans ambiguité.
29.

[
En employant les notations expliquées dans I'art. 27, nous représenterons par
E et E’ les valeurs des intégrales definies

SV =Y 11
E= [ Vi-Fe =f__,w_’%’t' - it
b V1—¢ 1—e\i1—ke ™
(1.) e .
1 ’ ta [} 2 42
E= f LAV I e LA
b V1—1¢ \/l—t’ Vi—k*s

les intégrations sont supposées*) effectuées suivant la droite (0—1) et l'on
prend pour les racines carrées celles de leurs valeurs dont la partie réelle est
positive.

Les quantités 7, = % (0,), 7 = g—'(m,) sont alors déterminées par les
équations

(2.) T = \/ex'—es{E— e,ie,K ' Ts = —@\/8 _eng’ — K’
d’ott I'on déduit
1 , %
(8.) E = ——=—(n+ e;“’x)) E=——= (ns+ €3 ;).
\/e.—e, vex—'ea

De T'art. 7 (5.), il résulte que les quantités o, , 7,, 1, sont liées par 'égalité
(4') N W— W, = %ﬁi,

qui correspond & la relation EKX'+ EK— KK' = = de Legendre.

*) Voir la note de la page 31.



Art. 30—31. Représentation des fonctions G, G,u, G par de produits infinis. 35

Représentation des fonctions 6., G,u, 6u par des produits infinis.

30.
Comme la fonction Gu, la fonction G,u peut étre représentée par un produit in-
fini & double entrée.

Si l'on pose, en effet,
(1.) w, = (2p+1)ov +2p'0, w, = 2u+1)o + (2p'+1) o’ w, = 2pw + (2v'+ 1) 0/,

on a, pour chacune des valeurs 1, 2, 3 de 4,

w o, uw
, -—J,Leu’l I u\ wti g
(2) Giu = Gyujw,0’) =¢ * "’1(1_5;)6“’1 “,

ol le produit infini s'obtient en attribuant & chacun des deux nombres ., p’ toutes
les valeurs entiéres positives et négatives, et la valeur zéro.

31.
Le Tableau suivant fait connaitre les valeurs que prennent les quantités
W 2r0v
—2%=v, evﬂ=z, 2rwr?, e~ ,

quand on attribue successivement & 'argument u les valeurs
uto, 4o, %+ o”;

~wi

les notations = = —, b = €™ gont celles définies dans I'art.6:

% U+ %+ o %+ o
v v+ 3 v+ 5T v+ 3 +1f:
(1) = i Ko ' ihiz

2n0v* |2700"+ 74+ 1o 200"+ 1 'ud- o'+ triori 2rer’+ 1wt v 0"+ 4 w4 S i o

1 ’ ’
17,0

€

2700’ 62110»'0 LU BRR 1) 2~r,wv’e~r,'u

e'e e AP 627‘0") " “‘ \fz hiz

e

11 faut attribuer au radical V: la valeur ™
Au moyen de ce Tableau, on déduit des formules (7.), (8.}, (9.) données dans
5*
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Représentation des fonctions G,u, G,u, G,u par des produits infinis. Art. 31.

l'art. 6 et relatives & la fonction Gu, les expressions suivantes, par des produits infinis
simples, des fonctions Gu, Gu, Gu:

(2.)
(8.)

(4)

(5.)
(6.)

(7.)

(8.)
(9.)

(10.)

Gu =

G =

62~qmv’H sin(n—4)t—ov)x ——va sin(n—3)t+o)r _om

27w cos(nt—2)® —ori cos(nt+v T ]
e cosvl_I—————-—(t ) H____(+L~_vm

e "
cosntn cos nTm

2 M —2 2n .2
e2~r,uyv -:—(z+e“)H 14+ A"z 14 A%z

Y

2nov® 1 4 2k*™cos 2vx + A*
e cosvm H” T+ ™) .
270v? cos((r—3)T—v)"m —om cos((n—3)t+v)n omi
(7 e
e cos(n—3)Tw " cos(n—g)Tw

2'qmv H 14 A te™? 14 ke
1 +h2n—l n 1+h2u—-l ~

2~quyv H 1+ 2h*™ 'cos 2uw ++ A*?
(1 + h:-—x)z )

e

" sin(n—3)n sin(n— 1)

21;0)1) H 1—A™"2 ) Ltet
1—

hl-—l n 1 k’n—l

3 — 2n—1 An—2
e2~qmv I 1—2h™"cos 2vm + A"

( 1 — kz-—l )’

En développant suivant les puissances de la quantité v et égalant les coeffi-

cients des termes en v’, on obtient les égalités

(11.)

(12.)

(13.)

2nw = —2¢0'+n’ +2 e
n = 1 n (1+h2u)l
4h!u—1
2o = —2q0'+ 5" B, o
h—l
2n0 = — 26,0 —n 2"—(1—11"‘—:)7’

analogues & l'égalité (10.) de Iart. 6.
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Expression, par des produits infinis simples, des radicaux
qui figurent dans les relations entre les fonctions G.
32.
Les quantités H,, H,, H,, H, étant définies par les égalités

P e SR R (L+ W)L+ A (145 -,
H, = (1+%) (1+A)(1+4%)---, H = (1-8) 1-K)(1=F)--,
ol la quantité . a la signification expliquée dans I'art. 6, on a

(2.) H, = H,H,H,H,, HHH =1,

et il en résulte

1. 2 1 Lonlen!
(3.) Go = 2_‘”6'37“0)‘_2':-’ Go" = _?_u’_e:ﬂw \/7, -H: , Go' = 2-‘:"_68.']0)1:_5_-
T H; = oh*H? = et H?

Les radicaux déterminés sans ambiguité dans I'art. 21

Vea_es’ Ven"'es’ \/c,—e,

sont ainsi donnés par les égalités

(4) vea_'ea = '210;'4}‘;'HJH1‘7 vex_es = 5 HH;, \/el_e: = E%H:‘H;;

©
20

par conséquent l'on a relativement aux radicaux Ve,—e,, Ve,—e,; Ve,—e, qui se
présentent dans les relations de l'art. 22, les égalités

V‘ea_'ea = \/'g%zh*H;H:; ‘en—'es = TZ‘,'H;HL v‘e,—e, = ‘/'Q%Hoﬂ’:’
(5.)

\‘/e:_es \‘/el— s \‘/el_e! = \8/(? = 'QT; Ez:; 2h*H:;

on y peut adopter I'une ou I'autre des deux valeurs du radical \/ 2—_”—;

On a ainsi

b6y _op (AR ILR) ey ((1I=R)(1=R)1—F)- e

(6) ¥'= e,—e, (1+4) A+R)(141%)--- T e—e, |(1+R)AFE)1+A)



8 Passage au couple de périodes (2®, 26'). Art. 33.
g ] ’

Passage d'un couple primitif de périodes (20,2
& un couple équivalent (2&,24").
33.

Si, 4 la place du couple primitif de périodes (2w, 2w’) auquel se rapportent
les formules des articles qui précédent, on introduit un couple de périodes équivalent
(20, 20"):

(1) B = po +go’, @ = p'o+qw’, Pg'—gqp =1,

il faut, dans ces formules, remplacer les quantités

g

0w, o, 0= w+o . ®, &, &"=
. respectivement par o am
T, N, 4 = n+T Ty My =00

1]

+ &'
+

ol 5 = py+aqv, = pr+47.
Cette substitution n'altére pas les invariants g , g,, non plus que les fonctions
Gu et pu, comme il résulte des égalités

(2.) O(u|w.0') = 6(u|d,d), Plujo,0) = pu|d,d’).

Il résulte alors de l'identité (17.) de l'art. 9 que cette substitution n'altére pas
I'ensemble formé par les trois quantités e, e, e, et, par suite, en raison des égalités
(2.) de Yart.18, l'ensemble formé par les trois fonctions Gu,Gu, Gu; mais les
indices des trois quantités e,e,,e ct les indices, quileur correspondent, des
trois fonctions Gu, Gu, Gu peuvent se trouver permutcs.

En remplagant dans les formules des articles 6, 8, 9, 18, 21, 22, 23, 26, 31, 32
les quantités

” ’ ~ ~ T ~

o, o, o ®, &, @
n, N, W VR W
e e [4 . . 7 Gy 6
(8) o respectivement par les quantités oo
Gu. Gu, Gu Gu, G.u, Gu
S u t_m' v__t_a_f___g'
Y= 9! T e 20’ &’

on en déduit toute une nouvclle série de formules, ot = et & acquiérent la nouvelle
signification qui correspond a cette substitution.
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Les indices 4, u, », qui doivent étre fixés conformément aux égalités

e €, po’ = ¢, o' = e,

Eo = ¢, P’ = cu, Pe = ¢

v

(4.)

dépendent des résidus des nombres p, ¢, p/, ¢’ relativement au module 2. Le Tableau
suivant contient les valeurs de ces indices pour chacun des six cas distincts qui
peuvent se présenter; chaque file horizontale correspond a l'un de ces cas, et contient
d’abord les résidus, mod. 2, des nombres p, ¢, p’, ¢, puis les valeurs des indices 4, g, ».

I1fojoj1]1]2]s
II r1jof1f1]1]38]e2

(5.) OIffafrjoltf2a'1is
IV|1|1|1|0‘|2\3|1
\
l|o|1|1|1|3|1{2 .

VI|o|1|1]o)8 2|1

En attribuant & 4, u, » les valeurs obtenues au moyen de ce Tableau, on a les
égalités
0,(u|® &) = Gu = G(u|vw,w’),
(6.) G (u|®, &) = Gu = G,(4|w,0’),
Gy(u|®,&') = Gu = G,(u|w,w’).
Sous cette méme hypothése, les égalités (5.) de I'art. précédent, quand ony
effectue la substitution (3.), donnent les égalités suivantes ot Ton a b =™, t= &
et ol H, H, H,, H, sont les fonctions de la quantité % définies dans ce méme art.:

€

() V2 Voo = 2t H B = ot TL (i) (148,
(8.) \/? Vo—e, = HH = H"(l—-h")(l £ Ry
() VEVama= mEi=  ILa-ma-wy,
(10.) , 2“’\/ WG = 21°H; — ot T, (1= am);

il faut attribuer au radical VG la valeur Ve,—e, - Ve —¢, - Ya—e- On peut adopter

T'une ou l'autre des deux valeurs du radical \/ 26



40 - Les fonctions théta. Art. 34.

En supposant les radicaux déterminés par les ¢galités (7—10.), on a les
égalités:

2760v° 1
J

(11.) ?{’/@ Gu =¢e We — ) IL (1= (1= Ime) (1= h~e?),

(12.) -2—;B-Ve.u_ev(51u = 62;1(0'0 . h*(z+z“)H”(1—h""')(l+h"'.e")(l+k"‘z’),

- e
(13.) \/ 2%’\‘/@— e,G,u = 278 IL (1= =) (1 4 ha7) (L4 R2Y)

62‘7‘(31) H”(l—— hh) (l_hsu-iz—z) (1 _h!n—lzl) ,

(14.) | \/—2:2 \‘/el—e"G,u

% e T
v=2—6, 2 = @€ ) T = h=c¢e .

Etl =]

’

On peut déterminer la quantité 27j® au moyen de I'égalité (10.) de l'art. 6, ou
des égalités (11—13.) de l'art. 31, aprés avoir effectué, dans ces égalités, la sub-
stitution (3.).

Introduction des fonctions théta. Expression des quatre fonctions &
au moyen des fonctions 5 (v|z) et @(u|®,&).

34.
On peut représenter la valeur du produit infini

(1) F(s) = Hn(l—h")(l'l‘vhh—lz"z)(l + A2

par une série procédant suivant les puissances de la quantité z* absolument conver-
gente pour toute valeur finie de z, excepté pour 2 = 0. Pour toutes les valeurs de
la quantité h dont le module est plus petit que 1, on a, en cffet, I'égalité

(2.) T (1—2") (142" 27) (14 B12%) = 14 h(&+27) + h* (4 27) + B (&4 27%) + -
= 143 W (e ™),

Par cette transformation du produit infini en une série, les égalités (11 —14.)
de Tart. précédent donnent ces expressions des quatre fonctions G:
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3) V2V 6u = ¥ it p(itai) = ezi“"'%ﬁ,”(-1)'"1;*""‘“’}”"'”,

@) \/EVe—aGu = . it F(hts) = 103 promgnet

P YL

(5.) 276,\76‘1——0,6““

6) \/EVa—eaGu = . F(si)

l
(<

F(e)

I

~~ 2 .
6271(”1) Zm(_l)mkm z?m'

11 faut, pour obtenir les sommes indiquées, donner au nombre m toutes les va-

. oy . VT
leurs entiéres positives et négatives, et la valeur zéro; on a, en outre, z =¢ .

Les équations
(7.) % 3, (—1) R — optsin o — 2h¥sin o + 2 ¥sinbon—-.. = 3(v),
(8.) Em lz“z""t')’zzm'"l = 2htcoswvr + 2h% cos Sum + 2h* cos 5un +-0 = J(v),
(9.) th""z% = 1+ 2hcos2vn+ 2h*cos4vn+ 2k° cos bum +--- = J,(v),
(10.) 2 (- 1)’"h""z2'” = 1—2hcos2vn+ 2h*cos 4vr—2R°cos bum +--- = J,(v)
(m =0, 1, +2, --- +00) .

définissent les fonctions J(v), 3 (v), J(v), I(v) qui, pour vr = 2, coincident res-
pectivement avec les fonctions de Jacobi 3(x,q), 3(x,q), 3(z, ¢), 3(x, q) telles
qu'il les a définies et employées dans ses legons (Gesammelte Werke, t. I, p. 501 ).
La quantité que Jacobi désigne par ¢ n'est autre que celle qui, dans ce qui pré-

céde, est représentée par k.
M. Hermite désigne par 4,,(x) (Journal de Liouville, 2* série, tome III,
P- 26), u, » pouvant prendre chacune I'une quelconque des valeurs 0, 1, la valeur de
la série infinie
2 (_ l)"" ei:r[(2m +y')x +to (2m + M’)’]

(m =0, %1 2, ... +00).

Entre les quatre fonctions 3() (e=1,2,3,0) telles qu'elles sont définies
par les égalités (7—10.) et ces fonctions considé;ées par M. Hermite, on a done,
en posant @ = 7, les relations exprimées par les égalités

Formules ot propositions pour 1'emploi des fonctions elliptiques. 6
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oo,o(z) = 3,(3'), 00,1(3) = 30(.’17), 01,0(3;) = ‘Sa(x)i 0,',($) = isn(x)'

Quand il sera nécessaire d’indiquer dans la notation & quel couple de périodes
(2@, 2@) se rapportent les fonctions 3 (v), elles seront représentées par

(11.) f{,(vlg’;’) = Jyv|7) (e =1,23,0)

Le second argument des fonctions 3(v|t) se nomme encore le paramétre.

De la définition méme il résulte que

(12) Q)+ = 2(20/4),  ([0—I(v]7) = 23(0]40).

Les quatre fonctions 3, (v|t) satisfont, ainsi que toutes leurs dérivées, & I'équa-
tion aux dérivées partielles linéaire

GN) 1 63
(1s.) o T i oo
11 résulte de ce qui précéde que, si 'on définit par les égalités

(14.) G(u) = G(u|d,d') = e”“mJ 39(0]%'), U = 2&v,

pour ¢ = 1, 2,3, 0, quatre fonctions homogenes relativement aux arguments u, &, &,
on a les égalités

v = —2%, T = %’ h = emi,
(15, VEVE ou = ¢35 0)0) = ula, ),
(16.) 2 e e G = €1 3, (0]7) = G(u]d, &),
(1) VEa=e 6u = 7 5,000 = 6ula,a),

: oy )
(18.) VEVa=a6u = ¢ 30/ = 8(ul, &)



Art. 85. Développements en série. 43

35.

Si I'on développe suivant les puissances de la quantité v et que 'on égale les
premiers termes, on déduit des égalités (15— 18.) de l'art. qui précéde, les expres-
sions suivantes des radicaux déterminés dans l'art. 33 (7—10.):

(1) \/—2?{’/@— = —2}33,'(0) = R 1—8hT 4 R — TR ),
(2) \/E—f\‘/e,‘—e. = 30 = tA+RTHRFR 4,
3.) \/ET;\‘/el——é: = 30) = 1+2h+2W 428"+,

(4) ?\/Fe,, = 30) = 1—2h42h—21°+-..

On en déduit ce systéme d'égalités
(5.) K (0) = =3,(0)3,(0) 3,(0), KO +3F0) = (),

(6) a=3(z5) (XO+3O), = 3(g)EO-20), &= —F(5) SO+3O),

26 okt 4 2Rt 4+ 2T 4 ...

2
. == - = . oh + 2% + 2K 4 ...),
@ V= Voe Vae—Va—a )
26 14 2h + 2h* 4+ 2R° +--- 2
8) V—= — = = 14 2h¢ 4 2R ...
(8.) - s et r——el_e#( + 2R+ 2R+ . ),
(9.) Vi = Va—e _ 3000 _ ort y oty 2n¥ 4 .
' T Va—e 0[]0 T 1+2h4 28+ 200+
o= :_‘,'1:"’“ _ J0]7) _ 120+ 2R —20°+ -
(10) V¥ = Ve,—e, T 30007) T 1+ 2k + 2R 4+ 28°+ -
On a done entre la quantité
(11.) 1 = 1-VE _ \4/91—0»—‘01—6,‘ _ 2428 +--  J(0]|47)

1+VE  Va—e+Va—e 1t +20°+0 = 3,0[%)

et la quantité 4t la méme relation qu'entre V% et t.
6*
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L'égalité (11.) est un cas particulier de I'égalité

(12.) Va—e Gu—Vo—eGu _ Y(20|4) _ Ve—e,—Ve—e, 6 (2uld,4d')
Ve—e¢, G.u+Vea—e,G,u J(20[47)  Vg—e, +Ve—¢, O:(2u]8,4d)’

qui se déduit des égalités (12.) de I'art. précédent.

Si I'on développe suivant les puissances de la quantité v et que I'on égale sui-
vant le cas les coefficients des termes en v° ou des termes en v, on déduit des égali-
tés (15—18.) de I'art. précédent ces égalités, analogues & celles (10.) de l'art. 6 et
(11—13.) de T'art. 31:

w w0 - PR
(14.) %5 = — 26— % gig; _ 2ela,=+%’ 14; 121. Zh++
08) = —nEog g =~ e T
(e e = _28'&'_% g% = — 28 -4x 1_h 273?‘2:3‘;;;...'

Relations entre les fonctions s.

36.
Si l'on ajoute & I'argument » des fonctions 3J(v), 3 (v), J,(v), J,(v) successive-
ment les quantités , i1, 1 +11,1,1,1+7, et enfin la quantité p +¢t, ol p et ¢ sont
des entiers positifs, nuls ou négatifs, on obtient ces formules:

S+ = () | v +1) = J(v)
J(+3) = () J(v+1) = —=3J(v)
J+3) = -3 J(v+1) = —3J(v)

J+3) = ) Je+1) = Jy(v)
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o+i7) = Kt () So+1) = ke Y (v)
S(v+it) = Tt Y () So+1) = —h"e T Y (0)
So+17) = Kt Y0) S+t = KT (0)
Sw+i) = Kl So+7) = KeFEY )
S+i+in) = WETT0) | Se+l4t) = —ke Y ()
Swa+it+in)= Kt Sw+l+t) = keI (y)
So+i+3) =i EeTY0) | Je+141) = —h e ()
o+i+i) = i FeTI0) | Se+l+n) = e T)

S+p+a) = (D) T T Y(0)

So+p+a) = (1IN 0)

S+p+a) = (PRI ()

v +p+qr) = BT (o).

Formqles fondamentales de la transformation linéaire des fonctions théta.

37.

Des égalités (2.) et (6.) de l'art. 33 se déduisent, en raison des égalités
(15—18.) de l'art. 34, les formules suivantes, relatives & la transformation linéaire
des fonctions @:

Oul5,5) = o\/2Q@luw),  6u|&5) = o|/S 6ulww),

(1) _ _
6(ul,5) = /S G ulo,0),  6m[5,E) = |2 Gu]o,w).

Dans ces formules «, 8, y représentent les trois nombres 2,3,0 de telle sorte

que I'on ait e=4+1,8=p+1,y=v+1 (mod.4). Les quantités ¢, ¢,, ¢, ¢, sont
des racines huiti¢mes de I'unité.

canodiien.



46 Transformation linéaire des fonctions théta. : Art. 37.

Les transformations linéaires les plus simples, au moyen desquelles toutes les

autres transformations linéaires [ﬁ J Z,] peuvent étre composées, sont les transforma-
)
. 1,0 0,1 s .
tions [1’ 1] et [_1’ 0]. La premiére de ces transformations remplace T par t+1, la
I 7

1 . . 3 .
seconde t par —_=T,.Ces transformations particuliéres donnent lieu aux formules fon-

damentales suivantes:

O] o,0) = 10|00+ 0) | Gu|v,0) = i{/ 26 u|w, —w)
O 0, 0) = i O ulwutw) | Oule,w) = {/2leu|w,—v)
(2') —
Ofulw,0) =  Oulw,0'+o) | Bulow) = \/26(u|o,—v)
oulww) =  Oulo,0+0) | Bulww)= \/26ulw,—a)
S(ole) = it wlt+]) | Sele) = —iVTRE TV (o))
(3.) S(vl%) = it3elsHD) | Sel) = Vemi T )
Sl = S+l | Sl = V= ETUYET)
Sl = et | el = V=i eTU el

1 faut attribuer & la racine carrée \/%" = \/é = \—=,i celle de ses deux

valeurs dont la partie réelle est positive, et & la quantité i™* la valeur et

De ces formules se déduisent les expressions analytiques suivantes des quatre
fonctions 3 (v|7):
J(v]7) = V== 2".(_1)-er,ni(v—m,.+m)z J(v]t) = V=1, Zme'r,m'(v+m)’

S(v]t) = V—r,0 Zm(—l)'e""i(”""”)s S0]7) = mzmeﬁﬂi(v_ﬁm)z

(m =0,%£1,%2,.--+00).
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Théoremes d’addition des fonctions G et o.
38.
Soient u, u , u,, u, quatre quantités quelconques; de l'identité
(gou— o, ) (ore,—oty) + (9% — ) (s — o0, ) + (0% — 43 ) (24, — o4,) = 0
se déduit, par I'application répétée de la formule (1.) de I'art. 11, I'égalité

6(“ + “1) 6(“_“1) 6(“: + ua) 6(“,—%,)
(1‘) +6(u+us) G(u_uz)G(“s"'“n) G(u‘t—“l)

+ 6(u +u,) 6(u—u,) 6(u, +u,) 6(u,—u,) = 0,
valable pour toutes les valeurs des quantités u, » ,u,, u,.
Les équations
Uu+u, = a, : u—u, = b, u,+u, = ¢, u,—u, = d,
(2.) utu, = a, u—u, = b, Uyt u, = ¢, 4, —%, = &',
%+ u, = a”7 U—U, = b”; “,+uz = G", U —U, = d’

définissent trois systémes composés chacun de quatre quantités a, b, ¢, d; @, ¥, ¢, d;
a’, b, ¢’y d’, donnant lieu aux relations suivantes :

il
I

14 %(a+b+c+d) an= %(al+bl+cl+dl) ';'(a,,+b"+c,'+d”)

a

bl —_— %(a+b_c__d) Y = %(a"“b’—c’—d’) b — _:_(an_l_bn_c/l_dn)

c' \=_ _:_(a_b+c_d) d’ p— -:_(al_bl+c'—dl) c o %(a”—b"-l—c"—d")

&= f(—a+bte—d) | &'= H—a+V+c—d) | @ = H—a"+ b+ —d)
(8.) _ - -

an= %(a+b+6—d) a = %(a'+b'+c'—d’) ar — %(a"+b”+c"-—d")v

V= j(a+db—c+d) | b =i@+b—c+d) | V= i@ +¥—+d)

c" f— %(a_b_'_c_'_d) c = %(a'_b:_l_or_l_dl) cv — —;—(a"-—b"+c"+d")

d’'= ;(a—b—c—ad) d = La—b—c—d) d = La"—=b"—'—d")
(8%) a'+0++d = a®+ b P+ d* = a4 A

11 résulte des équations (3.) que chacun des trois systémes de quatre quantités
a,b,c,d; a,¥,c,d; a' V', ", d" peut étre regardé comme un systtme de quatre
variables indépendantes.
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Remplagons maintenant dans l'égalité (1.) les quantités u+u , u—u, u +u,,
u,—u, successivement par chacun des systémes

[1)ab,¢d; [2]la+d,b+d,¢d; [8]at+d,b+d",c—d,d; [4] a+d",04+8", ¢+ &, d—a;
[5]a+®+20,b+8,c+&,d—; [6] a+8&,b+8,c+8,d—a,

ol &, &', @ ont la signification expliquée dans I'art. 33. En faisant usage des éga-
lités (3.) et des relations entre les fonctions G, et en supprimant chaque fois un fac-
teur exponentiel commun aux trois termes du premier membre de I'égalité obtenue,
on a les égalités contenues dans le Tableau [A.]. Les indices 4, u, v représentent les
nombres 1,2,3 dans un ordre arbitraire. '

[A]
[ Ga Gb GcGd + Ga Gb Gc' Gd' + Ga' Gb" Ge' Gd" = 0
[2) GaGh GecGd + G,aGb G Gd' + 6,a"G,b"G¢" Gd" = 0
3] 6,a6,G,c6d + G,a'Gb G, Gd + 6,0"6,b'6,¢’'Gd" = 0
[4] 6,06,06,.c6d — 6,aGY66d + (o—¢)6a'GH G Gd =0

5] (,—6)6:6G,b GicGd + (6,—6) GaGbG,Gd  + (5—6) 6,06 G,eG,d = 0
(6] 606G GeBd —  GaGY GG + (g—e)(q—e) Ga"GY G Gd = 0.

De ces théorémes d’addition des fonctions G se déduisent, au moyen des égali-
tés (15—18.) de l'art. 34, les théorémes correspondants pour les fonctions @, don-
nés dans le Tableau [B.]. Les indices «, 8, y représentent les nombres 2, 3, 0 dans
un ordre quelconque.

[B]
[ 0,60b6,c0,d+6,a 6 0, 6,d + 6, O 6,c0d = 0
2] 6,66, 0,c0,d+ 6,00 6,c6d +6,d00c0d = 0
[8] 0,805 6,c6,d+ 6,066 0d + 6,806, "6d = 0.
[4] 6,006 6,c6,d—6u YO EI T 6" YOOI = 0
[5] 6,a 6, ©,c 0,4 — 6,0’ O B,c' 6,d' + 8,a" O O,'O,d" = 0

6] 0,00,b0,c0,d—0a6,b0,6,d* 646 6c6d =0,
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Dans I'équation [B. 4], il faut prendre le signe supérieur quand (e, g, 7)
est I'un des systémes
(2,3,0), (0,2,3), (3,2,0),
et le signe inférieur quand il est 'un des systémes
(2,0, 3), (07 3, 2), (37 0, 2)'
Dans l'équation [B. 6], il faut prendre le signe supérieur pour « = 2 et « = 0,
le signe inférieur pour « = 3.

Si I'on passe des fonctions @(u) aux fonctions J(v), et que, en tenant compte
des égalités (3*), on supprime un facteur exponentiel ayant pour exposant la quan-
tité 7’(‘”— (a®+b*+¢*+d*), on déduit des égalités du Tableau [B.] un systéme d'égalités
entiérement analogues, relatives aux fonctions 3(v); elles ont la méme forme que
les égalités du Tableau [B.].

Les arguments des fonctions G qui figurent dans les égalités du Tableau [A.]
dépendent de quatre quantités qui peuvent varier indépendamment les unes des
autres. ‘Ce nombre de variables devient plus petit si I'on attribue la valeur zéro 4 un
ou & deux de ces arguments. C'est de ces cas particuliers des formules du Tableau
[A.], ot d’ailleurs les indices 4, u, » peuvent étre arbitrairement permutés entre eux,
que sont déduites les formules données dans les Tableaux [C.] et [D.]. Les argu-
ments des fonctions G qui y figurent sont exprimés en fonction de trois quantités
u, v, w variables sans limitation et indépendamment les unes des autres; les indices
4, u, v représentent les nombres 1, 2,3 placés dans un ordre quelconque.

Les formules [C. 1, 16, 19] et [D.1] sont déduites de [A.2],
” ” [C° 77 8’ 137 14) 177 18] ” [D' 7’ 8] ” ” ” [A'3]’
» »n [C256910,11,12,1520] , [D.2,5,6,9] , », . [A4],
nn [C4] » [D-4] n »n n [AB]
” ” [C.3] ) n [D.3] ” ” » [A.6].

En comparant chaque fois les termes correspondants des deux égalités, on
obtient aisément les substitutions par lesquelles on passe d'une égalité du Tableau
[A.] & I'égalité correspondante du Tableau [C.] ou [D.], et la permutation d’indices
qu’il peut étre nécessaire d'effectuer.

Les termes qui figurent dans les seconds membres des égalités [C. 7] et [C. 8]
sont, si I'on ne tient pas compte des signes, les mémes que ceux qui figurent dans
les seconds membres des égalités [C.13] et [C.14], et des égalités [C.17] et [C.18].

Formules et propositions pour I'emploi des fonctions elliptiques. 7
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1] 6, (w) G (u+v+w) G (u—v)
[2] (¢—¢)6:(w) G (u+v+w) G (u—2)
(3] G, (w) Gy (u+v+w) G, (u—v)
[4] (6—2)6:(w)6; (u+v+w)G, (u—v) =
[5] G, (w)G; (u+v+w)6, (u—v)
(6] G, (w) G, (u-+v+w) 6, (u—v)
[71] 6, ()6, (u+v+w) G (u—v)
[8] 6, (w)G; (u+v+w) G (u—v)
(9] G, (1) G, (4+v+w) G, (u—v)
10} G, (10) G, (u-+v+10) G, (u—v)
[11] G, (w) 6, (u+v+w)G, (u—v)
[12] 6, (0) G, (u+v+w) G, (u—1v)
[18] G, (w) G (u+v+w)G, (u—v)
[14] G, (w) G (u+v+w)G, (4—v)

[15] (¢—¢) G ()G, (u+v+w) G (u—v)

[16] G (w) G, (u+v+w) G (u—v)
[17] G (w) G, (u+v+w) G, (u—v)
[18] G (w) 6, (u+v+w)G,(u—v)
[19] 6 (1) 6 (u+v-+10)G, (u—)

[20] (6—¢) G (w) G (u+v+w)G, (u—2)

Théorémes d’addition.

[C]
6 (u+w) G (4) G, (v+w) 6, (v)
G,(u+w)6, (1), (v+1)G, (v)

G, (u+w) G, ()G, (v+w) 6, (v)—(g—

(e)._ey) 61 (u+w) 61 (u) 6,(‘0""10) 61 (U)

G, (u+w) G, ()6, (v+w)6; (v)
6, (4 +w)6, (4) G, (v+w)G,(v)

G, (u+w) 6 (»)6,(v+u)6,(v)
G (u+w) G, (1) G, (v+w)G,(v)

G, (4+1) G, (1) B, (v4+w) G, (v)
Gy (u+w) G, ()6, (v+w) G, (v)
G, (u+w) 6, () G, (v+w) 6, (v)
6,,(u+w)6; (u) 6, (v-+) G,(v)

G, (u+w) G (4) G, (v+w)G,(v)
G (u+w)G, (4)G, (v+w)G,(v)

G, (u+w)G5, (4) G, (v+w)G,(v)
Gy (u+w) G (u) G (v+w)G; (v)

G, (u+w)G,(x) G (v+w)G, (v)
6 (u+w)G, ()6, (v+u{) G,(v)

6 (u+w)6; (u) 6 (v+w)G; (v)
G, (u+w)G, (u)G,(v+w)G, (v)

T e

Art. 38.

- G, (u+w)6, (u) G (v+w) G (v)
- Gv (u+w) 67 (u) Gu (0+ w) Gp(v)

¢)(6—¢,) G (u+w) G () G (v+w) G (v)
(6—6,) B, (u+w) G, (4)G,(v+%) G (v)
(e—¢,) G (u+2) G ()6, (v+w)G, (v)
(6—¢,) 6, (4+)G,(x) 6 (v+w) G (v)

— 6, (u+w)6, (v)G; (v+w) G (v)
— G, (u+w)G,(u) G (v+w)G, (v)

(6,—¢) 6,(u+w) G ()G, (v+w) G (v)
(6,—4) G (u+w)6,(u) G (v+w)G, (v)
(6,—€) G, (u+w) 6 (u) G (v+w)6,(v)
(6,—¢) © (u+w)06,(4) G, (v +w) G (v)

61 (u+w) Gp(u) 6 (1) +W) 61 (v)
£ G, hu)G,) 6y (0+w) G (1)

- 6,(“-*-14)) 6;4 (u) Gu(v+w) Gv (v)
- 6 (u-+w) 6, () G, (v-+w) 6 (v)

- G, (u+) G, () G, (v-+10) G (v)
- G, (u-+) G ()G, (v-+1)G, (v)

- Gy (u-+w) G ()G, (v+) G (v)
- G, (u+10)6,(4) G, (v+10) B, (v)-
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En attribuant & w, dans les formules [1—14] de ce Tableau, la valeur zéro,
en obtient les formules contenues dans le Tableau [D.].

[D]
1] G(u+7v)6(u—v) = GuGly—GjuG
[2] (6,—6,)6(%+2)6(u—v) = GuGw—GuGjy
[3] 6, (4 +v)6)(u—v) = GluGr—(e—e,)(g—e) GG
[4] (6,—6,)Gy (4 + )6, (u—v) = (g—e,)GluGlv—(g—e,) GluGlw
[5] Gy(u+v)6,(u—v) = GuGv—(g—e¢,) Gu G
[6] G, (4+v)G;(¥—v) = GluGlv—(g—e,)GubG™
71 Gy(%+v) G (¥—v) = GuGuGw 6Y—GCuGuGwyGy
[8] : 6(u+v)6,(u—v) = GuGUGYGY+GuGuGwGy
[9] 6y(u-i-v)6;(u—v) = GuGuGWGr—(6,—¢)GuGuGrGy.

11 est trés-simple de déduire des formules de ce Tableau les théorémes d’'addi-
tion relatifs anx quotients de deux fonctions G.

C'est ainsi, par exemple, que I'on obtient Slu+to) exprimé rationnellement au

Gu(u+v)
moyen de

Gu Gu Gu Gv Guv Oy
G’ Gu' Gu' Gp' 6o’ Gy’

en divisant membre & membre I'égalité [D. 8] par I'égalité [D. 3].

On obtient d’autres expressions de cette méme quantité g ((:-:-?) en divisant

[D.8] par [D. 4] ou par [D.5] ou par [D. 6]; ou encore en divisant par [D. 9],

puis permutant 4 et p; ou enfin en divisant [D.1] ou [D. 2] par [D.7].

On obtient de méme différentes expressions de la quantité %‘—((Z"'T:; en divisant

[D. 9] par [D. 3] ou par [D.4] ou par [D. 5] ou par [D. 6]; ou en calculant, au
moyen de [D. 7], les quantités G,(u+v)G(u—v) et G,(u+v)G(u—v), et divisant la
premiére par la seconde; ou enfin en calculant, au moyen de [D. 9], les quantités
G,(u+v)G,(u—v) et G,(u+ v)6,(u—v), et divisant la premiére par la seconde.

7 *
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Les fonctions E(u), Z(x), Q(x), @(«), H(x), H(u,a) de Jacohi.

39.
Les fonctions que Jacobi représente par E(u), Z(u), (u), ©(u), H(u),
II(u,a) sont définies par les équations

" (L) E(w) —_—f“A’amudu, Jacobi’s Gesammelte Werke, t. I, p. 299.
(1}
E
(2) Z(w) = E(u)—k—u, R p. 187.
./;'E(u)du
(8.) Qu) = € , p. 300.
Sz (w)du WK 198,
(4) O(u) = @(0)€ ) 0(0) = \/ ; ’ £,231_
(2u+K's) - . .
(5.) H(u) = %e T " @(u+t K, 5. ggé
(6.) M(u,a) = k’sinamacosamaAamaful_k,:ii:::ﬁ::;.amu
0 ,
1 Q(u—a) -~197.
= 3log SZ(u+a5+ E(a)-u. {)) 305.

Pour simplifier les formules qui suivent et nous rattacher plus complétement 3
celles de I'art. 26, il est bon de désigner, dans les fonctions que nous venons de dé-
finir, les arguments que Jacobi appelle u et a, respectivement, par Ve,—e,-u, Ve,—e,-a.
On a alors les égalités suivantes:

(7) B = v (G )+ a),

(8.) Z(Ve=eyu) = W%f(gf<u)—gu),

(9) QYo u) = €6,

(10.) O(Ve—e, u) = \/?‘e,—?,e_z"‘””’s,u = 3,(v]7),
(11.) H(Ve—e, u) = \/?{/@e‘z”‘””%u = 3|1,
(12) (Voa-u, Vo a-a) = 108 gy ra) + o (@)-w.
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Nous ajoutérons les remarques que voici:

En méme temps que les six fonctions définies par les équations (1—6.), les
quantités que Jacobi désigne par K, K peuvent &tre regardées comme connues.
La partie réelle du quotient ‘KE a toujours une valeur positive. On peut prendre pour
valeur de \e,—e, 'une quelconque des deux valeurs du radical.

Les quantités w, o', 7,  sont déterminées par les équations

K’

m—-._K__ m’—__EIL v—_u_ t——g,.—__._ h-—eﬂ“‘
Vel_ea’ vel_es, 20’ o K’ ’
Les quantités
20 87y 20 ¢———
T?‘VG: ?m\/e,—eu ki

se déterminent au moyen des équations (1.), (4.), (13.) de I'art. 35, en posant 4 = 1,

p=2,0=w,7N="1.

Développements des quantités K, K', » en séries
procédant suivant les puissances du module .
40.

En nous appuyant sur ce qui a été dit dans I'art. 27., nous supposerons main-

tenant que la valeur absolue du module % soit plus petite que 1.
Désignons par £ la valeur de la série illimitée

(1) | 1+ GPR+ G+ GER +-,

et posons, pour abréger,

Il

G+ E R+ GRE -,
GV R+ Gl B o
(RSB ge 4.,

. e,
(2.) f,
. e,

2-4-8.

Avec ces notations et en vertu de 'hypothese faite, on a
(8.) K = 18x, K' = Rlognat(4k") — 2[5 R+ 5+ 2 Rt -]

11 faut attribuer au logarithme sa valeur principale®).

*) Boit # un nombre réel ou complexe quelconque qui ne soit pas un nombre réel négatif; nous
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La quantité K ne pouvant devenir nulle puisque sa partié réelle a toujours
une valeur positive, la quantité 2lognat (%) - % est, pour toutes les valeurs de &
dont la valeur absolue est plus petite que 1, représentable par une série procédant
suivant les puissances entiéres et positives de k. Les coefficients des différents ter-

mes de cette série sont des nombres rationnels positifs.
On a

(@) emi= =T = olognat((h)+ IR+ E R ER

o

11 résulte de ce développement en série que la quantité 2 — ¢ et toute puis-
sance de cette quantité dont l'exposant est un nombre positif est, pour toutes les
valeurs du module % dont la valeur absolue ne dépasse pas 1, représentable par une
série procédant suivant les puissances de la quantité %; les coefficients des différents
termes de cette série sont des nombres positifs et leur somme, dans chacune de
ces séries, est égale & 1.

On a, en particulier, ces développements en série:

(5.) ch= AR+ S SR,

1024 2048 R

(6.) W= 2VE+2GVE) +15GVE) +150 GVE) "+ -

11 faut attribuer & la racine \% celle de ses deux valeurs dont la partie réelle
est positive.

Suivant que, pour calculer une valeur approchée de %%, on limite la série &
son premier, son second, son troisiéme, son quatriéme terme, les erreurs commises
sont, en valeur absolue, moindres respectivement que

(1-DOVES, (1—3—2)VE', (1—3—2—-2)WVB", (1—3—%—w—29)VE",
et par suite que

L(VE), =(VEY, o (VE)" 1 (VE)".

~

entendons par valeur principale du logarithme naturel de ce nombre celle des valeurs de ce loga-
rithme dont la partie imaginaire est, en valeur absolue, plus petite que m.

Pour les mémes valeurs de la variable x, nous appelons valeur principale de la puissance ™ m
étant une constante quelconque, la quantité e”"°""'t’, ot Pon donne au logarithme naturel sa valeur prin-

cipale.
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Développemént de la quantité % suivant les puissances de la quantité ¢.

41.

Les définitions et les propositions données dans l'art. 27 subsistent quand on
remplace e, e,, e, respectivement par e,, e,, e,, les indices représentant les nombres
1,2, 3 placés dans un ordre quelconque. Il faut toutefois convenir encore que, si les
points qui représentent géométriquement les quantités complexes e,, e,, e, sont sur
une méme droite, le pdint qui correspond & e, est entre ceux qui correspondent
deetde,.

Il résulte alors de I'art. 27 que, pour chaque permutation des indices qui satis-
fait & cette condition, on peut déterminer sans ambiguité deux quantités %, ¥, et, par
suite, deux quantités K, K'. De celles-ci on déduit, dés que I'on a fait choix de
celle des valeurs A attribuer au radical carré \e,—e,, un couple primitif déterminé
de périodes (2w,, 2w,) de 'argument de la fonction pu, périodes qui satisfont aux
égalités

(1’) 5"’(“’1) = €, p(ml_*'mv) = 6 S"(“’y) = 6,.
1l est & remarquer que 'ensemble des trois quantités w,, w, = w,+wv,, v, est

différent pour chacune des permutations permises des indices.

Aprés avoir choisi une permutation déterminé 2, u, » des indices 1, 2, 3, pre-
nons arbitrairement une valeur du radical /e, —e, et désignons-en le carré par Ve, —e,-

Désignons encore par Ve,—e,, Vg—e, celles des valeurs de ces radicaux dé-
finies par les formules

Ve —e _ —e\t Ve,— - —6,\
= ==
e—e, 2T 9

en attribuant aux deux puissances d'exposant { leurs valeurs principales.

Déterminons les quantités w,, w, par les équations

_ K o Ki
Va—e,’ T Va—g

(8) w,
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Si 'on pose maintenant

® = o, O = o

les égalités de I'art. 35 sont applicables pour les radicaux dont nous venons de pré-
ciger la signification.
La valeur de la quantité \/ g"i qui figure dans ces égalités est ici égale &

\'/;1—7. \/ if_, ou il faut attribuer au radical \/ % celle de ses valeurs dont la par-
tie réelle est positive. .

On peut regarder les quantités e,, e,, ¢, comme des variables, assujetties &
cette condition qu'aucune des deux quantités &', k* ne devienne jamais négative. Si,
en outre, nous SUpPpOSONS encore que e, e,, e, varient de telle sorte que la valeur
absolue de la quantité &* reste inférieure & 1, les développements donnés dans Part.
précédent deviennent applicables. Si donc, dans le second membre de I'égalité (9.)

de T'art. 35, on introduit & la place de 1t la série

(4. B = VE+23VE)Y +15GVE) +150 G VE) +- - Voir art. 40 (6.)
et & la place des puissances de Kt les séries obtenues en formant les puissances cor-

respondantes de cette série, ce second membre se réduit identiquement & V&.
11 résulte de 14 que I'égalité (11.) de l'art. 35

_ 2h+42h°4--
T 14+ 2R 2R+

qui est analogue & I'égalité (9.) de ce méme art., est identiquement satisfaite
si I'on pose

(5.) b= 31+2G) +15G1 +150 G+,

la série étant supposée convergente. Cette conclusion ne dépend pas de I'hypo-

thése que la valeur absolue de %’ soit inférieure & 1, car la convergence de la série
(5.) dépend de cette seule condition que la valeur absolue de la quantité

_ Va—ea—Va—¢ _ 1-VF

(6.) 1= 1 ‘ = ol
Ve—e, + a—e, REXS
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ne dépasse pas l'unité. Mais, en raison des hypothéses faites, cette condition est
toujours remplie, et la valeur de la quantité 2, qui se déduit des équations (5.) et
(6.) quand les valeurs des radicaux sont déterminées comme il a été expliqué, coincide
avec la valeur b = ¢™.

Si les indices 4, g, v sont ainsi choisis que, des trois quantités e,—e,, ¢,—e,,
e,—e,, celle qui a la plus grande valeur absolue soit la premiére et celle qui a la
plus petite soit la derniére, la valeur absolue de la quantité / ne dépasse pas tg %,
et est, par suite, plus petite que 1—25; la valeur absolue de % ne dépasse pas
alors ¢~#V3", Dans ces conditions, si I'on calcule une valeur approchée de % en pre-
nant les trois premiers termes du développement procédant suivant les puissances
de [/, 'erreur commise est plus petite, en valeur absolue, qu'une unité du treiziéme

ordre décimal.

Dans la plupart des applications, il sera donc suffisant, si les indices 4, g, »
sont convenablement choisis, de s'en tenir aux deux ou aux trois premiers termes du
développement en série considéré.

Le développement en série (5.) peut encore, il est vrai, étre souvent employé
avec avantage, pour le calcul numérique, alors méme que la quantité ! n'a pas la
valeur absolue la plus petite qui puisse lui étre attribuée dans le cas considéré.

Si, en effet, la valeur absolue de la quantité ! ne dépasse pas —;—, la valeur
absolue de la somme des termes qui, dans le développement en série de %, suivent
les deux premiers, et celle de la somme des termes qui suivent les trois premiers,
sont déja inférieures respectivement a

6wl wl
ce qui justifie notre assertion.

Une fois la valeur de la quantité & obtenue, la valeur de la quantité \/ Ez_
ge déduit de I'équation (8.) de l'art. 35, et celle de w, de I'équation

— o 1
(7.) w, = — lognat(h).

11 faut attribuer au logarithme naturel sa valeur principale.
Formules et propositi pour 1'emploi des fonctions elliptiques. 8
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Passage du couple primitif de périodes (2v,, 20,)
au couple de périodes (2v,,—2w,).
42.

Les développements de I'art. qui préctde se déduisent des égalités de I'art. 35
en supposant que l'on pose @ = w;, ® = w,. On obtient de méme des développe-
ments analogues si I'on pose & = o,, & = —w,.

Quand on passe du couple primitif de périodes (2w;,2w,) au couple primitif
de périodes (2w,, —2w;), les deux invariants g,, g, et la quantité e, restent, en effet,
inaltérés; les quantités

g, e, k, K, K, K, T
sont, au contraire, respectivement remplacées par les quantités

e, &, kK, £, K'\ K, 7, =—1"\ Voir art. 37.

1
Nous représenterons par % et !’ les quantités par lesquelles se trouvent remplacées
h et I, quand on passe ainsi du premier couple de périodes au second.
Si, maintenant, on détermine les valeurs des radicaux Ve,—e,, Ve,—e,3 Va—e,,

Ve,—e, comme il a été expliqué dans Iart. précédent, les radicaux qui s'en déduisent
quand on permute les quantités e, et e, peuvent étre définis par les équations

vev—e). = _i\/el—evl * v;v;—e; = \/__i‘vel_evl

4 T 4 4 T 4)

vev—ep = \/—?’ »é’ju—evi \/e.u—el = \/_1' \/el_e;f

On peut attribuer & \V—: I'une quelconque de ses deux valeurs, pourvu que ce soit

la méme dans toutes les équations.
On a alors les formules

@) v=Vaza—Va—e :

Y V&% W= 5™ = AU 2R 4 15 (A1) + 150 (21) %4 ...
Vel—e'+ﬁu_ev’ I (’ ) (’ ) (' ) '

qui peuvent étre employées pour le calcul de la quantité #. De I'égalité (8.) de
Iart. 35 on déduit

(1)

.. ’ 4 9 ..
(3.) \/2“" — L+ 2HT 2% 207 (14 2R 2R ) = b \/

___ 2 21
2 Jame  Vaa+ve—s s

T
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11 faut attribuer au radical V%K' celle de ses deux valeurs dont la partie
réelle est positive.

On peut employer I'équation (3.) pour calculer la quantité w,; pour le calcul
de la quantité w, on a ensuite 'équation

(0]

(4.) 0, = — lognat (7&17)

Y

11 faut attribuer au logarithme naturel sa valeur principale. Les deux
quantités & et % sont liées par la relation

(5.) log nat h-lognat A’ = =’

Des égalités (1—4.) et (13—16.) de I'art. 35 se déduisent, en posant % (@,) =7,
les égalités suivantes:

() \/ff/ﬁ = 2—:;,73{(017,) = gih'*(l—?,h""ﬂL SRS Th™ 4 ...),
(7') \/—Ev‘ a—e, = ‘3"(0[11) — 2hr*(l+hrl-a+ h”"-l-h"""'“'),
() \/§V‘91~8. = 3,(0|1,) = 1+2h'+2h"+2h"+---,
20, o o

®) \/ i Va6 = 3(0)t,) = 1—2h'+ 2R"*— 28"+ ---,

_ _13%0]%) _ . 1.30]7)
1 e = =5 = 2% Sl

1 3(0]%) 1 3(0]%,)

11. e YOI o, 190
( ) 27‘1“’; 29,.(!’;« 2 3,(0|1-';) 28,(!)' 2 ‘3’(0‘71)

Des égalités (15—18.) de l'art. 34 se déduisent celles qui suivent et qui sont
analogues aux formules correspondantes de l'art. 37:

8#
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20, 87 27,0, 0%, .
(12') %—{/GGM =e€ e 731(0[1:1) = z@x(ulmr)—wl))
2w, 4 —— 27, 0,0° \
(18.) ‘m-—\/e;u—ev@“ =€ _ J@lt) = 6,(uw,—wv,),
2w, ¢— 27, 0,0
(14.) —;Va—eGu =¢ J@w[n) = G(u]w,,—w),
4 — 2 *
(15.) Vo Va—aGu = e Jol5) = 6,ulv,—w,).

Passage du couple primitif de périodes (2e,,20,)
au couple de périodes (20,,20,*20;).

43.

Si I'on permute les deux quantités e, et e,, les quantités ! et & deviennent res-
pectivement —7 et —h, tandis que, par suite des égalités (7.) et (8.) de l'art. 35,
la quantité ® = w, reste inaltérée. Le couple primitif de périodes (2w,,2w,) se
trouve alors remplacé par le couple primitif de périodes (2w,, 2w, * 2w,), et il faut
prendre le signe supérieur ou le signe inférieur suivant que la quantité %* est une
quantité complexe dont la partie imaginaire est positive ou négative.

Formules pour le calcul des périodes et expressions des fonctions &
par des suites 9 dans le cas de valeurs réelles des invariants.

44.

Si I'on connait les quantités e,, e,, e,, les formules données dans les art. 34, 35,
41 et 42 sont suffisantes, aussi bien pour le calcul d’'un couple primitif de périodes
(2w;,2w,) de I'argument de la fonction pu et le calcul des quantités v, = %(“’1)7
7, = %(wy), que pour exprimer les quatre fonctions G par des suites 3 dans les-
quelles les quantités & et 7’ ont chacune une valeur absolue aussi petite que possible.

Pour faciliter I'usage de ces formules, nous les donnons de nouveau avec les
modifications qui interviennent quand on suppose que les valeurs des invariants g,
et g, sont réelles; c'est I'objet des art. 45 et 46.
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45.

Quand les valeurs des invariants g, et g, sont réelles et que le discriminant
G=15%(9,—279)) = (e,—e,)'(e,—¢,)'(e,—¢,)" de I'équation cubique 45’—g,5s —g, = 0
est positif, les trois racines de cette équation sont réelles.

Soient e, ¢,, ¢, ces racines rangées par ordre de grandeur décroissante.
Attribuons A tous les radicaux qui se présentent dans les formules qui suivent leurs
valeurs positives.

Posons
e,—e e,—e, K K" G &
1. k’ = - 8 kl’ =1 3 g =—r, Oy= -“(w = 7 (o) =7,,.
) e,—e’ e,—e’ e,—e, © \e—e O 1) = G le) =%
bt <t o ’ T 7t u “i
(2.) T = ';:‘, h=e¢e y T, = _—L;:—, hl = h = e ’ vV = 2(!)1’ v, = —-2“".

Les valeurs des quantités o,, =, %, -+, b, b, sont positives.

Dans ces conditions, on obtient, en posant A =1, p=2,v =3, d = o,
® = wv,, ce systéme d'égalités correspondant & celles données dans les art. 34, 35
et 41: :
(3.) p= VemaTVe—a 4 g (e 1s (Rl 150 (R e,

Ve +Ve—e,’

(14+ 2R+ 2R +.2), o, = wT‘llognat(l),

' " V‘ex_es"'\‘/e_l_e: h

' 1—38%h'+ 5%R°— 1A' 4 ..

(5.) 2n,0, = 6 1—SA+Bh—Th"+-. ! O 07, = W,
(6.) V2 Vome, = ah (L b B4 W e,
(7.) V2o Voo, = 1+ 2h+ 2h4 2004,
(8.) N B Ve e = 1-2h+ 2k =2k -,
20 9w gk SRO— TR 4 ...
(9.) V2 = A= S T,



62 Formules spéciales pour le cas des invariants réels. Art. 45.

‘ 2
(10.) VEyeeu = € 5 0),
20, 4 P u
(11.) \/2:" Ve,—e,6,u = (04 J,(v]=), v = T
2w, 2
(12, Vo feraGu = €MV 8000, | <= 2.
1
2“’1 27‘!“’1”’
(18.) Ve,—¢,6,u = € J(v]7),
(14.) 9,(v|7) = 1—2kcos 2vr + 2k* cos 4vm— 2k° cos 6vm + -+,
(15.) Jv|z) = 9kt sin v — 24% sin Svr + 2h* sin 5vm—---,
16. S,(v|<) = 2htcosvr + 2hicos 3vm + 2k cos Som+ -,
(16.) ,(v]7)
17.) J,(v|t) = 1+ 2hcos2vr + 2k* cos 4vm + 2h° cos 6vm +---.
. < < V2-1 < =
Silon a e,—¢, = ¢,—e¢,, et, par suite, e, = =o0,ona 1= = Va1’ h=e
Si l'on pose, au contraire, 1 =3, p=2,v =1, d =0, @ =—o, on

obtient ce systétme d’égalités correspondant & celles de l'art. 42:

(18) i \/te — _H/——'—* hy = L+ 2GELP+15(3L)+150(3L)"+

ceey

2w, 2 W 1

20, _ 1+ 2k + 2R+ - = 2 =

(19°) g ‘Vel—e,"rve,—e, ( + 2h; + 2h,; + )’ w, i IOgnat(h‘),
at 1— 8K+ 5°R0 — TRV 4 :

(20 2y = 5 1= 3h3+5h§l— g OO = 3T

(1) V2 Veme = B4R B ),

(22.) 2::' Ve, —e, = 1+ 2h + 2k + 2k +

(23.) \/i.": Vei—e, = 1—2h,+ 2h%—2h° +

(24.) \/%{’/ﬁ = T:’—hf(l—sh:+5k:—7h;'+---).
N > 8
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o o — 2
(25.) 2 G = 16 Mg (ni] ),
2w, —2 v} . ui
(26.) \/ :;' Ve,—e,0,4 = € T ®s 13 (v0]7,), v, = 20,
— 27, w0} .
(27') \/'2;0;" V‘el_ea62u = € s ®s lsa(vlzlrl)’ T, = —%‘--
3
2w, 4y —2%%”73 :
(28.) —ﬂ—i-\/el—e, Gu = € (v, T,),

(29.)  Y(vi]7) = 1=k (™4 €707+ B+ e40) —hi(P 4 €700F) 4o,
1 . Y um_ 0w (80,7 ,-3uw B B0 ~Bum

(80.) —3(viln) =4 (e9"—e™07) — 1} (€307 — e7307) 4 Jt (ePhm—e7B0m) ...

(1) S(nilx) = A (en™4 e 0%) + A} (M7 &7 007) £ 1T (5074 700 4o

(32.) 3:(”1”71) — l+h,(e””x"+ e’”:")+h;(e‘”:"+ e"v!”)+h':(e6”x“+ e-ev;u) 4o

> V2=1 > o

1 = \4/2"+1 H 1 = *

1

La quantité e™™ = 0,0432139 est plus petite que ;.

Silon a e,—e, —;—- e,—e,, et, par suite, ¢, —E— 0, ona!

Quand g, est positif, et, par conséquent, e négative, il est préférable d'em-
ployer les équations (3—17.); si, au contraire, g, est négatif, et, par suite, ¢, posi-
tive, ce sont les équations (18 —32.) qu'il vaut mieux employer. Dans le premier
cas, en effet, » est plus petit que 2 ; dans le second cas, c’est 2, qui est plus pe-
tit que h.

16.

Quand les valeurs des invariants g, et g, sont réelles et que le discriminant
r = 1% (9,—279,) = (e,—e,)’(e,—e,)" (e,—¢,)" de I'équation cubique 4s*°—g,s—g,= 0
est négatif, cette équation n'a qu'une racine réelle; les deux autres sont
imaginaires conjugges.
Soient e, la racine réelle; e et e, les racines imaginaires conjuge's, e, étant
celle dont la partie imaginaire est positive, en sorte que e,— e, est le produit de ¢
par un nombre positif.

Soient p et ¢ deux quantités l;ositives telles que l'on ait

o

€—¢ = Pe'wv €—¢ = Pe_‘P ’ (0 <p<nm).
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Attribuons aux radicaux qui se présentent dans les formules qui suivent leurs
valeurs principales.

Posons
—int T
kB = €y— 6y ke 6—6 — _e t K { K
= Oy = ) 1 T e, Ty Wy == -
(1) €,—6 €—¢ Vi(e,—e,) \/z(e —e)’
— o . _(-i' J— _@_‘ noo___ ’
0, = w0, o =o0—0; g(o) =7, G (wg) = 7,.
, o v i 1 o7 u ui
R =2 t,.=-—, h=e""; 1 = —_— h,=e?""; v, = =
(2.) T w,' g1 M 1 s g7 s €’ v 2w, ’ vy 2]
’ ’ -
Les valeurs des quantités o,, %, Z—., >+ “s h,, h, sont positives.

Dans ces conditions, on obtient, en posant 1 =2, p=1, v =3, & = w,,
®=o0,=1to+lw,l=1il, h =ih, ce systtme d'égalités correspondant & celles
données dans les art. 34, 35 et 41:

7

(8) &= \,:;; \fw o= 0, R = e 2L S 10

o (L42R4204), e = 2o lognat(i),
n h,

{ \/2: - \/eTe+\/e,'—e

0, = ju,—ju, 0, = F0,+ 5o,
27,0, = E’— 1+8%h — 5%k — T+ W, — 0,7, = T
(5. B = T p Bk Sk —Thig .. 0 YT ,
U= N3 M Ny = Tt 3
(6.) \/ﬂ—‘z(e,—e = 2R (1R B+ B +-),
(7.) 1\ 29 (Ve —e+Ve—e,) = 1+ 2k + 2R+
1 —Qw: &) 4 . ° 25
(8') ?\/? (\/e,—e,—Ve,—el) = 2z(h’+ h’+h' +-44),
(9) \/27‘”\/—”67 = T h(L+ 8k =5 — T+ ).
2
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S . .
(10,) ‘/%\7—_(}6u — e2nlwgv’e *m&(v’]%_l_t’),
2 - N %
(1) » 21(:’ ‘Ui(e,—e,)G,u = 62'0,0),0,6 inz‘sa(val':"i‘rz)’ % = 20, ’
\
— 27,00 .
(12.) \/2::’ {/e,—e,("),u = ¢ Tt (|5 +1,), Ty = 2“:;’
S 9 .
- (18.) %V‘e,—e,ﬁ,u = €M% L] 3 +1,), J
14, et (0,2 +1,) = 2hfsinv,1r+ 2k*sin30,n—2h:‘!sin50,1:—---,
( ) 1\"2] 2 (Y
(15.) e—*mfr,(v,l%+r,) = 2hfcosv,1r—2h,*cos3v,1r—2hf‘!cos5v,1t+---,
(16)  H[(vy] 3+ 1) + (v, |3 +1,)] = 1+ 2kjcosdv,m+ 2k cos By, ™+ -+,
(A7) H[9@]4+7)— (v, +5)] = 2i(hycos20,x + Bcos 60,7+ ---).
Sil'on a e, % 0, et, par suite, ¢ -§ i=,ona I, §— tgin et h, % et

Si I'on pose, au contraire, 1 =2,p=3,v=1,6 =0, & =—0, = Lo —ito
! =il,, h = ih,, on obtient ce systéme d'égalités

1 ‘e—e—\‘/e —e
18) o= — 12— =tgl(n—¢), h,=1l+2@L) +15(L) +150(3)"+ -
( ) 8 1‘4/2176’4_ es_e’ 8 (Tt 4’); t ] ‘ll+ (: s)+ (a 8)+ (a i) + )

. 20y __ 2 7L ORIy .. _ 2;0; (_1_)
(19.) % \/-“‘ \'/e,—e,+\‘/e’_.¢’ (14 2h3 + 2k +-), 0 = 3 lognat W)’

[ 1 —_ 1 1/
0= F0;— 50, 0, = 3o,+ o,

2 ror o E’_ 1+33h:_53h:_7lh:3+” ' . .
(20.) ’ T = g 1+ 8h;—5h—Th® .. N Wy Wy 7y = T4,
W= ST N W= i,
(21.) VEiama) = -k,
(22.) %‘/% (Ve,—e,+Ve,—e,) = 1+2h8+ 200+ .-,

(28.) -:—v 2::; (\‘/e‘—e,—\/‘ e,—e,) = 2i(h,+ A2+ A5+ .-),

(24) V 2o = Z_th (1+ 8B} — BA—Thi*+ - --).

Formules et propositions pour 1'emploi des fonctions elliptiques. 9
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3

(25.) 2‘“’ — Lg2merhg Mg 511 4 ry),

(27.) v i“:—.‘—\‘/?—?,@,u = € 2O L 9 0|t +1), | T, = — 2":;:-

B)  \EaTacu = €L Silt+a),

(29.) %e*’“'f},(v.il%ﬂ,) — h,*(e""‘—e"’a")+hf(e"’a"—e's”s")—h:‘!(e5”a“—e"5”t“)—---,
(80.) e_*ﬁ&.(”aﬂ%'*“‘a) — hf(e”-"+e“’-")—hf(e"’c"+e“s"a")—h:‘!(e""’-“+e'5"§“)+"',

(BL) [0 |3 +7) + A4 +7)] = 1+hy(e4%™+e7407) 4 B (e307 4 67807) 4.
(82.) [ |3 +7) =03 +7)] = i[hy(e2™ +¢777) + By 4 7807) 4. . ]
Silon a ¢, = 0, et, par suite, ¢ = §=, ona , = tgim et b, = e ™

La quantité tg % = est égale & Y2—1 = 0,4142186, la quantité ¢ *™ & 0,2078796.

Quand g, et par conséquent e, sont positifs, il est préférable d’employer les
équations (3—17.); si, au contraire, g, et par suite e, sont négatifs, ce sont les
équations (18—32.) qu'il vaut mieux employer. Dans le premier cas, en effet, A,
est plus petit que &,; dans le second cas, c’est %, qui est plus petit que 4,.

47.

En conservant les conventions faites dans l'art. 45 et dans l'art. 46, on a
encore ces formules:

Gtotu) _ g ol +0) = (0l4+1) _ o
M) Bwrw = EOEDEMOEE LN

6 (2w, + ) ,

@) St a2 ey
DN e R CR Cert i i TS - S
) 3—5—’5—3=V—\’_ S a = e
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Caleul d'une valeur de l'argument «
*correspondant & des valeurs données des fonctions pu et pu.

48.

En nous conformant aux conventions faites dans I'art. 41, soit (2w;, 2w,) un
couple primitif déterminé de périodes de Fargument de la fonction pu. Supposons
les valeurs des radicaux /e, —e¢,, Vg—e, précisées comme dans ce méme article, et
désignons par \e—e,, Ve, —e, leurs carrés.

Soit u, une racine de I'équation en u, pu = s; toutes les racines de cette
équation sont données par la formule

(1.) u = tu +2po+2p'w,

quand on attribue & p et g, séparénient, toutes les valeurs entitres positives et
" négatives, et la valeur zéro.

De T'égalité G,(u*20,) _ G

GEte) — G’ il résulte que, parmi ces racines u il y
(N

Ve—e, G,u
éelle d tient 2% %
en a toujours pour lesquelles la partie réelle du quo Voe Gu

[
négative, pour lesquelles, par conséquent, la valeur absolue de la quantité

) V: o— e,(:‘v“u—\/:el—e“ G,u _ \‘/el—e,—\/‘el—e,‘ G,(2u| v, 4w,) Voir art. 85 (12.)
Vel—e,G“u+Ve1—e“6,u g—e6+Ve—e, 6,(24| vy, 4w,
ne dépasse pas l'unité.
Aprés avoir précisé arbitrairement la valeur du radical Vs—s,, choisissons

celle de \s—¢, de telle sorte que la partie réelle du quotient \/_‘_e v'ﬁ ne soit

n'est pas

pas négative; posons

V‘el—e,—\‘/e,'—e“ -1 Va—eVs— V‘el—" Vs—e =1t
Ve—e,+Ve—e, 7 Ve—e, \/s-——e +Ve—e,Vs—e

o 1+(—)’l'+( FPHGEER

wm TR
(PP + D

:: :)ill!

’

3.)

(4.)

0,

o

o 0 0 0
I

tey

d
CJ

9*
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Dans ces conditions, la valeur de » déduite de I'équation
1 “/ L YT \3 1 dg
N - y+ bt . = —_— =
Womertamarv = [\ ’
= 48, lognat (¢ +iV1—£') + VI—2(8,,¢ + 10,84+ 28 64 --),

(5.)

quand on donne & \i—# I'une quelconque de ses deux valeurs, et au logarithme
naturel I'une quelconque de ses valeurs en nombre illimité, est toujours une racine
de I'équation pu = s.

On peut effectuer I'intégration suivant une droite et attribuer au radical 1 —7*¢*
celle de ses deux valeurs dont la partie réelle est positive.

Soit /S T'une quelconque des deux valeurs du radical V4s*—g,s—g,; la valeur
u sera une racine de 'équation

(6.) p'u = —\8S,

si on la calcule au moyen de I'équation (5.) en attribuant au radical y1—¢ la valeur

Ve—e, +\Veg—e, 1018 VS
1-¢ = 4 [ad .
Vi—t 2 VI=FE —q)(5—e)
11 faut, dans cette expression, donner au radical y1—0‘¢ celle de ses deux
valeurs dont la partie réelle est positive.
En déterminant ainsi le radical \/1—#, I'équation (5.) donne done, pour chaque
couple de valeurs correspondantes de s et \/S, un nombre u tel que pu = s et

(7))

p'u = —\8.
Si I'on introduit les notations
(8°) @1(t) = t, @z(t) = t+':_t‘1 @a(t) = t+":'t.+%t5’ v

I'équation (5.) devient:
L(Ve—e+Ve— e,‘)’- u = 18 lognat(¢t+i\V1—¢) +

9.
) FVTTB[R)0,(0)1+ (2218, () P+ (238, () 1+ ---]-

Si lon prend successivement s égal i ¢, et & ¢,, on déduit de I'équation (5.)
ces valeurs:

—_ 28w 28 ilognat(21) 24 (8t 558t 5 Sos + 1)
(10') 0, = -3 . 79 O, = F T ————"
(vq_ ev+ vel_ep) B (‘/el—ev +vel— ep)



Art. 48. Calcul de la quantité u. 69

11 faut attribuer au logarithme naturel sa valeur principale. Au lieu d’obtenir direc-
tement, au moyen des équations (3 —7.), une valeur de » correspondant & des valeurs
données s et —\/S de pu et p'u, on peut d’'abord, connaissant ces valeurs, intro-
duire une quantité quelconque v et calculer, au moyen du théoréme d’addition les
valeurs s’ et —\/S' de @ (u+v) et p(u+v); appliquant ensuite les formules (3 —7.),
on obtiendra une valeur de l'argument u+v dont il suffira de retrancher » pour
avoir une valeur de 'argument u. '

Cette méthode est surtout employée dans le cas oli v a I'une des valeurs t w,.

Nous donnons ici les formules que 'on obtient quand on prend v égal & —w,.

Choisissons la valeur du radical \/e,—s de telle sorte que la partie réelle de la
quantité )

Ve—s 140
(11.) \‘/el-—-e,‘el-—-—?“ - l—lt'

ne soit pas négative; calculons la quantité ¢ au moyen de I'équation

\/e).—s —\791— ev\‘/el_ G = It
)

12.
(e Va—s+Va—eVa—e,

attribuons enfin au radical \/1—¢" la valeur déduite de I'équation

\/i——t" — Ve,-e,+ \/el—ep l—l’tn \/g

2(8,‘—8,) VITPF (s—el) ’

(18.)

en y supposant la partie réelle de y1—'s" positive.

Dans ces conditions, I'équation

%(‘V a—e+ ‘el_ep)" (“—u’v) =

14.
(14) = 1@ lognat(t +iV1—2") + VI— 7 (8,8 + 38,8 + 338, ¢°+.--)
fait connaitre I'une des valeurs de » pour lesquelles pu = s, p'u = —\/S.

Relativement aux formules (5.) et (14.) nous ferons les remarques suivantes.

Les termes de la série procédant suivant les puissances de ¢,
So,tt + ';"20,:t. + %So,at"" Tt

décroissent plus rapidement que ceux d’'une progression géométrique dont la raison
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gerait I‘t’) la quantité /¢ étant, en valeur absolue, au plus égale & I'unité. En général,
il sera done avantageux, pour calculer une valeur de I'argument «, d'employer I'équa-
tion (5.) ou I'équation (14.) suivant que la valeur absolue de ¢ sera plus petite ou
plus grande que celle de ¢.

Si Ton connait les quantités e,, e, ¢,, les formules que nous avons données
sont suffisantes pour calculer toutes les valeurs de 'argument » qui correspondent &
des valeurs données des fonctions pu et p'u.

D’aprés ce que nous avons dit dans les art. 45 et 46, il y a lieu, quand les
invariants g, et g, ont des valeurs réelles, de considérer les permutations

('1: w, ”) = (11 2, 3)1 (37 231)7 (2’ 1, 3)1 (2)3a 1)'

Pour faciliter 'usage des formules précédentes, nous allons donner & nouveau,
dans les deux articles qui suivent, les plus importantes d’entre elles, dans le cas des
invariants réels, et pour chacune des quatre permutations considérées.

Formules pour le calcul dans le cas des invariants réels
d'une valeur de I'argument «
correspondant & des valeurs données des fonctions pu et gu.

49.

Nous supposons les invariants réels et conservons les notations expliquées
dans l'art. 45. Supposons le discriminant G' positif, et soient «, § deux quantités
réelles. Les formules correspondantes & celles de I'article précédent sont les suivan-
tes; il faut y donner au logarithme naturel sa valeur principale:

. A=1, p=2, v=238.

8, = 1+ (T (P G .
RS —— ()
oy T TR T Weaatva—ar
. = 18)278 4 (18Byeq1e
2°" )l +(:::::),lu+ "1, — Lilognat(21) —i (s S+ 3Bt )|
01’._. e e e e e ."t_'e).l :l-“’ T (V‘el_en"" ‘Vex—ea)z
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2.) ou—s V=4 Vs—e, >0 Ve,—e,Vs—e, — Ve, —e,\s—e, — 1,

Vs—e, — ' Ve—eVs—e,+Ve,—eVs—e,
, — S — Ve, —e,+Ve,—e, 108 VS
8. =—VS, RVi—If>0, V1—f# = Y2137 VHT 5 0 ,
(8) pu =—VS, RY v 2 VIt (—a) (5—a)
+(Ve—e, +Ve,—¢) (u—Fo,) =
(4.) = Qilognat(V1—2 +4i) + VI— (8, ¢ + 28,0+ L8, £+ ...);
4= (j+a)o,+fo, —-1=e=1, -1=<p=1

< ¢
mvelTs ; 0, vel-—s_}/el_enyel_et — lt’,
vel_s+\/el—ea\/el_et

(2%) pU = s,

@) g = VF, WITR= o, VImF = Yagetveze 100 WF

%(V‘CI—G,-I- V‘ex_e:)" (=7 0,—0,) =
(4%) = Qilognat (V1= +#5) + VI— 7 (8,,t+ 28, 0"+ 248 7+ ...);
4= GF+a)o+(1+fe, —-1=«e=1, -1=Z=1

II. A=38, p=2, v=1,
o= 1 Q)P B (Pl 2y

g
e = ’l‘ 1:3)378 1.8-5\3712 1o — 81‘:1
" (-) +( l+(a‘6 l +y e \/_e—a'l'veg ea’)
(5.) 8“ — ,—,;)'l°+(;:: 'l"+~-,
8, = s | Lo, = S0gnat(h)— (..53,.1+..2,,.+ ),
1w (: ) ", 21 Ve _e + e’ ea

mV;Z>o Ve, —e,Vs—e,—Ve,—e, \s—e, =1,

(6) pr =2 Vs—e, — 1 Ve,—e\s—e, +Ve,—e,Vs—e,

(1) pu = —VB, RYI“EFE>o0, Vich = Ya—a+tVa—e 1-0f VS

2 Vi (s—e)(s—e)’
L \‘/Te;+{/e_:’-(u—l ,) =
(8) = @ lognat(V1—fi—t,i) +iVI— (£, + 18, 84+ 248 £1..);

= a0, +(F+Plo, —-1=eT1, -1 =21
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4 4
(6%) pu =85, Rys—e,=0, Vs—e,—Ve—eVe—e =Lt

Vs—e.+\‘/er‘ s\‘/ea'_ea n

_ — e —e 1—Dt®
() g = —\5, RVISEB >0, Vio@ = _Va—atVa—e 106 ]

Bile,—e)  yioli (5—6)’

:(‘e,—e,+ ‘ea_ea)'(“”’“’:_%“’a) ==

(8¥%) = Qlognat (V1—¢7—#i) +iV1—£7(Q, i+ 3,2 + L4 #5 +--2);
4= (1+a)o,+F+Plo, —-1=e¢T1, —-1=21L

50.

Les invariants sont supposés réels et nous conservons les notations expliquées
dans l'art. 46. Supposons le discriminant G négatif et soient «, § deux quantités
réelles. On a le systéme suivant de formules, dans lesquelles le logarithme naturel
doit avoir sa valeur principale:

IId. 1=2, y=l,1l=3,

& = L+@L+ DT+ ERE - g
G.= 64 )’l‘+( R I (P i ey

1- = ’ll 1-3-5 |lu .,

) 2 ) +(:::)sln+ 1 = 281ilognat(2l;’)—2i('..—,8,,,+,+,Sm+..) )
" sl | (Vora+ Verer)

(2) pu=s, 91”_8 Vs—e, - Vea—eVs—e—Ve,—eVs—e, — i

Ve—eVs—e, ' Ve,—e,\s—e, +Ve,—e \s—e,

) I _v—+v;,:7 1+86 V8
(8.) pu=—\VS, RVIi—&&i>o0, Vi—g Vi—ia (s—e)(s—¢,)’

V °’a+v€. (“_"""n) =
(4.) = S.‘.tlognat(\/ t’+t,s)+v t’(S,,t +3Q B4R #);
4= (;+ea)o,+fo,, —-1=e¢T1l, —1==5.
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¢ 4
R e’_s; 0, Ve,—s—\/er-f«’s\/e.—e. = il t;,

2'* = 4 4
( ) b > \/e.—s'l'\/e.—e.\/ez—el

, _ — - Ve,—e,+\Ve,—e, 1+5L82 \S
(8%) p'u = —VS8, RVI-UL >0, Vi-t = -2(;_%,) l\/l 7 Gs)’

I Fera® rery NI
(4%) = Qilognat(VI— 7 — i) — VI (S, fs + 28, 80 + 228, 85+ --);
4 = a0, +G+plo, —-1=e¢T1, —3=325.

IV. a=2, p=38, v =1,

g = 1+ @)U+ EE+ERT+-

3

Qri
274 181278 1-3:5\2713
sl,l= ()l+(a)l+(3 )l +-y \/e_e +Ve
5. — ] 18-5\8712 4,
( ) 83,2 )la‘l‘(:‘&)’l“'l' 1 _,_w . 28,10gnat(2l',")—2(ﬁ53,,,+,’79,,,+-'
= SR Vemeat Ver—es)

— V Vs \‘/e.—ea\/s—e.-\‘/es—e.\/s—el —_
(6’) pr == m\@:-v— 2 0 vel_e! \/s_ea+\‘/es_e: \/3—31 h d.t"

(1) gu=—\8, RVITBE>o, {id=Ya—a —atVa—e 1+54 Vs

Vi=ig (s—e)(s—e)’

% (‘V e,—¢6+ V‘ ea—ea)"(u"";‘“’;) =

(8') = 2,lognat(v l—t:—tai) +i Vl_t; (ﬁl,ltt-'- ':'ﬁa,st:+%8ut:+ . ');
“=a“’:+(%+ﬂ)m;7 _%§a2%7 _léﬂ?l'
4 0/
(6% - pu =35, Rys—e =0, Vs—e—Va—aVa—6 _ iLt,,

\/3—8,+\‘/e,—e,\‘/e,—e,
(1) p'w =—VS, RVI-5 >0, Vi—¢f = Ve,—e,+ Ve,—e, 14058 VS

2i(e,—e,) VI—L? (s— —e,)’

%’(V‘ e,—¢e+ de._e’)!_ (u_%"’z) =

(8%) = Q,lognat (VI—#; —#i) +iVI—£7 (8,6, + 28,2+ £, 605+ -.-);
U= (;+a)o,+ o, —I1=«=1 -—-1==1.

Formules ot propositions pour 1'emplof des fonctions elliptiques. 10
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Quelques représentations conformes obtenues au moyen des fonctions elliptiques.
51.-

Supposons que v, soit un nombre réel positif et w, un nombre purement ima-
ginaire aussi positif (voir les formules et les notations de l'art. 45); soient ¢ et ¢’
deux quantités variables pouvant prendre chacune toutes les valeurs appartenant
Iintervalle 0---1; I'ensemble des valeurs

u = to,+tw,, (0=t21, 0=v 1)
est figuré géométriquement par les points de la surface dun rectangle.

Si I'on donne & la variable » toutes les valeurs figurées par les points du
contour de ce rectangle, la fonction p(u|w ,w,) = pu acquiert toutes les valeurs
réelles, et chacune d'elles seulement une fois.

Pour les valeurs de 'argument «

to,, (t=0--1); o +twe, (!=0.1); to,t+w, (t=1:0); o, (=1-.0)
les valeurs de la fonction pu appartiennent respectivement aux intervalles

+oo---e ; €6, ; €y -8, ; €+ —00;
les valeurs correspondantes de la dérivée p'u sont respectivement

réelles négatives; purement imaginaires positives; réelles positives; purement imaginaires négatives.

Si I'on attribue successivement i I'argument u toutes les valeurs appartenant

4 chacun des champs
u = to,+tw,, et u = to,—t'o, 0<t<l, 0<t'<l)

la fonction u acquiert, dans le premier cas, toutes les valeurs complexes & partie
imaginaire négative, dans le second cas, toutes les valeurs complexes & partie
imaginaire positive. ,

En représentant géométriquement les valeurs de la fonction gu, on obtient
donc, comme correspondant aux deux rectangles considérés comme surfaces i un
seul feuillet

u = to, *tw,, (0=tZ1, 0=V 21)

deux demi-plans, considérés aussi comme surfaces & un seul feuillet, limités 'un
et I'autre par l'axe réel. Chacun des deux rectangles se trouve ainsi représents,
avec conservation de la connexion et similitude des éléments infiniment petits, sur
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l'un des deux demi-plans, de telle sorte qu'il y a une correspondance univoque entre
les points des deux surfaces.

Aux axes de symétrie ¥ = to,* tw,, ¥ = to,*tw, des rectangles corres-
pondent alors, dans le plan ol sont figurées géométriquement les valeurs de la
quantité complexe pu, quatre demi-circonférences se raccordant deux & deux pour
former deux circonférences.

L'une de ces circonférences a le point e, pour centre et \/{e,—¢,)(¢,—e,) pour
rayon; lautre a e, pour centre et \/(e,—¢,) (¢,—e,) pour rayon.

Les points

p(ro,Tio) =63F z\/(—et——e,) (ey—6)
sont communs aux deux circonférences.

Au moyen de la fonction

_ \/e.—ea+i\/0.—ee . sa“—ez"'i\/(el_ef)(ee_es)
Ve.—e.—i\/ex-e. S"“—e:—?va—es)(ez_ea)’

on obtient la représentation conforme du rectangle considéré comme surface & un

geul feuillet -
% = to, + o, (0=t21, 0= 2))

sur un cercle de rayon égal & l'unité, considéré aussi comme surface & un seul
feuillet. Les centres du rectangle et du cercle se correspondent; aux axes de sy-
métrie du rectangle correspondent deux diamétres du cercle; aux sommets du rect-
angle correspondent les quatre points

FVe,—e, FiVe,—e, )
Vex —6&
Si T'on attribue & Pargument u toutes les valeurs qui appartiennent au champ

% = *to, 1o, (0=<t=1, 0=¢=1)

la valeur absolue de la fonction
Vie,—e,)(e,—e,) —g% est inférieure, égale, supérieure & 1,

suivant que la valeur de ¢ est inférieure, égale, supérieure & .
Dans la méme hypothése, la valeur absolue de la fonction

\‘/(e,—e.)(e.—-e,)—@ est inférieure, égale, supérieure A 1,
O,u

suivant que la valeur de ¢ est inférieure, égale, supérieure i .
© 10
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Dans le champ
u = Tto,*to, 0=t<l, 0=t <1)

les parties réelles des quatre quantités u, %, —g%, 66 ::
1 2 3

ont le méme signe, ainsi
que les parties imaginaires. Pour les mémes valeurs de I'argument u, la partie

réelle de chacun des six quotients % (B, v = 1,2,8) est différente de zéro et positive.

v

Dans le champ

u = tw,+t'o, 0<i<l, 0<t<l)

la partie imaginaire du quotient g‘z est positive ou négative suivant que g est su-

44

périeur ou inférieur & ».
Si I'on désigne par v la quantité ﬁ—, et par t la quantité %, les parties
réelles des fonctions 3, (v|1), 3 (v|t), f},(vlr),l&,(vh), dans le champ l
u = to,* o, (0<t<l, 0=t<l)
sont positives.
Dans le champ
4 = to,+lo, (0<t<l, 0<t <l)
les parties imaginaires des fonctions J(v|t) et J(v|t) sont positives, celles des
fonctions 3, (v|t) et J,(v|t) sont négatives.
Dans le champ
u = to,—t'v, O<t<l, 0<t <)
les parties imaginaires des fonctions 3 (v|t) et 3,(v|t) sont négatives, celles des
fonctions 9,(v|t) et J,(v|t) sont positives.
On déduit, par exemple, de 1% que la fonction
J,Gt+5¢t])
R YRETEDE
ol l'on attribue au logarithme naturel sa valeur principale, est, dans le champ
(0<t<1, 0=t <1), une fonction réelle continue des deux arguments ¢, ¢, qui
g'annule pour ¢ = 0.

1
?logn (e=0,1,2,3)

52.
Supposons que w, = w,+w, soit un nombre réel positif, et w, = w,—w, un
nombre purement imaginaire positif (voir les formules et les notations de I'art. 46);
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soient ¢ et ¢ deux quantités réelles pouvant prendre chacune toutes les valeurs appar-
tenant & l'intervalle 0---1: I'ensemble des valeurs

= to,+tw, (0=t=1, 0=vZ)

est figuré géométriquement par les points de la surface d'un rectangle. Le long
du contour de ce rectangle, la fonction @ (u|w , ) =g@u acquiert toutes les valeurs
réelles, et, comme il résulte de I'égalité o (w,+u') = @p(w,—u'), elle acquiert
deux fois chacune d'elles.

Pour les valeurs de 'argument u

to,, (t=0.--1); o,+tw,, (!¥=0-1); tow,+w;, (t=1--0); o, (¥'=1...0)

les valeurs de la fonction pu appartiennent respectivement aux intervalles
+oo...e, ; e’..._oo H -I'-OO'”B’ H 8,'”—00;

les valeurs correspondantes de la dérivée p'u sont respectivement

réelles négatives; purement imaginaires positives; réelles positives; purement imaginaires négatives.
Si on attribue & 'argument u toutes les valeurs appartenant au champ
u = to,+t'o, 0<t<l, 0<t' <l)

la fonction pu acquiert toutes les valeurs complexes & partie imaginaire négative,
et, sauf la valeur po, = ¢,, elle acquiert deux fois chacune d’elles.
Si I'on attribue & 'argument u toutes les valeurs appartenant au champ

u = to,—t'w; (0<t<l, 0<t <l),

la fonction @u acquiert toutes les valeurs complexes & partie imaginaire positive,
et, sauf la valeur pw, = ¢, elle acquiert deux fois chacune d'elles.
A chacun des deux rectangles considérés comme surfaces & un seul feuillet

u = to,* o, (0=t=1, 0=¢21)

correspond, par la représentation géométrique des valeurs de la fonction pu, une
surface & deux feuillets composée de deux demi-plans. Dans les deux cas, les deux
demi-plans sont limités par I'axe réel; le point ¢, est un point de ramification du
premier ordre de la surface & deux feuillets correspondant au premier cas, e, un
point de ramification du premier ordre de la surface & deux feuillets correspondant
au second cas. Aux axes de symétrie u = tw,* tw,, u = 1w, *fw, des deux rect-
angles correspondent, dans le plan ot sont figurées géométriquement les valeurs de
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la fonction pu, quatre arcs d'une méme circonférence ayant pour centre le point e,
et pour rayon \(e,—e,)(e,—¢,). Les deux points e, e, sont sur cette circonférence.

Au moyen de la fonction y/(e,—e,) (e,—e¢,) gl—;, on obtient la représentation con-
2
forme du rectangle considéré comme surface & un seul feuillet,
u = Tto,*to, (0=tZg, 0Ty,
sur un cercle de rayon égal i l'unité, considéré aussi comme surface & un seul
feuillet. Les centres du rectangle et du cercle se correspondent; & chacun des axes

de symétrie du rectangle correspond un diamétre du cercle; aux sommets du rect-
angle correspondent les quatre points

\/e: —& + \/es— 6

+ ¢ . 1 - s .
\/(ex_ea)(es"'es) V(el—ea)(es_ea)
Si I'on attribue & 'argument « toutes les valeurs qui appartiennent au champ
4 = *io,*tw, (0=t=1, 0=¢=1),

la valeur absolue de la fonction

\‘/(e,—e,)(e,—e,)% est inférieure, égale, supérieure & 1,

suivant que le produit ({— §)(t'—4) est positif, nul , négatif.
Dans le champ

u = tto,*Ttw,

. (0=t<1, 0=t <1),

les parties réelles des deux quantités «, % ont le méme signe, ainsi que les parties
imaginaires. ’

Supposons que les trois angles du triangle qui a pour sommets les points re-
présentant géométriquement les trois quantités 0, w , », soient aigus; A I'ensemble

des valeurs
u = Xto,*t'o, (0=t=y, 0=St+t2=1),

correspond la surface d'un hexagone convexe & cotés rectilignes, ayant pour sommets
tw,*w,*w, et ayant la propriété d'étre divisé en six triangles égaux n’ayant
que des angles aigus, par les trois diagonales qui joignent les sommets opposés.

Si, au contraire, I'un des angles du triangle qui a pour sommets les points
0, w, o est obtus, & l'ensemble des valeurs

u = Xio,*to, O=t+v =1, 0SSV =Y
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correspond la surface d'un hexagone convexe & cotés rectilignes, ayant pour sommets
tw,*o,*w, et divisé en six triangles égaux n'ayant que des angles aigus, par
les trois dlagonales qui joignent les sommets opposés.

Pour toutes les valeurs de I'argument » 3 l'intérieur de I'un ou de l'autre des

hexagones, la partie réelle de chacun des six quotients g— (v =1,2,8) est diffé-

rente de zéro; elle est positive.
Quand v, = w i, cette méme conclusion s'applique pour toutes les valeurs de
I'argument & l'intérieur du carré

u = Tto,*to,

(0=t+t'<1).

53.

Supposons le couple primitif de périodes (2w, 2w,) de 'argument w d’une
fonction @ (u|w,, w,) choisi de telle sorte que les trois angles du triangle qui a pour
sommets les points représentant géométriquement les quantités 0, w,, w, soient aigus
(voir art. 27). A Yensemble des valeurs

% = 2w, +2lo, (0=t=1, 0=tZ=1, 0=t+t'=1)

correspond alors la surface d'un triangle n’'ayant que des angles aigus. Les quan-
tités w,, , + 0, = w,, v, correspondent aux milieux des cotés. Joignons ces trois
points par des droites; la surface du triangle se trouve décomposée en quatre tri-
angles égaux, n’'ayant que des angles aigus, et I'on obtient ainsi le rabattement
sur l'une de ses faces, de la surface d'un tétraédre qui a la propriété d’avoir les
arétes opposées d'égales longueurs. A chaque point de cette surface correspond
une valeur de la fonction p(#|w,,w,), et, au moyen de cette fonction, elle se
trouve représentée sur le plan illimité ol I'on figure les valeurs de la fonction gu,
avec conservation de la connexion et similitude des éléments infiniment petits, de
telle sorte que les points des deux surfaces se correspondent d'une maniére univoque.

Si le triangle n’ayant que des angles aigus dont il vient d’étre question de-
vient un triangle rectangle, la surface du tétraédre considéré devient la surface,
regardée comme formée de deux feuillets, d'un rectangle, ces feuillets se raccordant
tout le long du contour de ce rectangle en formant un pli (voir le mémoire:
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H. A.Schwarz, Conforme Abbildung der Oberfliche eines Tetraeders auf die Ober-
fliche einer Kugel, Journal de Crelle, t. 70; H. A. Schwarz, Gesammelte mathe-
matische Abhandlungen, t. II. p. 84—101).

L’hexagone convexe & cotés rectilignes dont les sommets correspondent aux
valeurs *o, * o, *(o,—w ) a la propriété d'étre divisé en six triangles égaux,
n’ayant que des angles aigus, par les trois diagonales qui joignent les sommets
Opposés.

Pour toutes les valeurs de l'argument » qui correspondent aux points situés &
l'intérieur de 'hexagone dont il vient d'étre question, la partie réelle de chacun des

six quotients %“% (mv=1,2,3) est différente de zéro; elle est positive.

De ce théoréme peut se déduire la détermination, que font connaitre les éga-
lités (2.) de T'art. 28, des radicaux qui se présentent dans les relations entre les

fonctions G.

Le carré du module et I'invariant absolu en fonction du rapport des périodes.

54.

6, —¢C S:(OIT)
¢, — ¢ o ‘33‘(()]7)

une fonction analytique uniforme du rapport © = % des deux périodes d’'un couple

La quantité k' = (voir aussi la formule (6.) de I'art. 32) est

primitif de périodes (2w, 2w,).
Nous désignerons cette fonction par 6(<).

Posons T = « + B, «, p désignant deux quantités réelles variables. La quan-
tité « peut acquérir toute valeur réelle, tandis que g ne peut prendre que les valeurs
réelles positives.

La variable t étant représentée géométriquement, & I'ensemble des valeurs
T = a+fi (0=eZ1, p=Va(i-a)

correspond la surface d'un triangle T limité par des arcs de cercles, &
savoir: deux droites et une demi-circonférence, et ayant tous ses angles nuls. L'un
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des sommets de ce triangle & cotés circulaires correspond & la valeur g = +oo, les
deux autres correspondent aux valeurs T = 0 et T = 1. Si la variable t ne sort
pas du champ T, le triangle 4 cdtés rectilignes dont les sommets correspondent aux
valeurs 0, 1, T a tous ses angles aigus. Ce triangle devient un triangle rec-
tangle si t acquiert I'une quelconque des valeurs

1+8: (=0) ; Bt (B>0) ; aet+iVe(l—a) (O<e<1)

qui correspondent aux points du contour du champ T.

Le long de ce contour, la fonction 6(t) = k' acquiert toutes les valeurs
réelles, et chacune d’elles une fois seulement.

Quand t prend les valeurs
148i (B=0.-400) ; Pi (f=+00--0) ; a+iVe(l—a) (e=0..1)
les valeurs de la fonction 8(t) = &’ appartiennent respectivement aux intervalles

— 0040 ; 0---1 ; 1...4o00.

A Tintérieur du champ T, la fonction 6(t) acquiert toutes les valeurs com-
plexes & partie imaginaire positive, et chacune delles une fois seulement.

En représentant géométriquement la variable complexe 6(t) = %°, on obtient
donc une correspondance univoque entre les points de la surface, considérée comme
formée d'un seul feuillet, du triangle limité par des arcs de cercles T, et ceux de la
surface, considérée aussi comme formée d’un seul feuillet, du demi-plan supérieur.

La fonction 6(t) acquiert toutes les valeurs complexes & partie imaginaire
négative, et chacune delles une fois, quand t prend toutes les valeurs apparte-
nant au champ

T = a+pi (-1=e¢Z0, f=y=a@+a)

A ces valeurs correspond dans le plan oit I'on représente la variable t la surface
d’'un second triangle limité par des arcs de cercles; nous l'appellerons T'. A des
valeurs de la variable t figurées par des points des champs T' et T, symétriques
par rapport & l'axe imaginaire, correspondent des valeurs imaginaires conjuguées
de la fonction 6(t) = &'

Formules et propositions pour 1'emploi des fonctions elliptiques. 11
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Par reproduction symétrique relativement & chacun de ses cotés*), on déduit
du triangle T, outre le triangle T, deux autres triangles; si, & chacun de ces nou-
veaux triangles, on applique le méme procédé, et que l'on continue ainsi, on obtient
une infinité de triangles, limités par des arcs de cercles, qui recouvrent entiérement
le demi- plan supérieur 8 > 0, sans empiéter les uns sur les autres.

La représentation conforme obtenue au moyen de la fonction (1) = &' fait
correspondre & I'un quelconque de ces triangles déduits du triangle T' au moyen d'un
nombre fini de reproductions symétriques, le demi-plan supérieur ou le- demi-plan
inférieur suivant que ce nombre de reproductions symétriques est pair ou impair.

La fonction 6(t) = &’ reste inaltérée quand on effectue sur t I'une ou 'autre
des transformations

T"2+‘t, t" 1;211
ainsi que par toutes les transformations effectuées sur t qui s'obtiennent en compo-
sant celles - ci.

Cette compogition conduit & une transformation < | %}:;: dans laquelle p, ¢,
P, ¢ désignent quatre entiers assujettis aux seules conditions pg'—gp'=1, p =1,
¢g=0,p=0,¢=1(mod. 2).

Le demi-plan supérieur § > 0 est recouvert entiérement et une seule fois par
I'ensemble du triangle T' et de tous les triangles qui s'en déduisent comme il a été
expliqué; d’autre part, la fonction 6(t) n'acquiert qu'une seule fois dans le triangle
T l'une quelconque des valeurs qu'elle y peut acquérir; si donc %* n'est pas égal &
I'un des nombres 0, 1, oo, et si 'on désigne par t, une racine de I'équation 6 () = &?,
toutes les autres racines de cette équation seront données par la formule

'+,

T =
P+as,

ol p, ¢, p, ¢’ sont quatre entiers de la nature indiquée précédemment.

On a d’ailleurs ce théoréme général: suivant que les quatre nombres p, ¢, p', ¢

*) La reproduction symétrique d’une figure relativement & une circonférence est
la figure qu'on déduit de la proposée par une transformation par rayons vecteurs réciproques, quand la
circonférence est prise pour cercle d’inversion.
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satisfaisant & la condition pg'— gp' = 1, rentrent dans le cas

I, O I, IV, v, VI
du tableau (5.) de l'art. 33, la valeur de 6 (I;_j.-g%) est égale & |

6(z) 1 1 6(x)—1
6(‘:), 0(‘:)——1 ’. 6(1‘) ’ '1-0(1')-’ _Q(T:

1—0(7).

Chacune de ces six quantités est égale & I'un des six rapports é.nharmoniques que
I'on peut obtenir au moyen des quatre quantités oo, ¢, ¢, e¢,, en les permutant de
toutes les maniéres possibles.

¢ ~ 55.

Par la transformation 'c||—%, le champ T devient le champ T',, les sommets
4001, 0, 1 du champ T correspondant respectivement aux sommets 0, + coi, —1 du
~champ T'; le point T = i se correspond & lui- méme.

Par les transformations ©|| —— et t[| <=

les sommets +oof, 0, 1 correspondant respectivement, dans le premier cas, aux
sommets 0, 1, +coi, et dans le second cas, aux sommets 1,+ooi,0. Le point
T = $(1+V31i) reste inaltéré par I'une et I'autre des transformations.

, le champ T' se change en lni-méme,

La droite « = ¢ et les deux circonférences décrites des points t=0ett=1
comme centres avec I'unité pour rayon partagent le champ T en six triangles ayant
pour cotés des arcs de cercles et pour angles chacun 0, { @, $=. La fonction
6(t) = k' fournit la représentation conforme de ce champ sur un demi-plan et, & la
division en triangles, correspond une division de ce demi-plan en six triangles, limi-
tés par des arcs de cercles, ayant chacun pour angles 4=, $ 7, $ . Les lignes qui,
outre I'axe réel, limitent les triangles du demi-plan sont la perpendiculaire au point
k' = 1 & cet axe réel et les deux circonférences décrites des points X' = 0 et * = 1
comme eentres, avec I'unité pour rayon.

Si Ion divise de la maniére analogue le champ T' et le demi-plan inférieur
11%



84 L’invariant absolu. Art. 55.

correspondant, le plan sur lequel on figure les valeurs de la quantité complexe &°
se trouve finalement divisé en douze triangles ayant des arcs de cercles pour cotés.

Les quantités g, et g, étant définies comme dans Iart. 5 (3.), on a les égalités

LQ-F+k) _ g [(L+F)(2—R)(1—2R)} _  27g)
EA—T . 9273 MR- 9275,

La quantité 9;79,, qui est un invariant absolu correspondant au

couple primitif de pénodes (2w,, 2w,), est une fonction analytique uniforme du rap-
port t des périodes; nous la représenterons par j(t).

La fonction % = j(t) fournit une représentation conforme sur un

demi-plan de chacun des douze triangles dont il vient d'étre question, telle qu'il y
a une correspondance univoque entre les points des deux surfaces.

On a d’ailleurs cette proposition générale: .
Le long du contour du champ

T = a+pi 0=y, PZ=Vi—w)

9%

linvariant absola j(t) = i acquiert toutes les valeurs réelles, et chacune
d'elles une fois seulement; pour les valeurs du rapport = des périodes
Bt (B=+o0--1) ; a+i\/;1——a' (¢=0--4) ; L4Bi (B=4V8--400)
les valeurs de j (1) appartiennent respectivement aux intervalles
+00---1 ; 1...0 : 0---—oo.
Si I'on attribue au rapport = des périodes toutes les valeurs appartenant au champ

T = a+pi, T=—a+fi O<a<it, B>vica),

l'invariant absolu prend toutes les valeurs complexes & partie imaginaire négative
et positive, et chacune d'elles une fois seulement.

Les racines de I'équation j(t) = j(t,) sont toutes données par la formule

— Pt
p+g7,’
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dans laquelle il faut attribuer aux quantités p, ¢, p, ¢ tous les systémes de valeurs
entitres qui satisfont & la condition pg'— ¢p' = 1.
Nous indiquons ici quelques travaux se rapportant aux résultats des art.
54 et 55.
Dedekind, Ueber die Theorie der elliptischen Modulfunctionen, Journal de
Crelle, t. 83, p. 265 et suiv., 1877.
F. Klein, Ueber die Transformation der elliptischen Functionen, Mathematische
Annalen, t. 14, p. 111 et suiv., 1878.
~ Weierstrass, Zur Theorie der elliptischen Functionen, Comptes rendus de
I'Académie des Sciences de Berlin, année 1883, p. 1271 et suiv.

Formes normales des intégrales elliptiques
de premiére, de seconde et de troisitme espece.

56.

Comme le montre la formule donnée dans art. 17, lintégrale [¢(u)du d'une
fonction elliptique ¢(u) se compose, en général, de quatre parties différentes:
1° un terme de la forme C,.u;
2° un ensemble de termes de la forme —3,C; & (u—v,), qui, daprés Iart. 11 (5.),
peut étre remplacé par la somme d'un terme unique de la forme — (2,C;,)- —g(u)
et d'une fonction elliptique de I'argument %;
3° un ensemble de termes de la forme 2,C,logG(u—v,), qui, en raison de I'éga-
lit¢ £,C,= 0 (art. 16 (2.)), peut étre remplacé par la somme d’une con-

stante et d'un terme de la forme 2 C, log 9&%, le signe 2 indiquant que
la somme doit étre étendue & toutes les valeurs de l'indice ¢ pour lesquelles
la quantité v, n'est pas congruente & zéro;
4° une fonction elliptique de I'argument », dont I'argument, comme celui de la
fonction ¢ (%), admet (2w, 2w’) pour périodes.
La formule de I'art. 17 devient, par conséquent, en désignant par ¢ (u) une
fonction elliptique pour I'argument de laquelle (2w, 20’) est un couple de périodes:

(1) Sow)du = C,-u—(5,0) C(w)+ Eﬁaploggg‘% + (1),
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Comme nous I'avons fait dans les art. 48 —50, désignons par s la valeur de
la fonction gu qui correspond & la fonction elliptique ¢ («), et par VS I'une des deux
valeurs de la racine carrée de S = 4s5'—g,;5—g,. '

Regardons l’argunfent u comme une fonction de s; soit s, une valeur quelcon-
que de s et VS, 'une des deux valeurs de Ja racine carrée de la quantité
8, = 4s,—g,s,—9,. Considérons, d'une part, 'ensemble des valeurs de » pour les-

quelles on a & la fois pu =s,, gu= —V\S,, et, d'autre part, I'ensemble des valeurs
quacquiert I'intégrale elliptique de premiére espéce * \%, quand

(8:V5,)
Yintégration est effectuée le long de tous les chemins possibles qui vont de s,, VS, au
point & l'infini; ces deux ensembles de valeurs sont identiques.

Si u, est 'une quelconque de ces valeurs de u, elles sont toutes données par
la formule u» = w +2pw+2p'w, quand on attribue aux quantités p, ' toutes les
valeurs entiéres positives et négatives, et la valeur zéro.

On dit alors que les périodes 2w, 20" de Targument de la fonction elliptique
¢ (u) et de la fonction pu qui lui correspond sont aussi des périodes de Finté-
' ©  ds

grale elliptique de premiére espéce u=f —
e W
Si Yon désigne par J(s,VS) la valeur de cette intégrale elliptique de premiére

espéce, I'équation

©  ds
(2.) U = J(s,\/g) = —_
| 4,@ v

est absolument équivalente au systéme d'équations simultanées

(3.) s = pu, VS = —p'u

La quantité —g— (u), sion la regarde aussi comme une fonction de I'argument s,
peut étre prise pour forme normale de I'intégrale elliptique de seconde
espéce. On a, en effet, I'égalité
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(4.) (o} () =

pourvu que la constante d'intégration, dans le second membre, soit déterminde de
telle sorte que le développement, valable pour les valeurs absolues suffisamment
grandes de s, de ce second membre ait la forme

.

() f(s’m:,—"; = Ve[t fr By,

ol il faut poser

V8 = zv;[sﬂ_&.%_g_-.iJr...].

Désignons par J'(s,\S) ce second membre; si  est I'une quelconque des va-
leurs qui satisfont aux équations (3.) précédentes, la valeur de la function %’(u) est
une valeur de I'intégrale elliptique de seconde espéce

(8,V8)
J'(S,\/g) =f %/ds—i

Si I'argument u croit de 2w, la fonction € (u) croit de 27; si largument u
croit de 2w, la fonction croit de 2. Ces changements simultanés de valeurs des
quantités u, %(u) peuvent étre obtenus en modifiant simultanément, et de la méme
maniére, les chemins d'intégration relatifs aux intégrales

® ds f(”‘@ﬂ.
(8aV§) v§ ’ VS

Cest pourquoi 27, 2%’ se nomment aussi les périodes de I'intégrale
elliptique de seconde espéce

(&VS.) sds

J'(5,V8) =f '
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qui correspondent aux périodes 2w, 2¢’ de l'intégrale elliptique de premiére espéce

ds
J(s,V8) =
Lm v§

On peut prendre pour forme normale de I'intégrale elliptique de
troisiéme espéce lintégrale de la fonction 4 "“*‘z:, u étant la variable d'inté-
gration:

. !, ?, 6 .
(6.) f%%:—i%du = log é‘;ﬁz) S(v)-u+c. (Voir art. 11 (5.))

La quantité v, qui varie indépendamment de I'argument u, et que I'on peut
appeler le paramétre de lintégrale elliptique de troisiéme espéce considérée, ne
doit pas devenir nulle, ni acquérir aucune valeur congruente & zéro.

Si I'on attribue & la constante C qui figure dans l'intégrale elliptique de troi-
siéme espéce considérée la valeur zéro, le terme constant du développement procé-
dant suivant les puissances de » avec —logu comme terme initial, valable dans le
voisinage de la valeur v = 0,

(7.) fl z:+$§ du = —logu+C—pv-w'+ ;v -u+-.--,
est aussi nul.

Dans ce cas, si s, VS sont déterminées par les équations (3.) qui précédent,

et s,, VS, par les équations s, = pv, S, = —gv, on obtient pour forme normale
de l'intégrale elliptique de troisiéme espéce I'expression

WVS) s+ vE d
8. S(r=) | & (yy.y — [ EHVE ds
(8.) log +2(v)-u .—f ! P

Gu Go
nous en désignerons la valeur par J(s,\S;s,,VS,).
~ En échangeant les deux quantités «, v, on a

6(u— ’ _
log éﬁ@:)“%(“)'” = J(,V5;5,V8);
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on a donc l'égalité

(9)  T(5,V5; 50 VE) — T (50, Vij 8, V) = 48 (0)—0 8 (w) +(2m,+ 1) i,

dans laquelle », représente un nombre entier.

A cette proposition correspond, dans la théorie des intégrales elliptiques telle
que I'ont donnée Legendre et Jacobi, le théoréme sur I'échange de Fargument
et du parameétre dans I'intégrale elliptique de troisiéme espéce.

Si l'on ajoute & I'argument u, s0it 2w, soit 2w, la valeur de l'intégrale ellip-
tique de troisi¢me espéce considérée acquiert les accroissements respectifs

(10.) — 219 + 20 8(0) + 2nmi, —2n/v + 20" Z (v) + 20'xi,

ol netn représehtent deux entiers dont la détermination exige une discussion spé-
ciale. Ces quantités sont donc des périodes de l'intégrale elliptique de
troisi¢me espéce

6 (3)V—) d
(1) [Eetelan =10 vug o) = [ 3L = TS0, V).

11 résulte de ce qui précéde que l'intégrale [ (u)du peut étre représentée par
une expression composée avec
1° une intégrale elliptique de premiére espéce;
2° une intégrale elliptique de seconde espéce;
3° un nombre limité d'intégrales elliptiques de troisiéme espéce;
4° une fonction rationnelle des quantités s = pu et V5§ = —p'u.

Théoremes d’addition des intégrales elliptiques.

57.

Si I'on pose
ul + ul = “8 ’

Ty = PY,, z, = pu,, Ty = PU,, Xy = QPU,,

Yo= —P%, Y= —pUu, y=—pu, y=—p%u,
et les intégrales J(z,y), J'(2,y), J(#,¥;2,,y,) étant définies comme dans l'article
précédent, on a les égalités:

Formules et propositions pour 1'emploi des fonctions elliptiques. 12
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(l-) J(z11y1)+J(xvya) = J(x,,y.).

(2.) I (z,9,)+J(2,,9,) = J'(x”y,).,.l}/)—_-'/s_,

2 —
T, —x,

o1 (y.+yo_y.+y.)]_
T, =&, \&, — &, Ty—,

(3.) J(20, 9 %0 o) + I (23,95 %o 90) = J(w,,y,;wo,yo)—hg[%

Chacune d’elles exprime que, si l'on attribue & chacune des intégrales qui figu-
rent dans son premier membre I'une quelconque des valeurs en nombre illimité qu'elle
est susceptible d’avoir, la somme obtenue est égale & I'une des valeurs en nombre
illimité que peut avoir le second membre.

Détermination des périodes de I'intégrale d’une fonction elliptique.

58.

Soit 2& I'une quelconque des périodes, y compris zéro, de I'argument d'une
fonction elliptique quelconque ¢(u). Par période de lintégrale [¢(u)du de cette
fonction elliptique, il faut entendre chacune des valeurs de I'intégrale définie

U, + 20
f ¢ (u)du,
u,

(]

-

le chemin de l'intégration devant seulement avoir une longueur finie et ne passer par
aucun point ol la fonction ¢ («) devienne infiniment grande.

Si 2@ a la valeur zéro, le chemin d'intégration est fermé. Soit %, la diffé-
rence entre le nombre de fois, nécessairement fini, ol ce chemin tourne positivement
autour de chacun des points

Y+ 2mo + 2m'e’ (m,m'=0,%1,+2, - +00)

et le nombre de fois, également fini, ol il tourne négativement autour de ces mémes
points. On a alors, I'intégration étant effectuée le long de ce chemin,

%
0(-1 S A
f —Gl(u_v")du = ZL"uz’

©,
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si donc on met la fonction ¢ (u) sous la forme donnée dans I'art.16 (3.), la valeur de

“0 . . A :
I'intégrale f ¢ (u) du prise suivant le méme chemin est
%

3,2k,C, w1, C(p=1,2,3,-m).

Ainsi I'on peut toujours déterminer la valeur de I'intégrale f “°q; (w)du dés que

%,

T'on sait obtenir les entiers k, relatifs aux valeurs v, qu'il y a lieu de considérer pour
le chemin d'intégration donné.

Supposons que 2@ soit différent de zéro; prenons dans le voisinage de u, un
point «, tel que aucun des segments qui le joignent aux points » + 2w, u + 20 ne
passe par un point o la fonction ¢(u) devienne infinie. Soient L le chemin d'inté-
gration donné qui va du point 4, au point u,+2® = u,+ 2mw + 2m'w’; L' un chemin
choisi arbitrairement allant du point u, au point », et ne contenant aucun point oi
la fonction ¢ (#) devienne infinie; L le chemin décnt par le pomt u+2® quand le
point » décrit le chemin L'

[ ]
Faisons décrire 3 la variable u, successivement, les chemins d'intégration
suivants :

1° Le chemin donné L allant du point %, au point u, + 2&;
2° Le chemin L qui va du point u,+ 2& au point » + 2®;

3° Le chemin rectiligne®) allant du point u + 2& = %, + 2mw + 2m'e’ au point
%, +2mo;

4° Le chemin rectiligne allant du point », +2mw au point u,;
5° Le chemin L’ qui va du point %, au point u,;

ces cinq chemins parcourus successivement dans le sens indiqué composent un chemin
d'intégration unique, ferm¢é, que nous représenterons par L. Si donc nous suppo-

*) Voir la note de la page 81.
12%
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sons que les entiers désignés précédemment par k, se rapportent au chemin L, on a
I'égalité :

u, U+ 20 U +2® U +20 AU+ 2w
f ¢ (u)du =f (p(u)du+f q;(u)du— <p(u)du— o (u) du—f <p(u)du =
uo “0
(L)

U+ 20 u +2mw
(L) (L")
= EFZk,‘C_'u-ni, (p=1,2,---m).
On a ainsi I'équation
u,+2® %, +20 1pU,+ 20"
(1.) o(u)du = mf ¢(w)du+m’ ¢ (u)du + 2,2k, C, =i,
u, U,

()

Les quantités C, sont lides par la relation £,C, = 0; il peut, en outre, y
avoir encore entre ces quantités d’'autres relations de la forme X,y,C, = 0, ol les
coefficients y, soient des entiers. Il est toujours possible de former des combinaisons
linéaires €,, €,, --- €,, & coefficients entiers, des quantités C,, C,, --- C,, telles que
réciproquement C, C,,--- C,, soient des combinaisons linéaires, & coefficients entiers,
de G,,--- €, et quentre ces derniéres quantités il mexiste aucune relation linéaire
homogéne & coefficients entiers.

L'expression
3,2k,Cns (r=1,2,.--m)

devient alors une expression de la forme
3,2m, 6, mi (»=1,2,0),
les coefficients m, étant des entiers.
Si I'on pose maintenant:

’ u,+2m ' ul+2w’ "
(2.) f o(w)du = &, f o(u)ydu = &, 26 = 8, (+=1,2,¢)
U, U,

on obtient:
u°+2u)
(3.) f p(u)du = m+m'Q'+2Xm&L,, (v=1,2,---0).

U,

(L)
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Mais il est toujours possible, quand le choix de la quantité 2é = 2mw + 2m'w’
reste arbitraire, de choisir des chemins d'intégration tels que I'un quelconque des
nombres m, m’, m,, m,, --- m, 8oit égal & 1, tous les autres étant égaux & zéro. Les
quantités £, 2', 2, 2, --- £, constituent donc un systeme primitif de périodes de
la fonction f ¢ (u)du, dont on peut déduire, par addition et soustraction, toutes les
autres périodes de la fonction.

Pour mettre la fonction ¢ (%) sous la forme donnée dans I'art. 16 (3.), on peut
choisir les quantités v, de telle sorte qu'elles appartiennent toutes & I'ensemble
de valeurs

% = u +2tw + 2¢w, (0<t<l, 0<t<1)

qui constituent I'intérieur du parallélogramme des périodes défini par les valeurs
U, %, + 20, 4 + 20 + 20, ¥, + 2w,

~

Assujettissons la variable v A rester aussi dans ce parallélogramme des pério-
des; on a alors les égalités

8 [t 8! u +20" _, ,
%f %(u——v)du = —27, %f %(u—v)du = —27;
U, u,

et si, enfin, v’ et v" appartiennent également au méme parallélogramme des périodes,
ona

u+2w

[G'(u—'v") ——g(u—v')] du = —24(v"—7),

(4)
3 fu +20’ [6,(“_0,,)__2_'(14_0’)] dy = —27'(v"—v')

Par suite de la relation 2,C, = 0, I'égalité (1.) de I'art. 56 peut étre mise sous
la forme

(5) e = CGH50[S—0)—Eu—o)] - (30) & &(u)+ I8,

on en déduit, d’aprés les égalités (4.), ces expressions des périodes 2, 2':

(6.) Q = 2,0—2(5Cu+350)n, &= 2C,0'—2(5G0,+50) 7.
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Par les égalités (1—6.), le probléme de la détermination des périodes de I'in-

tégrale [o(u)du d'une fonction elliptique o(u) est résolu de la maniére la plus
générale.

59.

Nous allons maintenant appliquer cette détermination générale des périodes
au cas particulier de l'intégrale elliptique de troisiéme espéce.

Imaginons la quantité v mise sous la forme 2aw + 2pw, « et B désignant deux
quantités réelles; soient «, et 8, les deux nombres entiers qui satisfont & ces con-

ditions que les différences «—e,, f—pB, soient nulles ou bien positives et inférieures
4 un.

Supposons d’abord qu'aucune des deux différences «—e,, f— B, ne soit nulle;
les formules générales données dans l'art. précédent, appliquées au cas spécial de
lintégrale elliptique de troisiéme espéce, donnent celles-ci, ol e, ¢ désignent des
quantités positives suffisamment petites:

1rfw'+20

) [ z:*z: du = —2qv +20 Z(0) +2(8,+ 1) i, silona 0<e'<2(B—B,),
e'w’
Ipew+ 20’ .
(2.) f 1 ‘;:*g;’ du = —27v+20' S (v)—2(e,+1)7i, silona 0 <e<2(e—ey),
({0
—dw'+2w
(8.) 1 ‘;Z*{;;’ du = —2qv +20 8 (v) + 28,70, silona 0<e'<2-2(f—B,),
—G’(!)’ .
-em+2m pu+pv .
4, ————du=—2rv+2m '(v) —2e,mi, sil'ona 0<e<2—2(¢—a,).
pu X ] 0

—&tw

Suivant, au contraire, que I'une ou l'autre des deux différences g—8,, a—e,
est nulle, on a les égalités:

+em+2m

(5) [ TTIRE G = —2q0 4208 0) +3mi,  silona p= fy 0<E<2,
Ew
+ew+20
(6.) : Putp d“__g.qv+2w§(v)—2a1:z, silona ¢ = «,, 0 <e<<2.
*ew P pu—po °



Art. 60. Les périodes des intégrales elliptiques. 95

60.

Pour obtenir les valeurs des deux intégrales

1w _?r,v ’ u)' _
———du, du,
AT A sou sov

les intégrations étant, selon nos conventions, effectuées suivant des droites, on peut
employer la méthode suivante qui est indépendante de ce que nous venons d'étudier
dans les articles précédents.

De l'art. 11 (3.), on déduit la formaule

u ’
(1.) I };Zf;vd = log gf:-'.“; 2ul (v)

Imaginons la quantité v mise sous la forme 2aw + 2w, « et B désignant deux
quantités réelles; soient «, et B, les deux entiers pour lesquels les différences «—« ,
p—B, sont nulles ou bien positives et inférieures & un.

La premiére des deux intégrales que nous voulons obtenir n'a une signification
que si p—p, n'est pas nulle, la seconde que si «—e, n'est pas nulle.

De I'équation (1.) se déduisent les expressions

(0'

! — "
(2) f 5 G = 2~r,v—-2w~-(v)+n,.z A Wf;v du = 2.,‘vv—2m';g(v)+nr1ri,

ol 1 et 0’ désignent des entiers impairs.

Si la quantité v décrit le segment qui va du point 2«w + 2w’ au point
(2e,+1)w+ (26, +1)w, les valeurs des deux intégrales définies et celles des ex-
pressions

27,‘0—2(»%(0), 21"0—-20)—(0)

ne peuvent que varier d'une fagon continue; il s'ensuit que, pour ce déplacement,
les deux entiers n, n' conservent leurs valeurs. Mais si I'on attribue & la quantité »
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la valeur (2¢,+1)w+(28,+1)w) les deux intégrales définies g'annulent, et les ex-
pressions
210 —20 -3 (v), 2n'v—20' 8 (v)

prennent respectivement les valeurs (26, + 1)=i, —(2¢,+ 1)%i; on en conclut ces va-
leurs de n et n’ ‘
(3.) n = —(28,+1), n' = 2¢,+1.

Aux hypothéses spéciales g, = 0, @, = 0 correspondent respectivement les
formules

(4) f ou— 90 = 27,1)-—-2«)—(11)—1:1, v = 2aw + 280, («quelconque, 0 <f <1),
(5.) f —Pv —_ 2n'v—2m'g(v)+ﬂi, v = 2e0+280’, (0<e<1, B quelconque).
61.

Il arrive quelquefois qu'une fonction elliptique & intégrer ¢(u) est donnée
comme quotient de deux fonctions entiéres homogénes des quatre fonctions Gu, G u,
Gu, Gu:

_ G, (6Gu,6u,Gu,Gu)
p(u) = G,(Gu, G,u, G,u, Gu)

Parmi les cinq couples de périodes

(20, 20'), (40, 20'), (20, 40'), (40,20 + 20), (40w, 40')

se trouve au moins un couple de périodes de 'argument d’une telle fonction.
Désignons par (2®, 2&') un tel couple de périodes.

Si I'on remplace la fonction G(u|w, w’), prise pour base des considérations des
art. 56 et 58, par la fonction G(u|®,®'), on peut mettre la fonction ¢ (%) sous la
forme donnée dans l'art.58 (5.), et, dés lors, les formules données dans cet art. font
connaitre les périodes de Iintégrale [¢(u)du de la fonction ¢ (u).
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