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PRÉFACE DU TRADUCTEUR.

Le recueil de formules et de propositions relatives aux fonctions elliptiques

de M. Schwarz est trop connu du public français pour qu'il soit nécessaire de le

lui présenter.

La première édition a paru à Gœttingue, en 1885; elle a été rapidement

épuisée. C'est sur la seconde, d'ailleurs peu différente de la première, qu'a été

faite notre traduction. Venant peu après la grande et belle œuvre d'Halphen,

au moment où MM. J. Tannery et Molk font paraître un de ces ouvrages qui

consacrent la forme définitive d'une partie de la science, nous pouvons penser

qu'elle arrive alors que les fonctions elliptiques acquièrent véritablement droit de

cité dans la partie élémentaire des Mathématiques, et qu'elle pourra rendre de réels

services.

La qualité la plus essentielle d'une telle publication est, sans contredit , une

parfaite correction des formules qu'elle renferme : les personnes compétentes jugeront

sans doute que ce n'est pas non plus celle qu'il est le plus aisé d'obtenir. A ce point

de vue, il est permis d'aflîrmer que l'œuvre de M. Schwarz est tout à fait remar

quable; il semble difficile de faire mieux, si l'on songe au nombre des formules re

produites, à leur complication et aux difficultés de composition typographique qui en

sont la conséquence, à leur variété, enfin, qui fait de la correction des épreuves un

travail véritablement minutieux et pénible. Je puis dire que l'éminent Géomètre de

Berlin ne s'est épargné aucune peine pour faire de son recueil l'un de ceux en les

quels tout calculateur «peut avoir la confiance la plus entière. Omettrai -je de té

moigner aussi du souci qu'il a montré de la beauté des caractères d'imprimerie em

ployés et de sa recherche heureuse de toute élégance.



VI Préface du Traducteur.

Au point de vue de la correction des formules, l'édition française n'est pas

inférieure à l'édition allemande, et c'est, assurément, la meilleure de ses qualités.

La même composition typographique a servi, en effet, dans les deux éditions, alle

mande et française, à l'impression de toutes les formules; le texte français a été

fait de telle manière qu'il a pu être simplement substitué au texte allemand; la

pagination des deux éditions est la même , et la même aussi que celle de l'édition de

1885; les mêmes formules, dans les trois éditions, se retrouvent aux mêmes pages;

les numéros des paragraphes n'ont pas été changés.

La nouvelle édition allemande et, par suite, l'édition française renferment

cependant quelques formules nouvelles; en outre, de légers changements de nota

tions sont intervenus: je signalerai ici les principaux, dans le but de faciliter les

renvois d'une édition à l'autre.

La fonction a été désignée plus simplement par ^ (").

Les quantités 7î0, \, \, h3 des paragraphes 32 et 33 sont devenues H0, H0

HvHs, parce qu'elles prenaient une signification différente aux paragraphes 45 et 46.

Dans le Tableau du paragraphe 33, les cas Vet VI ont été échangés entre eux.

Enfin, les quantités . du paragraphe 40 ont acquis une signifi

cation nouvelle: elles ne diffèrent plus des quantités 80,iSM,80., ... du paragraphe 48,

qu'en ce que /..* y remplace l\

Nous exprimerons maintenant un regret qui appelle naturellement un vœu:

il est regrettable que le travail de M. Schwarz ne soit pas encore entièrement

achevé. Nous savons que les matériaux nécessaires à cet achèvement sont déjà

rassemblés, et que le temps seul fait défaut à l'éminent membre de l'Académie des

Sciences de Berlin pour les mettre en œuvre; nous espérons, avec lui, que le jour'

viendra bientôt où , en complétant son recueil , il donnera son entière perfection à

une œuvre déjà si bonne à tous les autres points de vue.

Cette première partie suffit, néanmoins, à elle seule, comme on peut s'en

convaincre à la seule inspection de la table des matières, pour le plus grand nombre

des applications, et elle sera d'autant plus utile aux mathématiciens qu'aucun travail

analogue n'a été publié jusqu'à ce jour.

Lille, Janvier 1894. Henri Padé.
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Propositions générales concernant les fonctions analytiques

qui ont un théorème d'addition algébrique.

1.

Si une fonction analytique <p(«) de l'argument u jouit de cette propriété que

les valeurs

?(t<), ?(*>), ?(« + »)

de la fonction, qui correspondent respectivement aux trois valeurs

M, v, u + v

de l'argument, soient liées par une équation algébrique à coefficients indépendants

de u et de v, on dit que, pour cette fonction, il existe un théorème d'addition

algébrique, ou bien que cette fonction a un théorème d'addition algébrique.

Toute fonction analytique <p(u), qui a un théorème d'addition algébrique, jouit

de cette propriété qu'il existe une équation algébrique à coefficients indépendants de

l'argument u, entre la fonction et sa dérivée première cp' (u), prise par rapport à l'ar

gument u.

Le champ de l'argument d'une telle fonction peut toujours être étendu à toutes

les valeurs fiijies sans que la fonction cesse d'avoir le caractère d'une fonction algé

brique; toute fonction analytique <p(u), en effet, qui a un théorème d'addition algé

brique, est racine d'une équation algébrique dont les coefficients sont des fonctions

uniformes de l'argument u, et ont, pour toutes les valeurs finies de celui-ci, le carac

tère de fonctions rationnelles. Il ne saurait donc y avoir qu'une valeur de l'argument

qu'il ne soit pas possible d'atteindre en continuant analytiquement la fonction ; cette

valeur est l'infini.

Formules et propositions pour l'emploi des fonctions elliptiqnes. 1



2 Propositions générales. Art. 2.

Une fonction analytique cp («) pour laquelle il existe un théorème d'addition

algébrique est :

I. Soit une fonction algébrique de u ,

II. Soit, en désignant par u> une constante convenablement choisie, une fonction

trol'

algébrique de l'exponentielle e m ,

m. Soit une fonction algébrique d'une fonction pu = s, qui, en désignant par gt

et g3 deux constantes convenablement choisies , peut être définie par l'équa

tion différentielle

avec la condition p(0) — oo.

Les deux premiers cas sont contenus, comme cas particuliers, dans le troisième:

le premier quand g3 et gt sont séparément nuls, le second quand #'—27,9' est nul.

2.

Parmi les fonctions analytiques d'un argument u, qui ont un théorème d'addi

tion algébrique, il faut particulièrement remarquer celles qui, pour toutes les valeurs

finies de l'argument , ont le caractère des fonctions entières ou fractionnaires , qui,

par conséquent, sont des fonctions uniformes de leur argument, variable sans

limitation.

Toutes les fonctions analytiques uniformes, qui ont un théorème d'addition al

gébrique, jouissent de cette propriété que cp [u+v) est exprimable rationnellement en

fonction des valeurs cp(u), cp(v) et de celles des dérivées premières

Si une fonction analytique cp(«) jouit de la propriété que cp(u + c) soit expri

mable rationnellement en fonction de cp(u), <?(v), ?'("), <?'(*')> c'est une fonction uni

forme de son argument, variable sans limitation, qui, pour toutes les valeurs finies

de celui-ci, a le caractère d'une fonction entière ou fractionnaire.

On a encore ce théorème: Si une fonction analytique uniforme cp(«) jouit

de la propriété qu'il y ait entre la fonction et sa dérivée première cp' [u) une équation

algébrique dont les coefficients ne dépendent pas de l'argument, cette fonction a un

théorème d'addition algébrique.



Art. 3. Propositions générales. * 3

Une fonction analytique uniforme «p(«), qui a un théorème d'addition algé

brique, est:

I. Soit une fonction rationnelle de u,

IL Soit une fonction rationnelle d'une exponentielle e w ,

ILT. Soit une fonction rationnelle d'une fonction pu et de sa dérivée première pu.

Les deux premiers cas sont encore contenus, comme cas particuliers, dans le

troisième.

3.

Toute fonction analytique uniforme transcendante, qui a un théorème d'ad

dition algébrique, est nécessairement une fonction périodique ; c'est une fonction sim

plement ou doublement périodique.

1? Quand toutes les périodes de l'argument de la fonction peuvent être repré

sentées par des multiples entiers, positifs ou négatifs, d'une seule et même période 2u>,

la fonction est dite simplement périodique. La quantité 2u> se nomme une

période primitive.

2? Si une fonction analytique uniforme périodique n'est pas simplement pé

riodique au sens que nous venons d'expliquer, et si elle ne se réduit pas à une con

stante, on peut, d'une infinité de manières, choisir deux périodes 2u> et 2u/ de l'ar

gument de la fonction, de telle sorte que toutes les autres périodes puissent être com

posées avec celles.ci par addition et soustraction. Dans ce cas, la fonction est dite

doublement périodique, et chaque système de deux périodes 2u>, 2u>', qui a la

propriété indiquée, se nomme un couple primitif de périodes.

La partie imaginaire du quotient — = x des deux périodes 2<d' et 2u> d'un

couple primitif (2u>, 2u>) de périodes est toujours différente de zéro ; on peut, sans

que cela restreigne essentiellement la généralité des recherches, supposer que la par

tie réelle du quotient A , que nous désignerons, dans la suite, par 9i a une va

leur positive.

Deux couples de périodes ;2u>, 2u>') et (2û>, 2<«) seront dits équivalents,

quand l'ensemble des quantités déduites par addition et soustraction des périodes de

1*
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l'un des couples sera identique à l'ensemble des quantités déduites de la même manière

des périodes de l'autre couple.

Pour que deux couples de périodes (2u>, 2m) et (2û>, 2û') soient équivalents,

il faut et il suffit qu'entre leurs périodes il existe des équations de la forme

2<ù = 2pm -f- 2qu>', 2ù>' = 2p'w> + 2gV

où p, q, p, q désignent des nombres entiers positifs ou négatifs, ou encore zéro, satis

faisant à la condition

pq'-qp' = ±1.

Les deux quantités

ont le même signe.

En déterminant convenablement les nombres p , q,p\ q on peut toujours faire

en sorte que, si l'on pose 91 (-^) — «, 9ft(^.) = /3, on ait

4.

Le cas le plus général des fonctions analytiques uniformes pour lesquelles il

existe un théorème d'addition algébrique est formé par les fonctions uniformes dou

blement périodiques qui, pour toutes les valeurs finies de l'argument, ont le caractère

des fonctions rationnelles, pour l'argument desquelles, par conséquent, il n'y a qu'un

point essentiellement singulier, situé à l'infini. Ces fonctions sont, dans

un sens étendu, appelées fonctions elliptiques.

Quand, dans ce qui suit, il sera question d'une fonction elliptique, il sera tou

jours sous-entendu qu'il s'agit d'une fonction elliptique uniforme.

Si (2u>, 2<u') est un couple primitif de périodes de l'argument d'une fonction

elliptique, toutes les périodes de l'argument de cette fonction sont comprises dans la

formule w = 2(iu> + 2[i'u>', dans laquelle il faut attribuer à chacun des deux nombres

ja, ji toutes les valeurs entières positives et négatives , et encore la valeur zéro. C'est

improprement que zéro est compté parmi les périodes.



Art. 5. 5La fonction Su.

Deux valeurs de l'argument sont dites congruentes ou non congrue n-

tes suivant que leur différence est ou n'est pas une période.

Un parallélogramme des périodes de l'argument u d'une fonction el

liptique pour lequel (2u>, 2<u') est un couple primitif de périodes , est défini analy-

tiquement par l'ensemble des valeurs contenues dans la formule

M == U0+2tm + 2t'm'

quand on attribue à chacune des deux quantités variables t, t' toutes les valeurs ré

elles de 0 à 1, (0 inclus, 1 exclu).

Par ordre d'une fonction elliptique on entend le nombre de fois que cette fonc

tion devient infinie dans un parallélogramme des périodes; il faut, en cela, compter

chaque point où la fonction devient infinie , un nombre de fois égal au degré de cet

infini.

Il n'existe aucune fonction elliptique du premier ordre.

La fonction s«.

5.

La fonction analytique la plus simple qui ait le caractère d'une fonction en

tière pour toutes les valeurs finies de l'argument w, et la propriété de devenir infini

ment petite du premier ordre pour u = 0 et pour toutes les valeurs w = 2[ko + 2fiV

congruentes à celle-ci, est la fonction sigma 6(u|u>, u>') = 6u, qui correspond au

couple de périodes ( 2u>, 2u>'). Cette fonction est donnée par la formule

v ^+'^ (|»,|*'=0,±1,±2,±8,...±cx5)

(i.) s« = «n;(i—£)e" ,,e\ iv =2^+2^'

\ w I ( w — 0 exclu J

dans laquelle il faut , pour former le produit infini , attribuer à la quantité w toutes

les valeurs contenues dans l'expression 2|jud + 2(jlV, à l'exception*) de la valeur

w = 0. Comme nous le ferons toujours dans la suite , nous supposons ici que la

partie réelle de la quantité A- n'est pas nulle, et de plus qu'elle est positive.

*) Quand cette exception doit être observée dans une formule, nous le rappelons en faisant suivre

d'un accent (') la caractéristique du produit ou de la somme.



6 La fonction Su. Art. 5.

De la définition précédente il résulte que S (—M) = — S (u); la fonction 6u

est donc une fonction impaire de l'argument u.

On a, en outre, les égalités:

(2.) 6(0) = 0, 6'(0) = 1, 6"(0) = 0, 6"'(0) = 0.

La fonction Su peut être représentée par une série procédant suivant les puis

sances entières et positives de la quantité u, convergente pour toutes les valeurs

finies de u.

Les coefficients de chacun des termes de cette série sont des fonctions entières

des deux quantités g3 et g3 déterminées par les équations

(3.) *,= 2,.3.5.2;^., fft= 2».5.7.s;^.

Dans ces équations, il faut aussi attribuer à la quantité w toutes les valeurs contenues

dans l'expression 2jjiu> + 2fi'u>', à l'exception de la valeur zéro.

Les quantités gt) gt se nomment les invariants correspondant à la fonction

611 considérée

(4.) 6M = 6 (M | u>,u>') = 6(u;gt,gt).

Si l'on désigne par m une quantité réelle ou complexe quelconque , différente

de zéro, on a les égalités

(5.) 6(M|u>,u>') — 6(u;gt,gt) = m6(£|-£ , ~) = mQ{~; m'gt, nfg,).

Pour toutes les valeurs finies de l'argument u et des invariants gt et g3 la fonc

tion S(«; g3, g3) considérée comme fonction des trois quantités ti, gt, g3, variables sans

limitation, a le caractère d'une fonction entière.

On a

(b.) OM — u + * 24-3h 23-3.5.7 29 . 38.5.7 2'. 3,- Ô^TTT

La fonction S(u; gt, gs) satisfait à l'équation aux dérivées partielles

(7.) r = 12o„- i."7r9l^ -—o,M 6,
v ' du* ^3 dg, 3 "* dgt 12 jt '

d'où, en posant

(8.) 6u = Sm,B«»,n(|g,)m(2g,)"(4m + 6n + 1)j. (m,n = 0,1,2,8,...oo)



Art. 6. La fonction <ôu. 7

on déduit, pour le calcul des coefficients am>B, qui sont des entiers, la formule ré

currente

16 1
(9.) am,n = 3(m + 1)am+i,n-i +— (n + 1)am-2,n+i — 3 (2m + 3n — 1) (4m + 6n -1) a»,-!,,,.

Il faut attribuer au coefficient aoo la valeur 1, et aux coefficients où l'un des deux in

dices a une valeur négative la valeur zéro.

Les valeurs des coefficients am>n pour lesquels la somme 4m + 6n + 1 ne dépasse

pas 35 sont contenues dans le tableau suivant:

M4m+6n + l
m » m n am,n

M, 0 0 + 1 0 4 + 1506 600

Ms
1 0 — 1 M86 3 2 + 20019960

U1 0 1 -3 6 0 + 1416951

u'

u"

2

1

0 — 9

— 18

2

5

3

1

+ 162100 440

-41 843142
1

u,'
0

3

2

0

-54

+ 69

1 4

2

+ 796 330 440

—3763754104

u" 2 1 + 513
7 0 -388 946 691

0 5 + 2388 991320

uu 4 0 + 321 M" 3 3 —9465 715080

1 2 + 4 968 6 1 —6519779667

M"
0 3 + 14904 2 4 — 144916218720

3 1 + 33 588 M33 5 2 -210469 286 736

M"
2 2 + 257580 8

_5~

0 + 25514578 881

5 0 + 160 839 1 —1289959784 640

M83
1

4

3

1

+ 502 200

+ 2 808 945

M33 4 3

1

—4582619446320

-4851746106487

Représentation de la fonction 6n par un produit simplement infini.

G.

Pour les valeurs infiniment grandes de 9t on a

(1.) (ou = e^O^sin-^;

en attribuant*), en effet, pour former les produits infinis IT„, au nombre n toutes

les valeurs entières positives, on a régalitc

*) Cette convention subsiste pour tous les produits 11, et toutes les sommes S, qui s'offrent dans ce

qui suit.



g La fonction Su. Art. 6.

<».) -S - i«n„(i-^)6^nB(i+^)«-^.

Au moyen de la fonction sinus, on peut représenter la fonction Su, de différentes

façons, par un produit simplement infini.

Pour abréger, nous ferons dans ce qui suit emploi des notations

,„ i u xr.i io' toi 7
(3.) — — v, e = sa; — = -, e — h,

où il est entendu qu'il faut toujours attribuer à la puissance hm, quelle que soit la va

leur de l'exposant m , la valeur e'"™. Par suite de la convention faite relativement

au signe de la quantité Ot(^), la partie réelle de la quantité xiti est négative;

le module de li est, par conséquent, plus petit que 1.

En employant ces notations, ou a l'égalité

,a\ r 2u> . ,.« rr sin(nt— t>) r . sin (nt + ») tt ^i^-,
(4.) 6u = — smvx.d 11 { v-; .—

et, en désignant par y] la quantité

l'égalité

(6.) 6« = « .-sm^n^1-^-)-

On a, en outre, les égalités

- ^2r,u>î;t 2<o . iT sin(wt — î;)ir — tnci tt sin(nT+î;)r vrÂ

(7.) SM = e < — smt.-ll„—- '— e il,,— — e

t. " sinn-- smfiTx

2rW 2<o e-g-lTl l-Wz" n 1 -**V

(9.) = 62r1^. £ sin^n,1-2^8^.^^ .



Art. 7—8. 9La fonction 6M.

Addition d'une période à l'argument de la fonction sw.

7.

Entre Su et 6(u ± 2u>) existe la relation

(1.) S(u±2«>) = -e±2ri(u±m)6(u), d'où l'on déduit r) - fg.

Si l'on remplace le couple de périodes (2u>, 2u>') par le couple (2u>', — 2u>), la fonction

6u reste inaltérée; on en conclut ces relations analogues aux précédentes:

(2.) 6(M±2<o') = -e±2^±-')6(M)>

Pour un accroissement de l'argument égal à une période quelconque, on a la

relation

(3.) 6(.+s,. + i9-') = {-if*+r+«^+riH»+*»+z»'h(u),

ou, en posant pm + qoi! = <î>, pr\ + qrl = >j :

(4.) S(M + 2Û) = +e2?<(M + ,3i)6(a);

il faut prendre le signe supérieur ou le signe inférieur suivant que la quantité 6 (ui)

a une valeur différente de zéro , ou égale à zéro.

Quand 91 (A) a une valeur positive, les quatre quantités u>, u>', ij, r[ satis

font à l'égalité

(5.) 7)u>'— «or/ =

si, ce qui est contraire à notre convention, 91 (A) avait une valeur négative, on

aurait:

(5*) 7)u>'-u>r;= —iiri.

La fonction ~ (u).

8.

La fonction ^-log6(«) = que, pour abréger, nous représenterons par

-§(«)> donne lieu aux égalités

(1.) f(«±2<o) = f(«)±2T,, fO±2«>') = f(«)±2V, f(«±2Ô) = f(t*)±2îj.

Formules «t propositions pour l'emploi des fonctions elliptiques. 2



10 La fonction pu. Art. 9.

(5.) = 2U+ «

Si l'on pose u> + «>' = u>", yj + tj' = r/', on obtient :

(2.) f(«) = 1, f(»')=V, |V) = i".

Pour les valeurs de u voisines de zéro, on a le développement en série

<».> f<•> = ^*-^5M8-^M6-^Wu'-^^7TI^M,-...'

tandis que les expressions

11 S( ' — M +A.V«-w + te + wV \ w = Oexcepté J

C0tgS +2„ (cotg («- 2no>') - tj +Sm (cotg (tt + 2nm') +tj J

sont valables pour toutes les valeurs finies de l'argument u.

La fonction pu.

9.

La fonction*) pu = p(u | u>, u>') = p(u;gt,gs) est liée à la fonction S?< par

la relation

(1.) F« = -^logS« = ^

On a par suite la relation p(—u) = p(u), et les égalités

(2.)

(3.)

— }- v,/ 1- 1-\ / w = 2[i<u + 2|iV \

pu u»+2ja^u_wy W«J ^ «'=0 excepté J

— _ 7) /Jt-Vt ( 1 1 +^ 1

m * 2u> ' \ sin2 (~) sin2^ (u - 2«u>') sin'.^ (M + 2W)

1 ' «» U/ j —0 " (i-A^O » (!-/**"**)' }'

(5.) F(«| »,»') = f(u;gt,gs) = = ^F^; «V,, «V.}

Pour les valeurs de u voisines de zéro, on a le développement en série

24-5.7-11

*) On prononce séparément les deux lettres p, u.



Art. 9. La fonction pu. 12.

et, si l'on pose

(7.) pu = \ + * + c1u* + c3ui-\ \. clv*-*+ . . .,

on a, pour l plus grand que 3, la formule récurrente

(8.) cx = (2, + 13)(,_8) SA^, (v = *,8,-(i-2)).

La fonction est une fonction doublement périodique pour l'argument de

laquelle (2u>, 2u>') est un couple primitif de périodes; dans un parallélogramme quel

conque des périodes , elle ne devient infinie que pour la valeur de l'argument con-

gruente à zéro, et l'ordre de cet infini est égal à 2.

La fonction pu est donc une fonction elliptique du second ordre. Dans le dé

veloppement en série procédant suivant les puissances de l'argument et valable pour

les valeurs de u voisines de zéro:

(9.) ^« = ^ +*+f»'+-&*+-.

^ est le seul terme à exposant négatif; le terme constant, dans ce développement,

a la valeur zéro.

Par ces propriétés la fonction pu est déterminée sans ambiguïté. Parmi toutes

les fonctions doublement périodiques, la fonction pu est donc la plus simple possible.

C'est une fonction paire de l'argument u.

La dérivée première pu de la fonction pu est une fonction elliptique du troi

sième ordre, qui ne devient infinie que pour les valeurs de l'argument congruentes

à zéro.

On a

(10.) p'(-u) = -p'(«),

(11.) pu = -22„ (ulw)*> (» = 2p» + 2^V).

Pour m = u>, «>', u>", la dernière équation donne

(12.) f\m) = 0, ?'(«') = 0, p'K) = 0.

Pour les valeurs de u voisines de zéro, on a le développement en série

(13.) F'« = -£ + . +^.+&«,+^+t^fLîîW'+..

2*



12 La fonction pu. Art. 10.

Entre la fonction pu et sa dérivée première pu existe la relation

(14.) (&'*)* = *<P3u>-gtpu-gs,

d'où l'on déduit

(15.) p"u - 6p'u— \gt, p"'u = \2pu.p'u.

Toutes les dérivées d'ordre pair de la fonction pu sont des fonctions entières

de l'argument pu.

Quand les deux périodes 2u>, 2u>' du couple primitif de périodes ont des valeurs

finies, les trois quantités

(16.) pm = el, pm" = e,, pm = e,

sont inégales, et l'on a

(17.) (p'«)'= i(pu-pm)(pu-pm")(pu-pm') = 4(pM - e,) (pu - et) (PM - e3).

On en conclut les relations

e&et+e, = 0,

(18.) e^+eje.+ e^ = — \(e\+e\+e\) = -±gt,

La quantité (et—et)t(e—el),(e—et)t= ^(g*— 21g\) sera représentée par la

lettre G.

10.

Dans le cas particulier où, 2u> conservant une valeur finie différente de zéro,

la partie réelle de la quantité A- devient infinie, les deux quantités et et e3 deviennent

égales. Dans cette hypothèse, on ohtient les relations

2<7„ 9 9,

( * \*— 9.9s , _ 1^» e = e = - M o»-27flî = 0,



Art. 11—12.
13

Théorème d'addition de la fonction pu.

Enfin lorsque 2u> et 2u> deviennent l'une et l'autre infiniment grandes , tandis

que lim9t(^) est différente de zéro, les trois quantités e0 et, et deviennent égales,

et l'on a

(4.) pu = |-(u) = -i-, 6u = u; e,= e,= e,= 0, g,= 0, g3 = 0.

Théorème d'addition de la fonction -f-(w).

il.

Entre la fonction pu et la fonction Su existe la relation

,, . G(u+v)6(u—v)

= ffl«S4 '

En prenant les dérivées logarithmiques, on en déduit

(2.) £(u + v)+^-(m-v)-2t(u) = ^— ,v ' S v ' S ' S pu—pv

(3.) |.'(tt + t>)_-?'(«_„)_2|-'(v) = — P'v .

v ' S v S ' S pu — pv

On en conclut ce théorème d'addition:

(4.) £(. + .) = |(B)+|W+lP'M-P\

v/ S v ' S v ' S v ' 2 pu — pv

(5.) = #'(«)-!->)+i-e^i.
^ ' S v ; S v ; S v ' T 2 pu— pv

Théorème d'addition de la fonction pu.

12.

Du théorème d'addition de la fonction -f-'(M) se déduit, par différentiation, le

théorème d'addition de la fonction pu

. , . . . . 1 d I pu +. pv \ 1ô/ pu + p'v \
(1.) p(u±v) = ^--—(^^-if-j = FtT—_(£—±£_)

(2.) = gw +

(3.) +

pU — pv) ' 2 dU\jpM — #>V,

( 6p3M - }&) (pv - pu) + 4p'u - gtpu - g, + pu p'v

2(pu—pvf

'*v - Tg.) (pM — Pg) +V -9*Pv— 9» + ff'M p'»

2(F" —



14 Art. 12.Théorème d'addition de la fonction pu.

(4.)

(5.)

(6.)

(7.)

(8.)

(9.)

(10.)

(11.)

(12.)

(13.)

(14.)

(15.)

(.. + „\ Hpupv—jj'3) (pu + pv)-g, + p'up'v
(u±v) = n^^f

— i r p'u + 9v

i — pv.

4 L pu — pv

De ces formules se déduisent les suivantes

1

p(u±v)

p(u + v) + p(u-v)

2(pupv — \gt)(pu + pv)-gt± p'u p'v

2(pupv + l-gj+ 2g3(pu + pv)

2(pupv-\gt)(pu+ pv)—gt

(pu—pvf

p(u + v)-p(u-v)

p(u + v).p(u-v)

du*

>'u p'v

(pu — pvf dudv

(pupv + {gîy+ g3 (pu + pv)

\og(pu-pv),

/ (p'vf 1 p"v \ , / (p'uy 1 p'u \ ,

3(U—v) — {(pv-puf 2jp-v-^uy)^U-\(pu-pvf 2 (pu-pvy)Pv'

KSK ' sv/ 1 . " \pu-pv) \p(u + v)-p(v) )'

p'u — p'v — -p'(u + v)-p'(v)

pu — pv p(u + v)-p(v)'

pu

= 0.

(16.)

1 #>(« + ») —p'(u + v)

(P*u + ±gty+2g3pu 1 dt , , 1 / d . , \«

De la dernière de ces formules on déduit, en intégrant,

S' 1 2u\ - 2 ^ (u) + - - - o'u

6(2u) = &u dS1fofU = 2Su(S'M)s-36tM5'MS"M + 6»M6'"M.



Art. 13.
15

Fonctions elliptiques d'ordre quelconque.

Représentation, au moyen des fonctions s («!«>,<!>') et p(u\a>,w), d'une fonction

elliptique d'ordre quelconque.

13.

Soient <p(«) une fonction elliptique d'ordre r, (2u>, 2u>') un couple de périodes

de son argument, et S(u) la fonction S(u|u>, u>') qui correspond à ce couple de pé

riodes. Il est toujours possible de déterminer 2r + 1 quantités

de telle sorte qu'on ait la relation

m \ m<„\ — r t0 — 6(u--t0 .

[ ' f( ' — 6(u-vl)6(u-v,)..-6(u-v,) '

entre les quantités m,, tt,; existe en outre la relation

(2.) ul+ut+-.. + u, = vl+vt+'-' + v,.

La réciproque de ce théorème consiste en ce que :

Si les quantités «t, . . . vlt v, satisfont à l'égalité (2.), et si aucune

des différences

U = A, (t = 1,2,8, — r )

n'est congruente à zéro, la fonction <p(«) déterminée par l'équation (1.) est une fonc

tion elliptique d'ordre r correspondant au couple de périodes (2u>, 2u>').

Si parmi les r quantités u, , Mt, . . . u,, il n'y en a pas deux qui soient congruen-

tes, non plus que parmi les r quantités toutes les racines de l'équation

cp («) = 0 sont simples, ainsi que celles de l'équation 9 (u) = oo. Au contraire, si

quelques-unes des quantités u0 ut, "u, d'une part, ou quelques-unes des quantités

vli v,, . . . v, d'autre part, sont congruentes, les racines correspondantes de l'équation

cp(u) — 0 dans le premier cas, de l'équation cp(u) = 00 dans le second cas, sont des

racines multiples.



16 Art. 14.Fonctions elliptiques d'ordre quelconque.

14.

Soient

(n+1) quantités variables sans limitation et indépendamment les unes des autres.

La fonction

(1.) <p(«.i «„«.,.-«.) =

pK) p'K)

*»(«.) p'(«.)

i p(«J p'(«.)

<-"(«„)

F<-»(M,)

P<-"(«J

est, relativement à chacun de ses arguments, une fonction elliptique d'ordre (ra + 1).

Considérée comme fonction de u0 , elle ne devient infinie que pour la valeur u0 = 0

et les valeurs congruentes ; elle est au contraire infiniment petite pour

«»= «!,«... ..«„, —(«!+«,+

et les valeurs congruentes.

Nous supposerons qu'aucune des quantités

«n «•! . «,+ «,+ ... + «.

n'est congruente à zéro, et en outre, que parmi les quantités

«n ut,. . u.

il n'y en a pas deux congruentes l'une à l'autre.

On a d'abord

(2.) f(ut, »„«„ ...«.) = 0. 6„+, ^M ^ 2 -,

où le facteur C„ ne dépend que des quantités «,,«„,. .. M«.

Ce facteur est déterminé par l'équation

y(«» «,>...«,)

6 + 6(M,)6(Mj)--.6(u.)

Si l'on suppose maintenant qu'aucune des sommes

Wt+W3+". + M„, M8+M4+.. + «., ... «_,+ «.



Art. 14. 17Fonctions elliptiques d'ordre quelconque.

n'est congruente à zéro, l'application répétée de la même formule donne

(3.) 9(uoM,...um) = (-1) 11 2 ! 3 ! - « ! 6.+,(^ ) ;» ,

(A</t, A,ft = 0,1,2, — *).

Comme le montre la considération de la continuité , cette formule est valable

sous la seule condition qu'aucune des quantités «z ( A = 0, 1 , 2, . . . n ) ne soit congruente

à zéro.

. On obtient ainsi pour la fonction elliptique <p(u) considérée dans l'art. 13 cette

expression

où le facteur C" ne dépend que des quantités u,, mt, . . . u,; v0 vt, ... v,. Il faut sup

poser qu'aucune de ces 2r quantités n'est congruente à zéro et qu'il n'y en a pas deux

qui soient congruentes l'une à l'autre. Il n'y a aucune difficulté, par un passage à

la limite convenable, à déduire de cette formule d'autres formules relatives à ces cas

exceptionnels.

On a ces théorèmes généraux :

Toute fonction elliptique (uniforme) cp(«) dont l'argument a les deux périodes

2u>,2<i>' est exprimable rationnellement au moyen de la fonction p(u\m,m) = pu qui

correspond au couple (2u>,2u>') de périodes et de sa dérivée première pu prise par

rapport à la variable u. Réciproquement ces fonctions pu et pu sont exprimables

rationnellement au moyen de la fonction <p (u) et de sa dérivée première <p'(tt), si

toutefois (2u>, 2 u>') est un couple primitif de périodes de l'argument de la fonc

tion <p(u).

Si la fonction <p(«) considérée est une fonction paire de son argument, c'est

une fonction rationnelle de pu ; si, au contraire, la fonction cp(M) est une fonction

impaire de son argument, ^~ est une fonction rationnelle de pu.

Si la fonction <p (u) considérée n'est infinie que pour u = 0 et les valeurs con

gruentes, c'est une fonction entière de pu et pu.

Formules et propositions pour remploi des fonctions elliptiques. 3



18 Art. 15.Fonctions elliptiques d'ordre quelconque.

La fonction ïë&.
6 (M)

15.

Supposons n plus grand que 1, et considérons le cas limite où

Mt = «s = ... = u. = »;

en posant

(1.) .(«) = (_lY&(«-v)<5(u + nv)

on a la formule

(2.)
1

«!

j»M — pv pU — pv

p'v p"v

p"v p"'v

p{'-°v

p v p v

p"v p"'v

p<-°v pwv

p(-"u — p(—°v

p«-»v

pMv

p"wv

p^v

Si maintenant on développe chaque membre suivant les puissances de la quan

tité u — v, et que l'on égale les coefficients des termes en (u — v)" de part et d'autre,

on en conclut

S((n+1)t>) — 1 P.+,(v)

(3.)

(4.)

on a

(5.)

6(nv)<5M,(v) " n\n\ F,(v)

D'un autre côté, la quantité cn étant définie par l'équation

(-ir.c.
S(nt>)= (1!2!o!. ..(n-D'f

5((n + l)v)

yP».©»,

6(wt;)6*-+I(v)
m! m!

Le quotient a donc, pour chacune des valeurs de n considérées, la valeur 1.

Pour n = 2 on a

6(2v) — —ct.p'v . 64(v) ;

par suite de l'égalité (16.) de l'art. 12, c3 est donc égal à t.



Art. 15. 19Fonctions elliptiques d'ordre quelconque.

Par conséquent ea est aussi égal à 1, et, en remplaçant v par u, on en conclut

l'égalité

S-(roO

1 ; 6-(u) (1!2!3!"(n-1)!)'

Par suite des égalités (14.) et (15.) de l'art. 9 toutes les dérivées de la fonc

tion pu sont représentables par des fonctions entières à coefficients entiers des quan

tités pu, pu, |#3, g3. Le déterminant P.(u) par lequel est exprimée la fonction

.ga£j est donc aussi une fonction entière de ces quantités.

Si maintenant n est impair, gs^y est une fonction paire de l'argument m,

et est par suite une fonction entière des quantités pu, \gt, gt; si, au contraire, n est

pair, est une fonction impaire de l'argument m, et c'est . gs^ qui est

une fonction entière des quantités pu, \gt, g3.

On a donc, pour toutes les valeurs impaires de n une égalité de la forme

6 (nu) — , 1 ~ ,

K ' S-(u) (1!2!3!...(n-1)!)3 {f> ' >g»9>'u«*-i) '

et, pour toutes les valeurs paires une égalité de la forme

,R . 6(nM) — p'u ~ ,

{ ' 6"(u) — (1!2!3!. .(M-1)!)3 8 "

Dans ces égalités G (pu, \gt, gt)s représente une fonction entière à coefficients

entiers des trois quantités pu, \gt, gs, et l'indice N est le degré de cette fonction

relativement à l'argument pu.

Comme

les égalités précédentes peuvent servir à exprimer rationnellement p(nu) au moyen

de p(u).

3*



20 Art. 16.Fonctions elliptiques d'ordre quelconque.

Représentation d'une fonction elliptique d'ordre quelconque au moyen de la fonc

tion et de ses dérivées.

Intégration d'une fonction elliptique d'ordre quelconque.

16.

L'ensemble des valeurs pour lesquelles une fonction elliptique d'ordre r

m \ œ(u\ — r <5("-t*,)6(»-Wt)."S(«-«J

K ' fW S(»-»,)S(«-»,)-S(«-0,)

devient infinie se compose d'un certain nombre m de classes ne contenant chacune

que des valeurs congruentes entre elles; soient

des valeurs quelconques appartenant respectivement à chacune de ces classes; soit,

pour u — 1,2, ..m,

g, (« - c; (u - »„)-*+ c; (u - vf.f3+ ... + cft-l> (« - vj-^

la somme de tous les termes à exposants négatifs qui s'offrent dans le développement

en série de la fonction <?(«), procédant suivant les puissances de la quantité u — t},

et valable dans le voisinage de la valeur vu.

Sous ces conditions, on a les égalités

(2.) rl+rt+.- + r,. = r, C,+ Ct+ . .. + Cm = 0 ,

(3.) ,(«) = C0+2„C„f («-»„) Cfj* f(«-»„),

(A= 1,2,...(^-1); f» = 1,2,-M).

On peut déterminer la constante Co quand la valeur de la fonction <p(«) est

connue pour une valeur de l'argument non singulière, c'est-à-dire qui n'est congruente

à aucune des valeurs v0 vt, ... vm, ou quand, outre les termes à exposants négatifs,

dans le développement en série de la fonction <f>(M), procédant suivant les puissances

de u— vp, et valable dans le voisinage de cette valeur vp, le terme constant est

aussi donné.



Art. 17—18. 21Les fonctions 6,11, StM, Ssu.

17.

De l'expression donnée dans l'art, précédent pour la fonction <p (m), on déduit

pour l'intégrale de cette fonction l'expression suivante où C'0 désigne la constante

d'intégration :

Jy(u)du = 2^1ogS(M-^) + C> + C;

-2uc; f (u - + 2„ 2» (- 1/- i q* *>*-'(« -

(A = 2,3,. -(r^-1); p = 1,2, —»).

Dans la seconde ligne de cette formule pw(u— v^) représente ^^(u—v^)

quand v est différent de zéro, et p(u— v^) quand v = 0. Il faut en outre remarquer

que, en raison des hypothèses faites, tous les termes de l'intégrale qui figurent dans

cette ligne disparaissent, lorsque chacun des nombres r,, rt, ... r est égal à l'unité.

Les fonctions s,u, stm, s3«.

18.

Les équations

,« = 5,„ - =

(1.) 6,«

63M

e
—TjU

S(u>+«)
e'1WS(iu-M) _

Su> Su>

e 1 S (u>"+M) e1 s(u>"-«)

Sw" Su>'(

e 1 S(u>'+M) e1 S(u>'-«)

Su>' Su>'

définissent trois fonctions uniformes (3^, S3M, <53u de la quantité complexe u variable

sans limitation. Pour toutes les valeurs finies de l'argument u, elles ont le caractère

des fonctions entières.

Chacune des trois fonctions S^,S^, 6su est une fonction paire de son argu

ment u. A la valeur u = 0 correspond pour la fonction la valeur 1 .

Si dans la formule (1.) de l'art. 11 on attribue à v successivement les valeurs

«j, <d", u>', on obtient les relations

o > /S.»V /S3M\t /S,1*V

2.) pu-e, = , pu-et = , pu-e, = (-£-),

■



22 Art. 18.Les fonctions (5,11, (5tu, 63u.

qui montrent que chacune des trois différences pu — ex (A = 1, 2, 3) est le carré

d'une fonction uniforme de l'argument u.

On a les égalités

(3.) p'u = -2 yyQ.» s(2«) = 26u5.u6,u<5.u.

Pour chacune des valeurs l, 2, 3 de l'indice A, on a le développement en série

(4.) <5,M = 1- jeilM'-1i^(6e;-<7,K-...

Il résulte de l'art. 9 (18.) que, en désignant par A, p, v les trois nombres 1, 2, 3

dans un ordre quelconque, la quantité g3 est égale à

(M 9t = -^(e^+e^+e^) = - (ex- ej -3e|).

Relativement à l'addition d'une période à l'argument , on a les formules

(6.)

S(»+2u>) — S(»+2u>")
= -e2ri"{u + Ui'\u

S(»+ 2u/)

S,(»+2u>) - S,(1*+ 2u>") 5,(^+2«')

Ss(M+2a>) = Sj(n + 2u>") = <52(u+2u>')

+«îr'(MH,M
S,(M+2<,>) = S,(M+2«>") S,(M+2u>')

627i'(«+u>')

Î7)'(M + u>')

<5u

6lu

2l)'(t»+»')
S,U.

Ces formules sont des cas particuliers des suivantes , dans lesquelles p, q dé

signent des nombres entiers positifs ou négatifs quelconques, ou zéro :

2û = 2pm + 2giu', 2îj = 2prt + 2qrl',

6(« + 2<u) = (—1) 6 6« ,

~ + P 2f,(M+ <jû)

(7.) S,(u + 2û) = (-1) e <3,«>

- , »0 2ïi(M + ù>) -

s,(« + 2û) = (-1) e 6>,

6,(ti + 2a) = (-1) e ,K J63u.

Pour toute valeur de m différente de zéro et pour chacune des valeurs 1, 2, 3

de l'indice A, on a l'égalité

(8.) Qx(u eu, m) - ©i — — ,-- .



Art. 19. 23Les fonctions S^, 6tw, Ssu.

19.

Soit maintenant

m — pm + qm'

une demi- période , autrement dit , supposons que les deux nombres entiers p et q

ne soient pas simultanément pairs.

Si conformément au mode de notation expliqué dans l'art. 7, on pose

% — i»j+2V = f (fi),

la fonction

— TU^ . Tu
e S(<û+») — g' S(a—m)

n'est autre que la fonction Siu, où l'indice A a la valeur 1, 2, 3 , suivant que est

égal à e,, à «f, à et.

Or on a

pô = e,, et par suite 1 = 1, si jp = 1, jsO (mod. 2);

(1.) p<Z> = et, et par suite A = 2, si p = 1 , q = 1 (mod. 2);

pû> — e3, et par suite A = 3 , si p = 0 , g = 1 (mod. 2).

En supposant la valeur de A "déterminée conformément à ces conditions, on a

les relations

(2.) f& = el}

— TU f,U
,„ . e S(<ô+«) e S(ù,-») -

gâ = =

(4.) §(M±S)^ = g = f(W), f(«±*)-f((,)±,.

Si, dans les expressions de p(«±v), on attribue à la quantité v la valeur û>,

on obtient

(5.) = <»-*>(»-0.



24 Art. 20—21.Les fonctions 6^<, 6tM, 63M.

20.

Pour le premier des cas limites 9t(^) = °° considérés dans l'art. 10, on a:

(1.) 6,M = e°[2m> cos|* , 63u = 53u = e****' .

Mais si 2u>, aussi bien que 2u>', devient infini, ayant une valeur finie

différente de zéro, il faut poser

(2.) 6,m = 6,M = 53M = 1.

21.

Les égalités

(1.) VV«*-«. = V>-«, = |Ç, V«w-«, = fj

définissent les valeurs des trois racines carrées comme fonctions uniformes de

l'argument u.

Si l'on attribue successivement à l'argument u les valeurs

O>, = O> , u>t = u> + u>' = 0>" , u>3 = ou',

on obtient les égalités suivantes,

,VV, «...
s,u> e Su>' / Sjiu e Sw"

e,--e* — ëTuT — "SuTSuT*" ' \e,—et — s~ : Su> Su>' 1

7)u>" - r.'<o"
s,u>" e Su>' ./ S.io" e S<u

y<.t e, — S<U» — QujSiu" , V t 8 — Sw" —' Su>'Su>" ,

— 7]u>' 7)"u>'
. / S,u>' e Su>" . / Sau>' - e Qu>
Ve3—e, — (5 — Su, Su,' > \es—et — Su>' — Su/ S«>" '

par lesquelles les valeurs des six racines carrées sont déterminées sans ambiguïté.

En raison de l'hypotbèse 9t (—) > 0 , ces radicaux satisfont aux relations

(3.) \Je-et = -♦Vv-e,, V7*!— el = -iVe,— e,.



Art. 22. 25Relations entre les fonctions 6.

Relations entre les fonctions s«, s.u, stu, g8u.

22.

Des égalités (2.) de l'art. 21 se déduisent les expressions suivantes des quan

tités Su>, Su>", Su/:

(1.) Su> = ^^^, S<o"= 6a/= 4 *14^=.

\le,—et\lel—eî \fet— et\fel-et \e,-e3 \lel-e.

Les trois radicaux

\fet—e3 , \Je—e» , \/el-et

ne doivent prendre que les valeurs dont les carrés sont respectivement égaux aux

quantités

déterminées sans ambiguïté par les égalités (2.) de l'art. 21. Chacune des

trois racines quafrièmes ne peut donc avoir que deux valeurs, et non pas quatre;

mais dès que l'on a fait choix de la valeur d'une de ces trois quantités, les valeurs

des deux autres sont déterminées sans ambiguïté.

On peut aussi , pour déterminer la valeur du produit de deux quelconques des

trois racines quatrièmes, se servir des égalités

Il faut attribuer à la quantité \Ji la valeur e*™.

En supposant que l'on fixe comme il vient d'être expliqué les valeurs des ra

cines carrées et quatrièmes, le tableau de formules de la page suivante fait connaître

les relations auxquelles donnent lieu l'addition et la soustraction d'une demi-période

à l'argument des quatre fonctions S.

Formules et propositions pour l'emploi des fonctions elliptiques. 4



26 Art, 22.Relations entre les fonctions S.

S(«±«) = ±e±r>u &. S,» = ± - \ _e±Tl(M±^)6,«

\fel-et\lel-es

(2.)

Ve.- e3

68(M±u>) - Vel-es .6 1 6to 63« = ; , 8 . 0 M '6t«

6(M±u>)= ±6 1 (5<u"63m = + Y 1 ' ;6.2M

(8.)

«•vV.^

1

Vi

ve.—

s.(u±»")= vv^ . e±Y,"Msu,"6,«= Vï|^.e±7i"(M±i<u")slî

v«.-«.

(4.)

6(«±«') = ±e±71'Meu/s8M = ± \ e±r1,(M±iu>,)63«

V'e1-ejVe.-e,

b^u + <o) = \e1—el . e 1 Siu'6ju = ^—, *- . 6 ,v 'StM

Ve,-es

6j(M±«>)= Ve3 — e3 . 6 6u> 6, M = - . e ,v '6«

Ve.-es



Art. 23. Relations entre les quotients S.

Relations entre les quotients de deux fonctions s.

23.

Entre les quotients de deux fonctions S ont lieu les relations

(l.)

6(M ± <u) -1 6,M 6l(M ± u>) 6M

6l(u ± eu) Ve.-e, V^,-e3 6u 6s(M ± «> ) 63a

S (« + «,")

± —JL= .

S,(a ± <o") 1 53M

6,(4* ±u>")
Ve.-e, 63(»±u>") e. 6w

6(u±m') + • 63M 6,(1* ± u>') e3 63M

6l(u±m') 6aM 6s(M ± m')
Ve3- 6,M

6(M± «>) 4- 11 6,M 6,(M ± u>) 6M

6,(u ± u>) 63M 68(«±u>)

 

«.
63M

6(W±u>") — t 6,M 6l(u±m") e, 63M

6,(M±u>") 6M 68(M±u>") V/e,- «»
6,M

6 (M ± u>') + 1 S8M 6,(M ± <o') t 6tM

6t(tt ± «') 6,M 63(M±0>')
+ V*,- «i

6M

6(M ± <u) + 1 . 6,M 6t(M ± m) e* 63M

63(M±u>) 6,M 63(M±u>) 63M

6(M±u>") + 1 . 63M 63(M±u>")
r!

6M

68(M±u>") 6,M 63(M±u>")
e«

6,M

6(M±u>') 1 68M 6,(M±0>') 6,M

63(M ± u>') Ve,-esVe„-es 6M 63(«±u>') 6M

6(M± 2<ux)

<5i(«±2«>i)

(2.)

6(M± 2<0^)

6M 6l.(u±2iox) G^u

6xu 6,(M±2u>i) -- S,M

6M %(u± 2^) — 6^M

6iM . S,(M±2<OfI) — S,M



28 Art. 24—25.Équations différentielles des quotients 6.

Il résulte de ces formules que les fonctions 7=— et -J— sont des fonctions uni-

formes doublement périodiques pour l'argument desquelles (2u>, , 4u>,,) est un couple

primitif de périodes.

Relations entre les carrés de trois quelconques des fonctions s.

24.

Si entre les équations

^-ex = ^L (A = 1,2, 3)

on élimine pu, on obtient les relations suivantes entre les carrés de trois quelconques

des fonctions 6:

6*M-6> + (e,-e3)6tM = 0,

S>-6Î« + (e3-e,)6,M = 0,

6;M-6> + (e,-e3)6tM = 0,

(et-e3)6> + (e,-e,)6> + (e,-e,)6|M = 0.

Équations différentielles des quotients s.

25.

De l'égalité

, G^< GMM G,M
' ®U 6u 6u 6u

se déduisent, pour les fonctions

6 u (o^u 6iM

G^M ' 6,u ' 6u '

les équations différentielles suivantes :

d' (ou GmM G,M «! G^M , Giu 6 M d G^M — G^t* G,M

* GjM GjM Gjît ' du 6,u —« ^ e" G,M G,« ' du 6M 6MGM'



Art. 25. 29Équations différentielles des quotients S.

et les fonctions 7-— , , >— satisfont, pour u = 0, aux conditions :

«».)

d S M

<5.« '

S, M

6 M
lim-^ -y- -J—= — 1.

Par suite des relations qui existent entre les carrés de trois quelconques des

fonctions S (art. 24), ces équations différentielles peuvent se mettre sous la forme:

(4.)

(5.)

(6.)

d 6 M

[du 6xu

d (W

1 / s ^u

02» 1

1— (e,— el)-r— >

.du6,u\—[ SJuJp %+,<i ^SîuJ'

d SjMlt [S*M "I r M

On conclut de là que, 6 désignant l'une quelconque des quatre fonctions

6u 1 G^u S.M

6xU ' ^_ ^ <5,u ' ^Pe>. %u '

1 gg.

on a

Notons encore les égalités

Si S',
(7.) ^-(M)-^ (M) = ~ log r' S* ' S v ' du 6 6 M

6jW ~ 1 p'u

2 £H< — 6x

G^U . STM

S^M. 6 U '

(8.) &(«)- S(t») = #-ioSS^ =i_kWL_ =
1 ' V 7 S- ' du ° Pi u 9. ltm, — 0\l™i — 0\ \> e,' fZ ...tX .. >

du 6 S,« 2 (fW-q,)(pu-<0 G^U. (5,W

(9.) A 3

du S,
4 dut 6 * pu-ft * K l >m 6?u '1

6> 6!M

3_



.
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30 Les fonctions elliptiques de Jacobi. Art. 26.

Comparaison des quotients s aux fonctions elliptiques de Jacobi.

26.

En déterminant le module k des fonctions elliptiques de J a c o b i par l'équation

(1.)
£t —

les quotients S s'expriment au moyen de ces fonctions elliptiques comme il suit:

6M 1 . ../
>— = , sin am (ve,— <VM> *)

63u --

6,M

6,w

(2.)

6 M

6„M

cos am (v/e,— e3.u, &)

A am (Ve,— e3.M, *)

sin coam (Ve,— e3.M,

1 cos coam (\Jel—es.u, k)

\je-e,

»_ - JL.' A coam (ye,— e3'M, A;)

6 M

6,M

5,W

cos am (ve,— M, k)

sin am ( l/e, — ea u, k)

6tu
= V^-e,

A am ( v/e, — e3 u, k)

6 u sin am (v/e,— u, k)

63M

= Vv1».

1

6» sin am ( \Jel — M, k)

-=L=-tg am (Ve.-e..M, &)

sincoam (v/g1— e3.M, k)

1

cos am (\/e,— es.u, k)

coam (Ve,— e3.M, = am (S-— Ve,— e3"M, •

Dans ces formules on peut attribuer au radical carré \fel—e3 l'une quelconque

de ses deux valeurs ; pour savoir, au contraire, quelle valeur attribuer au radical

carré y/e,— e,, il faut se reporter à la convention faite pour la détermination de la

quantité if qui sert à la définition de coam (Vv- V«,A)'



Art. 27. 31Les quantités K, K'.

La quantité que J a c o b i représente par K peut, en effet, avoir l'une quelcon

que des valeurs contenues dans l'expression

V'e,— eB (m + 4pu> + 2qm'),

où p et q sont des nombres entiers quelconques. / La valeur qu'il faut attribuer au

radical \Jc^—\ qui figure dans les formules précédentes est celle fixée dans l'art. 21

ou la valeur égale et de signe contraire, suivant que le nombre q est pair ou impair.

Détermination d'un couple primitif de périodes de l'argument de la fonction pu

au moyen de deux quantités K et K' déterminées sans ambiguïté.

27.

Considérons l'équation 4ss— gss—gs = O, et supposons <f—21g\ différent de

zéro. Nous appellerons e3 les trois racines avec cette seule convention que,

au cas où les trois points qui représentent géométriquement ces racines sont sur

une même droite, <?, représente la racine intermédiaire.

Les quantités

(1.) = k\ = k"

sont alors telles qu'aucune d'elles n'a une valeur réelle négative ni une valeur

réelle positive supérieure ou égale à 1.

Nous représenterons par k et k' celles des racines carrées de et dont

la partie réelle est positive. Alors la partie réelle du quotient y est également

positive.

Nous désignerons par K et K les valeurs des intégrales définies

K _ r1__ dt K, = f1 dt

où l'intégration est supposée faite*) suivant la droite (0— 1) et où il faut attri

buer aux radicaux celles de leurs valeurs dont la partie réelle est positive.

*) Cette convention que l'intégration est effectuée suivant une droite est rappelée dans les for

mules où elle intervient par un accent placé près du signe d'intégration (J).

jjmt 4em»*ùJ' oc. £oc cvncU^i&rt. jute, wéjr oU*c*^^n^oe*^ +/3+4



32
Art. 27.Les quantités K et K.'.

Si maintenant nous déterminons deux quantités u>, et u>3 par les équations

K K>i

(3.) = t/ -t u>s = 77= >

où l'on donne à ^el—es l'une quelconque de ses valeurs, (2u^,2u>,) est un couple pri

mitif de périodes de l'argument de la fonction p(u\gt,gt) qui correspond aux inva

riants gt et #8, et en posant

on a les égalités

jau>, = el, pu», = et, p<ot - e3.

Les parties réelles des deux quantités K, K et la partie réelle du quotient

^3 — E_

<O1i K

sont positives.

Si la quantité —~ = k3 est réelle, K et K ont des valeurs positives.

Le triangle qui a pour sommets les points qui représentent géométriquement les

quantités 0, 2to, , 2u>3 est alors un triangle rectangle, et le sommet de l'angle droit

correspond à la valeur zéro.

Les angles de ce même triangle sont aigus si k* est une quantité complexe

dont la partie imaginaire est positive; l'un deux est obtus si k* est une quantité

• complexe dont la partie imaginaire est négative et son sommet correspond alors à

la valeur zéro. Dans ce dernier cas les points qui représentent géométriquement les

quantités 0, 2u>t, — 2u>, sont les sommets d'un triangle dont tous les angles sont

aigus.

Le parallélogramme des périodes dont les côtés sont les droites qui représen

tent géométriquement les deux périodes 2u>, , 2u>3 déterminées par les formules pré

cédentes est donc un rectangle si k" est réel; si k1 n'est pas réel il a la propriété

d'être décomposé par sa plus courte diagonale en deux triangles n'ayant que des

angles aigus.



Art. 28. Détermination des radicaux pour un couple spécial de périodes. 33

Cette propriété est caractéristique pour le couple primitif de périodes (2u>^2u>,)

déterminé comme il vient d'être expliqué, si l'on adjoint cette condition que pwl = el,

£><u3 = et et que la partie réelle du quotient — soit positive. Il n'existe, en effet,

aucun couple primitif de périodes équivalent aux deux couples primitifs (2u>l,2u>3),

(—2<0^ — 2u>J, qui possède avec eux cette propriété.

Détermination, pour un couple spécial de périodes, des radicaux

qui figurent dans les relations entre les fonctions s.

28.

Supposons que les périodes 2u>, 2<o", 2u>', auxquelles se rapportent les formules

des art. 21 et 22, soient déterminées par les équations

(1.) 2u> = 2«>,, 2u>" == 2<ut = 2u>, + 2u>3, 2m' = 2u>3,

où u> et u> ont les valeurs déterminées dans l'art. 27: la valeur du radical carré

Ve,— e3 fixée dans l'art. 21 est alors précisément la même que celle qui a été employée

pour déterminer les quantités m, et u>3, et qui pouvait être prise arbitrairement parmi

les deux valeurs de ce radical.

En conservant les notations définies dans l'art. 27, les valeurs des autres ra

dicaux carrés qui se présentent dans les art. 21 et 22 sont déterminées par les

équations :

S3io ,——— . Sj<u 6,u>' — 1 6, <u" k'i

(2.) \/^-c, = k^e-e,, \Je,- et = k'\Jel-es,

\Jet— e, = - i\Je,-e3, \Je,— e, = -ik^e^—e3, \Jet—e, = - ik'\Je—et.

Après avoir choisi arbitrairement l'une des valeurs du radical \fe-e,= We,— e8,

si l'on désigne par \Jk, y le' celles des valeurs de ces racines carrées dont la partie

réelle est positive, on a les égalités

(3.) V/VIë3 = \Jk y'e.-e,,

Formules et propositions pour l'emploi des fonctions elliptiques.

V^-e, =

5



Les quantités E et E'. Art. 29.

Expression des quantités f («0 et § (»,) au moyen de deux quantités £ et .E'

déterminées sans ambiguïté.

29.

En employant les notations expliquées dans l'art. 27, nous représenterons par

E et E' les valeurs des intégrales définies

(1.)

les intégrations sont supposées*) effectuées suivant la droite (0— l) et l'on

prend pour les racines carrées celles de leurs valeurs dont la partie réelle est

positive.

Les quantités ru = §(«>,); rt3 = |.(<u>) sont alors déterminées par les

équations

(2.) rh = ^J^E-^-K^ r;, = -i\J7^7^E' + 7^7-K'\,

d'où l'on déduit

(3.) E = —-L=-(ra+elu>,), -=L=r(r),+ esio,).

Ve,-eI

De l'art. 7 (5.), il résulte que les quantités <u,, <ds, rh, yj3 sont liées par l'égalité

(4.) <U,7)8 = ïTti,

qui correspond à la relation EK' + E'K—KK' — J-n de Le gendre.

*) Voir la note de la page 31.



Art. 30—31. Représentation des fonctions 6,M, 5tM, 63M par de produits infinis. 35

Représentation des fonctions c^m, s,« par des produits infinis.

30.

Comme la fonction 6u, la fonction S^m peut être représentée par un produit in

fini à double entrée.

Si l'on pose, en effet,

(1.) m>, = (2;ji.f. + 2iiV, W3 = (2<i+1)u> + (2<i'+ 1)u>', W3 = 2!i<u + (2!i'+1)u>',

on a, pour chacune des valeurs 1 , 2, 3 de A ,

- «^-^e^

où le produit infini s'obtient en attribuant à chacun des deux nombres p. , jjl' toutes

les valeurs entières positives et négatives, et la valeur zéro.

31.

Le Tableau suivant fait connaître les valeurs que prennent les quantités

M VT.Ï - , 27.u>^
— = v, e = z, 2t(ujî;t, e

quand on attribue successivement à l'argument « les valeurs

u + m, u + w', M + u>";

les notations - = — , h = e"* sont celles définies dans l'art. 6 :

u M + <u M + u/ t< + 0>"

V v + \ » + ïT v + { +^

z iz *** ih'z

2î)u>i;t
2rlv)V1+rlU+,trlw 2rju>t>,+ 7)'«+{7)'«>'+ J.m'+viri 2rtmv'+ 7)"« +}'»i''eu"+4' 11»+ï rai+fici

2rW

e 1

Il faut attribuer au radical la valeur

Au moyen de ce Tableau, on déduit des formules (7.), (8.), (9.) données dans

5*
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l'art. 6 et relatives à la fonction Su, les expressions suivantes, par des produits infinis

simples, des fonctions 6lu, 6tu, 63u:

, - 2r,<avt TT cos()*7 — v)- —vin r-r cos(mt + î;)-

2. s,M = e 1 coswtll — —e 11„—-———e

1 " cos7i-TC " cosnrir

(3.)

(4.) = e 1 cos^n (j^y

(5 ) 6 M = e2"1u"''!! 008 ((»— 1) T-t;) w -w« jt cos((M-j)T+fl)ïr t>rci

* »" cos(n— -J-)t7t » cos(w— |)to

te—1-27]un>t TT 1 + 2/i'"-,cos 2î;it +

^ 3 " siu(n—|)nt " sin (w- |)tit

Jrimv'n 1-h—,g-* tt 1-7**-V

o.) = « n„ n,-T=jFr-

2y)u>v!TT 1 - 2/*t"-Icos 2vit + A4*-'

do.) = e n„—(Î-F^?

En développant suivant les puissances de la quantité v et égalant les coeffi

cients des termes en v*, on obtient les égalités

2+s»(ïTwi'

(12.) 27^ == -2eX + -t2„

(1 + /*2")2

4/it"-

(1 +At"-,)t

(i3.) 2iî« = -2e3tut-^i:K(1_A>.-,r

analogues à l'égalité (10.) de l'art. 6.
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Expression, par des produits infinis simples, des radicaux

qui figurent dans les relations entre les fonctions s.

32.

Les quantités fl0, Hl, Ht, H3 étant définies par les égalités

fl, = (1 + *) + + fl, = (1-7»)

où la quantité h a la signification expliquée dans l'art. 6, on a

(2.) H0 = HtHlHtH„ #,#,#3 = 1,

et il en résulte

(8.) 6u> = e 1 . —S-, S<u"= e ' V* —r — ' Su> = —6 1 t- 8

Les radicaux déterminés sans ambiguïté dans l'art. 21

\/e,—e3, Ve.-e,, Ve.-e,

sont ainsi donnés par les égalités

(4.) sfc=ï3 = ~whih\, \J7=7, = £b:h;, v/^ = -^fl?lÇ;

par conséquent l'on a relativement aux radicaux \/e,— e3, \fe,—e3, y^e,— e, qui se

présentent dans les relations de l'art. 22, les égalités

(5.)

on y peut adopter l'une ou l'autre des deux valeurs du radical l/^ .

On a ainsi

l°.7 * - e,_ej-10ftj(1 + /r)(i + ^)(i+/*=)...j ' —e-e, {(1+AKI+A'K1+A*).
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Passage d'un couple primitif de périodes (2u>,2<u)

à un couple équivalent (2 <û , 2<î>').

33.

Si, à la place du couple primitif de périodes (2u>,2u>') auquel se rapportent

les formules des articles qui précèdent, on introduit un couple de périodes équivalent

(2Û>, 2ù>'):

(1.) <û = pu> + qw\ <û' = p'm + q'm'. PQ—iP'— 1 >

il faut , dans ces formules, remplacer les quantités

<O , <o', O>" = <JJ + <!>' <Ù , Û>', Û>" = û -f w'

respectivement par

h > Tn rl = ri + rl ?i, rt', r" = rt + rt

OÙ rt = 2", + qr\, î' = p'rt + q\'.

Cette substitution n'altère pas les invariants gt,gt, non plus que les fonctions

6u et pu, comme il résulte des égalités

(2.) 6(«|«>.u>') = 6(«|<ô,û>'), j.j(M|io , eu') = £>(«|éû,û>').

Il résulte alors de l'identité (17.) de l'art. 9 que cette substitution n'altère pas

l'ensemble formé par les trois quantités e0 e3, et, par suite, en raison des égalités

(2.) de l'art. 18, l'ensemble formé par les trois fonctions S,^, S,u, S,«; mais les

indices des trois quantités et les indices, qui leur correspondent, des

trois fonctions (5^, 6tu, S3î< peuvent se trouver permutés.

En remplaçant dans les formules des articles 6, 8, 9, 18, 21, 22, 23, 26, 31, 32

les quantités

m , m

% >

3u€ C €

(3.) respectivement par les quantités

5,m . 6tu, 63u 6xu, S„u, 6,î*

u 0>' u û^'

2u> ' <o 2«> ' ù> '

on en déduit toute une nouvelle série de formules, où z et h acquièrent la nouvelle

signification qui correspond à cette substitution.
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Les indices X, (<, v, qui doivent être fixés conformément aux égalités

pw = el, pi»" = et, pu>'= c3

dépendent des résidus des nombres jo, q, p, q relativement au module 2. Le Tableau

suivant contient les valeurs de ces indices pour chacun des six cas distincts qui

peuvent se présenter ; chaque file horizontale correspond à l'un de ces cas, et contient

d'abord les résidus, raod. 2, des nombres p, q,p, q, puis les valeurs des indices A, p, v.

Il p I g 1 p' I q' Il AJ p I v

~ l" 1 0 0 1 1 2 3

u ;i i 0 | 1 | 1 1 1 3 2

ni 1 1 i 0 | 1
2 1 | 3

3 | 1IV 1 1
1 0 II 2

V |i 0 1 1 1 || 3 1 1 2

VI II 0 | 1 | 1 | 0 il 3 i 2 | 1

En attribuant à A, v les valeurs obtenues au moyen de ce Tableau, on a les

égalités

6,(M| «>,«>') = (5xu = <5i(u\m,o)') ,

(6.) S,(u|ô,âi') = S„M = S„(«|«»,«>'),

6s(u | ù>, «>') = (5, n — (5, (u | io, «>') .

Sous cette même hypothèse, les égalités (5.) de l'art, précédent, quand on y

effectue la substitution (3.), donnent les égalités suivantes où l'on a h — e™, x = ~ ,

et où IIu , H^Ht, H3 sont les fonctions de la quantité h définies dans ce même art.:

2h*Tln(l-ht")(l + &•")*,

n„(i-*-)(i+A«-' y,

n„(i-p)(i-r')',

2fe*nM(1-A")»;

il faut attribuer au radical \jG la valeur y/e^— e, . y^— . fà-^r On peut adopter

l'une ou l'autre des deux valeurs du radical \J ?~w .

(7.)

(8.)

(9.)

(10.)
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En supposant les radicaux déterminés par les égalités (7—10.), on a les

égalités:

(11.) \/™\/G6u = e2î''"ïU/^-^,)n(1-/1,")(1-/*V,)(1-iV),

(12.) y^^s,M = e2^ . ;^ + ^)nB(i-At")(i + ^-t)(i + /*tV),

(i3.) \J^.^zrj,^u = ea^n„(i-À*)(i+AM0(i+*fc-V),

(i*.) s/^\fe^A» = e2^Il„(i-^(i-iwf)(i-ri'),

l, —- — . « = € , T = —, h = C .

On peut déterminer la quantité 27jù> au moyen de l'égalité (10.) de l'art. 6, ou

des égalités (11— 13.) de l'art. 31, après avoir effectué, dans ces égalités, la sub

stitution (3.).

Introduction des fonctions thêta. Expression des quatre fonctions s

au moyen des fonctions 3(v|x) et & («|<î>, <S').

34.

On peut représenter la valeur du produit infini

(1.) F{z) = n„(1-A,")(1 + A,^.*-,)(1 + À,"-.*t)

par une série procédant suivant les puissances de la quantité z* absolument conver

gente pour toute valeur finie de z , excepté pour z = 0. Pour toutes les valeurs de

la quantité h dont le module est plus petit que 1 , on a, en effet, l'égalité

(2.) n,(i-fcto)(i+At"-,o(i+fc,,,~,*ï) = i +*(*n-o +*4(*4+*~')+ *•(*•+*-•)+..

Par cette transformation du produit infini en une série, les égalités (11—14.)

de l'art, précédent donnent ces expressions des quatre fonctions S:
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(3.) fëy&&u =

(6.) y/Ç^=^(5,« =

e 1 . i**#J*(***i) =

e2fiôt>t{Sm(-ir^,2m+1)"

. h*gF(h*z) =

2r(Û>l;Sv l-(2m+])a 2m+l

. F(Mi) =
e2^2m(-ifAM>.

Il faut, pour obtenir les sommes indiquées, donner au nombre m toutes les va-

leurs entières positives et négatives, et la valeur zéro ; on a, en outre, z = e .

Les équations

(7.) j S,„ (- 1)mAil2"'+1)V'"+1 = 2h* sin wt - 2A*sin Strc + 2A"sin 5ra = Sl(v) ,

(8.) 2mAi(2"+I)V!m+1 = 2;*icosv- + 2/iïcos3f7t + 2fe¥cos5f- + .-. = £,(»),

(9.) S,„/imVm = 1 + 27*cos2î;7; + 2fe<cos4tw + 2A,cos6«7t + --. =

(10.) Sm(-1)mA"V" = 1-2;icos2vit + 2/î4co3 4w— 2/t' cos 601; + . . . = $0(v)

(m = 0, ± 1, ± 2, ... ± oo)

définissent les fonctions ^(v), 3t(«), 30(v) qui, pour vt: = coïncident res

pectivement avec les fonctions de J acobi ^[œ, q), ^(a?, y), .%(#, çf), 3(*, j) telles

qu'il les a définies et employées dans ses leçons (Gesammelte Werke, 1. 1, p. 501;.

La quantité que Jacobi désigne par q n'est autre que celle qui, dans ce qui pré

cède, est représentée par h.

M. H ermite désigne par O^x) (Journal de Liouville, 2iè,ne série, tome III,

p. 26), /t, v pouvant prendre chacune l'une quelconque des valeurs 0, 1, la valeur de

la série infinie

(m = 0, ±1, ±2, -. ±oo).

Entre les quatre fonctions 3 (v) ( p = t , 2 , 3 , 0 ) telles qu'elles sont définies

par les égalités (7 — 10.) et ces fonctions considérées par M. Hermite, on a donc,

en posant « = t, les relations exprimées par les égalités

Formule» et proposition» pour l'emploi des fonctions elliptiques. 6
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Quand il sera nécessaire d'indiquer dans la notation à quel couple de périodes

(2 «5, 2u> ) se rapportent les fonctions $ (v), elles seront représentées par

(11.) ^(•lï) = WT) (e = 1,2,3,0).

Le second argument des fonctions 3(v|x) se nomme encore le paramètre.

De la définition même il résulte que

(12.) 3(»|t) + 3(»|t) = 2^(2*| 4t), 3(»|t)-30(»|t) = 2^(2» |4t).

Les quatre fonctions &(«|x) satisfont, ainsi que toutes leurs dérivées, à l'équa

tion aux dérivées partielles linéaire

d$ _ 1 d*5

H résulte de ce qui précède que, si l'on définit par les égalités

(14.) q(N) = 99(u\&,3>') = e2^^(v\^), u = 2S>v,

pour q = l, 2, 3, 0 , quatre fonctions homogènes relativement aux arguments «, <5, <î>',

on a les égalités

v = 2â' T = &' h = e >

(15.) \J^g eu = e27l&v'^(v\r) = 4(«|&,a').

(16.) \m<fiFl<h« = «^At'h) =

(17.) y/Ç(ÇZ^„ = e2^^.(t;|T) = €t(«|fifô'),

(is.) V^V^X" = e271^3>(^) = *(«!*,*').
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35.

Si l'on développe suivant les puissances de la quantité v et que l'on égale les

premiers termes, on déduit des égalités (15 — 18.) de l'art, qui précède, les expres

sions suivantes des radicaux déterminés dans l'art. 33 (7 — 10.):

Sj^G =(1.)

(2.) 3(0)

(8.) 3(0)

(4.) 3(0)

On en déduit ce système d'égalités

(5.) 3(o) = *3(<» 3(0) 3(0) , 34(o) + 34(o) = 34(o) ,

<6.) * = i (i)'(34(0)+34(o)) , e„ = J (^)t(34(o) - 34(o)) , * = - J (~)s(34(0)+34(0)),

* TC \/e — e Vft — e.. — ve, — e..

-

(9.)

(10.)

l/T — V^EK ^ _ 2&* + 2/»* + 2ft¥+-

V 3(0 |t) 1 + 2* + 2*4+2A»+...'

dû = v^EK = 3(Q h) i-2& + 2y-2y + ---

V* 3(0|t) 1 + 2A + 2A4+2A«+... '

On a donc entre la quantité

(u , l= l-\Jk' = V^-^-yV-fr = 2h + 2h» + ... ^(0 |4t)

1 1 + ^T^+^T^ 1+2A4 + 2/*»+..." 3,(0|4t)

et la quantité 4x la même relation qu'entre \Jk et x.
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L'égalité ( 1 1 . ) est un cas particulier de l'égalité

(12) fo-* gqM-V'ei-^g," .&,(2p|4t) — — % 6,(2«|ô, 4ô')

V/err«,SMM +V^-^s»« 3(2»I4t) V^-^+VV1^ 6t(2M|ô(4û') '

qui se déduit des égalités (12.) de l'art, précédent.

Si l'on développe suivant les puissances de la quantité v et que l'on égale sui

vant le cas les coefficients des termes en v3 ou des termes en v\ on déduit des égali

tés (15—18.) de l'art, précédent ces égalités, analogues à celles (10.) de l'art. 6 et

(11-13.) de l'art. 81:

î y(o) tu8 i— py* —

(13.) 2rj0> — g ^,(0) - g 1_8V»+5*M-— ,

(14.) «jfi = '^-2 t(0) = -W+T i + +y+- '

, > - „ -» 1 3T(°) « ~» , , î A + 4A4 + 9A» + ...

(16.) »p = -2eX-2 ^ = —8^,-fe'i-2*+2y-2*'+-.

Relations entre les fonctions 5.

36.

Si l'on ajoute à l'argument v des fonctions 30(v), .^(v), 3t(y), £,(v) successive

ment les quantités }, |x, | + |x, 1, x, 1 + x, et enfin la quantité /> + q.z, où j» et q sont

des entiers positifs, nuls ou négatifs, on obtient ces formules:

3t(v + \) =

3,(t> + |) -

3t(v)

3,(t>)

+ =

3(» + i) =

3t(v + l) =

-3t(v)

33(v)
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+ = ih~ V
. Wtt G. , .

^.(» + T) =

ih~

. i

%(v + x) = -*V'e

3t(» + it) = h'V S(*+T) -

h~ V rv

3(*+ï + ïT) = h~ 3(» + 1 + x) = —*"V

3(0+i+iT) = h-V 3(v + i + T) = *-V

A(* + ï + ïT) = -niV 3(* + 1 + t) = -jrv

4(" + ï + |T) = ik~V 3> + 1 + t) = w
2vm* q , .

A(o+i»+sx) = (-i)p+9ra,«-îaws<^(»)

A(»+p+4t) = (-iyp*~af«~>aBri^(»)

Formules fondamentales de la transformation linéaire des fonctions thêta.

37.

Des égalités (2.) et (6.) de l'art. 33 se déduisent, en raison des égalités

(15 — 18.) de l'art. 34, les formules suivantes, relatives à la transformation linéaire

des fonctions ® :

4(«|fi,fi') = «V£*(«K<»'). *(« !«.*') = e,y/|©a(«| •,•'),

®,(«| «,£') = «,y—^(«| «,«'), ©0(M|û,ô') = e<,y-®r(«h,<»').

Dans ces formules a, /3, y représentent les trois nombres 2,3,0 de telle sorte

que l'on ait a = A + l, 0 = ^ + 1, + 1 (mod. 4 ). Les quantités e„ e„ es, e0 sont

des racines huitièmes de l'unité.
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Art. 37.Transformation linéaire des fonctions thêta.

Les transformations linéaires les plus simples, au moyen desquelles toutes les

autres transformations linéaires JV 2, peuvent être composées, sont les transforma-

Lis 3 J

tions J'J et [—i'o]. La première de ces transformations remplace x par x + 1 , la

seconde tpar—=^.Ces transformations particulières donnent lieu aux formules fon

damentales suivantes:

(2.)

0,(W | u>, u>')

®a(M I u>, u>')

®3(M I u>, m')

0„(M|u>, «>')

— 1 * \

i ,®t(!( I u>, u> + <»)

®0(M I «>, u>'+ o)

©3(M I u>, u>'+ u>)

^(M1u>, u>')

®,(u|«>,«>')

®s(«| u»,«')

®0(li |u>,u>')

®,(Mi<u',-,u)

(3.)

T + 1) 3<*
T) = t.)

t) = r*3(» T+1) T) = Tj

T+1) T) = T,)

x) = 3(* T+1) T) = T,)

Il faut attribuer à la racine carrée l/-jjjr = y ^ = V—v celle de ses deux

valeurs dont la partie réelle est positive, et à la quantité »'-i la valeur g-*11*.

De ces formules se déduisent les expressions analytiques suivantes des quatre

fonctions (d|x):

(4.)

A(»|t) = V-vS.(-i)-«

- T,iti(«—

= V-V Sm(-1)"e

(m = 0,±1, + 2, . -±oo).
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Théorèmes d'addition des fonctions s et ®.

38.

Soient u, u,, u, quatre quantités quelconques; de l'identité

(pu- pu, ) ( pu,- put ) + (pu- pu, ) ( pus-puj +(pu- pu, ) ( pu, -pu,) - 0

se déduit, par l'application répétée de la formule (1.) de l'art. 11, l'égalité

S(u + «,) 6(M— M,) 6(Mt + M3) 6(u,—u3)

(1.) + 6(M + «,) 6(M-Mt) 6(u3 + M,) 6(Ms-M,)

+ 6(w + M3)S(«-M3)6(M, + Mt)6(!il-t<t) = 0,

valable pour toutes les valeurs des quantités u, u,,

Les équations

M + M, = a, M—ul = 6, î<t + «3 = c, «j — «3 = d,

(2.) M + M, = a', u— u, = b', «s + M, = c', u3— u, = d',

u + u, = a", i*— Ms . b", M1 + mt = c", M,— u, — d"

définissent trois systèmes composés chacun de quatre quantités a, b, c, d; a, b', c, d';

a", b", c", d", donnant lieu aux relations suivantes :

(3.)

a' = \(a + b + c + d) a" = \(a'+b'+c' + d') a =
x(a"+b"+c"+d")

b' = \(a + b-c-d) b" = i(a'+b'-c'-d') b = {(a"+b"-if'-d")

c' =
N

i(a-b + c-d) c" ' \(a'-b'+c'-d') c = i(a"-b"+c"-d")

d' = ±(-a + b + c-d)
d"= \(-a'+b'+c'-d') d \(-a"+ b"+c"-d")

a" = \(a+ b + c-d) a = ±(a'+b' + c'-d') a = \(a"+b"+c"-d")

b" = \(a + b-c+d) b = \(a'+b'-c' + d') b' = \(a"+b"-c"+d")

c" = \(a-b + c+d) c = \(a'-b'+c' + d') c' = X(a"_b"+c"+d")

d" = i(a-b-c-d) d = \(a,-b'-c'-d') d' = i(a"_6"-c"_d")

(3Î1) a' + b' + c' + d1' = a^ + b^ + c'^ + d" = a'" + &"* + c"t + d"\

Il résulte des équations (3.) que chacun des trois systèmes de quatre quantités

a, b, c, d; d, b', c, <f; a", b", c", d" peut être regardé comme un système de quatre

variables indépendantes.
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Remplaçons maintenant dans l'égalité (1.) les quantités u + u^ u—u0 ut + u ,

ut—u, successivement par chacun des systèmes

[l]a,b,c,d; [2] a + <o, b + <ô, c, d; [3] a + 5>, b + S>", e—&', d; [4] o + b + w", c + d-S>';

[5] a + iï> + 2<ô', b + m,c + S>,d — û ; [6] a + iï>,b + iï>,c + û>,d — iï>,

où û>, û>", û>' ont la signification expliquée dans l'art. 33. En faisant usage des éga

lités (3.) et des relations entre les fonctions <5, et en supprimant chaque fois un fac

teur exponentiel commun aux trois termes du premier membre de l'égalité obtenue,

on a les égalités contenues dans le Tableau [A.]. Les indices A, (t, v représentent les

nombres 1, 2, 3 dans un ordre arbitraire.

[A.]

[1] 6o 66 6c 6d + 6a'6b'6c'6d' + 6a"6b" 6c"6d" = 0

[2] 6xa6xb6c6d + 6xa'<3xb' 6c' 6d' + 6xa"6xb"6c" 6d" = 0

[3] 6xa6„b6,c6d + 6xa' <5f.b' <5,c' 6d' + Gxa"%b"<5,c"6d" = 0

[4] %a<5lJ)<5,c<Ô,d - 6ua'6u6'S,c'SX + (e(,-e,)6xa"6xb"6c" 6d" = 0

[5] (el.-e,)6xa6xb6xc6xd + (e,-ex)6tla%b%c%d' + fa-ej 6,a"<5,b"6,c"6,d" = 0

[6] 6xa 6xb 6xc6xd - 6xa'6XV 6xc' 6xd' + (ex-e,)(ex—ef.) Sa" 56" 6c" 6d" = 0 .

De ces théorèmes d'addition des fonctions S se déduisent, au moyen des égali

tés (15 — 18.) de l'art. 34, les théorèmes correspondants pour les fonctions ©, don

nés dans le Tableau [B.]. Les indices « , /3 , y représentent les nombres 2, 3, 0 dans

un ordre quelconque.

[B.]

[1] ®la®,b®lc®ld + ®la'®lb'®lc'®ld' + ®la"®lb"®lc"®ld" = 0

[2] ®aa®ab®1c®,d + ®aa'®ab'®lc'©ld' + ©na"©ab"®lc"©ld"= 0

[3] ®aa®!ib®Yc&,d + ®aa'®!ib'®ïc'®,d' + 0aa"©!ib"©Yc"®ld"= 0-

[4] ®?a ®?b ©rc ©rd- ©f(a'©fj&'©),c'©yd'± ©aa"®a6"6>c"e>d"= 0

[5] 0,a ®J> ©tc ®td - ©sa' ©36' ©3c' ®3d' + ®0a" ®J>" ©oc"0od" = 0

[61 0aa®ab®ac®ad-®aa'®ab'®ac'®ad'±®la"®lb"®,c"©ld"= 0.
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Dans l'équation [B. 4], il faut prendre le signe supérieur quand (a, 0, y)

est l'un des systèmes

(2,3,0), (0,2,3), (3,2,0),

et le signe inférieur quand il est l'un des systèmes

(2,0,3), (0,3,2), (3,0,2).

Dans l'équation [B. 6], il faut prendre le signe supérieur pour a = 2 et a = 0,

le signe inférieur pour « = 3.

Si l'on passe des fonctions ©(«) aux fonctions 3(v), et que, en tenant compte

des égalités (3.*), on supprime un facteur exponentiel ayant pour exposant la quan-

tité -^(a?+l*+ct+d>), on déduit des égalités du Tableau [B.] un système d'égalités

entièrement analogues, relatives aux fonctions 3{v); elles ont la même forme que

les égalités du Tableau [B.].

Les arguments des fonctions S qui figurent dans les égalités du Tableau [A.]

dépendent de quatre quantités qui peuvent varier indépendamment les unes des

autres. Ce nombre de variables devient plus petit si l'on attribue la valeur zéro à un

ou à deux de ces arguments. C'est de ces cas particuliers des formules du Tableau

[A.], où d'ailleurs les indices A, (i, v peuvent être arbitrairement permutés entre eux,

que sont déduites les formules données dans les Tableaux [G] et [D.]. Les argu

ments des fonctions S qui y figurent sont exprimés en fonction de trois quantités

m, v, w variables sans limitation et indépendamment les unes des autres; les indices

A, ft, v représentent les nombres 1, 2, 3 placés dans un ordre quelconque.

Les formules [C. 1, 16, 19] et [D. 1] sont déduites de [A.2],

[G 7, 8, 13, 14, 17, 18] „[D.7,8] „ „ „[A.3],

[G 2, 5, 6, 9, 10, 11, 12, 15, 20] „ [D. 2, 5,6,9] „ „ „[A.4],

„ „ [C 4] „ [D.4] „ „ „ [A.5],

„ [C.3] ' „ [D.3] „ „ „ [A. 6].

En comparant chaque fois les termes correspondants des deux égalités , on

obtient aisément les substitutions par lesquelles on passe d'une égalité du Tableau

[A.] à l'égalité correspondante du Tableau [C] ou [D.] , et la permutation d'indices

qu'il peut être nécessaire d'effectuer.

Les termes qui figurent dans les seconds membres des égalités [C. 7] et [C. 8]

sont, si l'on ne tient pas compte des signes, les mêmes que ceux qui figurent dans

les seconds membres des égalités [C. 13] et [C.14], et des égalités [C. 17] et [C. 18].

Formules et propositions pour remploi des fonctions elliptiques. 7
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[Q]

[1] Si (2c) 6 (n+v+w) 6 (M— = 6(M+w) S (M)Si(»+^)Si(v) — Si (u+w) Si (M) S (v+w)6 (v)

[2] («,—^6x(w) S (u+v+îv) S (u-^v) = SM(M+w)SM(M)S,(«;+«.)S,(f) — S^u+t^S^S^+itOSj»

[3] 6X (w) <5X(u+v+w) 6X (u—v) = Si (u+w) Si(M) Si (v+w) <5x(v)--(ex—e,) ef,) S (M+î«) S (u) S (»+w) S (v)

M
(e—et)6x(w)6x(u+v+w)6x(u-v) = -ejj S, (u+w) S, (M) S,(«+w) S, (v) — (ex—et) 6^+10)6^11)6^+w) S,»

[5] SJ1(w)Si(M+»+w)S1(M—») = 6t.(u+w)<5p(u)Qx(v+iv)6x(v) — (ex—eu) S (u+iv) 6 (u) 6,(v+w)6,(v)

[6] S,^) Si (M+fc+w) 6^ (M—v) = Si(M+w)Si(M)Su(»+M;)SM(f) - (ex—ej S, (M+w) S, (M) 6 (t'+w) S (v)

[7] 6l.(w)6x(u+v+w) 6 (M— = Si(M+w) S (M)S„(îJ+u.)S,(») — S^M+îe) S, («)Si (v+w) S (v)

[8] (5M(w)<51(u+v+w) S (m—t>) = S (M+îe)SiO<)S,(v+M..)S,,(î;) - S,(«+M..)SM(«) S (v+w)6x(v)

[9] 6M(w)<3M(M+t;+w)(3i(M—v) = S^M+îc) Si (t1) S^+w)Si (d) — (eu—eù 6,(u+w) S (m) 6t(v+w) S (v)

[10] %(w)&f.(u+v+w)6x(u-v) = Si(«+tf) SM(u) Si (d+«.)S» — (ep—ex) S (u+w)6,(u) S (v+w)S,(v)

[H] SiMSM(M+«+w) Si (M--«) = Si(K+K>)S„(«)S>+w)Si(») - (c,r-ex) 6,(u+w) S (M) S (v+w) 6,(v)

[12] Si (te) S^M+fl+tc) Si (M—t>)
—

S^H+wJSi^S1^+w) S>) - (en—eî) S (u+w) S,(«) S,(y +«;) S (v)

[13] S,(m>) 6 (u+v+w)6x(u—v) = Si(M+w) 5 (M) S^v+w) S, (v) + S,(M+w)Sf,(«) S (»+tp)Si(»)

[14] 6,(w) S (M+v+2e)Si(M—v) = S (u+M;) Si (u) S, (»+ 2f) SM(y) + Q^u+iv) S,(M) 6x(v +iv) S (v)

[1 5] fe-ép S (w) <5X (u+v+w) S (u-v) = SM(u+w) S, (u) S, (v+w)S,» - S,(«+w)S„(M)S,,(v+w)S,(v)

[16] S (u>) Si(M+«+».) S (u—v) Si(M+tf) S (t() 6 (v+iv)6x(v) — S(M+w)Si(u)Si(f+w)S(v)

[17] S (w) S, (M+v+iv) S(1(t<—1>) = S,(M+îf)SM(î<) S (v+tc)Si(t>) — SM(M+ic)S,(M)Si(t;+M;) S (v)

[18] S (te) S,(M+î;+îe) SM(u—»)
—

S (u+ w) Si(«) S, («+ ?c) S„(v) — Si (M+w) S (M) SK(»+w) S, (î;)

[19] S(m>) S (M+v+w)Si(M—«) = S(M+ît)Si(«) S (v+m;) Si (d) — Si (M+w) S (M) Si(v+w) S (f)

[20] (e-ejj S (w) S (u+v+w)Gx(u-v) = SM(M+u;) S, (M) S„(t>+Jt') S, (v) - S,(M+w)S„(M)S,(v+H;)S».
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En attribuant à w, dans les formules [1—14] de ce Tableau, la valeur zéro,

en obtient les formules contenues dans le Tableau [D.].

[D.]

[1] 6(u + v) 6(«-"*)
—

6*« 6xv — 6\u 6'v

[2] («»— <J.) 6 (•*+») S(«-.»)
=

[3] ^i(«+»)efi(«-.»)
=

M
(e,-eM)(5l(M + î')Si(M--v) = te- * ) s> s>- (4-0 q> s;»

M
^l(« + »)Si(M-.v) =

[6] Si(M + v)Si(M-.v) =
6'M S^v — (eA — e^) 6*u St!;

[7] 6i(M + t>) S («--v) = C^M 6u (5,v — S^M (3VM (5^ 6»

[8] 6(u+»)(31(M-.v) = 6M 6tv + Sj,M (5,« 6^ 6v

[9] S(1(M + t;)Sj(M-.v) = S^M S^w 6xv (S^v — (e^ — 6M <5ru 6v6,v.

Il est très-simple de déduire des formules de ce Tableau les théorèmes d'addi

tion relatifs aux quotients de deux fonctions 5.

C'est ainsi, par exemple, que l'on obtient 6^*^ exprimé rationnellement au

moyen de

6u <5,u <5v 6^ (5,v

Qxu ' 6xu ' 6^t ' 6xv ' 6xv ' Qxv '

en divisant membre à membre l'égalité [D. 8] par l'égalité [D. 3].

On obtient d'autres expressions de cette même quantité
<5(u+v)

en divisant
6x(u+v)

[D. 8] par [D. 4] ou par [D. 5] ou par [D. 6]; ou encore en divisant par [D. 9],

puis permutant A et ft; ou enfin en divisant [D. 1] ou [D. 2] par [D.7].

On obtient de même différentes expressions de la quantité en divisant

[D. 9] par [D. 3] ou par [D. 4] ou par [D. 5] ou par [D. 6]; ou en calculant, au

moyen de [D.7], les quantités 6f.(u + v)6(u—v) et 6x(u + v)6(u— v), et divisant la

première par la seconde ; ou enfin en calculant, au moyen de [D. 9] , les quantités

<5,.{u + v)6t(u—v) et 6x(u + v)6,(u—v), et divisant la première par la seconde.

7*
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Les fonctions jz(«), z(u), ©(«), n(u,a) de Jacobi.

39.

Les fonctions que Jacobi représente par £(u), Z(u), Q(u), 0(u), H(u),

II(u,a) sont définies par les équations

. (1.) E(u) = / à'amudu, Jacobi's Gesammelte Werke , 1. 1, p. 299.

(2.) Z(«) = E(u)-^u,
p. 187.

(3.)

f"E(u)du
Q(u) = eJ°

p. 300.

(4.)

0(u) - 0(O)J" Z(U)dU, &(0) = \T2}f,
(p. 198.

jp. 231.

1 (2« + Jf'«) -A
p. 224.

jp. 226.

(5.)

H{u) = -,e iK m@(u + K'i),

i

(6.) J7(M,a) - ^smamacosamaAama / 1_jWamoaillW

o

(p. 197.

jp. 305.

Pour simplifier les formules qui suivent et nous rattacher plus complètement à

celles de l'art. 26 , il est bon de désigner, dans les fonctions que nous venons de dé

finir, les arguments que Jacobi appelle u et a, respectivement, par \Je— es . u , y/e — e, . a.

On a alors les égalités suivantes:

(7.) E()/e-et.u) = (§"(«) + eA

(8.) £0fi=v.) = -^(£(.,-1.),

(9.) e(v^.tt) = eie'Ms3M,

do.) ®(V^.«) = v/f^e-2^^ = Jt(,|T),

(ii.) H(V5Fv«) = y/Ç^e-2^sM = 3.(v\x),

(12.) U(^.u,V^.a) = «log|g^| + |-(«).M.
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Nous ajoutèrons les remarques que voici :

En même temps que les six fonctions définies par les équations (1 — 6.), les

quantités que Jacob i désigne par K,K' peuvent être regardées comme connues.

La partie réelle du quotient -g.- a toujours une valeur positive. On peut prendre pour

valeur de V^— e3 l'une quelconque des deux valeurs du radical.

Les quantités u>, u>', x, h sont déterminées par les équations

K , K'i U m' K'i 7 rrn

<u - , u> = — , v = — , t = — = h.= e .

Les quantités

• . / 2<o s/77 i 1 2io ii

se déterminent au moyen des équations (1.), (4.), (13.) de l'art. 35, en posant A = 1,

fi=2,Û> = tt>,7j = "/].

Développements des quantités K, K', h en séries

procédant suivant les puissances du module ft.

40.

En nous appuyant sur ce qui a été dit dans l'art. 27. , nous supposerons main

tenant que la valeur absolue du module k soit plus petite que 1.

Désignons par $ la valeur de la série illimitée

et posons, pour abréger,

«.= (iJ,*,+(£J,*,+0'*,+-.

(2.) »,= + +

Avec ces notations et en vertu de l'hypothèse faite , on a

(3.) K = K' = Stlogin,t(&*)-2[-£:Stl+

H faut attribuer au logarithme sa valeur principale*).

*) Soit x un nombre réel ou complexe quelconque qui ne soit pas un nombre réel négatif; nous



54 Art. 40.Calcul de la quantité h.

La quantité K ne pouvant devenir nulle puisque sa partié réelle a toujours

y)—-g- est, pour toutes les valeurs de k

dont la valeur absolue est plus petite que 1 , représentable par une série procédant

suivant les puissances entières et positives de k. Les coefficients des différents ter

mes de cette série sont des nombres rationnels positifs.

On a

(4.) m = = alognat + i +£*•+.-

Il résulte de ce développement en série que la quantité h = e"1* et toute puis

sance de cette quantité dont l'exposant est un nombre positif est, pour toutes les

valeurs du module k dont la valeur absolue ne dépasse pas 1 , représentable par une

série procédant suivant les puissances de la quantité k ; les coefficients des différents

termes de cette série sont des nombres positifs et leur somme, dans chacune de

ces séries, est égale à l.

On a, en particulier, ces développements en série:

(5.) h = + + + +

(6.) tf= {\Jk + 2(\\J'kf +I5({\!k)' + 150(1 \Jkf + -..

Il faut attribuer à la racine \Jk celle de ses deux valeurs dont la partie réelle

est positive.

Suivant que, pour calculer une valeur approchée de on limite la série à

son premier, son second, son troisième, son quatrième terme, les erreurs commises

sont , en valeur absolue , moindres respectivement que

(i-ijo/ï)', (i-wnv*)', (i-!-f-ï)<v*)" (i-i-F—s—

et par suite que

\(\/k)\ Mffî, 7îf(V^)'3,
,697

4096 (V*)

entendons par valeur principale du logarithme naturel de ce nombre celle des valeurs de ce loga

rithme dont la partie imaginaire est, en valeur absolue, plus petite que rc.

Pour les mêmes valeurs de la variable a:, nous appelons valeur principale de la puissance x , m

étant une constante quelconque, la quantité e",,°el,atzj 0ù l'on donne au logarithme naturel sa valeur prin

cipale.



Art. 41. Calcul de la quantité h.

Développement de la quantité h suivant les puissances de la quantité i.

41.

Les définitions et les propositions données dans l'art. 27 subsistent quand on

remplace el7 et, e3 respectivement par ex, e,,, e,, les indices représentant les nombres

1,2,3 placés dans un ordre quelconque. Il faut toutefois convenir encore que, si les

points qui représentent géométriquement les quantités complexes e, , eu, e, sont sur

une même droite, le point qui correspond à est entre ceux qui correspondent

à Ct à €,.

Il résulte alors de l'art. 27 que , pour chaque permutation des indices qui satis

fait à cette condition, on peut déterminer sans ambiguïté deux quantités k, k', et, par

suite, deux quantités K, K. De celles-ci on déduit, dès que l'on a fait choix de

celle des valeurs à attribuer au radical carré ^ex—e,, un couple primitif déterminé

de périodes (2<0^, 2<o,) de l'argument de la fonction pu, périodes qui satisfont aux

égalités

PK) = h, PH + i°,.) = efl, p(a>,) = e,.

Il est à remarquer que l'ensemble des trois quantités u^, u>u = u^ + to,, u>, est

différent pour chacune des permutations permises des indices.

Après avoir choisi une permutation déterminé A, p, v des indices 1,2,3, pre

nons arbitrairement une valeur du radical \Jex— e, et désignons-en le carré par \J7X—J,.

Désignons encore par î/e^—e,, y/e^—e^ celles des valeurs de ces radicaux dé

finies par les formules

 

en attribuant aux deux puissances d'exposant \ leurs valeurs principales.

Déterminons les quantités mu m, par les équations
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Si l'on pose maintenant

lu = u>A, <u = <u,, t = — , h — e ,

<0

les égalités de l'art. 35 sont applicables pour les radicaux dont nous venons de pré

ciser la signification.

La valeur de la quantité y/— qui figure dans ces égalités est ici égale à

.— \ — , où il faut attribuer au radical il— celle de ses valeurs dont la par-

tie réelle est positive.

On peut regarder les quantités eM, e, comme des variables, assujetties à

cette condition qu'aucune des deux quantités kt, k't ne devienne jamais négative. Si,

en outre, nous supposons encore que ex, e,., e, varient de telle sorte que la valeur

absolue de la quantité kt reste inférieure à 1, les développements donnés dans l'art.

précédent deviennent applicables. Si donc, dans le second membre de l'égalité (9.)

de l'art. 35, on introduit à la place de h1 la série

(4.) fc* = \\k+2(i\Jkf+lS(±\Jkf+lhO(\^k)'*+--., Voir art. 40 (6.)

et à la place des puissances de h" les séries obtenues en formant les puissances cor

respondantes de cette série, ce second membre se réduit identiquement à \Jk.

Il résulte de là que l'égalité (11.) de l'art. 35

, 2h+2h'+-.

— l + 2ht+2h,t+... '

qui est analogue à l'égalité (9.) de ce même art., est identiquement satisfaite

si l'on pose

(5.) h = ±i + 2(\i)t+n(\iy+ibo(\î),'+.-;

la série étant supposée convergente. Cette conclusion ne dépend pas de l'hypo

thèse que la valeur absolue de kt soit inférieure à 1 , car la convergence de la série

(5.) dépend de cette seule condition que la valeur absolue de la quantité

(6.) l = ^cx-e'—^—ef — 1—^k'
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ne dépasse pas l'unité. Mais, en raison des hypothèses faites, cette condition est

toujours remplie, et la valeur de la quantité h, qui se déduit des équations (5.) et

( 6.) quand les valeurs des radicaux sont déterminées comme il a été expliqué, coïncide

avec la valeur /* = e-™.

Si les indices A, p, v sont ainsi choisis que, des trois quantités ex—e,, ex—e„,

ef. — e, , celle qui a la plus grande valeur absolue soit la première et celle qui a la

plus petite soit la dernière , la valeur absolue de la quantité l ne dépasse pas tg ^ ,

9

et est, par suite, plus petite que j= ; la valeur absolue de h ne dépasse pas

alors e-*^K. Dans ces conditions, si l'on calcule une valeur approchée de h en pre

nant les trois premiers termes du développement procédant suivant les puissances

de l, l'erreur commise est plus petite, en valeur absolue, qu'une unité du treizième

ordre décimal.

Dans la plupart des applications, il sera donc suffisant, si les indices A, p, v

sont convenablement choisis, de s'en tenir aux deux ou aux trois premiers termes du

développement en série considéré.

Le développement en série (5.) peut encore, il est vrai, être souvent employé

avec avantage, pour le calcul numérique, alors même que la quantité l n'a pas la

valeur absolue la plus petite qui puisse lui être attribuée dans le cas considéré.

Si, en effet, la valeur absolue de la quantité l ne dépasse pas y, la valeur

absolue de la somme des termes qui, dans le développement en série de h, suivent

les deux premiers , et celle de la somme des termes qui suivent les trois premiers,

sont déjà inférieures respectivement à

J- 7» X P*I»1 , ltl ,

ce qui justifie notre assertion.

Une fois la valeur de la quantité h obtenue , la valeur de la quantité ^

se déduit de l'équation (8.) de l'art. 35, et celle de u>,. de l'équation

(7.) ».= ^log -«(}).

Il faut attribuer au logarithme naturel sa valeur principale.

Formules et propositions pour l'emploi des fonctions elliptiques. 3
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Passage du couple primitif de périodes (2o>x,2m,)

au couple de périodes (2u>„ — 2«>2}.

42.

Les développements de l'art, qui précède se déduisent des égalités de l'art. 35

en supposant que l'on pose ûi = <o; , <« = <or. On obtient de môme des développe

ments analogues si l'on pose ù> = u>,. , &' =-- — .

Quand on passe du couple primitif de périodes (2u^,2u>,) au couple primitif

de périodes (2u>,, — 2u>i), les deux invariants gt, gs et la quantité eu restent, en effet,

inaltérés; les quantités

ex> e,, k', K, K', t

sont, au contraire, respectivement remplacées par les quantités

e,, ex, k', k, K', K, t,=-x-. Voir art. 37.

Nous représenterons par h' et V les quantités par lesquelles se trouvent remplacées

h et l, quand on passe ainsi du premier couple de périodes au second.

Si, maintenant, on détermine les valeurs des radicaux \Jel—e,, \Jex—e,, fa—e^,

\lel.—e, comme il a été expliqué dans l'art, précédent, les radicaux qui s'en déduisent

quand on permute les quantités ex et e, peuvent être définis par les équations

^e,—ex = -i\leX-e,, • \/e,-ex = \J-i\/ex-e,,

On peut attribuer à l'une quelconque de ses deux valeurs, pourvu que ce soit

la même dans toutes les équations.

On a alors les formules

(2.) i> = i*E±—i°EjL, h'= <?T^ = ir+ 2 (!«')•+ 15 150 (\it+-,

qui peuvent être employées pour le calcul de la quantité h'. De l'égalité (8.) de

l'art. 35 on déduit

(3.) y/^ = i±^^?^= 7==V_,i+«-+24'..+.., _ - Uy/lf .
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Il faut attribuer au radical \J^- celle de ses deux valeurs dont la partie

réelle est positive.

On peut employer l'équation (3.) pour calculer la quantité o>,; pour le calcul

de la quantité to^ on a ensuite l'équation

(4.) <oi = ^lognat(-l).

Il faut attribuer au logarithme naturel sa valeur principale. Les deux

quantités h et h' sont liées par la relation

(5.) lognat/j.lognat h' = t;".

Des égalités (1-4.) et (13-16.) de l'art. 35 se déduisent, en posant f-K) = 7],,

les égalités suivantes:

(6.) S/^f-slG ' -2^.'(° K) = ^A'*(1-3A"-t+5r-8-7A's.4+...),

(7.) \J^-\fe^ = 3(0 |t.) = 2*'*(1 + **»+*-+*'M+...).

(8.) \J^îfe^7,= 5,(0|t,) = l+2h'+2h"+2h"+...,

(9.) V/"^"^Vr^= 4(<>K) = 1_2A'+2^-2A"+.-,

(10.) 2^, — — -2^,-- ^(0|T1),

Des égalités (15—18.) de l'art. 34 se déduisent celles qui suivent et qui sont

analogues aux formules correspondantes de l'art. 37:

« — — t — h' — eTl7t*

2u>„ <u,
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\/¥

= e2w'iïA»(12.)

= e2wt

K) = *®,(M ! u>,,-u>J.

(13.)

= e2w> Mv

|T,) =
®„(«!

(14.) - e, %u
K) = ®.(«

1 eu,,-<»/),

(15.)
= e2w'! $,(v

k) = ®4(M| <°,, -<»/.).

Passage du couple primitif de périodes (2^,210.)

au couple de périodes (2u>;, 2u>,±2u>i).

43.

Si l'on permute les deux quantités ef. et e, , les quantités l et h deviennent res

pectivement — l et —h, tandis que, par suite des égalités (7.) et (8.) de l'art. 35,

la quantité ù> = reste inaltérée. Le couple primitif de périodes (2u>^,2u>,) se

trouve alors remplacé par le couple primitif de périodes (2u>, , 2<o,± 2mx), et il faut

prendre le signe supérieur ou le signe inférieur suivant que la quantité k'* est une

quantité complexe dont la partie imaginaire est positive ou négative.

Formules pour le calcul des périodes et expressions des fonctions s

par des suites s dans le cas de valeurs réelles des invariants.

44.

Si l'on connaît les quantités ex, efl, e, , les formules données dans les art. 34, 35,

41 et 42 sont suffisantes, aussi bien pour le calcul d'un couple primitif de périodes

(2u>,-, 2u>,.) de l'argument de la fonction pu et le calcul des quantités rl? = -§-(u>J,

Ti, = %im,)i <ïue Pour exprimer les quatre fonctions S par des suites .5 dans les

quelles les quantités h et h' ont chacune une valeur absolue aussi petite que possible.

Pour faciliter l'usage de ces formules , nous les donnons de nouveau avec les

/
modifications qui interviennent quand on suppose que les valeurs des invariants gt

et g3 sont réelles; c'est l'objet des art. 45 et 46.
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45.

Quand les valeurs des invariants gt et gt sont réelles et que le discriminant

Q= — = («,— «.H»!- *.)'(«.- *•)* de l'équation cubique is'-gts— gt = 0

est positif, les trois racines de cette équation sont réelles.

Soient e0 et, e3 ces racines rangées par ordre de grandeur décroissante.

Attribuons à tous les radicaux qui se présentent dans les formules qui suivent leurs

valeurs positives.

Posons

/i \ 7» et— €S 7 't e,_ GS K K'i Q. &

™ ^ = i^'* W.=W^7' *=v^; sK) = ",|w = v

Les valeurs des quantités ~s , — , -4-, A, /*, sont positives.

Dans ces conditions , on obtient, en posant k = 1, p = 2 , v = 3 , û> = u>>

ù>' = u>s, ce système d'égalités correspondant à celles données dans les art. 34, 35

et 41 :

(3.) ; = ^Fjjrfez*., a = ^+2(ii)6+i5(;-/)'+i5o(^)"+...,

(4.) V/^ = V * /-^(1 + 2ft'+2A''+-)j <». = ^ilognat(i),

1-8,A»+5,A,-7,A,,+ .. , .

(5.) 27J,»,, = Y-T33À'T57t9-7A"+- ' ^^-^^ = ï»,

(6.) \l^r\J~^s = 2Ki(l + h1+h>+h"+...),

(7.) y/^V/^3^ = 1 + 2/*+2A4+2/\'+---,

(8.) «y/-2",- V^ë, = 1-» + 2/V- 2*» + . . . ,

(9.) y/.^LV/^ = ^.A'(1-SA8+57i9-7/i" +.-).
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(10.)

(i1.)

(12.)

(13.)

(14.)

(15.)

(16.)

(17.)

v =

T =

* , / 2u>. 8/7- - „2r,.u> ,&'t o. , , >

y ~-\JG6u — e " , ^(^It),

50(v | -) — 1 — 2^ cos2f7r + 2/j4cos4yTt — 2/*' cos 6»ir + .

^(v | t) = 2^ sin fir — 27*° sin 3t>r + 2# sin 5i.u ,

1 9 SB
djv\-) — 2fc* cos Wt + 2/tt cos 3vr. + 2h t cos 5vtz .\ ,

^(0 | -) = 1 + 2h cos 2vr. + 2ht cos 4vk + 2h' cos 6vr. + .

2u>, '

#2-1

Si l'on a e3-e3 = <?,-«,, et, par suite, e, = 0, oua! =
• <=. -je

, h = e .

Si l'on pose, au contraire, X = 3, p = 2, v = 1, «5 = u>t, <5' = — u> , on

obtient ce système d'égalités correspondant à celles de l'art. 42:

(18.) I, = l^-^ES, h, = |;,+2(|?,)5+15(i?1)'+150(^,r+...,

(19.) l/5 = V '4/ (1 + 2*î+2*»+..), «, = "flognat^V

1-3s/(î + 5sAÎ-73A;t+--

(20.)

(21.)

(22.)

(23.)

(24.)

V/^-^v^s = i + a*1+2*; + »; + ...,

Vl^-V'v1*, = 1-2A.+ 2AÎ-2AÎ + -,

i/^-f/G = — A*(1-8AÎ + 5A;-7*îf+-).
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(25.)

(26.)

(27.)

(28.)

Mi

2^

m.

e-^'^Kilx,),

(29.) ^(v|Tl) = 1-/(,(e2(,'TC+e-2l'^) + Aî(e4i,';T+e-4''.;:)-^(t.6!'.'I+e-6t'.7C) + ...,

(30.) i^(»,i|T,) = **(««."_ - + «-5"'*)— . ,

(31.) 3,(v | tj = ftf (ev.*+ e-vs) + **(«•**+ e-3v^) + h?(e*v>«+ e-5v^) + -,

(32.) SfcfoiK) = 1 + A,(e^.™+c-to'™) + *î(«to."+e-4,'',t) + Aî(ee,'.™+«-«''.,t) + ....

4 r— ^

Si l'on a e,— e3 = e,— ea, et, par suite, et = 0, on a /, = , A,

y 2 + 1

La quantité e - = 0,0 4321 39 est plus petite que

Quand g est positif, et, par conséquent, et négative, il est préférable d'em

ployer les équations (3—17.); si, au contraire, gs est négatif, et, par suite, et posi

tive, ce sont les équations (18— 32.) qu'il vaut mieux employer. Dans le premier

cas, en effet, h est plus petit que dans le second cas, c'est \ qui est plus pe

tit que h.

46.

Quand les valeurs des invariants gt et g3 sont réelles et que le discriminant

G = Ts((j\-î-1(j\) = (et-«I),(«,-«,),(«.-«I)* de l'équation cubique As*-gts-gt=0

est négatif, cette équation n'a qu'une racine réelle; les deux autres sont

imaginaires conjugues.

Soient et la racine réelle ; e, et e3 les racines imaginaires conjugues , el étant

celle dont la partie imaginaire est positive, en sorte que e,—et est le produit de i

par un nombre positif.

Soient p et deux quantités positives telles que l'on ait

(0 < •!>< tt).
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Attribuons aux radicaux qui se présentent dans les formules qui suivent leurs

valeurs principales.

Posons

*- = i=fL. m. = -fME-, „>, «SEL

(2.) r'=^, r,= 2, = ; t. = -27, = ; „, = ^-, «3 = ^-

Les valeurs des quantités <ot, —A, -4-, -A, A3, /<3 sont positives.

Dans ces conditions, on obtient, en posant A = 2, p = 1 , v = 3, <5 = u>i,

û>' = u>3 = |u>t+ ; u>'t, J = «7t, h = iht, ce système d'égalités correspondant à celles

données dans les art. 34, 35 et 41 :

(3.) I, = l^E^^ïi = tg(i*), ht = \-lt+2(\- ?,)'+ 15 150(1 ?,)"+..,

(4.)

°>8 = T^t+i0»'»,

/ . 7t* 1 + 33^-53^-78/*;8+..
(5.) 2r"u,° = T i + 3a;-5a;-7a;'+- ' = »'

, „ X ' , . , '

(6.) \/~'-\fH^) = 2**(i-*ï-*;+*?+-).

(7.) = 1 + 2*î + 2»,w+-,

(8.) iv^v^-v^;) = *(*>+*!+*r+->.

(9.) \/~\/^G = ^-hî(l + M\-5hl-7h?+.-).
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(10.)

(11.)

(12.)

(13.)

v. =

ta =

M

2w/

2«>. '

(14.) e-*^KIi+t,)

(15.) «~i^KIi+ xS)

(16.) iP,K|f+ Tt) + ^(»,|i + T,)]

(17.) i[4(f,li + t,)—St(»,|| + t.)]

Si l'on a e, = 0, et, par suite, <> == -fit, on a Zt = tg|it et h, = e-*™.

= 2/**sinv.it + 2A* sin3v.it — 2fc* sin5t>tit ,

1 o 25

= 2/i. cost;„it — 2/î, cos3fl.it— 2A* cos5v,iH ,

1 + 2h4 cos 4»,ir + cos 8v.it + . . . ,

2i (h2 cos 2».ir + h\ cos 6t>tir H ) .

Si l'on pose, au contraire, A = 2, ft = 3, v = 1, <5 = <u^, <u = —oj, = ju>t'— |u>

l = ils, h = ihv on obtient ce système d'égalités

(18.) it = i. V^Fj-V^4 = tgi-^-^), A. = lï8+2(|U5+i5(^.)'+150(Hr+.

(19.)

(20.)

(21.)

(22.)

(23.)

V/^T = 7T=rT7/ (1 + 2^ + 2^+ -), «»t = ^lognatfi),

W8 — Ï°>1 +!u>!!S "'j I «"1 ,

, it' 1 + 3X-5X-7X+

h 8 6 1 + 3AJ-5â;-7^' + .

j-„ ,_ !
S 7J» 2 "Ït I

r\/^-(v/e,-e8-V/es-et)

T(.0>.- 0>,T). = Itt,

2A*(1-^-A3i+7*s» + ...),

1 + 2A;+2A38+...,

2t(A,+ ^+Ar+...),

(24.) V/¥^

Formules et propositions pour l'emploi des fonctions elliptiques.

^^(1 + 3^-5^-7A,'+...).

9



66
Formules spéciales pour le cas des invariants réels. Art. 47.

(25.)

(26.) ^-^(e-eJS,*

(27.) . y/M^Z7tSi„

28.) ^MçÇZ^M

(29.) ie-*^(v|i+t,)

e-2^e-*Sf(v|i+t.), V, =
Ml

2^

2u>l

e-2W». Wli+r,),

fc* ( — g-*,* ) + ( e3tyt_ e-3v,n ) _ fc¥ ( eSv,Tt— e-5v,r. ) _ . . . (

&*(e«.* + -h\(<F>*K + e-3v>*)-hf(e5v>* + e-5».*) + . . . ,
(80.) e-*^(v,i|} + T8)

(31.) iP,(»,»|i + ts) + ^0Ki|i+T,)] = l + hî(eiW + e-iW) + h?(e*W + e-*v.«) + ...,

(32.) iP.Ki4 +t.)-4K»|i+ T,)] - i[hs(e^ + e-^) + K(eev,* + e-6v,.) + ...l

Si l'on a e, = 0, et, par suite, <p 0 jir, on a i, = tg jir et As = e-iT-.

La quantité tg est égale à V2—1 = 0,4142136, la quantité e-1* à 0,2078796.

Quand gt et par conséquent et sont positifs, il est préférable d'employer les

équations (3—17.); si, au contraire, gt et par suite et sont négatifs, ce sont les

équations (18—32.) qu'il vaut mieux employer. Dans le premier cas, en effet, \

est plus petit que fes; dans le second cas, c'est \ qui est plus petit que ht.

47.

En conservant les conventions faites dans l'art. 45 et dans l'art. 46 , on a

encore ces formules:

(1.)

(2.)

(3.)

(4.)

6,(1 «>, + «)

6(1 «, + u)

S.(y u>,+ u)

6(1 u>3+M)

s,(i «>„ + «)

6(1 u>, + «)

6,(1 u>;+M)

6(1
<»;+«)

- V«. e.V*. e,^(v|i + T) + 5;(î;|i + Tr

»,

(Art. 45)

ifl^fc^y|f +t.) + AWli+t.) = _ ^ . (Art45)

Ve' e.V«. e.^(»t|Tj) + ^,K|T8)' t. =

».

sé. (Art- *6)

- 7V«. e,V«. e'31(t>,i|T,)-3,(v|TJ)
2«>;

(Art. 46)
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Calcul d'une valeur de l'argument u

' correspondant à des valeurs données des fonctions pu et pu.

48.

En nous conformant aux conventions faites dans l'art. 41, soit (2©^ 2m,) un

couple primitif déterminé de périodes de l'argument de la fonction pu. Supposons

les valeurs des radicaux \/ex—e,, \fê^~ê~ précisées comme dans ce même article, et

désignons par \Jei—e,, \Jex— leurs carrés.

Soit u0 une racine de l'équation en u, pu = s\ toutes les racines de cette

équation sont données par la formule

(1.) M = ±«0+ 2^ +2^,

quand on attribue à |i et |i, séparément, toutes les valeurs entières positives et

négatives , et la valeur zéro.

De l'égalité ^i" T = — , il résulte que, parmi ces racines m il y

en a toujours pour lesquelles la partie réelle du quotient =-r- n'est pas

négative, pour lesquelles, par conséquent, la valeur absolue de la quantité

Êfc^! = V^-V^j ^l^'^l Voir art. 35 (12.)

ne dépasse pas l'unité.

Après avoir précisé arbitrairement la valeur du radical \/s — e^, choisissons

celle de s/s^ë de telle sorte que la partie réelle du quotient ^4==^-=^ ne soit

pas négative ; posons

(3.)
\lei~e, + \Jex-eil ' \Jex - e, S/s-e^ + ^ex - \ls^ev '

s» = i+(i),^+(^)^8+(^rr+...,
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Dans ces conditions , la valeur de u déduite de l'équation

kaf* + v^r. « - f , ^ =

(5.)

= |S0lognat(f + i + vW(V+ }S0/ + £fV*+ . . . ),

quand on donne à \Ji-f l'une quelconque de ses deux valeurs, et au logarithme

naturel l'une quelconque de ses valeurs en nombre illimité , est toujours une racine

de l'équation pu — s.

On peut effectuer l'intégration suivant une droite et attribuer au radical ^1 — i4g*

celle de ses deux valeurs dont la partie réelle est positive.

Soit \JS l'une quelconque des deux valeurs du radical ^s^—g^s—g^ la valeur

u sera une racine de l'équation

(6.) p'u = -\JS,

si on la calcule au moyen de l'équation (5.) en attribuant au radical f la valeur

K ' V — ~ 2 " sfïZIFë (s-e^s-ej

Il faut, dans cette expression , donner au radical sjl — Vf celle de ses deux

valeurs dont la partie réelle est positive.

En déterminant ainsi le radical sji—f, l'équation (5.) donne donc, pour chaque

couple de valeurs correspondantes de * et V-S, un nombre u tel que pu = s et

pu = -\JS.

Si l'on introduit les notations

(8.) ©,(<) = *, ®t(t) = t + \P, ©,(*) = t + if + ïï?, ...

l'équation (5.) devient:

(9.)

ï(vV-*+fa-*)V« = iS,lognat(« + »V1-«*) +

+ [(i)' ®.W ? + (£)* 0,W *8 + (£f)' + . . .] .

Si l'on prend successivement s égal à e;. et à e,, on déduit de l'équation (5.)

ces valeurs :

MAI ... — 22o* 220tlogDat(2r')-2^(^g„ + ^go,, + ^2,^ +-).
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Il faut attribuer au logarithme naturel sa valeur principale. Au lieu d'obtenir direc

tement, au moyen des équations (3 — 7.), une valeur de u correspondant à des valeurs

données s et — \JS de pu et p'u, on peut d'abord, connaissant ces valeurs, intro

duire une quantité quelconque v et calculer, au moyen du théorème d'addition les

valeurs s' et — \f& de p(u + v) et p'(u + v); appliquant ensuite les formules (3— 7.),

on obtiendra une valeur de l'argument u + v dont il suffira de retrancher v pour

avoir une valeur de l'argument u.

Cette méthode est surtout employée dans le cas où v a l'une des valeurs ± <d,.

Nous donnons ici les formules que l'on obtient quand on prend v égal à — u>,.

Choisissons la valeur du radical \Je^s de telle sorte que la partie réelle de la

quantité

\Je^s — l + W

ne soit pas négative; calculons la quantité t' au moyen de l'équation

(12.) y^-^^pEi = u.

\JelL-S + \/el-e,\fey^ël.

attribuons enfin au radical \Jl-t't la valeur déduite de l'équation

(13) sjï=r= VF^+V»-* l-lH"

en y supposant la partie réelle de \Ji-lH't positive.

Dans ces conditions, l'équation

(14.)

I (V^ - * + \lex — («- 'U,) =

( = |^lognat(^ + <V1-n + V^^(^,«' + iV'' + wSM«', + ...)

fait connaître l'une des valeurs de u pour lesquelles pu = s, pu = -\JS.

Relativement aux formules (5.) et (14.) nous ferons les remarques suivantes.

Les termes de la série procédant suivant les puissances de t,

décroissent plus rapidement que ceux d'une progression géométrique dont la raison
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serait l4t\ la quantité It étant, en valeur absolue, au plus égale à l'unité. En général,

il sera donc avantageux, pour calculer une valeur de l'argument u, d'employer l'équa

tion (5.) ou l'équation (14.) suivant que la valeur absolue de t sera plus petite ou

plus grande que celle de t'.

Si l'on connaît les quantités ei, eM, e,., les formules que nous avons données

sont suffisantes pour calculer toutes les valeurs de l'argument u qui correspondent à

des valeurs données des fonctions pu et pu.

D'après ce que nous avons dit dans les art. 45 et 46, il y a lieu, quand les

invariants gt et g3 ont des valeurs réelles, de considérer les permutations

[x,p,v) = (1,2,3), (3,2,1), (2,1,3), (2,3,1).

Pour faciliter l'usage des formules précédentes , nous allons donner à nouveau,

dans les deux articles qui suivent, les plus importantes d'entre elles, dans le cas des

invariants réels, et pour chacune des quatre permutations considérées.

Formules pour le calcul dans le cas des invariants réels

d'une valeur de l'argument u

correspondant à des valeurs données des fonctions pu et pu.

49.

Nous supposons les invariants réels et conservons les notations expliquées

dans l'art. 45. Supposons le discriminant G positif, et soient a,/3 deux quantités

réelles. Les formules correspondantes à celles de l'article précédent sont les suivan

tes ; il faut y donner au logarithme naturel sa valeur principale :

I. k = 1, (i = 2, v = 3.

S0 = i + (i)'ï4+(i±)»i» + (i±|).I.. + ..j

£0,,= W+(iï)'l"+(£!ïYl" + .;

20,, = (£)t28+(j2!),î"+..,

2o.3= +

= — -

= S0i log nat (2 r.) -i fa 20,, + -^2,,,H,
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(2.) pu = s,
fa - e3 y/g- e, - ffgj - e, \Js - et

V«-es — ' fa-et\/s^ët + fa-e,^s-e.

(3.) p'tt = -\[s, yi\Ji-rt* > o, Vi-*8 =

(4.)

(2?)

(4?)

2 v/i-i'? (s-*)(s-«.)'

f (v/e.-es + V/e,-eJ,.(M-Tu>.) =

= S0i log nat - ? + ti) + \fl - ? (V + 1 20,/ + £ S0/ + ...);

u = (i + «)», + 0»,, -1<«^1, -1 < /S ^ 1.

Ve,-s + v'e,-e3v'e,-et

(3*) p'« = -vs, «vi-w > », Vi-*" = — .,,e8+v/e:—e' —

1(^,-^ + fc,-eJ. («•->- «,) -

- 80tlognat(VÎ^F + ^) + v/T=r(2c/+ i2M<"+&20/»+ -)î

M = (| + «)u>,+(1 + 0)u>8, -1 < « ^ 1, -1<0^1.

S.

2,
'A

II. A = 3, ft = 2, v = 1

i+(i)'zî+o*ï+(£*)T+..,

/,-3S\8 7,t ,

2,irt

{\[ë^-es + fa1~-et)t

>.= fi.lognat(2g)-(-îL2,,, + ^-8,J+..)

(V/e,-e, + y/eî-e8)8

(6.)

(7.)

(8.)

pu = s,
m\Js-el Q fa-e,^8-e,-fat-e,\Js-el =?f

y/s- et ~ ' fa - e3 \/s- e, + V^-e,0^e,

v v ' 2î v/i-ïœ (s-e,)(s-e,)

- S.lognat(Vï^-M) + *\^(V. + ï8>^ + fï2,/ +~) î

M == aml + (\ + fi)mt, -1 < a ^ 1, -1 < (3 ^ 1.
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(6?) pu = s,

(7*) p'u = -\JS, «\/R^>o, s/i-ç =
2t («,-<?,) V1-'ÎC (s_e») '

|( \je, - e, + \fët - et)'(« - w, - \ u>.) =

(8.*) > = 2jognat(v/ï^-o-)+i\/ï^(v;+iv;3+^v;5 +...);

M = (H-a)u>, + + -1<«<1, 0

50.

Les invariants sont supposés réels et nous conservons les notations expliquées

dans l'art. 46. Supposons le discriminant G négatif et soient a, 0 deux quantités

réelles. On a le système suivant de formules , dans lesquelles le logarithme naturel

doit avoir sa valeur principale :

III. 1 = 2, (i=l, v = 3.

2, =

(i.) sM «

)**;*+.

>, — 223tlognat(2?J,)-2t(1V2,,, + -i!?2g,, + -)

= s,

V/et-e,V/s-el " \je1-e3\Js-e,.{-\le1-e,\Js-es

(2.) £>M

(3.) p'« — -Vs, aîN/ï1^ > 0, Vï17^ =

2 >

\Jet-eM + \le,-e, 1 +

2 vi— q*; (s—««)(»—«.')'

| ( - e, + Ce,- e, )'. (u - { «»,) =

= 2,i log nat (VT^ + t,i) + y/ï^ï» (2,,/, + 1 2,,£ + £2M<» + . . .) ;

u = G + cK + /»»;, -1<«^1, -|<0^|.
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(2*) ,

(3?) p'u =

(4?)

= s, ÏR\fë^s > 0,

Sje,-8-\jet-et\/et-el — ,

t 2 («.-*.) Vï^W («i-»)'

= 2,iiognat(v/ï^c- <;*) - \/ï=C(v; + + U^AS +.-);

u = a<o. + d+0)»;, -1 < a ^ 1, _-j. <0 = j.

2, =

(5.) SM =

^3,3

(6.) F"

(7.) (»'«:

(8.)

(6?) '

(,.3 11)8 ! M.3.5\87,t ,
l^ïV 's + feïJ l3 + ,

IV. A = 2, ft = 3, v = 1.

, — S.1C1

(V/e,-et + v''e,-e,)s

2 28 lognat ( 2.1-' ) - 2 (^2M + £-SM+ . . )

\Je3-et\Js-e, \/e,-et \!s- e, - \Je3 -et\Js- e
S, 'Jt-jp=—=r ^ U, 4, 4/ — U8r3>

Ve. - e. Vs-e3 V«, - et Vs-es + \le3— «t Vs-e,

I (V^.- et + - et ) t . ( « - ? <) =

= 8, lognat (Vî^ -*,») + * (V. + }8M<Î + HVâ + —) ;

pu = s, 9ÎVS— e, ^ 0,
\Js-et-\fë^Tt\'et-et

4 8 8 21 (6,-6.) (s-e,)'

(8*)

ï(v'e.-eI + v'et-e,/.(M-iii>1) =

= S,lognat (Vî=Ç_<<) + i V^C(S,,l<; + jV? + f±V? +-');

M = (|+«)0>j + /3euj,

Formules et propositions pour l'emploi des fonctions elliptiques.

- < a ^ - -1 < /3 = 1.

10
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Quelques représentations conformes obtenues au moyen des fonctions elliptiques.

51."

Supposons que u>l soit un nombre réel positif et u>s un nombre purement ima

ginaire aussi positif (voir les formules et les notations de l'art. 45); soient t et t'

deux quantités variables pouvant prendre chacune toutes les valeurs appartenant à

l'intervalle 0 . . . 1 ; l'ensemble des valeurs

est figuré géométriquement par les points de la surface d'un rectangle.

Si l'on donne à la variable u toutes les valeurs figurées par les points du

contour de ce rectangle, la fonction p(u\ m0 u>t) = pu acquiert toutes les valeurs

réelles, et chacune d'elles seulement une fois.

Pour les valeurs de l'argument u

tmn (t = 0 . 1) ; + (<' = 0.-1) ; i<o. + «>,, (t=1..0); t'w3, (t'=1.--0)

les valeurs de la fonction pu appartiennent respectivement aux intervalles

+ QO...e, ; e,...et ; Ves > es 00 i

les valeurs correspondantes de la dérivée pu sont respectivement

réelles négatives ; purement imaginaires positives ; réelles positives ; purement imaginaires négatives.

Si l'on attribue successivement à l'argument u toutes les valeurs appartenant

à chacun des champs

u = twl + t'<Mt, et M = t<ul—t'ws (0<t<i, 0 <f< 1)

la fonction u acquiert, dans le premier cas, toutes les valeurs complexes à partie

imaginaire négative, dans le second cas, toutes les valeurs complexes à partie

imaginaire positive.

En représentant géométriquement les valeurs de la fonction pu , on obtient

donc , comme correspondant aux deux rectangles considérés comme surfaces à un

seul feuillet

M = tml ± t'<u3, (0<t^1, 0f=t'<1)

deux demi-plans, considérés aussi comme surfaces à un seul feuillet, limités l'un

et l'autre par l'axe réel. Chacun des deux rectangles se trouve ainsi représenté,

avec conservation de la connexion et similitude des éléments infiniment petits, sur
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l'un des deux demi- plans, de telle sorte qu'il y a une correspondance univoque entre

les points des deux surfaces.

Aux axes de symétrie u — *u>,±|u>,, u = ju^ + Ao, des rectangles corres

pondent alors, dans le plan où sont figurées géométriquement les valeurs de la

quantité complexe pu, quatre demi -circonférences se raccordant deux à deux pour

former deux circonférences.

L'une de ces circonférences a le point el pour centre et \J(el-e3)(el—et) pour

rayon; l'autre a e3 pour centre et VK— e,) (e,— e3) pour rayon.

Les points

fO.±ïu>3) = e, + i\J(e,-eî)(e,-et)

sont communs aux deux circonférences.

Au moyen de la fonction

i Net-et + i\}el-e1L pu-e, + i V/(e,-e,)(eI-e1,)

V Ve,-e,-iVe,-e, p*-e,-iij(el-ej(et-e,) '

on obtient la représentation conforme du rectangle considéré comme surface à un

seul feuillet .#

U = tml 4.£'u>3 (0<t^1, 0<['51)

sur un cercle de rayon égal à l'unité, considéré aussi comme surface à un seul

feuillet. Les centres du rectangle et du cercle se correspondent; aux axes de sy

métrie du rectangle correspondent deux diamètres du cercle; aux sommets du rect

angle correspondent les quatre points

+ y'e.-e, + i\Je,-e, -

Si l'on attribue à l'argument u toutes les valeurs qui appartiennent au champ

U = ±tml±t'm, (0<t^l, 0<t'^1)

la valeur absolue de la fonction

\f(e.-et)(e.—et)^— est inférieure, égale, supérieure à 1,

suivant que la valeur de t est inférieure, égale, supérieure à

Dans la même hypothèse , la valeur absolue de la fonction

vV.— es)(ej— ej)"g— est inférieure, égale, supérieure à 1,

suivant que la valeur de t' est inférieure, égale, supérieure à

10*
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Dans le champ

u = ±twl±t'w3 (0<t <1, 0<t'<l)

les parties réelles des quatre quantités u, , , ont le même signe, ainsi

que les parties imaginaires. Pour les mêmes valeurs de l'argument u, la partie

réelle de chacun des six quotients -S— v = 1, 2, 3) est différente de zéro et positive.

Dans le champ

u — tat + t'<!>3 (0<t<1, 0<t'<1)

(5 M

la partie imaginaire du quotient est positive ou négative suivant que ft est su

périeur ou inférieur à v.

Si l'on désigne par v la quantité 7^- , et par x la quantité — , les parties

réelles des fonctions ^(v|x), 3(t;|T), 38(v|x), -^(t>|x), dans le champ

u = <u>,±<'u>3 (0 <t < 1, 02=t'<l)

sont positives.

Dans le champ

U = ^<U1 + f<Uj (0<t<1, 0 <f <1)

les parties imaginaires des fonctions ^0(t;|x) et .2J(i>|x) sont positives, celles des

fonctions 3(v|x) et x) sont négatives.

Dans le champ

u = tv), — t'm3 (0<t<1, 0 <f < 1)

les parties imaginaires des fonctions ^0(v|x) et 3;(v|x) sont négatives, celles des

fonctions 33(«|-) et 3,(v|x) sont positives.

On déduit, par exemple, de là que la fonction

ylognat-y^—^-^-p (9 = 0,1,2,3)

où l'on attribue au logarithme naturel sa valeur principale, est, dans le champ

(o<t<i, o^^i), une fonction réelle continue des deux arguments t, t', qui

s'annule pour t' = 0.

52.

Supposons que u>t = u>3 + <ul soit un nombre réel positif, et to't = u>s— eu, un

nombre purement imaginaire positif (voir les formules et les notations de l'art. 46);
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soient t et t' deux quantités réelles pouvant prendre chacune toutes les valeurs appar

tenant à l'intervalle 0 . . 1 : l'ensemble des valeurs

M - twt+t'<s>'t (05(51, o^f 51)

est jBguré géométriquement par les points de la surface d'un rectangle. Le long

du contour de ce rectangle, la fonction p(u\to0 u>s) = pu acquiert toutes les valeurs

réelles, et, comme il résulte de l'égalité £?(iu8 + «') = p{m3— »'), elle acquiert

deux fois chacune d'elles.

Pour les valeurs de l'argument u

tmt, (t = 0...1); mt+t'w't, (t'=0..-1); t^ + <»',, (t = 1 - 0) ; t'm'„ (i'= 1...0)

les valeurs de la fonction pu appartiennent respectivement aux intervalles

+ oo . . . e, ; et co ; + oo . . . e, ; eî oo ;

les valeurs correspondantes de la dérivée pu sont respectivement

réelles négatives; purement imaginaires positives; réelles positives; purement imaginaires négatives.

Si l'on attribue à l'argument u toutes les valeurs appartenant au champ

M = t^+t'w't (0<t<1, 0<t'<1)

la fonction pu acquiert toutes les valeurs complexes à partie imaginaire négative,

et, sauf la valeur pms = e3, elle acquiert deux fois chacune d'elles.

Si l'on attribue à l'argument u toutes les valeurs appartenant au champ

u = tmt— t'm't (0 <t<1, 0<f <1),

la fonction pu acquiert toutes les valeurs complexes à partie imaginaire positive,

et, sauf la valeur pml = el, elle acquiert deux fois chacune d'elles.

A chacun des deux rectangles considérés comme surfaces à un seul feuillet

correspond, par la représentation géométrique des valeurs de la fonction pu, une

surface à deux feuillets composée de deux demi -plans. Dans les deux cas, les deux

demi . plans sont limités par l'axe réel ; le point e, est un point de ramification du

premier ordre de la surface à deux feuillets correspondant au premier cas , e3 un

point de ramification du premier ordre de la surface à deux feuillets correspondant

au second cas. Aux axes de symétrie u = tmt±\m't, u = jiut±i'u^ des deux rect

angles correspondent , dans le plan où sont figurées géométriquement les valeurs de
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la fonction pu, quatre arcs d'une même circonférence ayant pour centre le point e

et pour rayon V(«.-e,)(e8-e,). Les deux points et sont sur cette circonférence.

Au moyen de la fonction (/(e.-e.Hv-e,) -_— , on obtient la représentation con-

forme du rectangle considéré comme surface à un seul feuillet,

u = ±tmt±t'm'1 (0^t <t, o£t'5{),

sur un cercle de rayon égal à l'unité, considéré aussi comme surface à un seul

feuillet. Les centres du rectangle et du cercle se correspondent; à chacun des axes

de symétrie du rectangle correspond un diamètre du cercle; aux sommets du rect

angle correspondent les quatre points

+ -ye'—e* ± Ve3-e»

Si l'on attribue à l'argument u toutes les valeurs qui appartiennent au champ

n = ±tv>1±t'm'1 (0<t^ 1 , 0<f51),

la valeur absolue de la fonction

\/(e,— e,)(es— et) est inférieure, égale, supérieure à 1,

suivant que le produit [t—\)(t— est positif, nul , négatif.

Dans le champ

M = ±tmt±t'm'l (0<t<1, 0<f<1),

les parties réelles des deux quantités u , ont le même signe , ainsi que les parties

imaginaires.

Supposons que les trois angles du triangle qui a pour sommets les points re

présentant géométriquement les trois quantités 0, «>,, u>, soient aigus; à l'ensemble

des valeurs

M = ±twt±t'w', (0 5f f^; h 0<f+f51),

correspond la surface d'un hexagone convexe à côtés rectilignes , ayant pour sommets

± ± u>3, ± u/, et ayant la propriété d'être divisé en six triangles égaux n'ayant

que des angles aigus, par les trois diagonales qui joignent les sommets opposés.

Si, au contraire, l'un des angles du triangle qui a pour sommets les points

0, u>,, u>8 est obtus, à l'ensemble des valeurs

M - ±tu>1±t'm't (0<(+f^1, 0 })
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correspond la surface d'un hexagone convexe à côtés rectilignes^ ayant pour sommets

±u>l} ±u>t, ±u>,, et divisé en six triangles égaux n'ayant que des angles aigus, par

les trois diagonales qui joignent les sommets opposés.

Pour toutes les valeurs de l'argument u à l'intérieur de l'un ou de l'autre des

(3 M
hexagones, la partie réelle de chacun des six quotients -^(p,* = 1,2,8) est diffé

rente de zéro; elle est positive.

Quand u>3 = <u,», cette même conclusion s'applique pour toutes les valeurs de

l'argument à l'intérieur du carré

u = ±tm,±t'w't (0<t+t'<1).

53.

Supposons le couple primitif de périodes (2 u>,, 2u>s) de l'argument u d'une

fonction p (u | mv u>3) choisi de telle sorte que les trois angles du triangle qui a pour

sommets les points représentant géométriquement les quantités 0, u^, <os soient aigus

(voir art. 27). A l'ensemble des valeurs

correspond alors la surface d'un triangle n'ayant que des angles aigus. Les quan

tités iu1, iu^u>,= u>8, u>s correspondent aux milieux des côtés. Joignons ces trois

points par des droites ; la surface du triangle se trouve décomposée en quatre tri

angles égaux, n'ayant que des angles aigus, et l'on obtient ainsi le rabattement

sur l'une de ses faces, de la surface d'un tétraèdre qui a la propriété d'avoir les

arêtes opposées d'égales longueurs. A chaque point de cette surface correspond

une valeur de la fonction j u>,, <ut), et, au moyen de cette fonction, elle se

trouve représentée sur le plan illimité où l'on figure les valeurs de la fonction pu,

avec conservation de la connexion et similitude des éléments infiniment petits, de

telle sorte que les points des deux surfaces se correspondent d'une manière univoque.

Si le triangle n'ayant que des angles aigus dont il vient d'être question de

vient un triangle rectangle, la surface du tétraèdre considéré devient la surface,

regardée comme formée de deux feuillets, d'un rectangle, ces feuillets se raccordant

tout le long du contour de ce rectangle en formant un pli (voir le mémoire:
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H. A. Schwarz , Conforme Abbildung der Oberflâche eines Tetraeders auf die Ober-

flâcbe einer Kugel, Journal de Crelle, t. 70; H. A. Schwarz, Gesammelte mathe-

matische Abhandlungen, t. IL p. 84— 101).

L'hexagone convexe à côtés rectilignes dont les sommets correspondent aux

valeurs ±a>l, ±u>3, ±(u>s— u>J a la propriété detre divisé en six triangles égaux,

n'ayant que des angles aigus, par les trois diagonales qui joignent les sommets

opposés.

Pour toutes les valeurs de l'argument u qui correspondent aux points situés à

l'intérieur de l'hexagone dont il vient d'être question, la partie réelle de chacun des

six quotients ^ (p, v = î, 2, 3 ) est différente de zéro ; elle est positive.

De ce théorème peut se déduire la détermination, que font connaître les éga

lités (2.) de l'art. 28, des radicaux qui se présentent dans les relations entre les

fonctions S.

Le carré du module et l'invariant absolu en fonction du rapport des périodes.

54.

La quantité Â;t = ——— = J^l?!*? (voir aussi la formule (6.) de l'art. 32) est

une fonction analytique uniforme du rapport x = — des deux périodes d'un couple

primitif de périodes (2<u,, 2u>J.

Nous désignerons cette fonction par 6(x).

Posons x = a + fii, a, /3 désignant deux quantités réelles variables. La quan

tité a peut acquérir toute valeur réelle, tandis que /3 ne peut prendre que les valeurs

réelles positives.

La variable x étant représentée géométriquement, à l'ensemble des valeurs

T = Ct+Pi (0<C = 1, §> \/a{l-c,))

correspond la surface d'un triangle T limité par des arcs de cercles, à

savoir: deux droites et une demi-circonférence, et ayant tous ses angles nuls. L'un

-
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des sommets de ce triangle à côtés circulaires correspond à la valeur 0 = + oo , les

deux autres correspondent aux valeurs t = 0 et t = 1. Si la variable x ne sort

pas du champ T, le triangle à côtés rectilignes dont les sommets correspondent aux

valeurs 0, l, x a tous ses angles aigus. Ce triangle devient un triangle rec

tangle si x acquiert l'une quelconque des valeurs

1 + /3i (P>0) ; fit (P>0) ; a + i\Ja(l-a) (0<«<1)

qui correspondent aux points du contour du champ T.

Le long de ce contour, la fonction 6(x) = k? acquiert toutes les valeurs

réelles, et chacune d'elles une fois seulement.

Quand x prend les valeurs

l + fii ((J = 0-+oo) ; /3i (/î = +oo--.0) ; a + i\/«(1— a) (a = 0—1)

les valeurs de la fonction 6(x) = &t appartiennent respectivement aux intervalles

— oo..0 ; 0...1 ; 1... + oo.

A l'intérieur du champ T, la fonction 6(x) acquiert toutes les valeurs com

plexes à partie imaginaire positive, et chacune d'elles une fois seulement.

En représentant géométriquement la variable complexe 8(x) = k1, on obtient

donc une correspondance univoque entre les points de la surface , considérée comme

formée d'un seul feuillet , du triangle limité par des arcs de cercles T, et ceux de la

surface, considérée aussi comme formée d'un seul feuillet, du demi-plan supérieur.

La fonction 6(x) acquiert toutes les valeurs complexes à partie imaginaire

négative, et chacune d'elles une fois, quand x prend toutes les valeurs apparte

nant au champ

T = « + 0Ï (— 1<<*<0, (3> v/-o(i+a)).

A ces valeurs correspond dans le plan où l'on représente la variable x la surface

d'un second triangle limité par des arcs de cercles; nous l'appellerons Tl. A des

valeurs de la variable x figurées par des points des champs T et T, symétriques

par rapport à l'axe imaginaire, correspondent des valeurs imaginaires conjuguées

de la fonction 6(x) = k'.

Formules et propositions pour l'emploi des fonctions elliptiques. ] ]
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Par reproduction symétrique relativement à chacun de ses cotés*), on déduit

du triangle T, outre le triangle T0 deux autres triangles; si, à chacun de ces nou

veaux triangles, on applique le même procédé, et que l'on continue ainsi, on obtient

une infinité de triangles, limités par des arcs de cercles, qui recouvrent entièrement

le demi-plan supérieur 0 > 0, sans empiéter les uns sur les autres.

La représentation conforme obtenue au moyen de la fonction 8(t) = k* fait

correspondre à l'un quelconque de ces triangles déduits du triangle T au moyen d'un

nombre fini de reproductions symétriques, le demi-plan supérieur ou le demi -plan

inférieur suivant que ce nombre de reproductions symétriques est pair ou impair.

La fonction 8(x) = k* reste inaltérée quand on effectue sur x l'une ou l'autre

des transformations

ainsi que par toutes les transformations effectuées sur x qui s'obtiennent en compo

sant celles - ci.

Cette composition conduit à une transformation x || p*a2 dans laquelle p, q,

p\ q désignent quatre entiers assujettis aux seules conditions pq — qp = 1, p = 1,

q = 0, p'= 0, q = 1 (mod. 2).

Le demi -plan supérieur 0 > 0 est recouvert entièrement et une seule fois par

l'ensemble du triangle T et de tous les triangles qui s'en déduisent comme il a été

expliqué; d'autre part, la fonction 6(x) n'acquiert qu'une seule fois dans le triangle

T l'une quelconque des valeurs qu'elle y peut acquérir ; si donc k3 n'est pas égal à

l'un des nombres 0, 1, oo, et si l'on désigne par x0 une racine de l'équation 8(x) = k\

toutes les autres racines de cette équation seront données par la formule

x = JLtl^ oùp, q,p\ q' sont quatre entiers de la nature indiquée précédemment.

On a d'ailleurs ce théorème général: suivant que les quatre nombres p, q, p, q'

*) La reproduction symétrique d'une figure relativement à une circonférence est

la figure qu'on déduit de la proposée par une transformation par rayons vecteurs réciproques, quand la

circonférence est prise pour cercle d'inversion.
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satisfaisant à la condition pq — qp = 1, rentrent dans le cas

I, H, ni, IV, V, VI

du tableau (5.) de l'art. 33, la valeur de est égale à

Chacune de ces six quantités est égale à l'un des six rapports anhannoniques que

l'on peut obtenir au moyen des quatre quantités oo, el( <?,, e,, en les permutant de

toutes les manières possibles.

• > 55.

Par la transformation x||—^,le champ T devient le champ ï\, les sommets

+ oo», 0, l du champ T correspondant respectivement aux sommets 0, + ooî, — 1 du

champ Tt; le point x = i se correspond à lui-même.

Par les transformations x|t—7 et le champ T se change en lui-même,

les sommets +oot, o, l correspondant respectivement, dans le premier cas, aux

sommets' 0, 1, +oot, et dans le second cas, aux sommets l,+oo», o. Le point

x = £( 1 + reste inaltéré par l'une et l'autre des transformations.

La droite « — £ et les deux circonférences décrites des points x = 0 et x = l

comme centres avec l'unité pour rayon partagent le champ T en six triangles ayant

pour côtés des arcs de cercles et pour angles chacun 0, £tu, -J-tc. La fonction

6(x) = A;t fournit la représentation conforme de ce champ sur un demi -plan et, à la

division en triangles, correspond une division de ce demi-plan en six triangles, limi

tés par des arcs de cercles, ayant chacun pour angles £ir, -j-it, ^tc. Les lignes qui,

outre l'axe réel, limitent les triangles du demi-plan sont la perpendiculaire au point

k* = % à cet axe réel et les deux circonférences décrites des points k* = 0 et 1? = 1

comme centres, avec l'unité pour rayon.

Si l'on divise de la manière analogue le champ T et le demi -plan inférieur

1l *
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correspondant , le plan sur lequel on figure les valeurs de la quantité complexe k*

se trouve finalement divisé en douze triangles ayant des arcs de cercles pour côtés.

Les quantités gt et gt étant définies comme dans l'art. 5(3.), on a les égalités

4 (1_ &' + &4)» — g| [(1 + fct)(2-fc8)(1-2fct)]' 21g\

27[&'(i-fc')], — gl-27gl' 27[k'(i-k')Y g\-*7g\'

La quantité g»—^g* » 4™ est un invariant absolu correspondant au

couple primitif de périodes (2u>lt 2u>t), est une fonction analytique uniforme du rap

port x des périodes; nous la représenterons par^x).

La fonction 27 [A;* (1 k")Y —^x^ fournit une représentation conforme sur un

demi -plan de chacun des douze triangles dont il vient d'être question, telle qu'il y

a une correspondance univoque entre les points des deux surfaces.

On a d'ailleurs cette proposition générale: #

Le long du contour du champ

l'invariant absolu = , acquiert toutes les valeurs réelles, et chacune

g* ■ *g»

d'elles une fois seulement; pour les valeurs du rapport x des périodes

pi (p = +oo...1) ; a + i\Jl-u* (« = 0..*) ; f + /ïi (/» = | V» -+oo)

les valeurs dej'(x) appartiennent respectivement aux intervalles

+ oo...1 ; 1...O ; 0 oo.

Si l'on attribue au rapport x des périodes toutes les valeurs appartenant au champ

x = a + (ii, x = —a + (ii (0 < et < i, § > \/nr^) ,

l'invariant absolu prend toutes les valeurs complexes à partie imaginaire négative

et positive, et chacune d'elles une fois seulement.

Les racines de l'équationj (x) = j(xt) sont toutes données par la formule
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dans laquelle il faut attribuer aux quantités jo, q,p, q tous les systèmes de valeurs

entières qui satisfont à la condition pq — qp = l.

Nous indiquons ici quelques travaux se rapportant aux résultats des art.

54 et 55.

Dedekind, Ueber die Théorie der elliptischen Modulfunctionen , Journal de

Crelle, t. 83, p. 265 et suiv., 1877.

F. Klein, Ueber die Transformation der elliptischen Functionen, Mathematische

Annalen, 1 14, p. 111 et suiv., 1878.

Weierstrass, Zur Théorie der elliptischen Functionen, Comptes rendus de

l'Académie des Sciences de Berlin, année 1883, p. 1271 et suiv.

Formes normales des intégrales elliptiques

de première, de seconde et de troisième espèce.

56.

Comme le montre la formule donnée dans l'art. 17, l'intégrale j'y (u) du d'une

fonction elliptique cp(M) se compose, en général, de quatre parties différentes:

1° un terme de la forme C0.u;

2° un ensemble de termes de la forme —2MC£ #'(«— qui, d'après l'art 11(5.),

peut être remplacé par la somme d'un terme unique de la forme — (2^ ) . -||(M)

et d'une fonction elliptique de l'argument M;

3° un ensemble de termes de la forme 2MCMlogS(M— tjj, qui, en raison de l'éga

lité 2uCM= 0 (art. 16 (2.)), peut être remplacé par la somme d'une con

stante et d'un terme de la forme S*C,,log 5g^M) , le signe 2* indiquant que

la somme doit être étendue à toutes les valeurs de l'indice /t pour lesquelles

la quantité n'est pas congruente à zéro ;

4° une fonction elliptique de l'argument «, dont l'argument , comme celui de la

fonction <p(u), admet (2u>, 2u>') pour périodes.

La formule de l'art. 17 devient, par conséquent, en désignant par cp^u) une

fonction elliptique pour l'argument de laquelle (2u>, 2u>') est un couple de périodes:

(1.)
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Comme nous l'avons fait dans les art. 48— 50, désignons par s la valeur de

la fonction pu qui correspond à la fonction elliptique cp(u), et par \JS l'une des deux

valeurs de la racine carrée de S = is'—g^—g^

Regardons l'argument u comme une fonction de s ; soit s0 une valeur quelcon

que de * et \IS-0 l'une des deux valeurs de Ja racine carrée de la quantité

S0= 4s'B—gts0—g3. Considérons, d'une part, l'ensemble des valeurs de u pour les

quelles on a à la fois pu = s0, pu = —\JS0, et, d'autre part, l'ensemble des valeurs

qu'acquiert l'intégrale elliptique de première espèce f°° -^L, quand

l'intégration est effectuée le long de tous les chemins possibles qui vont de s0 , \fS0 au

point à l'infini ; ces deux ensembles de valeurs sont identiques.

Si w„ est l'une quelconque de ces valeurs de w, elles sont toutes données par

la formule u = «0+2{iu> + 2[i'u>', quand on attribue aux quantités ji, ji toutes les

valeurs entières positives et négatives, et la valeur zéro.

On dit alors que les périodes 2u>, 2u>' de l'argument de la fonction elliptique

cp (u) et de la fonction pu qui lui correspond sont aussi des périodes de l'inté

grale elliptique de première espèce u — f —L.

Si l'on désigne par J(sy \Js ) la valeur de cette intégrale elliptique de première

espèce, l'équation

 

 

est absolument équivalente au système d'équations simultanées

(3.) \JS = -p'u.

La quantité -|.'(«), si on la regarde aussi comme une fonction de l'argument s,

peut être prise pour forme normale de l'intégrale elliptique de seconde

espèce. Ona, en effet , l'égalité
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(*.) f(«)=/

C,^) sds

pourvu que la constante d'intégration , dans le second membre , soit déterminée de

telle sorte que le développement, valable pour les valeurs absolues suffisamment

grandes de s , de ce second membre ait la forme

«

10 J \/S — VS[ 24 st 40 V + J'

où il faut poser

vs = ^[s+.-f4-f4+-].

Désignons par J'(s,\0) ce second membre; si u est l'une quelconque des va

leurs qui satisfont aux équations (3.) précédentes, la valeur de la function .§-'(») est

une valeur de l'intégrale elliptique de seconde espèce

Si l'argument u croît de 2<u, la fonction -§-'(u) croît de 2yj; si l'argument u

croît de 2u>', la fonction croît de 2tj'. Ces changements simultanés de valeurs des

quantités u, &(u) peuvent être obtenus en modifiant simultanément, et de la même

manière, les chemins d'intégration relatifs aux intégrales

f°° flirta

i,m^' J

C'est pourquoi 2yj, 2tq' se nomment aussi les périodes de l'intégrale

elliptique de seconde espèce
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qui correspondent aux périodes 2u>, 2u>' de l'intégrale elliptique de première espèce

j(s,v!s) = r

On peut prendre pour forme normale de l'intégrale elliptiqme de

troisième espèce l'intégrale de la fonction i p»+P" u étant la variable d'inté-

gration:

(6.) f.tH+Ulfr = l0g^L^l+f{v).u + C. (Voir art. 11 (5.))

La quantité v, qui varie indépendamment de l'argument u, et que l'on peut

appeler le paramètre de l'intégrale elliptique de troisième espèce considérée, ne

doit pas devenir nulle , ni acquérir aucune valeur congruente à zéro.

Si l'on attribue à la constante C qui figure dans l'intégrale eUiptique de troi

sième espèce considérée la valeur zéro , le terme constant du développement procé

dant suivant les puissances de u avec — logu comme terme initial, valable dans le

voisinage de la valeur u = 0,

est aussi nul.

Dans ce cas, si s, \JS sont déterminées par les équations (3.) qui précèdent,

et s0, \JS~0 par les équations s0 = pv, \JS0 = —p'v, on obtient pour forme normale

de l'intégrale elliptique de troisième espèce l'expression

/□v , s(0-«) , s./ x /■(s>vS") , v's+vs; ds

10g-ï—r — + "§-(«). U = / | 5. — :° 6u6v S v ' J 1 S—S0 VÎS

nous en désignerons la valeur par J(s,\JS;st,\JS0).

En échangeant les deux quantités u, on a

log^ji + f(«).» = J(sa,\[S0;s,\JS);
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on a donc l'égalité

(9.) J(s,sfS;s0,fà)-J(st,\JS0;s,\fS) = u f (») -vf(«) + (2n0+ 1)™,

dans laquelle w0 représente un nombre entier.

A cette proposition correspond, dans la théorie des intégrales elliptiques telle

que l'ont donnée LegendreetJacobi, le théorème sur l'échange de l'argument

et du paramètre dans l'intégrale elliptique de troisième espèce.

Si l'on ajoute à l'argument u, soit 2u>, soit 2u>', la valeur de l'intégrale ellip

tique de troisième espèce considérée acquiert les accroissements respectifs

(10.) — 2riv + 2m$r(v) + 2Mci, - 2i{v + 2»' -| (») + 2n'iû ,

où n et ri représentent deux entiers dont la détermination exige une discussion spé

ciale. Ces quantités sont donc des périodes de l'intégrale elliptique de

troisième espèce

<».> /"vîn>-^:1+-f<<' =f*iWI

Il résulte de ce qui précède que l'intégrale fy(u)du peut être représentée par

une expression composée avec

1° une intégrale elliptique de première espèce;

2° une intégrale elliptique de seconde espèce;

3° un nombre limité d'intégrales elliptiques de troisième espèce;

4° une fonction rationnelle des quantités s = <pu et \JS = —pu.

Théorèmes d'addition des intégrales elliptiques.

57.

Si l'on pose

y0 = y\ = -p'«.> yt = -p\, y* =

et les intégrales J(x,y), J'(x,y), /(#,#;#„,#,) étant définies comme dans l'article

précédent , on a les égalités :

Formules et propositions pour l'emploi de» fonctions elliptiqnes. J 2
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J(x,,y,) + J(xt,y*) = J(xt,yt).

(2.) J'(*.,*)+>r(*„v.) = «n*..y.)+i-£E^.

(3.) J(xlly,;x0,%) + J(xt,yt;x0,y0) = J(xt,yt; *„y.)-log [| . _5=§). "

Chacune d'elles exprime que, si l'on attribue à chacune des intégrales qui figu

rent dans son premier membre l'une quelconque des valeurs en nombre illimité qu'elle

est susceptible d'avoir, la somme obtenue est égale à l'une des valeurs en nombre

illimité que peut avoir le second membre.

Détermination des périodes de l'intégrale d'une fonction elliptique.

58.

Soit 2<î> l'une quelconque des périodes, y compris zéro, de l'argument d'une

fonction elliptique quelconque <f(u). Par période de l'intégrale J\(u)du de cette

fonction elliptique, il faut entendre chacune des valeurs de l'intégrale définie

 

f(u)du,

le chemin de l'intégration devant seulement avoir une longueur finie et ne passer par

aucun point où la fonction <p (u) devienne infiniment grande.

Si 2<5 a la valeur zéro, le chemin d'intégration est fermé. Soit kfl la diffé

rence entre le nombre de fois, nécessairement fini, où ce chemin tourne positivement

autour de chacun des points

v + 2mu> + 2m'<u' (m, m' = 0,±1,±2, ... ±oo)

et le nombre de fois, également fini, où il tourne négativement autour de ces mêmes

points. On a alors , l'intégration étant effectuée le long de ce chemin ,

/•«.„,

/ f(u-v^du = 21.^1 ;
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si donc on met la fonction <p(«) sous la forme donnée dans l'art. 16 (3.), la valeur de

l'intégrale / °<t(u)du prise suivant le même chemin est

2^2^q4itt! (f* = 1,2,8, .-«).

y(u)du dès que

"0

l'on sait obtenir les entiers fcu relatifs aux valeurs qu'il y a lieu de considérer pour

le chemin d'intégration donné.

Supposons que 2ù> soit différent de zéro; prenons dans le voisinage de u0 un

point m, tel que aucun des segments qui le joignent aux points «l + 2u>, u,+ 2u>' ne

passe par un point où la fonction <p(u) devienne infinie. Soient L le chemin d'inté

gration donné qui va du point u0 au point u0 + 2ù> = m0 + 2mu> + 2mV; L' un chemin

choisi arbitrairement allant du point u0 au point et ne contenant aucun point où

la fonction <p(u) devienne infinie; L" le chemin décrit par le point u + 2û> quand le

point u décrit le chemin L'.

Faisons décrire à la variable u, successivement, les chemins d'intégration

suivants :

1° Le chemin donné L allant du point u0 au point «0 + 2ù>;

2° Le chemin L" qui va du point u0 + 2 <5 au point nl + 2<5;

3° Le chemin rectiligne*) allant du point 1^+2<5 = ul + 2mu>+ 2m'u>' au point

ul+ 2mu>;

4° Le chemin rectiligne allant du point M, + 2mu> au point ut]

5° Le chemin L' qui va du point ul au point ut ;

ces cinq chemins parcourus successivement dans le sens indiqué composent un chemin

d'intégration unique, fermé, que nous représenterons par L. Si donc nous suppo-

*) Voir la note de la page 31.

12*
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sons que les entiers désignés précédemment par &u se rapportent au chemin I, on a

l'égalité:

I y(u)du = / <s(n)du+ ! y(u)du — I <f(u)du — I <f(u)du— I y(u)du —

(£) (i) (£") (£')

= ^2^q,it», (f* = 1,2, -m).

On a ainsi l'équation

XU0+ 2û> //.U, + 2u> //>M, + 2u>'

y(u)du = ml <?(u)du + m I <?(u)du + .

(i)

Les quantités sont liées par la relation = 0; il peut, en outre, y

avoir encore entre ces quantités d'autres relations de la forme S^C,, = 0, où les

coefficients y,, soient des entiers. Il est toujours possible de former des combinaisons

linéaires 6l, <£,,...<£ , à coefficients entiers, des quantités C^, C3, ". C,„ telles que

réciproquement C,, C,, ... C,„ soient des combinaisons linéaires, à coefficients entiers,

de (£,,...(£, et qu'entre ces dernières quantités il n*existe aucune relation linéaire

homogène à coefficients entiers.

L'expression

^2^quiti (|* = 1,2,...m)

devient alors une expression de la forme

2,2m,©,îti (r = 1,2,-e),

les coefficients m, étant des entiers.

Si l'on pose maintenant:

XM, + 2« ,/.M, + 2u>'

cp(«)dM = a, / ?(«) du — &, 2e,itï.= &,, (* = i,2,..ç)

on obtient:

/•M0+2<û

(3.) / <f(u)du = mSl + m'Sl' + Ï^Sl,, (v = 1,2, . -$).

(£)
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Mais il est toujours possible, quand le choix de la quantité 2û> — 2mu>+ 2m'u>'

reste arbitraire, de choisir des chemins d'intégration tels que l'un quelconque des

nombres m, m', m., mt, . . . m? soit égal à 1, tous les autres étant égaux à zéro. Les

quantités Si, Si', Sil, Sit, . . i2 constituent donc un système primitif de périodes de

la fonction fy(u)du, dont on peut déduire, par addition et soustraction, toutes les

autres périodes de la fonction.

Pour mettre la fonction <p(«) sous la forme donnée dans l'art. 16 (3.), on peut

choisir les quantités vM de telle sorte qu'elles appartiennent toutes à l'ensemble

de valeurs

M — M1+ 2<iu + 2£V, (0<t<1, 0<t'<1)

qui constituent l'intérieur du parallélogramme des périodes défini par les valeurs

u,, ul + 2<o, ul+2iO + 2u/, ul + 2<d'.

Assujettissons la variable v à rester aussi dans ce parallélogramme des pério

des ; on a alors les égalités

et si, enfin, v et v" appartiennent également au même parallélogramme des périodes,

on a

(4.)

/ ,pu +1m ,

| j [|(M_t/')—J(„_t>')]du = -2^-v'),

XM. + 2<o'r , ,

f («-*")—|- («-»')] d» = -2t{(v"-v').

Par suite de la relation 2^,(7^ = 0, l'égalité (1.) de l'art. 56 peut être mise sous

la forme

(5.) <p(«) c0+^q,[f (t0+-^;

on en déduit, d'après les égalités (4.), ces expressions des périodes Si, Si':

(6.) £1 = 20^-2(2^+ ^0;)^, «'= 2C0«'-2(2^+ 2^;)V.
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Par les égalités (1 — 6.), le problème de la détermination des périodes de l'in

tégrale f<?(u)du d'une fonction elliptique ©(u) est résolu de la manière la plus

générale.

59.

Nous allons maintenant appliquer cette détermination générale des périodes

au cas particulier de l'intégrale elliptique de troisième espèce.

Imaginons la quantité v mise sous la forme 2au> + 2/W, a et /3 désignant deux

quantités réelles ; soient a0 et /?0 les deux nombres entiers qui satisfont à ces con

ditions que les différences «— a0, /3 — /30 soient nulles ou bien positives et inférieures

à un.

Supposons d'abord qu'aucune des deux différences a — a0, 0— /30 ne soit nulle;

les formules générales données dans l'art, précédent, appliquées au cas spécial de

l'intégrale elliptique de troisième espèce, donnent celles-ci, où s, e' désignent des

quantités positives suffisamment petites:

!/>e'u>'+2u> , ,

(1.) / Ll^±l^du = -2rtv +2«|(») + 2(/J0 + 1) r.i, si l'on a 0 < •' < 2

(2.) jf Ia>+*U -; ggg <fa = -2Y» + 2«/f (•)- 2 K+1)*», sil'ona 0<£<2(«-a0),

X—e'u>'+2<o , , ,
A£«+pe.du — — +2<nf (v) + 2/30T:i, sil'ona 0 <e' < 2-2 (/3-/3J ,

J — eu>+2w' , i '
jL-P-M±£^-dM = _2r/»+2u>'.?(v)-2a<,T:i, sil'ona 0 < s < 2-2(a-a0).

* pu — pv , S x ' 0 ' vu/

Eu>

Suivant , au contraire , que l'une ou l'autre des deux différences 0 — /30 , a — k0

est nulle , on a les égalités :

X + e'u>'+2u> , , , '

ï = - 2r(» + 2u> | („) + 2/J,,cif si l'on a /S = , 0 < e' < 2 ,

X + e<jo + 2u/ , , ,
±pu+p± du — _ 2 >v + 2m.£ _ 2 j si ^ aa= 0 <: s < 2 .
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60.

Pour obtenir les valeurs des deux intégrales

les intégrations étant, selon nos conventions, effectuées suivant des droites, on peut

employer la méthode suivante qui est indépendante de ce que nous venons d'étudier

dans les articles précédents.

De l'art. 11 (3.), on déduit la formule

(1.) f -^-du = log^±4-2u|.'(t0.

Imaginons la quantité v mise sous la forme 2a<u + 2/W, « et /3 désignant deux

quantités réelles; soient a0 et /30 les deux entiers pour lesquels les différences a— a0,

/3— /30 sont nulles ou bien positives et inférieures à un.

La première des deux intégrales que nous voulons obtenir n'a une signification

que si 0 — /30 n'est pas nulle, la seconde que si «— a0 n'est pas nulle.

De l'équation (1.) se déduisent les expressions

(2.) '/"U>—^- du = 2r,v-2<o !->) + Dît t. f ^z^—du = 2^'v-2m'^(v) + n'm,

où n et n' désignent des entiers impairs.

Si la quantité v décrit le segment qui va du point 2au> + 2/W au point

(2a0+ i)u>+ (2/30+ i)u>', les valeurs des deux intégrales définies et celles des ex

pressions

2T)t>-2«.f(v), 2i,'»-2«'f (v)

ne peuvent que varier d'une façon continue; il s'ensuit que, pour ce déplacement,

les deux entiers n, n' conservent leurs valeurs. Mais si l'on attribue à la quantité v
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la valeur (2a0 + l)u> + (2/J0+ l)u>', les deux intégrales définies s'annulent, et les ex

pressions

2r,»-2-f(v), 2t{v- 2<o'f (v)

prennent respectivement les valeurs (200+ l)ic», —(2«4+ 1)tc»; on en conclut ces va

leurs de n et n'

(3.) n = -(2fl, + 1), n'=2«,+ 1.

Aux hypothèses spéciales /30 = 0, a0 = 0 correspondent respectivement les

formules

(4.) / _° du = 2r(r; — 2u> | (f ) — itt, v = 2au> + 2/3u>', (a quelconque, 0</?<1),^-dît = 2rl'v-2m'¥(v) + TJ, v = 2aw + 2âu>', (0<a<1, p quelconque ).

61.

D arrive quelquefois qu'une fonction elliptique à intégrer tp(u) est donnée

comme quotient de deux fonctions entières homogènes des quatre fonctions Su, S u,

S,», G,u:

— g,(gM,S,«,g,»,S,»)

' (?, ( S M, 0,1», S3M, S,M )

Parmi les cinq couples de périodes

(2<o,2ou'), (4u>,2<u'), (2u>,4<o'), (4u>, 2<o + 2<o') , (4u>, 4<o')

se trouve au moins un couple de périodes de l'argument d'une telle fonction.

Désignons par (2 fi, 2 fi') un tel couple de périodes.

Si l'on remplace la fonction 5(u|u>, u>'), prise pour base des considérations des

art. 56 et 58, par la fonction S («| fi, fi'), on peut mettre la fonction <p(M) sous la

forme donnée dans l'art. 58 (5.), et, dès lors, les formules données dans cet art. font

connaître les périodes de l'intégrale fy(u)du de la fonction cp(«).





 

01 044566592



 



 


