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C p e n ~  O ~ I I I H P H O ~ O  TBopsecKoro Hacnems a K a n e M H K a  

B. m. CMHPHOB~ (1887-1974) CylUeCTBeHHO e MeCTO 3aHMMaeT er0 M a -  

rHcTepcKaR mccepTamR <<3anasa 0 6 p a u e ~ a ~  nasefisoro n ~ 4 4 e -  
PeHIlUanbHOI'O ypaJ3HeHHR B T O p O r O  HOpJXAKa C YeTbIPbMR O C O ~ M M M  

T o m a M H > > .   OH^ 6b1na ~ 3 n a ~ a  B He~porpane B 1918 r. B Kona- 
secTse, BeposTwo, 100 - 200 a ~ 3 e ~ n n ~ p o ~  B sMne c ~ e ~ n o r p a 4 a p o -  
BaHHOrO H3AaHUR C PYKOIIHCH H B HaCTORlUee BpeMR RBnReTCR 6 ~ -  
6 n a o r p a # ~ ~ s e c ~ o i t  pe,lWOCTblO (B ~ e f i  307 CTpaHHu TeKCTa H 20 pa- 
CYHKOB). Ee OCHOBHOe ConepXCaHHe K p a T K O  OTpaXCeHO B CTaTbRX 

B. m. CMHPHOB~, O ~ Y ~ J I M K O B ~ H H ~ I X  B C. R. Acad. Sci., Paris, 1920, 
t. 171, p.510-512; Bull. Sci. Math., 1921, t.45, p.93-120, 126-135; 
M ~ T .  c6. 1927. T. 34, shin. 2. C .  101-106. (T~KCT aTMx c ~ a ~ e #  
Tame ~ o c n p o ~ s s e n e ~  B HacTomeM C ~ O P H H K ~ . )  a 

JIHHe#HbIe lIU44epeHmaJIb~bIe YPaBHeHHR B T O p O r O  IIOpRAKa C 

aHanHTHZIeCKHMH K O ~ ~ ~ H ~ U ~ H T ~ M H  6h1n~  OnHMM If3 UeHTpaJIbHbIX 

0 6 ' b e ~ ~ o ~  H C C ~ ~ ~ O B ~ H A  XIX B. OHH ~ H ~ H C J ,  H C T O Z I H ~ O M  nony- 
sesas  Bcex s = ~ e # m ~ x  cneuHanbHbrx (PYHKL&~, H M H o r H e  3 a ~ e -  

ZIaTeJIbHbIe C B O ~ ~ C T B ~  aTMX (PyHKUHfi 06ycnosne~b1 TeM, ZIT0 OHM 

RBJIRMTCR PeIIIeHHRMW TaKMX y p a B ~ e H H f i .  CEO e MeCTO Cp elIU Ta- 

KHX y p a B ~ e H H f i  3aHWMaMT YpaBHeHHR, BCe oco6h1e TOZIKH KOTOPhIX 

perynRpHm. B cnyqae, Korna xapawl epHcTHsecKwn SOPHH B OCO- 

6 h 1 ~  TOZIKaX COBnaAaMT, YpaBHeHHe MOXCeT 6h1~k. npenCTaBneH0 B 

M m n y  Ck HMeeTCR ABa COOTHOLUeHUR: c;:: Ck = 0 H 2 c;:; WkCk = 
-n + 2, B OCTanbHOM OHM C B O ~ O A H ~ I  (T. e. CTeneHb C B O ~ O ~  paBHa 
n - 3). 

E c n ~  B3RTb ma J I M ~ ~ I X  J IHH~#HO He3aBHCHMhIX peIIIeHHR M(W)  
(k  = 1,2)  YpaBHeHUR (I), TO HX OTHOLUeHHe y1(w)/y2(w) = Z(W) 

npH o6xone oco6o# TOZIKH wk n p e ~ e p n e ~ a e ~  ~ ~ O ~ H O - J I U H ~ # H O ~  npe- 
06pa30sa~ne  yk n a p a 6 o n ~ ~ 1 e c ~ o r o  THna. Mewny yk ( k  = 1 , 2 , .  . . , n) 
3aBelIOMO MMeeTCR COOTHOLUeHHe: ')'I . . .Yn = I .  0 6 p a 3 y e ~ y m  HMH 

rpyvlly r Ha3bIBalOT rpynn0# MOHOnpOMHH YpaBHeHUR (1). Ecna 



(PYHKuHJI Z = %(w) O ~ P & T H M ~ ,  T. e. o 6 p a ~ ~ a ~ 1  eeii (PYHKUHII W = J(z)  
OAHO3HaVHa, TO J(z) eCTb ~ - ~ B T o M o P ( P H ~ J I  (PYHKUCIII. B BTOM CMbI- 

C n e  YpaBHeHHe (I), p a B H 0  KaK H 6onee o6qwe YpaBHeHHJI C pery- 
JIJIpHbIMH OCO6b1MH TOVKaMH, JIBIIReTCR HCTOZlHHKOM IIOJIYZleHHR aB- 

TOMOPI#IHMX (PYHKUH#. 
BbIRcHeHHe TOTO, KOTAa (PYHKIZMJ~ Z = Z(W) 0 6 p a ~ ~ ~ a  H KaKOBa 

rpynna r, w e c T b  aanaqa 0 6 p a m e ~ ~ f i  m ( P ( P e p e m u a n b ~ o r o  y p a B -  

HeHHJI. 3 ~ a  sanazra 6b1na B c e c T o p o H H e  H c c n e A o B a H a  I I I sapue~  
AnJI CJIyZlaR T p e X  oco6b1x TOZleK. kI3 MHOrHX ~ ~ K O H O M ~ P H O C T ~ ~ ,  

0 6 H a p y X e ~ H b I x  n p H  aTOM ~ B ~ P U ~ M ,  OTMeTHM TaKYIO: (PYHKUUJ~ 

%(w) = yl(w)/y2(w) YAOBJIeTBOpJIeT YpaBHeHHIO 

rne {z, w)  e c T b  TaK ~ a 3 b 1 s a e ~ u  n p o ~ 3 ~ o m a r r  IIIsapua, a m e m o :  

 TO 0 6 y c n o ~ n e ~ o  TeM, UTO I I p O H 3 B O A H u  m ~ a p u a  OT n1060ti npo6- 
H O - ~ H H ~ # H O ~ ~  (P YHKUHH p a m a  H y n m ,  a r(w) n p e T e p n e s a e T  npo6ao- 
n ~ ~ e k o e  n p e o 6 p a 3 0 s a ~ ~ e  n p H  o6xone oco6oeii T O ~ K H .  E c n ~  r(w) 

a. E n e f i ~  H A. n y a ~ ~ a p e  c s ~ 3 a n ~  n p o 6 n e ~ y  0 6 p a q e ~ ~ n  y p a B -  

H ~ H H #  BHAa (1) C npo6ne~of i  Y H H + O P M H ~ ~ U I W  P K ~ ~ ~ H o B o ~ ~  ~ + e -  

P b I  C HCKJIIOVeHHbIMH H3 H e e  TO'fKaMH Wk (k = l , .  . . , n - l) 
H Wn = 00. Ee3 OI'paHHZleHHR O ~ I U H O C T H  6 y n e ~  CZlHTaTb, VTO 

Wn-2 = 0, Wn-1 = 1, Wn = 00. Y H H ( P O P M H ~ ~ U H H  TeM CaMbIM IIOAJIe- 

X H T  X = c \  { w ~ , .  . . , Wn-3, 0, 1 , ~ )  - pHMaHOBaII0BepXHOCTb p O A a  

0 c n n p o K o n a M u .  

~ O R C H H M  CBR3b 3 ~ 0 %  npo6ne~b1 C npo6ne~of i  0 6 p a q e ~ u n  ypaa- 
HeHHR (1). ~ Y C T ~  I IpH KaKHX-TO 3HaZleHHRX I IapaMeTpOB Ck rpynna 



M O H O A P O M H H  I? Y p a B H e H H R  ( 1 )  R B J I R e T C R  @ ~ K C O B O #  r p y I I n o #  I I e p B O -  

ro pona, T .  e. I? e c T b  n n c K p e T H a r r  rpynna, npeo6pa3ymruas sepx- 
H m K )  I I O J I Y I I J I O C K O C T b  D B  D H  O C T a B J I R m L U a R  H H B & P W ~ H T H O #  aD ,  
a ee + ~ H , U ~ M ~ ? H T ~ J I ~ H ~ R  o 6 n a c ~ b  F = D/I' e C T b  M H O r O Y I ' O J I h H H K ,  

O I ' P ~ H H U ~ H H ~ I #  A y r a M H  O K ~ ~ X H O C T ~ # ,  K O T O P b I e ,  3a H C K J I I O n e H H e M ,  

M O X e T  6 b I ~ b ,  B e P L I I H H ,  H e  J I e X a T  H a  dD.  B B H A ~  T O r O ,  n T 0  p a 3 H O C T H  

X a p a K T e p H C T H Y e C K H X  K o p ~ e f i  Y P a B H e H H R  ( 1 )  B O  B C e X  T O n K a X  P a B H b l  

H y J I l o ,  B C e  B e P r U H H b I  F J I e X a T  H a  dD.  
~ ~ ~ ~ U I O J I O X H M  erne, n T 0  M e X A y  7 k  H e T  H e T p H B H a J I b H b l X  C O O T H O -  

l U e H U #  ( T .  e. C O O T H O U I ~ H H # ,  OTJIHrIHbIX O T  7 1  . . .7, = I H T 7 - l  = I ) ,  
T a K  Z I T 0  I? " c K J I ~ H B ~ ~ T "  M e X A y  co60m T O J I b K O  C O C e A H H e  C T O P O H b l  

F.  ~ Y C T ~ ,  H a K O H e 4 ,  @YHKUHR Z ( W )  = Y ~ ( w ) / Y ~ ( w )  O ~ P L T H M ~ .  TO- 
m a  H 3  C K a 3 a H H O r O  p a H e e  R C H O ,  Y T O  o 6 p a ~ ~ a s r  (PYHKWR W  = J ( z )  
R B J I R e T C R  I ? - ~ B T O M O P + H O ~ ~  ( H ,  6onee T O r O ,  C # ~ K C O B O # )  + y H K I I U e f i ,  H  

O H a  O C y I u e C T B J I R e T  6 ~ r o n o ~ o p + ~ o e  o ~ o 6 p r u r c e ~ ~ e  o 6 n a c ~ ~  F H a  X, 
a B C e r O  D - H a  Y H H B e p C a J I b H y I O  H a K p b l B a I o U j ' I O  X, T .  e. A a e T  Y H H -  

( P O P M H ~ U H K )  X. 
T ~ M  C a M b I M  n p o 6 n e ~ a  Y H H ~ O P M H ~ ~ ~ I H  X 6b1na C B e A e H a  K  n p 0 -  

6 n e ~ e  H a X O X A e H H R  I I O C T O R H H h I X  C k ,  n p H  K O T O P b I X  I? 0 6 n a n a e ~  ne- 
P e Y A C J I e H H b l M H  p a H e e  C B O # C T B ~ M H  H  t = t ( ~ )  0 6 p a ~ u ~ a .  T a m e  Ck 

H a 3 b l B a l O T C R  a K U e C C O P H b I M H  I I a p a M e T p a M H .  ~ ~ M ~ H H O  H X  C Y a e C T B O -  

B a H U e  H  e A H H C T B e H H O C T b  X O T e n  A O K a 3 a T b  A. n y a ~ ~ a p e ,  H C C J I e A y R  

n p o 6 n e ~ y  Y H H ~ O P M H ~ ~ ~ H  X. ( T p e 6 o s a ~ ~ e  B A U H C T B e H H O C T H  CO- 

O T H O l I l e H H R  7 1  . . .7, = I H M  H e  6mn0 C + O ~ M Y ~ H ~ O B ~ H O  I I B H O .  kfc- 
cnenosame, n p o s e n e H H o e  B. k f .  CMHPHOBMM AnR cnynarr n = 4,  no- 
~ a s a n o ,  n T o  6e3 e T o r o  T ~ ~ ~ O B ~ H H R  n a p a M e T p  cl o n p e n e n R e T c 8  no 
W l  H ~ o A H o ~ H ~ ~ H o . )  O A H ~ K O  H a  B T O M  n y T H  B C T p e T H J I H C b  6 0 n b u ~ e  
I I p e m T C T B H R ,  K O T O p b l e  H e  6 b 1 n ~  I I O J I H O C T b l O  I I p e O A O J I e H b l  B  pa6o- 
T a x  n y a H K a p e .  n o  H C T e Y e H H H  H e K O T O P O r O  B p e M e H H  O H  I I p e A J I O X H J I  

HHO# n y n ,  n p s ~ e n r U a #  ero B K O H ~ ~  KOHUOB K p e m e H H m  06cymna- 
e ~ o #  n p o 6 n e ~ b . 1  Y H H + O P M H ~ ~ L ~ ~ H ,  a T a m e  K pememm n p o 6 n e ~  
Y H H ~ O P M H ~ & W H  H  A J I R  6onee C J I O X H b I X  P H M a H O B b l X  ~ O B ~ ~ X H O C T ~ # .  

B. H .  CMHPHOB nomen no n e p B 0 M y  I I ~ T & I  &I B C ~ C T O ~ O H H ~  U C C J I ~ A O -  

B a n  myna# n e T b I p e x  o c o 6 ~ x  T o n e x .  B BTOM cnynae npn +mcnpo- 
B ~ H H M X  w k  m e e T c R  T O J I ~ K O  OAHH C B O ~ O ~ ~ I #  n a p a M e T p  c l .  I I y c ~ b  
W l  = B e I U e C T B e H H O  H  J I e X U T  M e X A y  T O m a M H  W 2  = 0 &I W s  = 1. 
H c c J I ~ A ~ ~ M o ~  Y p a B H e H H e  ~ ~ 0 6 ~ 0  3 a n H C a T b  B  B H A e  



r H n b 6 e p ~  no~asan, s ~ o  l? HsnseTcfi + y ~ c o ~ o k  TonbKo B Tex cnysa- 
fix, K O r A a :  

a) pememe, perynfipsoe B OAHOZ~ n3 O C O ~ M X  ToseK, perynRpHo 
H B C O C ~ A H ~ ~ ~  O C O ~ O ~ ~  TOrIKe; 

6) pemeHHe, perynHpsoe B TosKe w2 = O , 6 y n y s ~  npononmeHHhIM 

BeluecrseHmM 0 6 p a 3 0 ~  sepes T O ~ K Y  w1 = a, OKaxeTcH perynlip- 

HhIM H B TOrIKe Wg = 1. 

B CBR3H C 3THM B03HHKJIH CJIeAyMlrrHe TpH CneKTpaJIbHhIe 3aAasH 

(3aAasH 1-3). HM~HHO, ~ p e 6 y e ~ c f i  OTbICKaTb Te 3HaqeHHR A ,  IIpH 

KOTOPhIX 

1) H a  o ~ p e 3 ~ e  [0, a] cyrrrecTByeT perueme, perynRpHoe B Towax 
0 H a; 

2) H a  o ~ p e 3 ~ e  [a, 11 cyuecTByeT pemesae, perynRpHoe B Towax 
a H 1; 

3) cyrrrecTeyeT perueme, perynRpHoe B TosKe O H TaKoe, s ~ o  
npa BezIlecTseHHoM npoAonmeHHH sepes ~ o w y  a OHO perynfipHo H 

B TOrIKe 1. 
B n a m u p  H s a ~ o s u s  no~asan, s ~ o  KMAU ~3 aTHx s a ~ a s  H M ~ -  

eT ~ T ~ O C T O #  AEICKP~THM# H ~ O ~ P ~ H H ~ I ~ H H ~ T #  CneKTp. C O ~ C T B ~ H H ~ I ~  

s ~ a s e ~ ~ f i  {/.~k)p'?~ n e p ~ o f i  sanasu pacnonaraxmcfi TaK: -a < p 1 <  

p2 < . . . . C O ~ C T B ~ H H M ~  3HarleHHfi {pk),zl BTOPO# HAyT B CTO- 

POHy -00: -a > p-1 > p-2.. . , a C O ~ C T B ~ H H ~ I ~  3HarIeHHR ~ p e ~ b e #  
m { X L ) ~ = - ~  HaXOARTCR MeZAY pf k ,  a HMeHHO: . . . p-2 < X-i < p-1 < 

Xo < p1 < < pz .. . . TonbKo npH 3THX 3HarIeHHRX rpynna l? 
RsnfieTcfi +yeco~oii .  LIanee, Hccnenyfi w c n o  Kone6aHu# H ~ y n e f i  
COOTBeTCTByMIUHX C O ~ C T B ~ H H ~ I X  + Y H K U ~ ,  B. H. CMHPHOB AOKit3aJI, 

rITO O ~ P ~ T H M O C T ~  % = J(W) HMeeT MeCTO TOnbKO AJIR A ,  3anOJIHRM- 

U H X  OTpe30K b-1, pi]. T ~ K H M  o 6 p a s o ~ ,  JIHIUb npa = X o  H = p*l 

rpynna r +ywcosa H z = z(w) o 6 p a ~ ~ ~ a .  Ho npa X = p*1 B r H M ~ -  

MTCfi HeTpHBHaJIbHbIe COOTHOUIeHHfi (T. e. OTnHsHbIe O T  71 . . .7, = I 
H 77-I = I), H TOnbKO IIpH = X o  BbInOJIHRMTCfi BCe  T P ~ ~ O B ~ H H R ,  

HymHhIe Anfi YHH+OPMH~~UHH X .   TO 3HaqeHHe = X o  H eCTb aK- 

U ~ C C O ~ H E &  IIapaMeTp YPaBHeHHR (4). OH eCTb OAHOJHasHU +YHK- 

UElR a. 
B. H. CMHPHOB, K p O M e  TOrO, HCCJIeAOBaJI BeCb OTpe30K E 

b - i ,  pi], r A e  eCTb O ~ P ~ T H M O C T ~  (PYHKUMH Z. = z(w). OH BbIfiBHn 

BCe A ,  npH KOTOPhIX W = J (z )  RBnReTCII ( P ~ H K z I E ~ ~ #  K n e k ~ a .  HX 
MHOHteCTBO eCTb H ~ K O T O P M #  HHTepBaJI [A;, A:] H me AHCKpeTHbIe 

IIOCneAOBaTeJIbHOCTH {xi)r=l, {Xi)p=, , CTpeMRuHeCR K X 6  H CO- 

OTBeTCTBeHHO, npHseM X: = P-1, X: = p i .  H H T ~ ~ B ~ J I  [A;, X:] CO- 

AepmHT Xo;  npH X E [Ah,  X:] HeT EfeTPHBHa~bHhIX COOTHO~II~HH# B r, 



H TOnbKO n p H  A = A. W = J ( Z )  RBnReTCR + ~ K C O B O # .  I I p H  A ,  PaBHOM 

A; HJIH A:, HMeeTCR O m 0  HeTpHBHaJIbHOe COOTHOIlIeme: 7k+1 = I .  
n p H  A = p*l (PyHKUHJI J(z) RBJIReTCR +YKCOBO#, a I IpH BCeX OCTaJIb- 

HMX A; H A: 6onee cnomao#- + y ~ ~ m e i %  Knef i~a .  
B ue reep~o#  vacm mccepraum n c c n e n y e T c R  rpynna I' npa 

Pa3JIH'IHMX BeIUeCTBeHHblX 3HaYeHHRX A. B YaCTHOCTH, H ~ # A ~ H M  

~ e o 6 x o ~ n ~ b l e  ycnosm, npu B H n o n H e H m  K O T O ~ M X  TPH 3a~amb1e 
napa60nw~ec~we nOACTaHOBKH 71, 7 2 ,  7 3  RsnRloTCR nPOH3BOLUfi4H- 

MU IIOACTaHOBKaMH I'PYIInhI MOHOAPOMbiM r A n R  HeKOTOPOrO YPaB-  

H e H m  BHAa (4). Bccnenosa~ T a m e  BOnpOC 06 YpaBHeHWXX (4), 
wMemu.wix o m a K o B y I o  rpynny I?. l I o ~ a s a ~ o ,  YTO y p a B H e H H I o  (4) 
C n 1 o 6 ~ ~  A E R COOTBeTCTByeT no Kpa#He# M e p e  OAHO Y p a B H e H H e  

T o r 0  Xe BHAa C HeKOTOpbIM A E LC(- 1, pi], HMeH3IUUM TY Xe rpynny r. 
H a ~ o ~ e u ,  B ~ R T o #  YaCTH DiCCepTaUHH PaCCMOTpeH 6onee 06mw# 

C.nyYa# ypaBHeHH# C YeTbIPbMR peI'YJIRPHbIMH O C O ~ W H  TOYKaMH 

6e3 n p e A n o n o m e H m  o p a s e H c T s e  x a p a K T e p H c T m e c x n x  ~ o p ~ e #  B 

o c o 6 ~ x  T o m a x .  

Y H T ~ T ~ J I ~  O ~ ~ ~ T H T  B H H M ~ H W ~  H a  H ~ O ~ M Y H M #  ~ O P J I A O K  PaCIIOJIO- 

m e H m  M a T e p H a n a :  o r n a e n e H H e  n p e n r u e c r B y e T  ~ 3 n o x e m ,  cnu- 
COK JIHTePaTYPbI IlPeAIIIeCTByeT npeAHCJIOBHI0 H T. n.  TO CBR3aHO 

C TeM, YTO n y 6 n m y e ~ ~ #  TeKCT T O W 0  COOTBeTCTBYeT OpHrUHaJIY. 

n 0 n p a B J I e H b l  TOnbKO OneYaTKH, C T a P a R  O P + O ~ P ~ C ) H J ~  3 a M e H e H a  HO- 

BO#, H o M e p a  + o p ~ y n  nohieweam cnpasa OT HUX. K p ~ ~ y  M e c T  AHC- 

C e P T a W H  ( o T M ~ Y ~ H M  UH$JPOBMM UHA~KCOM) ~ O T ~ ~ ~ O B ~ J I H C ~  IIORC- 

H e H m ,  o m  H a n H c a H M  JI. A. T a x ~ a ~ m H o M  H B. M. Ba6wr1e~ H no- 
MeIUeHbI B KOHUe TOMB. 

B H~CTOHIUH# TOM BKJIMYeHbI e IUe Y e T M p e  pa60~61, HenOCpeA- 

CTBeHHO nPUMblKaIoIUHe K LII.ICCePTaWH TeMaTWIeCKH: 3 a M e T K a  (B 

eComptes Renduss) < < M ~ T ~ M ~ T H Y ~ c &  a ~ a n ~ 3 .  0 H e K o T o p M x  BO- 

npocax T e o p m  n u ~ e # ~ ~ x  m++ep  e ~ m a n b ~ ~ x  y p a ~ ~ e m #  e ~ o p o -  
ro  n o p H m a  H ~BTOMOP+HMX + y ~ ~ m # s ,  donee n o n p o 6 ~ a a  c T a -  

T ~ R  H a  TY x e  T e M y  a 0  n m e i t a ~ x  m + + e p e ~ m a n b ~ b ~ x  ypBHeHH- 

RX BTOPOrO lTOpRAKa H TeOpHH ~ B T O M O ~ ~ H M X  (PYHKUU#> ( n e p e B O ~  

M. A. C ~ ~ p H o s a - T m r u a ~ c ~ o r o ) ,  p a 6 o ~ a  eO p a u H o H a J m H M x  npe- 
O ~ P ~ ~ O B ~ H H R X  ~ H H ~ # H ~ I X  A H ~ ~ ~ ~ ~ H U U & J I ~ H ~ I X  y p a ~ H e H H #  BTOpOI'O 

lTOpRAKa>> H CTaTbR, IIOCBJTWeHHitR HeKOTOPbIM BOnPOCaM *XIJIaHHMe- 

TpHH ~ O ~ ~ Y ~ B C K O ~ O  (<<O ( P Y H A ~ M ~ H T ~ J I ~ H o #  0 6 n a c ~ ~  rpym m H -  

XeHHR H a  IIJIOCKOCTH J I o 6 a ~ e e c ~ o r o  - Bonua~>>). ~ T U  CTaTbH 6 ~ n u  
o n y 6 n ~ ~ o s a ~ b r  B 20-e r o m ,  B c K o p e  nocne ~ ~ I U H T M  B. Pi. CMHPHO- 
B ~ I M  m c c e p T a m u ,  HO OHH T a m e  ~ K T ~ ~ J L ~ H ~ I .  M ~ ~ e p e c  K T e o p H w  

~ Y K C O B ~ ~ X  Y ~ ~ B H ~ H H #  B IIOCJIeAHee BPeMR YBeJIHYHJICR B CBR3H C 



T e M ,  ZITO B ~ n a c c n q e c ~ o #  p a 6 o ~ e  I I n e ~ e n s  (1908 r.), B KOTOPO#, 

K a K  C Z I H T ~ J I O C ~ ,  coAepmanocb perueme A B a A u a T b  n e p ~ o #  npo6ne- 
M M  r ~ n b 6 e p ~ a ,  H e A a B H O  ~ M J I H  0 6 ~ a p y m e ~ h 1  oll11.16~~. 
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-Lu3 NOL a qm~u ONHMOUH~U .eLe sroLam .mid~annw3 lyon~h~~du 

gIqNaBEICIE8H l~H~aX~~~~d~ OJOH3ahHLHUBH'E lyaHdLI MI99030 M (z) 
HHhWHL@ HrnOMOU HdU X OJOHH~N~~~LI OJOH3HaUUNOW ML30H30UlI HL3 

-onsounLuon ~kf~8aoe.edgoadu OJOHI*I~O+HOH a~~ad~oly33.ed K~LOI 

-KYEK 8,Zl8Mq3S IsnoLaly HN~LWH~U HlyI9HEOH30 'HH~HHL+ XI9803 

-Hd@ NaEhd~3 MIqHL38h W3LOIWUEW HLG HHrIWHL@ .garIHH'l?dJ VOH 

-HaEL3amL3 ~L~OIIML~HO HHH~~UO~O~LI NOX3ahHLHUBHB HdU XHm 

-OIaNH 'gHhWHL+ 338UW gI980H UH~LUOLI '~JH~wHL+ ~HW3ahHV0lldaU 

-0HKOEr H XHH~~~H~OH~~LI-OL~O~LI 'xI~H~u~HoH~I'~?~ 'ErJOL XI9HL3aE 

-EM omodox alyod~ 'ZIEM~~S '~xsarn~dgo Lh.er.ee ~.ea~d~zlym.ed 

'[gz] 1q~~aa~3amaa KHHaHE8dL o.IoLe rq~~a~h~++eow H e,ssne3 am 
-a~a.edd qL33 (I) a~aaaazdL 8r.IOH 'aL'hLu3 NOL 8 N3,ZIEMIpS I9H 

-aH3WI9E CIHUOLIE MU199 wki~amad 33 IaOLaN H 'Eh'T?rE€ KI?HH'T?€X'H~ 

..e~r~d 
-0U OJO~OLE K~H~HE~~L o.Io~su.eHrI~ada++ 0.IOHgaHHU aou.ed~a~ 
-HH xL~ a0~~38h amad~o~m.ed a uaaa 'gaL3o~xdaaou XI~H~U~N 

-HHHM mdoa~ xrsHHamwa3ou 'x~d.eLlya~ x~oa3 a uueuIa!x am3 
. t~qu~d J~LIIH a~q~qu~a.edu L~~NH oze amaaa.edL nnhoL gog 

-030 ~OWK~E HEHU~E OL~ H x LO HH~HHL+ ~I~H~UBHOH~E~ - (I) KHH 

-aHazdL rs~ria~nn++eow OL~ '~L'I?LH~~ Nard9 I~N lyamgaHsuzr a 
..eu.ed.IaL~ki KH~am8dg0 aherT€ H w3~~lroa~du .eLe 'Eh'EI78E o& I.'Mu 

-LH OHH~EL~~~XOL t~aazd (x)h L~aaha++eoH Hu33 .(I) rrwsasa.edL 
rraaam~dgo Lh8r.e~ Latruaemo3 H HH~HHL+ goLe aaaauaraduo 



Y ~ a s a ~ ~ a a  Schwarz 'e~ MeTona 6b1na HCTOYHHKOM qenoro p a n a  
p a 6 o ~  Klein'a, Hurwitz'a, Schilling'a H npyrax ,  nocsaueHHblx ypaB- 
HeHum Gauss'a. 

B Havane 80-x ronoB npomnoro cToneTHa n o a m n c a  pan  MeMya- 
POB Poincare [24] H Klein'a [26], nocsaueHHmx TeopHH (PYKCOB~IX 
(PYHKUH# H 6onee o 6 1 u ~ x  (PYHKUH#, KOTOPbIe MbI, CJIeAJ'J3 TePMHHO- 
norHH Poincare, 6 y n e ~  Ha3blBaTb K J I ~ # H o B ~ I M H  (PYHKuH~~MH. Bcnen  
3a aTHMH P ~ ~ O T ~ M H  lTOfiBHJICJ3 ~ L I ~ ~ I E  pRn p a 6 0 ~ ,  IIOCBaUeHHbIX Te- 
OPHH TOnbKO YTO YKa3aHHbIX ( P Y H K ~ H #  H CBJ33aHHbIX C HHMH (PYKCO- 
BbIX H K J I ~ # H o B ~ I x  rpyIIn*. 

H a ~ 6 o n b m e e  s ~ a v e ~ ~ e  n n a  Hac HMeeT MeMyap H. Poincare "Sur 
les groupes des equations linearles", ~ O M ~ W ~ H H M #  B IV ToMe Acta 
Mathernatica, 1884, p. 210-312. B aToM MeMyape Poincare paccMa- 
TpHsaeT sanavy o 6 p a ~ e ~ ~ a  npH o 6 u ~ x  npennonomeHHax o ~ o a ( P -  
( P a q a e ~ ~ a x  ypaBHeHHa (1). E c n a  ypaBHeHHe aTo HMeeT 6onee Tpex 
oco6b1x TOYeK, T O  KoEJ(P(PHuH~HT~I er0  3aBHCaT O T  CJIenyIolrrHX no- 
CTORHHblX: 

a) oco6b1x TOVeK YpaBHeHHfI; 
b) K O ~ H ~ #  ( P y H n a ~ e H ~ a n b H ~ r ~  OlTpeneJIlHOuerO YPaBHeHHR B Ka- 

mn0fi H3 oco6b1x TOPeK; 
C) nOCTORHHbIX, KOTOPbIe MbI Ha30BeM IIaPaMeTPaMH. 

B Y K ~ ~ ~ H H O M  MeMyape Poincare ~ c n o n b s y e ~  ~ ~ B H C E I M O C T ~  rpyn-  
nbI YpaBHeHHR (1) O T  aTHX IIOCTORHHblX, a T a m e  CTaBHT CJIe,llJ'IoaHe 
m e  sanava:  npH onpenenembIx s ~ a v e ~ ~ a x  nocToRHHbIx (a) H (b) 
onpeAenHTb s ~ a v e ~ ~ a  nocTosrHHmx (c) T ~ K ,  

(I) r1~06bI rpynna vaCTHOr0 AEyX HHTerpaJIOB YpaBHeHHa (1) 6 ~ -  
n a  (PYKCOBO# rpynnok; HnH me TaK, 

(11) r1~06bl (PYHKUII~I (3) 6b1~1a ( P Y K C O B O ~ ~  HJIH KJI~#HOBO# (PYHKW- 
ek. 

l [ n ~  pemeHHa aTHx sanav  Poincare ~ P H B O W T  MeTony, ~ a s b ~ ~ a -  
eMym ~ e ~ o n o #  HenpepblBHocTu (mkthode de continuit&). OCHOBO# 
 TO# MeTom RBJIJIeTCR IIOaCVeT YHCJIa napaMeTPOB, BXO,lUTUI.HX B 

ypaBHeme (I) ,  a vHcna ~ O C T O R H H ~ I X ,  OT K O T O P ~ I X  J ~ B H C H T  rpyn-  
na  ypaBHeHtiR. C ~ p o r o e  nposenemie a ~ o E  MeTom1 npencTasnReT 
6onbrutre TpylIHOCTII. 

MH IIepeXOAHM Tenepb K yKa3aHHm p a 6 o ~ ,  KOTOpbIe lTOCBIIll[eHbl 
TOMY VaCTHOMY CJIyvaIO, KOrna YpaBHeHHe (1) C BeueCTBeHHbIMH 
Koa(P(PtruHeH~a~L4 HMeeT YeTblpe oco6b1e TOVKH. ~ P H  aTOM YpaB- 

*IIonpo6nym 6n6nnorpa@nm nnTepaTypu, ~ a c a ~ o u l e i i c ~  gyxcoeux n  
~ n e i i n o s u x  rpynn n @ y n ~ q n i i ,  M O H ( H O  n a i i ~ n  y  Ford'a (251. 
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HeHHe COAepXHT OAHH I l a p a M e T p .  CJIysa# @TOT 6b1n paCCMOTpeH 

Poincare B Y K ~ ~ ~ H H O M  s M m e  M e M y a p e .  B n o c n e n c ~ ~ k r ~  Klein [27] 
YCTaHOBHn CBR3b 3aAaZIH (I) B aTOM Cny'-Iae C T. H. TeOpeMaMH KOJIe- 

~ ~ H H R ,  H sanava a T a  6b1na p e m e H a  H i l b ' o ~  [22] H Gerstenmeier'o~ 
[28], n p H v e M  n o c n e n ~ ~ i i  p a c c M o T p e n  H cnyva#i c y U e c T B o s a H n s  ns- 
TH O C O ~ I ~ X  T o v e K .  P a 6 o ~ a  Hilb'a H e  o x s a T M s a e T  o 6 ~ e r o  cnyvas 
YpaBHeHHIi C YeTbIPbMII O C O ~ M M H  TOYKaMH, H Pe3yJIbTaTbl   TOE 
pa6o~h1 H e  n p e n c T a s n R m T c s  nonHbIMw, ~ 6 0  H a p s a y  c ~ o e a 3 a ~ e n b -  

CTBOM CYIUeCTBOBaHHII 6 e c v ~ c n e ~ ~ o r o  MH0)KeCTBa 3 ~ a ~ e H H f i  naps- 
M e T p a ,  n p U  KOTOPbIX rpynna YpaBHeHHR 6 y ~ e ~  @ ~ K C O B O # ,  HeT AOKa- 

3 a T e n b C T B a  eAHHCTBeHHOCTH BTHX ~ H B ~ I ~ H H #  n p H  HeKOTOPbIX ~ o 6 a -  
B O ~ H ~ I X  ycnosmx.  L l o ~ a 3 a ~ e n b c ~ s a  Gerstenmeier'a H e  s e 3 ~ e  npo- 
BeAeHbI C A O C T ~ T O Y H O #  CTpOrOCTbKl. 

H a ~ o H e u ,  B TOM VaCTHOM C n y r I a e ,  KOrAa + J ' H A ~ M ~ H T ~ ~ ~ H o ~  Onpe-  

A e n s I m w e e  y p a B H e H H e  I iMeeT B ~ a m n o B  n3 v e T m p e x  oco6b1x T o v e K  

K P B T H ~ I #  KOpeHb, PeLUeHHe 3 a A a r l H  (I) ~ E J J I O  IIpHBeAeHO H i l b e r t ' o ~  
[29] K HCCJIeAOBaHHIo HeKOTOpOrO HHTerpaJIbHOrO YpaBHeHHH, H 

n o n H o e  H c c n e A o s a H H e  a T o r o  ypaBEieHHs 6b1no c n e n a H o  K o n i g ' o ~  
P O I .  

P e m e ~ ~ e  a a n a ~ n  (I) n a e T  B O ~ M O X H O C T ~  n p o c T o  p e m a T b  H 3anasy 
(11) B TOM C n Y Y a e ,  KOT'Aa HCKOMWI (PYHKUHR 6 y ~ e ~  @YKCOBO# @YHK- 

m e R .  Mccnenosama 3anava (11) B cnyvae ~ n e i i ~ o s ~ x  +YHKL[H# H e  

6b1no A 0  CHX IIOp CAeJIaHO. H e ~ o ~ o p o e  OTHOIlIeHHe K aTOMy BOnpO- 

Cy HMeeT M e M y a p  Fricke [14], B KOTOPOM PaCCMaTpHBaeTCfl  BOnpOC 

06 0 6 p a 3 0 s a ~ ~ t r  C H M M ~ T P H Y ~ C K O ~ ~  r p y n n b l  npn IIOMOUH n o c n e A 0 -  

B a T e n b H M x  o ~ o 6 p a m e ~ ~ t i  v e T M p e x y r o n b H a K a ,  o r p a H a v e H H o r o  ny- 
r a M H  ~ K p y m H o c ~ e f i ,  B e r 0  CTOpOHaX. 

YKa3aHHbIM p a 6 0 ~ a ~  MOXHO IlPHYHCJIHTb T a K X e  AHCCePTaUHH) 

Ihlenburg'a, n o c s s u e H H y m  H c c n e n o s a H w I o  O A H O C B R ~ H ~ I X  u e T a r p e x -  

YrOnbHHKOB, OrPaHHVeHHhIX AYI'aMH O K ~ ~ X H O C T ~ #  H H e  HMeIoUHX 

T o s e K  p a 3 s e ~ s n e ~ ~ s  H H m e ,  K p o M e  aepmna. 
B HaCTOHUeM COYHHeHHH PaCCMaTPHBaeTCR YPaBHeHHe C BeIUe- 

CTBeHHbIMH K O ~ @ @ H U H ~ H T ~ M W  H C VeTbIPbMII O C O ~ M M H  TOVKaMH H 

~ a ~ 6 o n e e  n o n H o  T p a K T y e T c s  TOT v a c ~ ~ b ~ i i  cnysaB, K o r n a  +y~na -  
MeHTanbHOe O I I p e A e ~ s I I o U e e  YpaBHeHHe HMeeT K P ~ T H M ~ ~  KOPeHb B 

K W O ~ ~  H 3  O C O ~ M X  TOrIeK. H p H  3TOM MM 3aHHMaeMCR 3aAarIaMH (I) 
H (11), H c c n e n o s a H n e M  ~ ~ B H C H M O C T H  rpynnm YpaBHeHHs OT n a p a M e -  

T p a  H B o n p o c o M  0 6  o n p e A e n e H H H  y p a B H e H n s  no 3 a ~ a ~ ~ o i i  r p y n n e .  

r n a B a I  HOCHT I I ~ ~ L [ B ~ P I I T ~ J I ~ H ~ I #  X a P a K T e P  H IIOCBRUeHa TeOPHH 

rpy  nn n p o 6 ~ 0 - n u ~ e i i ~ ~ x  n o n c T a H o B o K .  Teopns a T a  ~ s n a r a e ~ c s  B 

TOM 0 6 % e ~ e ,  B KaKOM OHa H ~ O ~ X O A H M ~  AIIR A a n b ~ e ~ I l l H ~  IIpHJIOXe- 



HA#. O C H O B H ~ I ~  p e 3 y n b ~ a ~ b 1  a ~ o t i  r n a s b I ,  K a c a m u H e c R  H c c n e n o s a -  

HHR O C O ~ M X  TOrIeK rpynnb1 H 06nac~efi  ee npepr ,xBHocTn,  IIOJIyaaRJT- 

CR VHCTO aHaJIHTHVeCKWM IIyTeM. H 3 J I 0 X e H H e  a T 0  OTJIHVaeTCR OT 

0 6 ~ r ~ o r o  H3JIOXeHHR a T 0 f i  TeOPHH, KOTOPOe OCHOBaHO H a  MeTOAaX 

n p o e ~ ~ m ~ o t i  r e o M e T p m .  

B rnase I1 p e m a e T c H  sanaqa (I) B TOM V a c T H o M  cnysae, KOTO- 

p ~ f i  6 ~ n  p a 3 0 6 p a ~  K o n i g ' o ~  n p H  IIOMOlllH HHTerpaJIbHbIX YpaBHe-  

HH#. MM nOJIb3yeMCR I IpH P e l u e H H H  0 6 b X V H b l ~ ~  MeTOAaMH Stllrm'a. 
B ~ o p a R  n o n o B H H a  r n a s M  11, a T a K m e  r n a s M  I11 H IV n o c a R u e a M  

OCTaJIbHbIM YKa3aHHblM BbIUIe BOnpOCaM B IIpHMeHeHHH K YIlOhlRHY- 

TOMY T o n b K o  VTO V ~ C T H O M ~  cnyqam n ~ $ $ e p e ~ u ~ a n b ~ o r o  ypaaae- 
HHR C VeTbIpbMR O C O ~ M M H  TOVKaMH. B r n a B e  11 ~ c n o n b 3 y e T c R  B H n  

V e T M p e x y r o n b H H K a ,  n o n y q a e M o r o  ~3 n o n y n n o c K o c T H  npx n o M o u H  

$ Y ~ ~ W H  (2). 
B rnase I11 o n p e n e n r r m T c R  T e  ~ H ~ V ~ H H R  n a p a M e T p a ,  n p H  KOTO- 

PMX 3 a A a s a  06paueausr npHBOAHT K O A H O ~ H ~ Z I H O ~ ~  $ Y H K ~ H ,  H KC- 

c n e n y e T c R  r p y m a  y p a B H e H u R  B a T H x  c n y s u x .  
B rnase IV p a 3 6 ~ p a e ~ c ~  B o n p o c  06 onpenenemw y p a B H e H H I i  no 

s a n a ~ ~ o #  rpynne H H c c n e n y m T c R  y p a B H e m R ,  H M e m u H e  o m H a K o -  

BYK) r p y I I I I y .  O C H O B H ~ I ~  p e 3 y n b T a T b I  aTHX r n a B  IIPeACTaBJIRKITCR 

HaM HOBbIMH. 

B rnase V p a c c M a T p n s a e T c R  6onee 0 6 u ~ f i  c n y r l a f i  na$$epe~- 
m a J I b H O r 0  YPaBHeHHR C VeTbIpbMR O C O ~ ~ I M H  TOrlKaMM. B n e p ~ o #  
n o n o B H H e  r n a s b I  p e m a e T c R  3ana~a (I), npHzIeM B o c n o n H R e T c R  yKa-  

~ ~ H H M #  B b I m e  npo6en B H c c n e n o s m m x  Hilb'a, a T a K m e  p a c c M a T p H -  

BaeTCR TOT ~ J I y V a f i ,  KOrAa IIOACTaHOBKH rpyI I I IbI ,  OCTaBJIRR HeM3- 

M ~ H H O ~ ~  HeKOTOPYKI OKPYXHOCTb, npeo6pa3ym~ VaCTH IIJIOCKOCTH, 

H a  KOTOpbIe a T a  OKPYXHOCTb AeJIHT BCKI IIJIOCKOCTb, A p y r  B A p y -  

ra. B ~ o p u  n o n o B H H a  V r n a s M  n o c B R u e H a  H c c n e n o s a m m  s H n a  

r I e T M p e x y r o n b H m a ,  n o n y r I a e M o r o  H3 n o n y n n o c K o c T H  npn n o M o u H  

(PYHKWH (2), n p H  p a s n a r l s b ~ x  3HaVeHMRX n a p a M e T p a .  

B 3 a ~ n m a e ~ ~ e  c a m a m  CBOMM n o n r o M  ~ m p a 3 n ~ b  MOKI r n y 6 o ~ y m  
6 J I a r 0 n a p H 0 ~ T b  MOeMy YVHTeJIKI B. A. C T ~ K J I O B ~  U H. M. r m H T e p y  

3a HX COVYBCTBeHHOe OTHOUIeHHe K M O ~ #  p a 6 o ~ e ;  fl. a. T ~ M ~ P K H H Y ,  
np0VHTaBIlIeMy p a 6 o ~ y  B PYKOIIHCH H CAeJIaBUIeMy MHe P R A  UeHHMX 

y ~ a 3 a H H # ,  a T a m e  $ H ~ H K O - M ~ T ~ M ~ T H V ~ C K O M Y  $ ~ K J ' J ~ ~ T ~ T Y  n e T p 0 -  

r p a n C K O r 0  YHHBepCHTeTa U C O B ~ T ~  HHCTMTYT~ HHmeHepOB n y ~ e #  
C O O ~ U ~ H H R ,  OKa3aBluHM MHe IIOMOlllb n p H  H3AaHHH a T 0 f i  pa60~b1. 



5 1. ~ Y H K L I H J X  f (z) K o M n n e K c H o r o  n e p e M e H H o r o  z ~ a s b ~ ~ a e ~ c ~  

ananumuvecxou',  unu zonowop$noil ,  4ynxyue i l  e o6nacmu I- H a  nnoc- 
KOCTH n e p e M e H H o r o  z, ecnw ( P y ~ ~ r r a s ~  a ~ a  HMeeT B ~ a m ~ o f i  TorIKe 

a ~ o f i  0 6 n a c ~ a  K o H e s H o e ,  o n p e A e n e H H o e  s ~ a s e ~ w e  H K o H e s H y m  npo- 
a 3 ~ o m y m  fl(z).  B a T o M  o n p e A e n e a H H  H n s e r o  H e  n p e W o n a r a e T c r r  

0 3HaseHHJXX f(Z) H a  KOHType 0 6 n a c ~ ~ .  
@yHKIlHf3 f(Z) Ha3bIBaeTCR Z O A O M O P $ H O ~ '  6 06nacmu r, BXAloYaJT 

u lconmyp smou' o6nacmu, ecnu ona zonontop$na e xaxou'-nu60 0 6 . 4 ~ -  
cmu,  saxnlovaloqeil  e n y m p u  ce6x xax o6nacmb r, max u ee  xonmyp.  
O I I ~ ~ A ~ J I ~ H H R  BTH MOXHO 0 6 0 6 m ~ b ,  CrIHTaR, rITO r IIpeACTaBJIJX- 

e T  co6om o 6 n a c ~ b ,  n o K p b I s a m I u y m  n n o c K o c T b  n e p e M e H H o r o  z He- 

CKOJIbKO pas, T. e. MOmHO I I p e A I I O n a r a T b ,  s T 0  0 6 n a c ~ b  r HaXOAHTCJX 

H a  H ~ K O T O P O ~ ~  P H M ~ H O B O ~ ~  nOBePXHOCTH, ~ O C T P O ~ H H O ~ ~  H a  nJIOCK0- 

CTH I I ~ P ~ M ~ H H o ~ ~  Z. 

@YHKUHJX Ha3bIBaeTCR Z O J O M O P ~ H O ~ ~  6 mOYlce t. = 2'0, eCAU OHa 20- 
n o ~ o p $ n a  e xaxou'-nu60 o6nacmu, saxnlovawqeu' movxy  z = zo e n y -  
m p u  ce6x. ~ Y C T ~  H a  IIJIOCKOCTH I I e p e ~ e H H o i %  2 AaHbI o 6 n a c ~ ~  rl a 
r2, H M e m I u H e  o6mym s a C T b  r 3 ,  H IIYCTb fi(%) eCTb (PyHKLWfi, rono- 
~ o p ( P H a J 3  B 0 6 n a c ~ w  rl, a f2(%) - (PYHKUHR, ~ o J I o M o P ( P H & ~ ~  B o6na- 
CTH r2, H IIyCTb I IpH BTOM 3HarIeHHfl 3THX ( P Y H K L M ~ ~  B 0 6 n a c ~ ~  r3 
OAHHaKOBbI. @YHK~WJX f2(Z) Ha36IBaeTCR UHaAUmUYeCKUM n p 0 8 0 ~ -  
XeHUeM fl(%), H H ~ O ~ O P O T .  @YHKUHJX MOXeT HMeTb TOnbKO OAHO 

a H a n m e n e c K o e  n p o A o n m e H H e .  

@YHKUJX f(z)  H ~ ~ ~ I B ~ ~ T C J X  a n a ~ u m u v e c x o u '  g5ynxyueu', ecnu ona 
zonowoprjxo e xarou'-nu60 o6nacmu nnocxocmu nepeMennozo z. E c n ~  
aHaJIHTHrIeCKaJX (PYHKWII H e  HMeeT aHanHTHVeCKOr0 IIpOAOJIXeHHJX 

BHe ~ a ~ o r o - n ~ 6 o  K o H T y p a ,  TO a T o T  n o c n e m ~ f i  ~asb~sae~csr  c y q e -  
cmeennoi l  zpanuqeu' 4 y n x y u u .  

5 2. n y ~ ~ b  KOOpAHHaThI TOrIeK H ~ K O T O P O ~ ~  K P H B O ~ ~  C, H e  I IepeCe-  

KaIOIuefi  CaMy ce611, MOrYT 6b1Tb IIpeACTaBJIeHbI B BHAe 

z = cp(t), 

( a < t < P )  (1) 

Y = $(t), 
me (Y, p H ~ - - B ~ ~ ~ c T B ~ H H H .  E c n ~  IIpH BTOM cp(i!) H $(t) ~ O ~ O M O ~ ( P -  
HbI n p H  BCJXKOM paCCMaTpHBaeMOM 3HaZleHHH t H HH n p H  OAHOM H 3  

3THX 3 H a s e H H f i  llpOH3BOAHbIe vl(t) H $l(t) H e  0 6 p a ~ a m ~ c 1 1  OAHOBpe- 

MeHHO B H y n b ,  TO KpHBaJX C Ha3bIBaeTCJX a ~ a ~ u m u ' l e c l c o u '  lcpueou'*. 



E c n ~  ~ ( t )  H $(t) -HeIIpepbIBHbIe ( P Y H K ~ H H  M B PaCCMaTpHBae-  

MOM HHTepBaAe H3MeHeHHR t Pa3JIHVHblM 3Ha'IeHHRM t COOTBeTCTBY- 

IOT Pa3JIHYHbIe I I a p b I  3 H a V e ~ H f i  X H 9,  TO COBOKYIIHOCTb TOrIeK, IIO- 

AyYaeMbIx  ~3 p a B e H c T B  (I), 0 6 p a 3 y m ~  T.H. KPHBYIO Jordan'a. Ecnn 
IIpH aTOM p(t) H $( t )  ~ Y A Y T  IIePHOAH9eCKHMH (PYHK~HRMH, TO KpH- 

E3ii.K 6 y n e ~  ~ ~ M K H Y T O # .  B aTOM C A y Y a e  OmHaKOBbIM TOYKaM AOJIm- 

HbI COOTBeTCTBOBaTb 3HaYeHHR t ,  0TJIH'IaH)WHeCR H a  UeJIOe rIHCA0 

IIepHoAoB. ~ ~ M K H Y T U  K P H B U  Jordan'a pa3nenae~ IIAOCKOCTb H a  

nse Y a c T a ,  1.13 K O T O P ~ I X  oma n p e A c T a a n R e T  co6om O r p a H H Y e H H y m  

OAHOCBR3HYIO 0 6 n a c ~ b * .  

I I y c ~ b  f (2)  e c T b  a H a n H T H r I e c K a a  (PYHKUR c orno# C T O P O H ~ I  a H a -  

JIHTHY~cKo# KPHBO# C H n y C T b  n p H  n p n 6 n n m e ~ ~ ~  K ~ a ~ o B n n 6 0  
TOrIKe 3 ~ 0 %  KPWBO# 3HaYeHHR (PYHKIMH CTPeMRTCR K OIIpeAeJIeH- 

HOMY A p e A e J I y ,  K 0 ~ 0 p b I f i  H IIPHHHMaeTCR 3a 3HaYeHHe (PYHK~HEI  B 

TOJIbKO rITO yKa3aHH0% TO9Ke K P H B O ~ ~  C. 
~ A R  CyWeCTBOBaHHR aHaJIHTHrIeCKOr0 IIpOAOJImeHHR f (Z) 3a KPH- 

BYIo C H ~ O ~ X O A A M O  H AOCTaTOYHO, Y T O ~ M  3HarIeHHR B ~ ~ ~ C T B ~ H H O #  

HAH MHUMO# VaCTH f (Z) H a  K P H B O ~ ~  C MOrJIH 6b1~b IIPeACTaBJIeHbI B 

BnAe r o n o ~ o p ( P ~ o f i  (PYHKUWH n a p a M e T p a  t ,  B x o A f i W e r o  B p a s e H c T s a  

(1). ~ T H  IIOCJIeAHHe npeo6pa3ym~ KPHBYIO C B OTpe30K BeWeCTBeH- 

~ 0 f i  OCH H a  IIAOCKOCTH I I ~ ~ ~ M ~ H H o ~  t. 
Ecnn MbI OKPYHiHM KpHByIO C AOCTaTOYHO ~ 3 ~ 0 %  I I o J I o c o ~ ~ ,  TO B T a  

nocnenma n p e o 6 p a 3 y e ~ c ~  H a  n n o c K o c T n  n e p e ~ e ~ ~ o i i  t B nonocy, 
OKpyXaIOIllyIo B b 1 L U e y K a 3 a ~ ~ b 1 f i  OTPe30K, H ABe TOYKH I IepB0f i  AOAO- 

CbI Ha3bIBamTCR CUMMempU'lHblMU OmHOCUmedbHO C, e C n H  COOTBeT- 

CTByIoWHe TOYKH B T O P O ~ ~  IIOJIOCbI HMelOT COIIPRXeHHbIe 3HaYeHHR. 

Ecnu 3HaYeHHR M H H M O ~ ~  YaCTH Y K B ~ ~ H H O ~ ~  BbILUe ( P Y H K ~ H H  f (2) H a  

KPHBO# C ~ Y A Y T  PaBHbI HYJIIO, TO, H a  OCHOBaHHH CKa3aHHOTO BbILUe, 

(PYHKUHR BTa MOmeT 6 b I ~ b  aHaJIHTHYeCKH IIpOAOJI%eHa 3a KPHBYIO 

C, H ee 3HarIeHHR B CHMMeTPHYHbIX TOZIKaX ~ Y A Y T  COIIpRXeHHbI- 

MH. E c n ~  C a M a  C eCTb OTpe30K B ~ W ~ C T B ~ H H O #  OCH, TO BbICKa3aH- 

H o e  y T s e p m n e H H e  n p e n c T a s n R e T  co6om T. H. APHHUHII C n M M e T p n n  

Riemann'a. T O Y K ~ M U  CMMMeTpHH I I0  OTHOLUeHHIO K OKpYZHOCTH 6y- 
A ~ T  me TOYKH, nernanwie H a  OAHOM H TOM me panuyce O K ~ ~ X H O C T H  

TaK, 9TO npOH3BeAeHHe HX P&CCTORHA# A 0  I l e H T P a  PaBHO K B a A p a T y  

paL(HyCa OKpyXHOCTH. TO~IKH BTH HHOrAa Ha3bIBaIOTCR ZapMOHU'4e- 

C K U M U  no o m n o w e n u l o  x o x p y x n o c m u ,  a ca~br f i  npouecc nepexona 
1.13 0 ~ 0 %  TOYKH B CHMMeTPHYHYIO - omo6parwcenuew e OKpy x n o -  
cmu. 

*CM. Jordan [1, vol. I, p. 90-99.1; Brouwer [2, S. 1691. 



O T p e 3 0 K  B ~ I U ~ C T B ~ H H O #  OCH M O X e T  6 b l ~ b  n p H  n0MOIUH A P O ~ H O -  

J IHH~#Ho#  (PYHKUHH n p e o 6 p a 3 o ~ a ~  B Ayry OKPYXHOCTH, H, cnenosa- 
TeJIbHO,  M O X H O  B b I C K a 3 a T b  I IPHHUHII  C H M M e T P H H  B CJIeAYIOIUeM BH- 

ne: ecnu w = f (z )  ecmb g5ynryurr1 ananumu.tecrcan no  odny cmopony 
dyzu nercomopou' o r c p y x n o c m u  C u nenpepuenarr  e amotl 06nacmu, 
ernlo.tan u 3my dyzy ,  u ecnu npu amonc f (z)  npeo6pasyem ee marc- 
x e  e dyzy  nercomopotl o x p y x n o c m u  CI na nnocxocmu nepencennotl 
W ,  m o  f ( z )  n c o x e m  6 u m a  ananumu.tecrcu n p o d o n x e n a ,  u sna.tenun 
amotl g5ynxyuu e mo.trcaz, zapnconuvecrcuz no omnourenulo rc o rcpyx-  
n o c m u  C ,  6 y d y m  npedcmaennmacn mo.trcancu, zapwonu.tecrcuncu no  
omnourenulo rc o r c p y x n o c m u  C1.  

I I ~ M  BTOM o 6 n a c ~ b  c y a e c T B o s a H m  y e a 3 a ~ ~ o r o  a H a n w T H r I e c K o r o  

I I p O A O J I X e H M R  6 y n e ~  I I p e A C T a B J I H T b  ~06010 o ~ o 6 p a m e ~ ~ e  B O K p y X -  

HOCTH C IIpeHCHe# o 6 n a c ~ ~  CyIUeCTBOBaHI lR  ( P Y H ~ H H  f (z)*. 

@YHKUHM U ( X ,  9) M V ( X ,  y) YAOBJIeTBOPRIOT C H C T e M e  

au av - - - - ax ay9  
av au - - -- - ax ay '  

E c n ~  f(z)  - - r o n o ~ o p ( P ~ a ~  ( P ~ H K u ~  B O ~ J I ~ C T H  I? H f'(z) H e  o6pa- 
I U a e T C R  B HYJIb  H H  B OAHO# TOrIKe BTOR O ~ J I ~ C T H ,  TO f ( Z )  npeo6pa- 
s y e ~  o 6 n a c ~ b  r B o 6 n a c ~ b ,  p a c n o n o m e H H y m  H a  n n o c K o c T w  nepe- 
M ~ H H O #  W ,  T a K ,  rITO K ~ K H M - J I H 6 0  ABYM I I ePeCeKaIOIUHMCR JIHHHRM 

B O ~ J I ~ C T H  I? COOTBeTCTBYIOT JIHHHH, I I e p e C e K a I O I U H e C R  IIOA T e M  Xe 
YrJ IOM,  I I p H Y e M  BTOT I I o c J I e A H H f i  OTCrIHTbIBaeTCII  B O ~ O H X  CJ Iy r I aRX B 

OAHOM H TOM me H a n p a s n e H H H ,  e c n H  MU H a r I H e M  o T c r I e T  OT c0oTse - r -  

CTB~IOUHX M e m n y  co6om KPHB~IX.  T a ~ o r o  pona npeo6pa30~a~we  
~ a s b ~ ~ a e ~ c a  rcong5opnina~~.  E c n ~  B H ~ K O T O P O #  T o r I K e  f'(z) H B c e  

CJIeAyIOIUMe I IPOH3BOAHbIe  A 0  IIOPRLLKa (k  - 1) BKJIIOrIHTeJIbHO o6pa- 
IUaIQTCa B H y J I b ,  TO n p e o 6 p a 3 0 s a ~ ~ e  B 0 ~ 0 %  TOr lKe  H e  6 y n e ~  KOH- 

(POPMHHM. YrJIbl B BTO# TOVKe H a  IIJIOCKOCTH l I e p e M e H H 0 f i  Z ~ Y W T  B 

k pa3 M e H b l J l e  COOTBeTCTBYIOUlHX YrJ IOB H a  IIJIOCKOCTH I I e p e ~ e H 1 1 0 f i  

W.  E c n ~  f (2) B K&KO#JIM~O T O q K e  H M e e T  IIOJIIOC nepBOI -0  I IOpRA- 

K a ,  TO n p e o 6 p a 3 o ~ a ~ ~ e  B a ~ o f i  T o r l K e  6 y n e ~  T a w e  K O H + O ~ M H ~ I M  c 

*CM. Osgood [3, S. 665-6731; Picard [4, vol. 11, p. 297-3071. 



TO# JIHIIIb P ~ ~ H H u ~ # ,  YTO C0OTBeTCTBYIOIl la .S  TOYKa  H a  I InOCKOCTH 

n e p e ~ e ~ ~ o #  w 6 y n e ~  6 e c ~ o ~ e s ~ o  y n a n e H H a r r  T o s K a .  

lIna T o r o  n~o6b1 n p e o 6 p a 3 0 ~ a ~ ~ a  o 6 n a c ~ b  r1 H n m e  H e  H a n e r a -  

na c a M a  H a  ce6s, H ~ O ~ X O ~ H M O  H AOCTaTOYHO, Y T O ~ M  f (%)  I I p H H H M a -  

na B 0 6 n a c ~ n  r B c f l K o e  C B O e  3 ~ a ~ e ~ u e  H e  6onee omoro  pasa. npw 
BTOM % 6 y n e ~  o A H o ~ H ~ Y H o #  ( P Y H K U H ~ ~ ~  W B O ~ J I ~ C T H  r', H M M  6 y ~ e ~  
H B ~ ~ I B ~ T ~  B a T o M  c n y r I a e  f (z)  o d n o 3 n a u ~ o - o 6 p a m u ~ o %  s o 6 ~ a c m u  
r $yn~quei13 .  A n f l  oAHo~H&YHo# O ~ P ~ T W M O C T H  H ~ O ~ X O A ~ M O  OTCYT- 

CTBHe  K P a T H M X  IIOJIlOCOB y f (%)  H H y J I e f i  y fl(%). 

~ ~ ~ A I I O J I O W H M ,  YTO 0 6 n a c ~ b  r e C T b  O.lIHOCBfl3HaR O ~ J I ~ C T ~ ,  orpa- 
H E n e H H a R  KpHElOfi Jordan'a C, H YTO f ( % ) - r O J I 0 ~ 0 p ( P ~ a  B BTO# 

o 6 n a c ~ n  H H e n p e p b l B H a  B ~ e # ,  B K n m Y u  H KOHTYP C. Ecnn e ~ o -  
MY n O C J I e m e M y  COOTBeTCTByeT  H a  IIJIOCKOCTH W KOHTYP C', H e  I Ie-  

p ece~amw~i i  c a M  ce6rr, TO f ( % )  6yner O ~ O ~ H ~ Y H O - O ~ ~ ~ T H M O #  B 

o 6 n a c ~ ~  r', H n p e o 6 p a 3 0 s a ~ H u  o 6 n a c ~ b  6 y n e ~  H a X O A H T b C R  BHY- 

T P H  K O H T Y P a  C1*. 
f 4. l I o ~ a m e ~  6onee o6wee npennomeme. ITyc~b H a  n n o c K o c T H  

I I e p e M e H H O f i  % A a H a  o 6 n a c ~ b  r, O r p a H H r I e H H U  ~ ~ M K H Y T O #  K p H B 0 f i  

Jordan'a C, H n y c T b  w = f ( z ) - a ~ a n ~ ~ r n e c ~ a ~  (PYHWHR, O A H O ~ H ~ Y -  

H a f I  B 06nac~ki r. n p e n n ~ J I ~ > t c H ~ ,  P T O  f (z) M O m e T  H M e T b  B 0 6 n a c ~ n  r 
JIMtUb KOHeYHOe YHCJIO IIOJIlOCOB I I e p B O r O  IIOpflAKa,  YTO (PYHKUHR B T a  

~ e n p e p h ~ ~ ~ a ~  B 06nacl.w r, B K n I o s U  H KOHTYP C, H YTO f l (%) H e  06- 
p a U a e T c R  B BTO# 0 6 n a c ~ n  B HYJIb.  E c n ~  H p H  BTOM KOHTYpY C 6 y n e ~  
COOTBeTCTBOBaTb H a  nJIOCKOCTH W KOHTYP C: H e  n e p e c e K a I O I l l H #  C a M  

ce6q  TO f (z) BYACT O A H O ~ H ~ P H O - O ~ P B T H M ~  B O ~ J I ~ C T H  r. 
He 0 r p a H M r I H s a . S  O~UHOCTU,  M b I  M O X e M  IIPelLIIOJIOXHTb,  YTO KOH- 

TYPM C H C' H e  npoxomm sepes ~ ~ C K O H ~ Y H O  A a n e K y w  TOYKY. 

I I p e n n o n o m ~ ~  csaqana, YTO n p H  W H m e H H H  TOYKH no KPHBO# C 
B IIOJIOWHTeJIbHOM H a I I p a B J I e H n H  C O O T B e T C T B y I O U a f l  TOYKa  D H W e T -  

Cfl C' B TaKOM me H a r I p a B J I e H H H .  O ~ O ~ H B Y H M  ~ Y K B O H )  k-YHCJIO 

n o n m c o B  f (%)  B o 6 n a c ~ ~  r. ~ Y C T ~  W ~ - K ~ K ~ R - J I H ~ O  T O P K a  H a  nnoc- 
KOCTH W,  J I e W a I l l a R  B H Y T p H  K O H T Y p a  C', a Wl-TOYKa, JIeXaIIlafi B H e  

K O H T Y P a  C'. O 6 p a w i t ~  B H H M a H H e  H a  H 3 M e H e H H e  a p r Y M e H T a  P a 3 H O -  

C T ~ #  f(z) - wo H f(z)  - wl npn o6xone no K O H T Y ~ Y  C H n H ,  YTO 

TO W e ,  no KOHTYPY C: M M  M O m e M  J Ie rKO 3 a K J I I O W T b ,  YTO Y P a B H e -  

H H e  f (%)  = Wo H M e e T  B 0 6 n a c ~ ~  r (k + 1) KOpHe# ,  a Y p a B H e H H e  

f (%)  = wl-k K o p H e f i .  

U Y C T ~  k > 0 H n y c T b  zl n r2 - - K ~ K H ~ - A H ~ O  nsa KOPHR n e p B o r o  

Y p a B H e H H f l .  ~ P O B ~ A C M  B O ~ J I ~ C T H  r & H ~ J I H T H Y ~ c Z ( Z ~ ~ ~  KOHTYp L, CO- 

*CM. Osgood (3, S. 377-3811. 
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e m ~ ~ r o w u f i  TOYKH z1 H z2 H H e  I I ~ O X O A R ~ M ~ %  ~ e p e 3  n o n m c b I  f(t). 

 EM^ 6 y ~ e ~  COOTBeTCTBOBaTb H a  IIJIOCKOCTH W  ~ ~ M K H Y T ~ K ~ ~  KOHTYP 

L'. 0 6 p a ~ ~ a R  ~ Y H K L U ~ H  2. = P ( W )  B CHJIy BbICKa3aHHbIX BbIIIIe YCJIO- 

~ H f i  H e  MOWeT HMeTb TOYeK Pa3BeTBJIeHHR B O ~ J I ~ C T H  r', HO RBJIR- 

eTCR M H O ~ O ~ H ~ U H O ~ ~  ~ ~ H K W ~ E  n p H  aHanHTHYecKoM n p o A o n m e H H H  

BAOJIb KOHTYpa L', eCJIH 3a HaUaJIbHbIe 3HaUeHMR IIpHHRTb Wg H Z1. 

M ~ I  M o m e M  npx a T o M  n p e n n o n a r a T b ,   TO K p m a R  L' H e  n e p e c e K a e T  

C a M a  c e 6 ~ ,  1.160 B IIPOTHBHOM c n y U a e  MbI MOrJIH 6b1 paCCMaTpHBaTb 

JIHIIIb 3iLMKHYTYH3 YbCTb L3~0fi K P H B O ~ ~ .  ~ P U H H M ~ R  BO BHHMaHHe YKa- 

3aHHYH3 BhIIUe MHOr03HaUHOCTb (P (w) ,  MbI MOXeM YTBepXAaTb,  UTO 

B o 6 n a c ~ ~  B, o ~ ~ ~ H H U ~ H H O #  KOHTYPOM L', AOJI-a HaXOAHTbCR XO- 

TR 6b1 UaCTb KOHTYpa C', ~ 6 0  B IIPOTHBHOM CJIyYae (P (w)  6 b 1 n a  6b1 
a ~ a n t r ~ ~ s e c ~ o f i  4 y ~ ~ ~ u e f i  B o 6 n a c ~ ~  B H H e  H M e n a  6b1 TaM T o a e K  

pa3BeTBJIeHHR1 a IIOTOMY H e  M o r n a  6b1 6 b I ~ b  MHOI'O~HZLUHO~~ ~ Y H K -  

UHefi H a  KOHTYPe L'.  TOT KOHTYP BMeCTe C KOHTYPOM C' p a 3 A e -  

JIHT 0 6 J I a c ~ b  B H a  p R A  OTAeJIbHblX 06nac~efi, a (P(w) AoJImHa 6 h I ~ b  

M H O ~ O ~ H ~ ~ H O #  ( P Y H K U H ~ ~ ~  n p H  IIpOAOJImeHMH IIO KOHTYPY II0 ~ p a f i -  
~ e i %  M e p e  o n ~ o f i  1.13 a T H x  06nac~eE.  Ho, paccymnafi T a x  me, x a K  

H BhIIUe, JIerKO IIOKa3aTb1 YTO BTOrO H e  MOmeT 6 b I ~ b .  HPM aTOM 

HaAO OTAeJIbHO PaCCMOTpeTb TOT ~ J I y Y a f i ,  KOrAa c' JIemHT BCR BHY- 

T P H  O ~ J I ~ C T H  B, M R BTOM CJIyYae  HaAO IIpOBeCT1.1 BCIIOMOraTeJIbHyIo 

JIHHHIO, COeAHHRH3WYIO L' C C'. 
M ~ I  BHAHM, TaKHM 0 6 p a 3 0 ~ ,  UTO B PaCCMaTPHBaeMOM CJIYrIae 

k AOJIWHO PaBHRTbCR HyJIIo, M O A H 0 3 H a U H U  O ~ P ~ T E I M O C T ~  CJIeAy- 

e T  HeIIOCPeACTBeHHO H3 BbICKa3aHHOI'O B KOHUe IIpefibIAyLUeI'O IIa- 

parpa4a YTBepXAeHHR. TO~IHO TaK Xe MOWHO AOK&3aTb, UTO eCJIH 

I IpH ABHmeHHH no KOHTYPY C B IIOJIOWHTeJIbHOM HiLIIPaBJIeHHH CO- 

OTBeTCTByIoIIIaR TOUKa ABHmeTCR IIO KOHTYPY C' B OTPHUaTeJIbHOM 

H a n p a B n e H a a ,  TO k = 1 H f (E) n p e o 6 p a 3 y e ~  o 6 ~ 1 a c ~ b  r B U a c T b  

IIJIOCKOCTH, JIelKaLUyIO BHe KOHTYPa C', npHUeM BCRKO# TOUKe B a ~ 0 f i  
UaCTH IIJIOCKOCTH COOTBeTCTBYeT TOJIbKO OAHa TOUKa O ~ J I ~ C T H  r. 

B s a ~ n m ~ e ~ ~ e  4 o p ~ y n ~ p y e ~  T. H. T e o p e M y  Riemann'a. 
ITycma danw dee odnocex3nble 06nacmu: I' u r ' ,  ozpanu.rennwe 3a- 

MRHYmblMU X P U B W M U  Jordan'a. C y q e c m e y e m  $ y n ) ~ q u x  f (z) - 2 0 ~ 0 -  
~ o p $ n a x  u o ~ n o 3 n a . r n o - 0 6 p a r n u ~ a x  e o6nacmu r, Romopax npeo6pa- 
syem 3my o6nacma e o6nacma r'. Ilpu e m o ~  + y n ~ q u x  3ma no 3 a ~ 0 -  
n y  nenpepblenocmu Mowern 6btmb onpedenena u na Ronmype 0 6 ~ ~ -  
cmu I' u npeo6pasyem amom Ronmyp nenpepMenatM 0 6 p a 3 0 ~  e Ron- 
m y p  o 6 ~ a c m u  I?*. 

*CM. Study [5, Bd. 11, 5. 5-81; Carathdodory [6,Bd. 73, S.305; 9, Bd. 72, S. 107). 
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f 5. B H a c T o R m e M  naparpa(Pe U ~ J I O ~ H M  T .  H .  IIPUHUEIII CXOAUMO- 

C T H  B H B J I H T H I I B C K H X  ( P y H K U H f i 5 .  

~ Y C T ~  H a M  A a H a  ~ ~ C K O H ~ I I H ~ ~ I  I I O C J I e A O B a T e J I b H O C T b  B H a J I H T H V e -  

C K U X  (PYHKUM# f n ( z )  ( n  = 1 , 2 ,  . . . ), n p r n e M  K ~ > K A ~ ~ I  ( P Y H K U H H  f n ( z )  
~ o J I o M o ~ ( P H ~  B  H ~ K O T O P O #  C B H ~ H O #  06nac~11 B,, I I p H V e M  3 T 1 1  no- 
C n e A H H e  0 6 n a ~ a m ~  T e M  CBO#CTBOM, V T O  B C e  T O V K H  O ~ J I ~ C T H  

n p H H a n n e m a T  H 0 6 n a c ~ 1 . 1  B, n p H  B c a K o M  ~ H ~ V ~ H H H  n. 0 6 0 3 ~ ~ ~ ~  
6 y ~ ~ o m  B o 6 n a c ~ b ,  C O C T O R I I I Y M  H 3  T e X  T O V e K ,  K O T O P h I e  I I P H H a A J I e -  

m a T ,  H a V H H a 3 I  C  H e K O T O p O I ' O  3 H a V e H H R  n, B C e M  o 6 n a c ~ ~ ~  B,. E c n ~  
n p H  3 T O M  ( P Y H K U H H  f n ( t )  6 y ~ y ~  O r p a H H q e H b I  B  C B O ~ #  C O B O K Y I I H O C T H  

B O  BCHKO# O ~ ~ ~ C T H ,  K O T O p a R  B M e C T e  C O  C B O m  K O H T Y P O M  J I e m H T  

B H Y T P H  0 6 n a c ~ ~  B,  T O  H 3  B ~ I U I ~ Y K ~ ~ ~ H H O #  I I O C J I e A O B & T e n b H O C T H  

M O X H O  ~ b 1 6 p a ~ b  I I O C J I e L [ O B a T e J I b H O C T b  f,,(%) ( k  = 1 , 2 , .  . .), CXOA.fi- 

I U Y I O C R  B O  BCRKO# T O V K e  O ~ J I ~ C T H  B. n p H  3 T O M  C X O A H M O C T b  6 y ~ e ~  
~ ~ B H o M ~ ~ H o #  B O  BCRKO# O ~ J I ~ C T H ,  H ~ X O A R I U ~ # C R  B M e C T e  C  K O H T Y -  

POM BHYTPH B ,  H n p e n e n b H a a  ( P Y H K U H R  f ( z )  6 y n e ~  rono~op(Pao# 
B  o 6 n a c ~ ~  B. 0 6 n a c ~ ~  B, M O r Y T  I I P e A C T a B J I R T b  C O ~ O M  M H O r O -  

J I H C T H b I e  I I O B e P X H O C T H ,  I I O C T p O e H H b I e  H a  I IJ IOCKOCTH I I ~ ? ~ ~ M ~ H H o #  2 .  

T a ~ o m  me 6 y ~ e ~  B  3 T O M  C n y V a e  H  0 6 n a c ~ b  B*. 
3 6. U Y C T ~  H a M  A a H o  n ~ ~ e # ~ o e  n u ( P ( P e p e ~ u ~ a n b ~ o e  y p a a s e m e  

B T O p O r O  I I O p r i A K a :  

yl1 + P(Z)Y'  + P ( Z ) Y  = 0, ( 3 )  

m e  p ( ~ )  H q (x )  - p a m o H a n m u e  ( P Y H K ~ H  X .  E c n ~  z = a e c T b  no- 
nmc no ~ p a # ~ e #  M e p e  o ~ ~ o f i  113 a T H X  ( P Y H K ~ # ,  T O  Tows a ~ a 3 b 1 ~ a -  
e T c a  0~0608  mornou' ypasnenux (3 ) .  H ~ ~ e r p a n b ~  a T o r o  Y p a B H e H H R  

H M e I O T  B ~ J I H ~ H  T ~ K O #  T O V K H  O A U H  113 CneAJ'IOIUHX L[BYX B H A O B :  

me cp(x) n $(z )  - Pam,  pacnonomemme no q e n m  nonoxmenb- 
H b l M  H  O T P H U a T e J I b H b I M  C T e n e H I I M  ( Z  - a ) .  

E c n ~  m c n o  V J I e H O B  C  O T P H U a T e J l b H b I M H  C T e I I e H I I M H  6 y ~ e ~  KO- 

H e W O ,  T O  M O X H O  B b I 6 p a ~ b  P ,  PI II P2 T a K ,  V T O ~ M  P R A M  C o A e p m a n H  

T O J I b K O  n 0 J I O ) K H T e J I b H b I e  C T e n e H H  H  Y T O ~ M  C B O ~ O J U I M #  V n e H  B  3 T H X  

p f i A a X  6un O T n H V e H  O T  H y J I H .  B 3 T O M  C J I y V a e  C O O T B ~ T C T B ~ W U & ~  

H H T e r p a n  ~ a s b ~ s a e ~ c r r  p e z  y A x p n u M ,  w n H  n p U 8 U A b K b t M .  LTna T O r O ,  

V T O ~ M  B c e  H H T e r p a n b I  y p a B H e m  ( 3 )  ~6na31.1 TOVKH z = a 6b1n~  

*CM. Monte1 [7, p. 20-261; Koebe [8, Bd. 69, S .  711. 



IIPaBHJIbHMMH, H ~ O ~ X O L I H M O  H AOCTaTOZIHO, Y T O ~ L I  KPaTHOCTb IIO- 

nmca a y p(x) 6 ~ n a  H e  Bbxme eAHHuu&I, a y q(x) -He  B M U e  m y x .  B 
A a J I b H e h e ~  M b l 6 y ~ e ~  PaCCMaTpHBBTb JIHUb TaKHe YPaBHeHHR BH- 

A a  (3), BCe H H T e r p a n b I  KOTOPMX ~ Y A Y T  IIpaBHJIbHbIMH ~ 6 n ~ 3 1 . 1  BCR- 

KO# O C O ~ O ~ ~  TOYKH YP&BH~HHH*. 

~ Y C T ~  B ~ J I H ~ H  X = a HMeIOTCR pa3JIOmeHHH 

~ a s ~ s a e ~ c ~  ~ y n d a ~ e ~ m a n a ~ a ~ ~  onpedennlorqunc y p a e x e x u e A  e mou-  
Ke x = a .  E c n ~  p a 3 ~ o c ~ a  ~ o p ~ e #  a T o r o  ypaBHeHHR H e  pama ueno- 
MY z r H c n y ,  TO Y p a B H e H H e  (3) n o n y c K a e T  nsa H ~ J ~ B H C H M H X  wmerpa- 
na, n M e m u H x  B ~ J I H ~ H  T O ~ I K H  2 = a B H ~  (4). Ecnw me P ~ ~ H O C T ~  r 2 - r l  

K O P H ~ ~ ~  YpaBHeHHR (6) paBH.3 HyJlIO HJIH UeJIOMy IIOJIOmHTenbHOMy 

s H C J I y ,  TO Y p a B H e H H e  (3) 6 y n e ~  HMeTb n ~ 6 0  LIB& He3aBHCHMMX HH- 

T e r p a n a  swna (4) H (5) ,  npHzreM B B b x p a x e H H H  (4) ~ a n o  nonommb 
r = rl ,  nw6o 0 6 a  a m  H H T e r p a n a  6 y n y ~  HMeTb p a 3 n o m e ~ ~ e  s H n a  

(4). B cnyzrae 7-2 - rl = O B c e r n a  6 y n e ~  m e T b  M e m o  n e p ~ ~ l ' r  cny- 
sa#. 

3 7. 0 6 0 3 ~ a z r ~ ~  ~ Y K B ~ M H  y1 M yg K ~ K H ~ - J I H ~ O  LIB& He3aBHCH- 

MMX H H T e r p a J I a  YpaBHeHHR (3), H IIyCTb X - - K ~ K ~ R - J I H ~ O  TOrIKa, OT- 

n H s H a H  OT oco602i TOZ~KH a T o r o  ypaBHeHHfi .  Ecnx M ~ I  ~3 TO~IKH x 
OlTHUeM ~ & M K H Y T ~ I #  KOHTYP, H e  IIPoxoLIJTUH# r I e p e 3  oco6b1e TOZIKH 

YpaBHeHHR, H ~ Y A ~ M  aHanHTHrIeCKH lTpOLIOnmaTb BbIUeyKa3aHHble  

HHTeI'paJIbI BnOJIb a T O r 0  KOHTYPa, TO lTpH B 0 3 B p a U e H H H  B TOYKY X 

MbI 6 y n e ~  HMeTb LIBa HOBMX He3aBHCHMbIX H H T e r p a J I a  Z l  H Z2, CBR- 

3aHHbIX C HCXOAHbIMH MHTerpaJIaMH IIOnCTaHOBKOIO: 



TOrIKH Y P ~ B H ~ H H R ~  (3), COOTBeTCTBYIOT 0,lIHHitKOBbIe IIOlICTaHOBKM. 

C O B O K Y ~ H O C T ~  B C ~ X  IIOACT~HOBOK, COOTBeTCTBYIOWHX B C e M  B 0 3 M O X -  

HblM 3 a M K H Y T b l M  KOHTYPBM,  IlPOXO,lI5iWHM sepe3 T O s K Y  2, o6pa3ye~  
T.H. rpynny y p a ~ ~ e ~ ~ n 7  (3). O ~ O ~ H ~ Z I M M  ee 6 y ~ ~ o m  0. 

B03bMe.M BMeCTO H H T e r p a J I O B  yl H y2 K ~ K H ~ - J I M ~ O  ma , l I p y r H e  He-  

~ ~ B H C M M ~ I ~  H H T e r p a n a .  ~ T M  nocnenmie M o r y T  6 b l ~ b  n o n y r I e H H  ~3 

H H T e r p a J I O B  yl H y2 I I p H  I IOMOWH I IOnCTaHOBKH S B H n a  (7). E c n ~  M b l  

C a T H M H  HOBbIMH H H T e r P a J I a M H  6 y n e ~  06pa30sb1sa~b rpyIIIIy Y p a B -  

HeHHR,  TO a T a  n O c J I e A H R R  6 y n e ~  SRS-'. T ~ K M M  0 6 p a 3 0 ~ ,  rpynna 
y p a B H e H m  onpenenena c T O ~ I H O C T ~ ~  no n p e o 6 p a 3 o ~ a ~ ~ ~  ee n p H  

n o M o W H  nm60fi IIOnCTaHOBKM B M n a  (7). H ~ ~ O C ~ ~ A C T B ~ H H O  RCHO, 

~ I T O  rpynna H e  ~ ~ B M C M T  OT nonomeam ~ c x o n ~ o f i  T O ~ I K M  2. 

Bce IIOACTaHOBKH rpynnbl M O r Y T  6 b l ~ b  I I p e A C T a B J I e H b I  B B H A e  

n p o ~ 3 s e n e ~ ~ ~  uenmx c ~ e n e ~ e f i  K o H e s H o r o  s H c n a  n o n c T a H o B o K  

rpymrm ~ T M  n o c n e A H H e  ~ a s b ~ s a l o ~ c ~  n p o u s e o d x q u ~ u  nodcmanoe-  
XaMU Zpynnblg. RMH M O r Y T  CJIymMTb I IOACTaHOBKH, COOTBeTCTBY- 

W W H e  n O J I 0 X H T e J I b H O M y  0 6 x 0 ~ ~  B O K p Y r  O C O ~ ~ I X  T O s e K  y p a B H e H H 5 i  

(3), n p H s e M  M b l  n O J I X H b l  n P H H R T b  BO B H H M a H H e  B C e  0c06b1e TO+ 

KM a T O r O  Y p a B H e H H H ,  K p O M e  0 ~ ~ 0 f i .  ~ ~ M ~ T M M  I I p H  a T O M ,  r I T 0  II0- 

J I o m H ~ e J I b H b l f i  0 6 x 0 ~  B O K p Y r  0 ~ 0 6 0 5  TOrIKH n p e A c T a B J I R e T  co6om 
3 a M ~ H y ~ b l f i  KOHTYP,  ~ 0 , l I e p m a W H f i  B H Y T P H  c e 6 ~  TOJIbKO Om)'  OCO- 

6y10 TOrIKY, H r ITO KOHTYP a T O T  M O X e T  6 b l ~ b  B b 1 6 p a H  p a 3 J I H r I H b I M  

0 6 p a 3 0 ~ .  

§ 8. P~CCMOTPHM ZIaCTHOe ABYX H H T e r p a J I O B  Y p a B H e H H R  (3): 

7) = ~ 2 1 ~ 1 .  (8) 
~ ~ M K H Y T O M Y  KOHTYPY H a  IIJIOCKOCTH I I e p e ~ e ~ ~ o f i  2 6 y n e ~  COOTBeT-  

C T B O B a T b  H a  IIJIOCKOCTH I I e p e M e H H ~ f i  7) I IOACTaHOBKa:  

T ~ K  me, K a K  M B n p e m n y m e M  naparpa+e, MH M o m e M  onpene- 
J IHTb  ~pyIInJ' IlOACTaHOBOK B T O r O  P O A a  H I lpOH3BOA.HWHe I I O n C T a -  

HOBKH  TO# rpynnm. rpynna a T a  ~ a s b ~ s a e ~ c s r  npoexmuenou' zpyn- 
no2  y p a e ~ e ~ ~ f f g  (3). MH B ~ a J I b H e f i U l e ~  n p O C T 0  6 y n e ~  H a 3 b I B a T b  

ee zpynnow ypaenenux. E c n ~  0 6 0 3 ~ a r 1 ~ ~  6 y ~ ~ o m  0 a T y  rpynny H 

~ Y K B O W  S K ~ K Y W - J I H ~ O  IIOACTaHOBKY B H A a  (9), TO n p H  HHOM ~ ~ 6 o p e  
H H T e r p a J I O B  Y p a B H e H H R  M b l  M O X e M  n O J I y r I H T b  rpynny SRS-' . 

n e p e ~ e ~ ~ a ~  q y n o s n e T B o p R e T  m + + e p e ~ m a n b ~ o ~ y  y p a B a e -  



JIeBaSI ZIaCTb KOTOPOrO H e  MeHHeTCR I IpH IIOACTaHOBKe BHAa (9). 
H a o 6 o p o ~ ,  BclrKoe p e m e H H e  y p a B H e m s  (10) n p e n c T a B n f i e T  ~06010 
Y a c T H o e  H H T e r p a n o B  y p a B H e H H s  (3). P ~ B ~ H C T B O  (8) o n p e n e n s e T  x 
KaK aHanHTHYeCKylO $JYHKWH) OT r ] ,  H HaXOmAeHHe a ~ 0 f i  $JYHKUHH 

IIpeACTaBJIHeT ~06010 T. H. 3aAaZIy O ~ P ~ L L I ~ H H H  A n R  YpaBHeHHJi (3). 
0 6 0 3 H a Z I H ~  ~ Y K B O K I  r 0 6 n a c ~ b  3 ~ a q e ~ ~ f i  n e p e ~ e n ~ o f i  7), onpe- 

, U e n H e ~ o #  PaBeHCTBOM (8). 0 6 p a ~ n a a  $JYHKUHR 

~ Y A ~ T  OIIpeAeJIeHa B a ~ 0 f i  o 6 n a c ~ ~ .  .&'Is TOI'O, r 1 ~ 0 6 b I  a T a  $JYHK- 

UHH 6b1na O A H O ~ H ~ Z I H O ~ ~ ,  H ~ O ~ X O H Z I M O  H AOCTaTOZIHO, Z I T O ~ M  n ~ 6 0  
7) IIpHHHManO I IpH aHanHTHZIeCK0M IIpOAOnmeHHH BCRKOe CBOe 3Ha- 

ZIeHHe H e  6onee OAHOI'O pa3a, n ~ 6 0  ~ I T O ~ M  OAHHaKOBbIe 3HaZIeHHH 7) 

COOTBeTCTBOBanH 6b1 OAHHaXOBbIM 3HaZIeHHRM X. B IIOCJIeAHeM Cny-  

ZIae 3itMKHYTOMY KOHTYPY H a  IIJIOCKOCTH X, K O T O P ~  H e  MOXeT 6 b I ~ b  

n p H s e n e H  K T o w e  H e n p e p N B n b m  n p e o 6 p a 3 0 ~ a ~ ~ e ~ ,  MHHYII oco6b1e 
TOZIKH, COOTB eTCTBYeT TOXCAeCTBeHHaJI nOACTaHOBKa H a l l  IIepeMeH- 

H0f i  7). 

~ Y C T ~  X = CI eCTb 0c06a~i TOZIKa YpaBHeKtrR (3). Bb16epe~ 3a 
He3aBHCHhfbIe p e m e H H H  BHAa (4) H (5). h J i  TOI'O, q ~ 0 6 b I  COOT- 

B e T c T B y m r r r e e  3 ~ a . r e ~ ~ e  7) H e  6b1no TOZIKOIO ~ ~ ~ B ~ T B J I ~ H H H  $JYHKUHH 

(11)) H ~ O ~ X O A H M O ,  ~ I T O ~ M  pa3HOCTb KopHef i  YpaBHeHHfI (6) 6b1na 
~ y n b  H n H  BHAa l / n ,  me n-uenoe sacno,  6 o n b m e e  emarrar .  Ta- 
KHM 0 6 p a 3 0 ~ ,  AJIH TOrO, ZITOBM 3aAaZIa  0 6 p a 1 ~ e m ~  A o n y c K a n a  OA- 

H03HitZIHOe P e l u e H K e ,  H ~ O ~ X O A H M O ,  ZITOBM pa3HOCTb K O P H ~ ~ ~  $ J ~ H A ~ -  

MeHTaJIbHOI'O OIIpeAenRlOIUeI'O YpaBHeHAH HMeJIa TOnbKO ZITO YKa- 

3aHHbIfi BHA. YCJIOBH~ a T 0  6 y n e ~  T a m e  H AOCTaTOZIHbIM YCJlOBtreM 

OAH03HaZIHOCTH $JYHKUHH (11) B TOM C J I y q a e ,  KOI'Aa r eCTb OAHO- 

CBH3HaSI 0 6 J I a c ~ b .  M ~ I  H e  IIpWwCJIHeM K O ~ J I ~ C T H  r ~ H ~ Z I ~ H A # ,  KO- 

TOpbIe  7) IIpHHHMaeT B TeX O C O ~ ~ I X  TOrIKaX YpaBHeHHH (3), B KOTOPbIX 

pa3HOCTb ~ 0 p H e f i  OnpeAeJIHlOIUeI'O YpaBHeHHH P a B H a  HyJIlO, a60 H e  

BCeM 3HaZIeHHHM 7), ~ J I A ~ K H M  K TOJIbKO ZITO YKa3aHHOMY 3HaZIeHHI0, 

COOTBeTCTBYlOT 3HaZIeHHH XI ~ J I H ~ K H ~  K P ~ C C M B T P E I B & ~ M O ~ ~  0~0602i 
TOVKe. 

~ H ~ Z I ~ H H ~  7), COOTBeTCTBylOIUee TaKOMY 3HaZIeHHlO X, KOTOPOe H e  

RBJIHeTCH oco6oB T O Z I K O ~ ~  YpaBHeHHH (3), H e  MOmeT 6 b I ~ b  TOYKOIO 

p a ~ i ~ e ~ s n e n ~ s  $JYHKWH (ll), a60 B cany  H~B~CTHOI-o  p a s e H c T s a  



5 9". E c n ~  YpaBHeHHe (3) HMeeT T p H  oco6b1e TOYKH, TO, H e  

OrpaHHYHBaR O ~ U H O C T H ,  MbI MOmeM IlpeAIIOAOmHTb, YTO a T 0  ~ Y A ~ T  

TOYKH O , 1  H 00. Y P ~ B H ~ H H ~  MOmeT 6 b I ~ b  I IpH BTOM n p H B e A e H 0  K 

BHAY 

41-  2)y11+ [y - (CY+P+ l)z]yl - CYpy = 0, (12) 
H aTO IIOCJIeAHee YpaBHeHHe Ha3bIBaeTCH YpaBHeHHeM Gauss'a. Pas- 
H O C T ~  ~ o p ~ e Z i  o n p e A e n R m w e r o  y p a B H e H m  6 y ~ e ~  AJIR H e r o :  

B TOYKe 2 = 00 - p-  CY. 

E c n ~  aTH B e n H Y H H b l 6 y A y ~  BeIUeCTBeHHbI, TO, H e  O r p a H H s H B a R  0 6 1 ~ -  

HOCTH, MbI MOXeM CYHTaTb HX IIOJIOXHTeJIbHbIMH. O ~ O ~ H ~ Y H M  HX: 

B J I R  OAH03HaYHOCTH (PYHKUMH (11) YHCJIa 1, m, H n AOJIXHbI 6 b I ~ b  

PaBHbI UeJIhIM YHCJIaM, ~ o J I ~ I I I A M  eAHHHUbI, H n H  ~ ~ C K O H ~ Y H O C T H .  B 
PaCCMaTpHBaeMOM CJIyYae  YCnOBHe a T 0  RBJIReTCR H AOCTaT09HbIM. 

@YHKWR (8) npeo6pa3ye~ TY Y a c T b  n n o c K o c T H  n e p e ~ e ~ ~ o j i  2, 

KOTOpaR O r p a H H Y e H a  B ~ W ~ C T B ~ H H O #  OCbIO, B TPeYrOJIbHHK S, CTO- 

POHbI KOTOPOrO CYTb A y r H  OKPY%HOCTH HJIH IIpHMbIe JIHHHH H YrJIbI 

KOTOPOI'O PaBHbI an, bT H cT*. n p H  aHaJIHTHYeCKOM IlpOAOJIXCeHHH 

(PYHKWH (8) H a  IIJIOCKOCTH q 6 y ~ e ~  I I o n y n a T b c R  CeTb T p e y r o n b -  

HHKOB yKa3aHHOrO TOJIbKO rITO BHAa, H o 6 n a c ~ b  r B c e r A a  6 y ~ e ~  
OAHOCBH~HO#. ~ P H  BTOM H a 2 0  pa3JIHYaTb T P H  CJIYYaR: 

1 1 1  
- + - + - > I ,  
l m n  
1 1 1  - + - + - =  
l m n  1, 

1 1 1  
- + - + - < I .  
l m n  

B IIepBOM C n y Y a e  I? 6 y n e ~  IIpenCTaBnfITb ~ 0 6 0 1 0  BCIO IIJIOCKOCTb, 

YHCJIO TpeYrOJIbHHKOB CeTH 6 y n e ~  OrpaHHYeHo,  H (PYHWHR (11) 6y- 
AeT p a I l H o ~ a J I b ~ o #  ( P ~ H K w ~ #  7. 



B C J I y Z I a e  ( 1 3 2 )  C T O p O H b I  B C e X  T P e Y r O n b H H K O B  I I p o f i A y ~  Z I e p e 3  OA- 

H Y  H T Y  Xe TOZIKY I I J IOCKOCTH,  H r 6 y ~ e ~  I I p e A C T a B J l R T b  ~06010 BCK) 

I I J I O C K O C T b ,  3a H C K J I l O Y e H H e M  T O J I b K O  ZIT0 YIIOMJIHYTO~~ TOZIKII. B 
a T o M  cnyqae (PYHKUHH (11) 6 y ~ e ~  ABORKO H n a  n p o c T o  nepaonarIe- 
CKOG ( P Y H K U U ~ ~ ~  7. 

H a ~ o ~ e u ,  B C n y Z I a e  (133) 6 y n e ~  C y I I I e C T B O B a T b  O K p Y X H O C T b  H J I H  

I I p J l M a J l  C, O p T O r O H a J I b H & H  K C T O P O H a M  B C e X  T P e Y r O J I b H I l K O B  C e T I I ,  r 
6 y n e ~  I I p e A C T a B J I J I T b  ~ 0 6 0 ~ 1  Z I a C T b  I I J IOCKOCTII ,  O r p a H H Z I e H H y K )  JIM- 

~ w e f i  C, w a T a  n o c n e A H m  6 y n e ~  C Y I I I ~ C T B ~ H H O ~ ~  rpa~auef i  +YHKUHII 

(11). BO B C e X  a T H X  CJIyZIaJ lX ~ ( 7 )  H e  6 y n e ~  M e H J l T b C R ,  e C n H  M b I  CO- 

B e p I I I H M  H a A  7 ~ a ~ y ~ ) - n a 6 0  I I O A C T a H O B K y  rpyIIIIb1 Y p a B H e H M R  (12). 
B Z I a C T H O M  C J I y Z I a e  

l = m = n = m  

y p a B a e a w e  (12) n p e n p a u a e T c r r  B y p a B H e H H e  Legendre'a 

* L [ o ~ a s a ~ e n b c ~ e a  ecex n p e ~ n o m e n u i i ,  u a n o m e ~ ~ ~ x  e  nocnennux veTupex 
naparpaaax,  Momno n a i i ~ u  y Schlesinger'a [lo, C M .  Bd. I ,  II]. 
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TEOPWSE rPYIIII  J I W H E ~ ~ H ~ I X  IIOACTAHOBOIC 

 OH^ npeo6pa3ye~ B c e 6 f i  IIJIOCKOCTb KOMIIJIeKCHOrO I I e p e M e H H o r o ,  

OCTaBlIJlII HeIIOllBHXFIbIMH T e  TOYKH, KOOPAHHaTa KOTOPbIX YAOBJIe- 

TBOPJleT YPaBHeHHIO 

Y z 2  + (6  - a ) z  - P = 0. ( 1 )  

Ecna 3aAaHbI  K ~ K H ~ - m i 6 0  T P H  TOYKH H a  IIJIOCKOCTH KOMIIneKCHOrO 

IIepeMeHHOrO, TO MOXHO ~ b 1 6 p a ~ b  K O ~ @ @ H U H ~ H T ~ I  IIOACTBHOBKH TaK, 

V T O ~ M  BTIl T P H  TOYKH I I p e 0 6 p a 3 0 ~ b I ~ a J I H ~ b  B A p y r H e  T p H  H a n e p e A  

3aAaHHbIe TOYKH. B J I a J I b ~ e f i l l I e ~  MhI 6 y ~ e ~  Ha3bIBaTb IIOACTaHOB- 

KY TOJIbKO YTO YKa3aHHOrO BHAa IIpOCTO J ~ U H ~ ~ H O ~  n o d c m a n o e x o ~  H 

6 y n e ~  npennonaral.6, ecnw H e  6 y ~ e ~  o r o B o p e H o  o c o 6 0 ,  YTO onpe- 
AenHTeJIb IIOACTaHOBKH p a B e H  eAHHHUe, T.  e. 

Y ~ ~ B H ~ H H ~  BCXKO# OKpyXHOCTH HJIH IIpJlM0% B KOMIIJIeKCHHX KO- 

OpAHHaTaX MOXeT 6 b l ~ b  HalIHCaHO B BHAe 

a z i  + bz + b.2 + c = 0, ( 2 )  
me a  H C-BeWeCTBeHHhI. B L [ & J I ~ H ~ # L u ~ M  MhI 6 y ~ e ~  Ha3hIBaTb 

OXpyXHOCmblo KaK A ~ ~ ~ c T B H T ~ J I ~ H ~ R ~  OKPYXHOCTb, TaK H IIPIIMYIO 

JIHHHKl. Y ~ ~ B H ~ H H ~  ( 2 )  MOmeT ~ 3 0 6 p a X a ~ b  OKPYXHOCTb, TOYKY 

HJIH MHMMOe reOMeTPHYeCKOe MeCTO. BO BTOPOM H T P e T b e M  CJIyYa- 

JlX MbI 6 y n e ~  COOTBeTCTBeHHO rOBOPHTb 06 OKPYXHOCTH C HYJIeBbIM 

p a n u y c o M  H o MHHMO# O K P Y ~ H O C T H .  

~ H H ~ R H ~ I I  IIOACTaHOBKa npeo6pa3ye~ YpaBHeHHe ( 2 )  K YpaBHe- 

HKKI T o r 0  Xe BHAa, IIPHYeM 0 6 a  BTM YpaBHeHHJl I IpMHaAlIeXaT On- 

HOBpeMeHHO K OAHOMY H3 YKa3aHHhIX BhIIIIe T p e X  CJIyYaeB. E c n ~  



H O B O e  Y P a B H e H H e  C O B I I a A a e T  C  I I p e X H H M ,  T O  M b I  ~ Y A ~ M  r O B O p M T b ,  

Y T O  I I O A C T a H O B K a  n p e o 6 p a 3 y e ~  B  ce611 C O O T B e T C T B e H H y K )  O K p y X -  

H O C T b .  Ecnn a T a  I I O C n e A H R R  B e I U e C T B e H H a ,  T O  I I O A C T a H O B K a  M O X e T  

~1x60 n p e 0 6 p a 3 0 ~ b ~ ~ a ~ b  B ce611 T e  s a c T H  n n o c K o c T H ,  H a  K o T o p b I e  

B C I I  I I n O C K O C T b  A e n H T C I I  y K a 3 a ~ ~ o f i  O K p y X H O C T b l O ,  nu60 M O X e T  ripe- 

0 6 p a 3 0 s h ~ s a ~ b  O A H y  M 3  a T M X  Y a ~ ~ e f i  B  A P Y I ' Y I O .  H a n p n ~ e p ,  I IOA-  

C T a H O B K H ,  npeo6pa3ym1~ne B  ce611 Y a C T b  I I J l O C K O C T H ,  n e m a ~ m  no 
O A H y  C T O P O H Y  B ~ I U ~ C T B ~ H H O ~ ~  O C H ,  C Y T b  I I O A C T a H O B K H  C  B e I U e C T B e H -  

H b l M H  K O ~ @ + H U H ~ H T ~ M M  H  I I O n O W H T e J I b H h l M  O I I p e A e J I H T e n e M .  Y K ~ -  
3 a H H Y K )  r I a C T b  I I J I O C K O C T H  M b I  6 y ~ e ~  H a 3 b I B a T b  t ? e p ~ l f e G  n O A y n A O C x 0 -  

c m b m ,  e c n H  o H a  3 a ~ n m ~ a e ~  n o n o m w T e n b H o e  H a n p a B n e m e  M H H M O ~ ~  

O C H .  O C T ~ J I ~ H Y K )  Y a C T b  I I n O C K O C T H  6 y ~ e ~  H a 3 h l B a T b  l c ~ ~ l c e ~  no- 
A y n A O C l C O C m b l o .  ~ O A C T ~ H O B K H  C  B e I U e C T B e H H b I M W  K O ~ + $ ~ H U H ~ H T ~ M M  

H O T p n u a T e n b H N M  o n p e A e n H T e n e M  n p e o 6 p a 3 y m ~  O A H ~  nonynnoc- 
K O C T b  B  A P Y I ' Y K ) .  

Ecnn Y p a B H e H H e  ( 1 )  H M e e T  p a 3 J I H Y H b I e  K O p H H  a M  b ,  T O  I I O A C T a -  

H O B K a  M O m e T  6 b I ~ b  I I p e A C T a B n e H a  B  B H A e  

z 1 - a  z - a  - = k- 
z l - b  z - b  

H n H  B  B H A e  

zl - a = k ( z  - a ) ,  
e C n H  O A H H  H 3  ~ 0 p ~ e f i  Y p a B H e H H I I  ( 1 )  p a B e H  ~ ~ C K O H ~ Y H O C T H .  q H -  

cno k ~ a a b ~ s a e ~ c r r  M l c o x u m e n e M  n o d c m a l c o e x u  H o n p e A e n f l e T c R  K a K  

Y a C T H O e  ~ 0 p ~ e f i  Y p a B H e H H I I  

E c n ~  M O A y n b  r I H C n a  k P a B e H  e A H H H U e ,  T O  I X O A C T a H O B K a  H a 3 b I -  

s a e T c s  3nnunmuuecxoG. Ecnn k - r I n c n o  B e l U e c T s e H H o e ,  o T n n r I H o e  

O T  -1, T O  I I O A C T a H O B K a  ~ a 3 b I B a e T c s  zunep6onuuecxoii, H ,  H a K O H e U ,  

e C n M  k H M e e T  M H H M Y K )  Y a C T b  H  I I 0  M O A Y J I K )  O T n H r I H O  O T  eA&iHHI&l, 

T O  I I O A C T a H O B K a  ~ a 3 b 1 s a e T c s  n o x c o d p o M u u e c x o ~ .  Ecnn k = 1, T O  

I I O A C T a H O B K a  I I p H B O A A T C I I  K  T O X A e C T B e H H O M Y  n p e o 6 p a 3 0 ~ a ~ ~ m .  
Ecnn Y p a B H e H H e  ( 1 )  H M e e T  A B Y K P ~ T H ~ I ~ ~  K O P e H b ,  T O  I I O A C T a H O B K a  

I I p H B O A A T C I I  K B H A Y  
1 1 

- 
z 1 - a  z - a  + 1 

nnn K B n A y  

2 1  = z +  1, 

a - w  

ecns a T O T  ~ Y K P ~ T H ~ I ~ ~  K O p e H b  p a B e H  6 e c ~ o ~ e n ~ o c ~ H .  T a ~ m  IIOA-  

c T a H o B K a  H ~ ~ ~ I B ~ ~ T C I I  napa60nuuecxoG. 

=,. 



P a c c ~ o ~ p e m e  y p a ~ ~ e ~ n i i  (1) H (3) n p m o n u T  K c n e n y m w e M y  

p e 3 y n b ~ a ~ y :  n o n c T a H o B K a ,  y ~ a 3 a ~ ~ a ~  B H a s a n e  H a c T o s w e r o  na- 
parpa+a, 6 y n e ~  a n n u n ~ ~ s e c ~ o i i ,  r~nep60nwsec~o i i ,  n a p a 6 o n ~ s e -  
CKO# H I I H  ~ O K C O A P O M M ~ I ~ C K O ~ ~  C O O T B e T C T B e H H O  I I P M  B M I I O n H e H H H  

cnenymuxx ycnos~ i i :  

lIpou3eedenuenc n uneCn wz nobcmanoeorc ~ a s ~ s a e ~ c a  n o n c T a s o s -  

K a ,  n o n y s a e M m  B p e 3 y n b ~ a ~ e  n o c n e n e s a T e n b H o r o  n p H M e H e m R  

A a H H b I X  ~ O A C T ~ H O B O K . '  MM 6 y ~ e ~  0 6 0 3 ~ a q a ~ b  n 0 A C T a H O B K Y  OAHOEO 

~ Y K B O I O  H 6 y ~ e ~  n p O H 3 B e A e H M e  I IOACTaHOBOK Y H T a T b  C n p a B a  H a J I e -  

BO. E c n ~  S1 H S2 C Y T b  C O O T B e T C T B e H H O  I I O A C T a H O B K H  

J I e r K o  H e I I O C p e A C T B e H H O  B H A e T b ,  P T O  I iOACTaHOBKM S M U ~ Y A Y T  O n -  

H o r o  H T o r 0  me xapamepa, H H e n o m m c H b I e  T O ~ K H  n o A c T a H o B K H  U 
M O r Y T  6 M ~ b  I IOJIYYeHbI  H 3  HenOJlJ3HXHbIX T O P e K  ~ O A C T ~ H O B K M  S I I p H  



IIOMOLUA I I O A C T B H O B K A  T .  Ecnn I I O A C T a H O B K a  S npeo6pa3ye~ B C e -  

6~ H e K O T O P b I e  O K P Y X H O C T H ,  T O  I I O A C T a H O B K a  U npe06pa3ye~ B c e 6 ~  
T e  O K P Y X H O C T H ,  K O T O P h I e  I I O J I Y Y B I O T C R  H 3  T O J I b K O  Y T O  Y n O M R H Y T b I X  

I I p H  n O M O L U H  I I O A C T a H O B K H  T. 
f 2. Y ~ a 3 a ~ ~ h l e  B I I P e A h l A Y L U e M  napaI'pa4e I I O A C T a H O B K H  H a 3 b I -  

B a m T c R  n H o r A a  n o d c m a ~ o e x a n c u  nepeozo  poda  B o T n m H e  OT non- 
C T a H O B O K  B T O P O r O  P O A a ,  HMeIOLUHX B H A  

a E +  D 

T a ~ w  I I O A C T a H O B K a  npeo6pa3ye~ O K P Y X H O C T b  B O K P Y X H O C T b .  K 
B T H M  I I O A C T a H O B K a M Z I  I I P H J I O X H M O  y K a 3 a H H O e  B h l I I I e  n O H R T H e  0 I I p O -  

H 3 B e A e H H H ,  H I I p O H 3 B e A e H H e  A B y X  nmefi~hlx I I O A C T a H O B O K  B T O p O r O  

pona A a e T  n o n c T a H o B K y  n e p B o r o  pona. B nanbse#rue~, me a T o  

H e  B b I 3 0 B e T  C O M H ~ H H ~ ~ ,  M h l  ~ Y A ~ M  I I O A C T a H O B K l l  I I e p B O r O  P O A a  H a -  

3 b I B a T b  I l p O C T O  ~ H H ~ # H ~ ~ M H  n O A C T a H O B K a M H .  

Han6onee BMHMM c n y z l a e M  n o n c T a H o B o K  B T o p o r o  pona R s n R -  

e T C R  o ~ o 6 p a m e ~ ~ e  B O K P Y X H O C T H .  K O O P A H H ~ T ~ I  T O Y e K ,  I ' a P M O H H -  

Y e C K H X  I I O  O T H O I I I e H H I O  K O K P Y X H O C T H  (2), C B R 3 a H b I  M e X A Y  ~06010 
I I O A C T B H O B K O K )  - 

- b T -  c 

E c n ~  M h l  C O B e p I I I H M  H a A  n J I O C K O C T b H 3  J I H H e f i H 0 e  n p e o 6 p a 3 o ~ a ~ ~ e  
I I e P B O r O  H J I H  B T O P O r O  P O A a ,  T O ,  K a K  B T O  J I e r K O  B H A e T b  H e I I O C p e A -  

C T B e H H O ,  I I p e O 6 p a 3 0 ~ a H ~ b I e  T O Y K H  ~ Y A Y T  r a P M O H H Y e C K I l M H  I I O  OT- 

H O I I I e H H I O  K n p e o 6 p a 3 o ~ a ~ ~ o #  O K P Y X H O C T H .  

COBOKYIIHOCT~ K ~ K H X - J I H 6 0  A B Y X  O T O ~ P ~ X ~ H H #  I I P H B O n H T  K JIM- 

H ~ # H O #  I I O A C T a H O B K e .  ~ o K = ~ M ,  Y T O  B T a  I I O C J I e n H R R  6 y ~ e ~  r U n e p -  

6 o n ~ ~ e c ~ o # ,  ecnn OKPYXHOCTH, B K O T O P ~ I X  C o B e p m a n o c b  o ~ o 6 p a -  
X e H H e ,  H e  H M e H 3 T  O ~ U H X  T O Y e K ,  n a p a 6 o n ~ ~ e c ~ o # ,  e c n H  B T H  O K p y X -  

H O C T H  K a C a K J T C R ,  A ~ J I J I H I I T H ~ ~ c K o # ,  e C J I H  OHW I I e p e C e K a I O T C R .  

~ Y C T ~  C1 U (22 - 3 a A a H H b I e  O K P Y X H O C T H ,  a Ul H U 2  - o~o6pame-  
H H R  B H H X .  Hano H C C J I e A O B a T b  JIHH~~~HJ'IO I I O A C T a H O B K y  

~ J ' c T ~  T--~HHB#H&R I I O A C T a H O B K a ,  n p e 0 6 p a 3 y ~ ) ~ ~ a ~  C1 B B e w e -  

C T B e H H Y l o  O C b  H C 2  B K ~ K Y K J - J I H ~ O  O K P Y X H O C T b  C, OTJIHYHYIO O T  

I I p R ~ o f i .  H a 3 o s e ~  6 y m a ~ ~  a, P - K O O ~ A H H ~ T M  U e H T p a  BTO# OK- 

P Y X H O C T H ,  a ~ Y K B O I O  r-ee p a A H y C .  0 6 0 3 ~ a Y ~ ~  ~ Y K B ~ M H  T i  H T2 

o ~ o 6 p a m e ~ U ~  B B ~ L U ~ C T B ~ H H O #  O C H  H O K p Y X c H O C T H  C H P a C C M O T p H M  

~ H H ~ # H ~ K )  I I O A C T a H O B K y  

Sl = T 2 T l .  



H npeo6pa3ye~ B ce6si O K ~ ~ W H O C T H  C U e H T p O M  B H a r I a J l e  K O O p A H H a T .  

E c n ~  $7 = T ,  TO K p O M e  a T H X  O K ~ ~ X H O C T ~ ~ ~  npeo6pa3ym~csi B ce6si 
T a K m e  a npmme, npoxomuwe sepes H a s a n o  K o o p m H a T .  B H a c T o -  

R U e M  naparpa4e MM H C K ~ W ~ ~ H M  ~3 p a c c M o T p e H m  a T o T  n o c n e ~ ~ ~ l f i  

c J I y s a # ,  K 0 ~ 0 p b l f i  J I e r K O  pa306pa~b  C a M O C T O R T e n b H O .  ~ P H H H M ~ R  

BO B H H M a H H e  C K a 3 a H H O e  B I I P e A b l A Y I U e M  IIaparpa4e 0 r a p M 0 H H s e -  

CKHX T O P K a X ,  MOWeM Y T B e p W A a T b ,  n T 0  I IOACTaHOBKa  S npeo6pa3ye~ 
B c e 6 ~  T e  H T O n b K O  T e  OKPY*HOCTH, II0 OTHOIIIeHHW3 K KOTOpbIM ee 
HenOABH>KHhIe T O s K H  ~ Y A Y T  r a p M O H H q e C K H M H .  T O ~ H O  T a K  W e  MOW- 

HO Y ~ ~ A H T ~ C R ,  rITO r ~ n e p 6 0 n ~ s e c ~ a ~ 1  I IOACTaHOBKa  npeo6pa3ye~ B 
c e 6 ~  OKPYWHOCTH, I IPOXOARIUHe  sepe3 HeI IOABHWHhIe  T O n W  IIOACTa-  

HOBKH, a n o K c o n p o M H n e c K a x  n o n c T a H o B K a  H e  npeo6pa3ye~ B c e 6 ~  
HHKaKYW3 OKPYWHOCTb.  

Ecnu S e C T b  napa60nnsec~ax IIOACTaHOBKa,  TO,  K a K  H p a H b I I I e ,  

MOWeM n O n y s H T b  napa6onusec~y1o IIOACTaHOBKy U C H ~ I I o A B H X H O #  

TO~IKO# H a  ~ ~ C K O H ~ P H O C T W .  ~ O A C T ~ H O B K ~  a T a  6 y ~ e ~  H M e T b  B H A  

H 6 y n e ~  n p e o 6 p a 3 0 ~ ~ ~ a ~ b  B c e 6 ~  c e ~ e # c ~ ~ o  napannenmbrx npsi- 
MMX. C n e ~ o s a ~ e n b ~ o ,  n o n c T a I I o B K a  S npeo6pa3ye~ B c e 6 ~  c e ~ e i i -  
CTBO O K ~ ~ * H O C T ~ ~ ~ ,  B 3 a H M H O  KaCaIo l I IHXCR B H~I IOABHWHO# TOrIKe 

a T 0 f i  I IOnCTaHOBKH. 



E c n ~  Z - K ~ K ~ R - n ~ 6 0  T O Z I K a  n J I O C K O C T H ,  a S-IIOACT~HOBK~, OT- 

J IMZIHaR O T  J ~ O K C O ~ P O M H Z I ~ C K O # ,  T O ,  K a K  B T O  H e I I O C p e A C T B e H H O  fiCHO 

H 3  P a C C M O T P e H M f i  I I O A C T a H O B K M  U, Z I e p e 3  TOZIKy Z I l p O X O ~ T  O W a  

M T O n b K O  oma O K P Y H C H O C T b ,  npeo6pa3ymuafic~ B ce6fi I I O A C T a H O B -  

K O r o  S. 
E c n ~  M b I  H a A  TOZIKOIO Z 6 y ~ e ~  C O B e p I U a T b  n p e o 6 p a 3 o ~ a ~ ~ e  Sn, 

me n - ~ a ~ o e - n ~ 6 0  senoe  s H c n o ,  TO n p e 0 6 p a 3 0 B a ~ ~ a R  T o w a  6y- 
AeT H a X O I l H T b C f i  H a  T O J I b K O  ZITO Y K ~ ~ ~ H H O ~  O K P Y X H O C T M .  E c n ~  n p M  

B T O M  S 6 y n e ~  r ~ n e p 6 0 n ~ s e c ~ o E  ~ O A C T ~ H O B K O # ,  T O  I I p M  C T p e M n e -  

H H M  71 K +00 n p e o 6 p a 3 0 ~ a ~ ~ a r r  T O Z I K a  6 y n e ~  C T p e M H T b C R  K OL[HO# 

H 3  HeIIOJLBHHCHblX TOZIeK I I O A C T a H O B K H ,  a I l p M  C T p e M J I e H H M  TI  K -CO- 

K ~ p y r o #  H ~ ~ O A B H ~ H O ~ ~  T O ~ I K ~ .  B cnyrIae n a p a 6 0 n ~ s e c ~ o i i  n o n c T a -  

HOBKM 06a B T H  I I p e A e J I a  C O B l T a A y T .  Bce B T O  H e n O C p e A C T B e H I I O  R C H O  

113 C a M O r O  B H A a  I I O A C T a H O B K M .  

P~CCMOTPHM T e n e p b  B n n H n T H n e c K y m  n o n c T a H o B K y  S, n p e n c T a -  

B H B  ee B B H A e  

ZI = ev'z, 

me p 6 y n e ~  ~ a 3 b 1 ~ a ~ b  YZRON epaqexun nodcmaxoercu. E c n ~  p co- 
H 3 M e P H M O  C T, T O  H&#A~TCII T a K O e  U e J I O e  ZIHCJIO q ,  ZITO 

T. e. n o n c T a H o B K a  6 y n e ~  n e p n o ~ n s e c ~ o # .  E c n ~  me p o K a m e T c f i  

H e C O H 3 M e P H M O  C T,  T O  M O X H O  H&TH T a K H X  A B a  U B J I b l X  s H C J I a  m M 

n ,  ZITO B b l p a m e H M e  

6 y n e ~  C K O J I b  YI 'OAHO 6 ~ 1 ~ 1 3 ~ 0  KO B C f i K O M Y  H a n e p e n  3 a A a H H O M y  ZIMCJIY, 

T. e. B a T o M  cnyqae TOZIKM, n o n y r I a e M b I e  w3 nm60# TOZIKH n n o c K o -  

C T H  n p M  I I O M O I I I H  n O A C T a H O B O K  U n ,  3 a n O n H f i T  COOTBeTCTByIOUlJ'K, 

O K p Y X H O C T b  nOBCIOAJ' ITJIOTHO. ~ J I J I H I I T H Z I ~ C K H ~  I I O A C T a H O B K H  S H 

U, C B R 3 a H H b I e  C O O T H O Z U e H M e M  (4), ~ Y A Y T  H M e T b  O L [ E I H ~ K O B M ~ ~  Y r O n  

B p a u e H H f i .  E c n ~  a n n H n T w s e c K a f i  n o n c T a H o B K a  n o n y s a e T c f i  OT OTO- 

6 p a m e ~ ~ f i  B m y x  n e p e c e K a m u a x c f i  o K p y m H o c T f i x ,  TO yron p12 pa- 
B e H  yrny,  non KOTOPMM n e p e c e K a m T c f i  a m  O K ~ ~ X H O C T H .    TO n e r K o  

n p o B e p a T b ,  e c n H  n p e o 6 p a 3 0 ~ a ~ b  TOZIKH nepeceqemfi o ~ p y m ~ o c ~ e i i  
B H a Y a n O  K O O p A H H a T  H B ~ ~ C K O H ~ Y H O  Y A a J I e H H Y I O  TOZIKY H 3 a T e M  

B O C n O n b 3 O B a T b C f i  C O O T H O Z U e H H e M  (4). 
P~CCMOTPHM TeIIepb J I O K C O A p O M H Y e C K y M  X I O A C T a H O B K y ,  IIpeA- 

C T a B H B  ee B B M A e  

ZI = rev'z. 



H qepe3 BCHKYH) T O q K Y  I I J IOCKOCTH I I P O X O A H T  O A H a  H 3  T a K H X  C I I H p a -  

ne#. ~ P M M ~ H I I I I  K K ~ K O # J I H ~ O  T O l I K e  I I J I O C K O C T U  C T e I I e H H  J I O K C O A P O -  

MMZI~CKO# I I O A C T a H O B K H ,  M b l  6 y ~ e ~  I I O J I y r l a T b  T O r I K H ,  C T p e M I I l l I H e C I I  

T a K  me, K a K  H B cnysae ranep60nur1ec~oB n o A c T a H o B K H ,  K H e n o -  

A B M X H b l M  T O r I K a M  J I O K C O ~ ~ P O M H ~ I ~ C K O ~ ~  I I O A C T a H O B K H  H O C T a I O I Z I H e C R  

H a  y ~ a 3 a ~ ~ o i i  Emrue cnapanx. 
f 4 .  fpynno i i  nuneiinaz nobcmanoeolc ~a3blsae~csi  co~oeyn-  

H O C T b  a T H X  I I O l l C T a H O B O K ,  O ~ J I ~ A ~ I O I Q ~ J I  T e M H  CBO#CTB~MH,  r I T O  e C n H  

K~K~FI-~1x60 n o A c T a H o B K a n p H H a n n e m x T  C O B O K ~ ~ H O C T H ,  TO H 0 6 p a ~ -  
H ~ F I  n o A c T a H o B K a  n p x H a A n e m x T  C O B O K ~ ~ H O C T H ,  H YTO npo~3sene- 
H H e  ~ a ~ ~ x - n x 6 o  A B y X  I I O A C T a H O B O K ,  I I p w H a A J I e X a I u H x  C O B O K y n H O -  

C T H ,  I I P e A C T a B J I R e T  C O ~ O H )  I I O A C T a H O B K Y ,  TaM(e IIpHHitAJIeXaILlJ'IO 

eB. rpyIIIIa, C O A e p X a I I l a F I  K O H e r I H O e  Y H C J I O  I I O A C T a H O B O K ,  H a 3 b I B a -  

e T C H  lc0rteYrt 0u'. B ~ a J l b ~ e f i I U e M  M b l  6 y ~ e ~  P a C C M a T p M B a T b  J IHIJ Ib  

K O H e r I H b l e  U T a K H e  ~ ~ C K O H ~ Z I H ~ I ~  T p y I I I I b I ,  C O B O K Y I I H O C T b  I I O A C T a -  

HOBOK K O T O P ~ X  n p e n c T a s n n e T  co6om H C ~ H C J I H M ~ ~  C O B O K ~ ~ H O C T ~ ,  

T .  e. B C e  I I O A C T a H O B K H  K O T O P h I X  M O r Y T  6 b l ~ b  I I p O H Y M e p O B a H b l .  E c n ~  
C p e m  I I O A C T a H O B O K  rpynnbl M O X H O  B b I 6 p a ~ b  K O H e r I H O e  r IHCJIO T a -  

KHX I IOACTBHOBOK,  r I T O  BCIIKaFI  I I O A C T a H O B K a  rpynnbl M O X e T  6b1~b 
n p e A c T a s n e H a  B B x A e  n p o w 3 ~ e ~ e ~ m  qenblx c ~ e n e ~ e i i  a T H x  noAcTa- 
HOBOK,  T O  r O B O P I I T ,  q T O  rpyIIIIa H M e e T  K O H e Y H O e  r I H C J I 0  I I P O H 3 B O A J I -  

I I lHX I I O L I C T ~ H O B O K ~ ~ .  

B f i a J I b H e # m e M  M b l  6 y ~ e ~  H a 3 b l B a T b  3lct3U6aAeHmHbZA4U mOYX(IA4U 

T a K H e  TOrlKM, K O T O P h I e  M O r Y T  6 b l T b  I I O J I y Q e H b I  O A H a  H3 A~J'I'o# I I p H  

I IOMOII lH ~ a ~ o t b n ~ 6 0  I I O A C T a H O B K I l  rpyIInbI. 
Ecnx S e C T b  ~ a ~ a f i - n x 6 0  n O A C T a H O B K a  rpynnar, T O  C O B O K y r u I O C T b  

n o A c T a H o B o K  U ,  o n p e A e n R e M b r x  p a s e H c T B o M  (4), n p e A c T a s n s e T  co- 
6010 Ta-e rpynny, K O T O p U  H a 3 b I B i L e T C R  n 0 d 0 6 ~ 0 3 l ~  A ~ H H O #  rpyn- 
IIe. BCRKO# I I O A C T a H O B K e  0 A H 0 f i  T p y I I I I b l  C O O T B e T C T B y e T  T O T O  Xe 
X a p a K T e p a  n O A C T a H O B K a  nono6ao# rpynIIbI, II M b l  B A ~ J I ~ H ~ ~ ~ I U H X  

B o n p o c a x  s a c T o  6 y n e ~  ~ ~ M ~ H I I T ~  rpynny e2i nono6~o#  rpynnoii. 
n p H  a T O M  M b l  6 y ~ e ~  I I O J I b 3 0 B a T b C R  l l P O H 3 B O J I b H O C T b I O  I I O A C T a H O B -  

KM T A J I R  T O T O ,  11~06bl H O P M H P O B a T b  O A H Y  H 3  I I O A C T a H O B O K  rpYIIIIb1. 
Ecnx B C e  I l O A C T a H O B K H  FpyIIIIbI npeo6pa3ym~ B ce611 H e K O T O p Y I O  

O K p Y X H O C T b ,  T O  B C e  I I O A C T a H O B K H  I I O A O ~ H O ~ ~  rpyIIIIb1 npeo6pa3ym~ 



B ce6s TY O K P Y X H O C T ~ ,  K O T O ~ M  n o n y r I a e T c s  ~3 B M L U ~ ~ ~ O M I M ~ T O E  
I I p H  I I O M O U H  I I O n C T a H O B K H  T .  M ~ I  6 y n e ~  I ' O B O P H T b  B a T H X  C n y B a -  

R X ,  BTO rpynna npeo6pa3ye~ B ce6s O K P Y ~ O C T ~ .  T a ~ a x  rpyrma 
H e  MOXCeT C O l I e P ) K & T b  J IOKCO. l lPOMHrIeCKHX I I O A C T a H O B O K .  P~CCMO- 
TPHM T e n e p b  ~oo61ue rpynnm, H e  c o n e p m a w H e  n o K c o n p o M n s e c K H x  

I I O n C T a H O B O K  H n O K a 3 K e M  O T H O C H T e n b H O  T a K H X  rpynn T ~ o ~ ~ M Y * :  

Teope~a 1 .  Ecnu zpynna ne c o d e p x u m  norccodpowuvecrux nod- 
cmanoeorc, m o  e o ~ w o x n b t  cnedYx ,que  cnyvau:  

1 )  zpynna nod06na zpynne ,  06pa30eannou' u s  zowomemuvecrozo  
npeo6pa3oeanujr u nepenecenujr nnocrcocmu; 

2) zpynna nodo6na zpynne d e u x e n u j r  nnocrocmu; 
3) zpynna c o d e p x u m  n u m a  3nnunmuvecrue  nodcmanoercu; 
4 )  zpynna npeo6pasyem e ce6x neromopyx,  orcpyxnocmb.  

1). P a c c ~ o ~ p w ~  ciiaqana TOT cnysaB, K o r n a  B c e  n o n c T a H o B K H  

rpynnm n M e m T  o ~ ~ y  H ~y we H e n o n s H m H y m  T O ~ K Y .  I Ionb3y~cb  
nono6~o t i  rpynnofi, M b I  M O m e M  I I p e l U I O J I O X H T b ,  B T O  B T a  TO%& e C T b  

~ ~ C K O H ~ B H O  y n a n e H H a n  T O B K a .  Bce I I O n C T a H O B K H  rpyIInb1 H M e l o T  

B H A  

z1 = az + b.  (5) 

Ecnw C p e A H  I I O n C T a H O B O K  rpyIInbI e C T b  T a K H e ,  B K O T O p b I X  la1 # 1, T O  

T a K H e  I I O ~ I C T ~ H O B K H  RBJIII~OTCR ~ H I I ~ P ~ O J I H B ~ C K H M H  H C p e A H  I I O n C T a -  

H O B O K  I'pynnbI H e  M O w e T  6b1~b a J I J I H I l T H B e C K H X  I I O A C T a H O B O K ,  ~ 6 0  
n p o ~ 3 ~ e n e ~ ~ e  T ~ K O B  n 0 n c T a H o B K I . r  H a  s ~ m e y ~ a 3 a ~ ~ y m  r ~ n e p 6 o n ~ -  
B e C K y I O  n p e n c T a B n s n 0  6b1 ~ 0 6 0 ~ 3  J I O K C O ~ P O M H Y e C K Y I O  I I O A C T a H O B -  

KY. B P a C C M a T p H B a e M O M  C J I y r I a e  rpynna I I P H B O A H T C R  K I 'OMOTeTH-  

s e c K o M y  n p e o 6 p a 3 0 s a ~ ~ m  H n e p e H e c e H H m  n n o c K o c T H .  

2). E c n ~  B O  B C e X  I I O n C T a H O B K a X  T O n b K O  B T O  P ~ C C M O T P ~ H H O ~ ~  

r p y n n M  la(  = 1, TO rpynna e c T b  rpynna n s H m e H H R  n n o c K o c T H  H 

o H a  M o m e T  c o n e p m a T b  a n n H n T w s e c K n e  a n a p a 6 o n ~ ~ e c ~ ~ e  n o n c T a -  

H O B K H .  

3). MM M O X e M  T e I I e p b  C B H T a T b ,  B T O  H H K a K M  T O B K a  H e  R B J I R e T C R  

~ e n o n ~ ~ w ~ o Z i  TOBKO# B c e x  ~ O ~ C T ~ H O B O K  rpynnm. I I p e n n o n o m ~ ~ ,  
BTO rpynna conepxm a n n m T w u e c K y m  n o n c T a H o B K y  So. 3a H e n o -  

ABHXCHbIe  T O B K H  ~ T o Z ~  I I O n C T a H O B K H  M b I  M O X e M  I I p H H R T b  T O B K H  Z. = 0 
H Z. = CO, T a K  B T O  I I O n C T a H O B K a  6 y n e ~  B H n a  



n p H ~ H ~ a f i  BO BHHMaHHe, YTO BCe CTeIIeHH So T a m e  AOJImHbl IIPH- 

HaAJIemaTb I'pyIIIIe, Mbl MOmeM CYHTaTb, YTO 

~ ~ M H H M ~ R  BO BHHMaHHe, YTO IIOACTaHOBKH S H SOS H e  JIOKCOAPO- 

MHYeCKHe, MbI MOmeM Y T B e p m A a T b ,  YTO ( f f  + 6 )  H ((yevi + - 

BeUeCTBeHHbI, T. e. - 
a = 6. 

CpeAIl IIOACTaHOBOK I'pyIIIIbI MOmHO ~ a f i ~ ~  TaKYH3, B K O T O P O ~ ~  P 
H 7 ~ Y W T  OTnHYHbI OT Hynf i .  L [ ~ # c T B H T ~ J I ~ H o ,  P H 7 H e  MOrYT 

6 b l ~ b  PaBHbI HyJIIo BO BCeX IIOACTaHOBKaX, ~ 6 0  B TaKOM CJIyYae  a T H  

IIOACTaHOBKH HMeJIH 6b1 OAHY H TY me HeIIOABHmHylo TOYKY Z = 0 
HnH Z = a. ~ O ~ T O M Y  B rpynne n ~ 6 0  6 y ~ e ~  TaKafi  IIOACTaHOBKa, B 

KOTOPOR P H 7 OAHOBpeMeHHO ~ Y A Y T  OTnHYHbI OT HYJIfi, n ~ 6 0  TaKHe 

ABe IIOACTaHOBKH 
a 1 Z  + Pl a2Z. + & 

r A e  fi  H ~ ~ - O T J I H Y H ~ I  OT Hynfi. C o o ~ ~ o r r r e m e  (I1) n o ~ a 3 a r s a e ~ ,  
YTO n p o H 3 B e ~ e ~ ~ e  fi7; AOnmHO 6h1~b BeUeCTBeHHbIM. ~ P ~ A I I O J I O -  

WHM, YTO OH0 OTpHUaTeJIbHO. M O ~ H O  H ~ # T H  TaKOe BeIlleCTBeHHOe, 

OTnHYHOe OT HYJIfi, qHCJIO b,  YTO YHCJIa -Pab H 7 2 / b  6 y ~ ~  COIIpfi- 

meHHbIMH. E ~ A ~ M  PaCCMaTpHBaTb I'pyIIIIy, nono6~ym KCCJIeAye- 

~ ~ f i ,  npHHfiB B ( P o P M Y J I ~  (4) 3a IIOACTaHOBKY T IIOACTaHOBKY Z1 = bZ. 

~ P H  BTOM IIOACTaHOBKa SO H e  H3MeHHTCfi, a IIOACTaHOBKa (6)  IIpH- 

me P2 - OTJIHWZO OT H y n H  H C B O ~ ~ C T B O  COIIPRH(eHH0CTH IIepBOrO H 

YeTBepTOrO KOB(P(PHLIZ~~HTOB COXPaHfieTCfi. OTCIOA~ JIeI'KO HeIIOC- 

PeACTBeHHO BHAeTb, YTO BCfiKafi IIOACTaHOBKa rPYIIIIbI HMeeT BHA (7) .  



Bce a T H  IIOACTaHOBKH AOnmHbI 6 b I ~ b  aJInHIITH'leCKHMH, ~ 6 0 ,  eCnH 

P2 # 0, TO ICY21 < 1 H ICY2 + 5 2 1  < 2. E c n ~  W e  P2 = 0, TO IIOACTaHOBKa 

HMeeT B a n  (6). 
P a 3 6 e p e ~  T e I I e p b  TOT cnysas ,  KOrAa B IIOACTaHOBKe (6i)  IIpOH3- 

seneme Piyi - n o n o x H T e n b H o .  B a T o M  cnysae c o s e p l u e H H o  TaK 

me, KaK H PaHblLIe, MOmHO IIOKa3aTb, ' IT0 BCe IIOACTaHOBKH r p y n I I b I  

IIPHBOAHTCHK BHAy 

B @TOM C J I y q a e  C p e A H  IIOACTaHOBOK rpyI I I IbI  6 y ~ y ~  HaBepHO rHIIep- 

6 0 n ~ s e c ~ u e  IIOACTaHOBKH. ~ ~ ~ ~ C T B H T ~ J I ~ H O ,  0 6 0 3 ~ ~ 9 ~ ~  ~ Y K B O M  S2 
TY M3 nOACTaHOBOK ( T i ) ,  B KOTOPO# P2 # 0, H COCTaBHM IIOACTaHOBKY 

S ~ S ~ S T ~  s;'.  OH^ H 6 y n e ~  r m e p 6 o n ~ l r e c ~ o # .  

P~CCMOTPHM T e I I e p b  TOT c J I y r ~ a # ,  KOI'Aa CpeAH IIOACTaHOBOK 

rPYnm HeT 3JInHIITH'IeCKHX IIOACTaHOBOK. ~ ~ ~ A I I o J I o X H M ,  VTO 

rpynna conepmm r ~ n e p 6 o n ~ s e c ~ y m  noAcTaHoBKy So, ~ o ~ o p y m  
MOXeM C s H T a T b  I I ~ ~ A c T ~ B J I ~ H H o ~ ~  B BHAe 

C o ~ e p m e ~ ~ o  TaK me, KaK a p a s b m e ,  nepexomm K n o n o 6 ~ o i i  rpynne 

 OM I I O A O ~ ~ ~ H H O ~  B e w e c T s e H H o e  s a c n o ,  H a T a  H o s a s i  rpynna 6 y n e ~  

B a T e n b H o ,  6 y n e ~  n p e o 6 p a 3 0 s b 1 s a ~ b  B c e 6 ~  B e w e c T s e H H y m  ocb. 
4). O c ~ a e ~ c n  p a c c M o T p e T b  TOT cnysaii, K o r n a  rpynna HMeeT B c e  

~ O A C T ~ H O B K H - I I ~ ~ ~ ~ O ~ H ~ ~ C K H ~ ,  HO H e  C O A U H ~ K O B O ~ ~  HeIIOABHX- 



T e o p e ~ a  1 AOKa3aHa, TaKHM 0 6 p a 3 0 ~ ,  B n o n H e ,  H OHa A a e T  HaM 

BCe B U D  r p y I I I I ,  H e  C O A e p X a U H X  JIOKCOApOMUseCKHX IIOACTaHOBOK. 

K r p y n n a M  nyHKToB 1) H 2) KaK V a c ~ ~ m Z i  cnysa# n p H H a n n e m a T  

T. H. m n u s e c K u e  rpynnm, T. e. rpynnm, C o c T o m u u e  113 c ~ e n e ~ e j i  
o A H o ~  IIOACTaHOBKH. Mm BHAUM T a m e ,  ZIT0 B C R K U  T p y I I I I a  nyHK- 

T a  4) B c e r n a  c o A e p m u T  m n e p 6 o n ~ s e c ~ ~ e  noAcTaHoBKu,  e c n H  o H a  

H e  IIOAXOAUT HH n 0 A  O m H  H3 IIepBbIX T p e X  nYHKTOB. ~ ~ M ~ T H M  n p H  

BTOM, YTO I'pYnnbI nYHKTOB 1) H 4) MOrYT COCTORTb H 3  OAHUX I'U- 

n e p 6 o n ~ s e c ~ ~ x n o ~ c ~ a ~ o ~ o ~ .  
P~CCMOTPHM T e n e p b  rpynnm, c o c T o m H e  ~3 OAHHX annunrase- 

CKHX IIOACTaHOBOK. ~ T H  rPYnIlbI MOrYT lTPUHaAJIelf(8Tb nyHKTaM 

2) H 3). E c n ~  I 'pyIIna COAepXCHT BJInHnTUseCKylO IIOACTaHOBKy C 

y r n o M  BpazneHHR 2?rp/q, me p H q - B ~ ~ H M H O  n p o c T m e  w c n a ,  TO 

HeKOTOpaR CTeIIeHb  TO# IIOACTaHOBKH 6 y ~ e ~  HMeTb Y r O n  B p a m e -  

HUII H, c n e A o s a T e n b H o ,  e c n H  rpynna conepmm K o H e s H o e  

YHCJIO BJInHnTHVeCKHX IIOACTaHOBOK C OAUHaKOBbIMH HelTOABHXHbI- 

MH TOsKaMH, TO BCe BTH IIOACTaHOBKH IIBJIRlOTCR CTeIIeHblO O A H O ~  

U3 HHX. 

r p y n I I J 3  nyHKTa 2) MOI'YT COAepXCaTb OAHH BnJIHIITHqeCKHe IIOA- 

CTaHOBKH JIHUIb B TOM C J I y q a e ,  KOI'Aa 06e HeIIOABHXCHhIe TOsKH BCeX 

IIOACTaHOBOK rpyI I I IbI  OAUHaKOBbI. ~ ~ ~ ~ c T B H T ~ J I ~ H o ,  nYCTb S1 H Sz - 
ABe IIOACTaHOBKH rpyI I I I Jd ,  HMeKJUHe OAHy HeIIOABHXHylO TOVKY 

OAHHaKOBylO, a ABe A p y r H e -  pa3JIHsHbIe .  ner~0 ~ ~ ~ A u T ~ c I I ,  s T 0  

IIOACTaHOBKa S~S~S~'ST~ 6 y n e ~  n a p a 6 o n ~ s e c ~ o f i .  
~ O A C T ~ H O B K H  IIyHKTa 3) BCe BnJIHnTHreCKHe H npHBOAmCSi K BH- 

AY (7). E c n ~  I'pynna KOHeqHa, TO BCe ee lI0ACTaHOBKH-aJInHII- 

T u s e c K H e  H n e p H o m q e c K H e .  T a ~ a f I  Tpynna M o m e T  n p H H a n n e m a T b  

K nYHKTy 2), e C n H  OHa 6 y ~ e ~  u H K J I H ~ ~ c K o ~ ~ .  E c n ~  me OHa n p H -  

HaAJIeXCUT IIYHKTY 3), TO BCe ee IIOACTaHOBKH npeo6pa3ym~ B c e 6 ~  
MHHMYKI OKPYmHOCTb: 

2.2 = -1. 

Tame rpynnu H ~ ~ H B ~ I O T C I I  zpynnaMu npaeunbnwz  M7iOZOZp~HHU- 
XOe. OHM pa3AeJIlIlOTCII H a  s e T b I p e  KJIaCCa H IIpeACTaBJIIIloT ~06010 
rpynnm ypaBHeHHJI Gauss'a B T e x  c n y s u x ,  K o r n a  s a ~ a s a  o6pame- 
Wfi AJIR BTOrO YpaBHeHHfI IIPHBOAHT K PaUUOHaJIbHbIM ~PYHKUURM*. 

5 5. Mm nepexonm T e n e p b  K H c c n e A o B a H I i l o  ~ ~ C K O H ~ V H ~ I X  rpynn. 
.&IR TaKHX TpyII l l  BeCbMa BaSKHbIMH IIBJIHlOTCR nOHIITHR 0 6 e c x o n e ~ -  
n o  ~ a n 0 3  nodcmanoexe H o co6cmeeluno3 npepwenocmu.  ~ O B O P I I T ,  

*CM. Fubini [ll, p. 185-187; 225-2311; Bianchi [12, p.99-1291. 



VTO rpynna C O A e p X H T  ~ ~ C K O H ~ V H O  M a J I y I O  I IOACTaHOBKy,  e C n H  M o m -  

HO ~ b I 6 p a ~ b  B rpynlle T a K y I O  nOCJIeAOBaTeJIbHOCTb l lOaCTaHOBOK 

lim Pn = lirn yn = 0, 
n=m n=m 

lim an = lim 6, = k1 
n=w n=m 

B nanbseihue~ 6 y n e ~  H B ~ ~ I B ~ T ~  rpynny, H e  conepmamyro 6ec~o-  
H e s H o   ano oil n o n c T a H o B K H ,  npepbrenod z p y n n o ~ 1 6 .  E c n ~  rpynna 
npepbmaa, TO w B c e  ee nono6~b1e rpynnm npepmwm. l l p o c ~ e l r u ~ ~  
n p H M e p o M  ~ e n p e p b ~ ~ ~ o i l  rpynnm R s n R e T c r r  rpynna, c o c T o a m u  ~3 

c~eneaei l  ~ e n e p a o m i s e c ~ o i l  a n n ~ n ~ ~ s e c ~ o i i  n o n c T a H o B K H .  

P ~ C C M O T ~ H M  BOIIPOC 0 I I p e P b l B H O C T H  ~ ~ C K O H ~ V H ~ I X  rpynn, COCTO- 

f I U H X  JIHlI lb  H 3  a J I n H n T H Y  eCKHX IIOACTaHOBOK. ~ o K ~ J ~ C ~ M  I T p e A B a p H -  

T e J I b H O  CJIeAyIOIIIyIO J I eMMy:  

J I ~ M M ~  1.  E c n u  z p y n n a  c o d e p x u m  6ec .rucnennoe M n o x e c m e o  
p a 3 n u ~ n ~ x  n ~ d ~ r n a n ~ e ~ x  c 0zpanuYennbrMu e c e o e d  c o e o x y n n o c m u  
xoag5g5uyuenma~u ,  m o  m a x a n  zpynna  nenpepb l sna .  

H Y C T ~  TOJIbKO YTO YITOMfIHYTbIe IIOACTBHOBKH Sn ~ Y A Y T  

lim an = a; lim /3n = P;  1 y = y; lim 6, = 6. 
n=w n=m n=m n=m 

JI e r K 0  H e n O C p e A C T B e H H O  Y ~ ~ A H T ~ C R ,  YTO I I O C n e A O B a T e A b H O C T b  n 0 A -  

CTaHOBOK s ~ ! ~ s ~  (n = 1 , 2 ,  . . . ) H IIPHBOAHT K ~ ~ C K O H ~ Y H O  M ~ J I o G  
IIOACTaHOBKe.  

P ~ C C M O T ~ H M  ~ ~ C K O H ~ Y H Y I O  rpynny aJIJIHnTHYeCKHX nOACTaH0-  

BOK. E c n ~  T a K u  rpynna n p H H a n n e m u T  n y H K T y  2), TO B c e  ee non- 
CTaHOBKH HMeIOT B H A  (6), H K HHM H e n O C p e A C T B e H H O  n P H J I O X H M a  

T o n b K o  YTO A O K ~ ~ ~ H H ~  n e M M a .  Ecnu me rpynna n p t i H a n n e m u T  

nYHKTY 3), TO ee IIOACTaHOBKH AOJImHbI H M e T b  B H A  



H e n o c p e n c T s e H H o  n o ~ a 3 b 1 ~ a e ~ ,  VTO H B a T o M  cnyrIae n p H n o m H M a  

n e M M a  1. M ~ I  B H A H M ,  T a K H M  0 6 p a 3 0 ~ ,  r I T 0  B C R K a R  ~ ~ C K O H ~ V H U  

rpynna, c o c T o R r u a R  ~3 OAHHX a n n H n T H r I e c m x  ~ O A C T ~ H O B O K ,  6 y ~ e ~  
rpynnoii ~ e n p e p ~ ~ ~ o i i .  BCRKU ~ 0 ~ e - u  r p y n n a - n p e p b ~ ~ ~ a .  

rpynna  ~ a 3 b 1 s a e ~ c ~  co6cmeenno npepwenog  e  movrce zo 17, ecnn 
M O X H O  O n H C a T b  B O K P Y r  a ~ 0 f i  T O W  H a C T O n b K O  M a J I y I o  o ~ J I ~ c T ~ ,  r I T 0  

6 y n e ~  C y U e C T B O B a T b  J I H I U b  K O H e r I H O e  r I M C n 0  I I O A C T a H O B O K  I'pynIIbI, 
npe06pa3y1o1.11~~ K ~ K H ~ - n ~ 6 0  A B e  TOZlKH  TO# O ~ J I ~ C T H  O A H Y  B A P Y -  

ryIo. TO~IKM B T M  M O r Y T  6 b I ~ b  H O A H H ~ K O B ~ I ~ * .  T o v ~ y  Zo M b I  6 ~ -  
A e M  B BTOM cnyrIae H B ~ ~ I B ~ T ~  moYrcow npepwenocmu zpynnw. Bce 
TOrIKH,  A O C T a T O Y H O  ~ J I H ~ K H ~  K 20, ~ Y W T  T a m e  T O Z l K a M H  n p e p b I B H 0 -  

CTM.TO~IKH I I p e P b I B H O C T H  n o ~ o 6 ~ 0 #  rpynnbI M O r Y T  6 b I ~ b  n O n y r l e H b I  

H 3  T O r I e K  I I p e P b I B H O C T M  I I ~ P B O H & ~ I ~ J I ~ H O #  rPYnIIbI n P M  I I O M O U H  n0A- 
C T a H O B K M  TI BXOAIIUI~# B C O O T H O I U e H H e  (4). Henpepar~~as i  I'pyIIIIa 
H e  MOSCeT H M e T b  TOZleK I T p e P b I B H O C T A .  

H a 3 o s e ~  o c o 6 a z ~ u  movrcaau zpynnat H e n o A s x x H m e  TOZIKH H e  an- 
J I H n T H r I e C K M X  n O A C T a H 0 B O K  I'pyIIIIbI H TOrIKM C r Y U e H M R  B T H X  T O r I e K .  

~ C H O ,  ZlTO 0c06me T O r I K H  rpynnbI H e  M O r Y T  6 b I ~ b  ee T O r I K a M H  npe- 
P b I B H O C T H .  

Teope~a 2 .  n p e p w e n a x  zpynna 6ydem co6cmeenno npepwenoil e o  
ecxrcoil movrce nnocrcocmu, o m u v n o ~  o m  0c06oZ moqrcu zpynnu.  

M ~ I  B 0 3 b M e M  K a ~ y I o - n H 6 0  TOrIKJ' ZO,  O T J I H r I H Y I o  O T  0 ~ 0 6 0 %  TOrI-  

K H ,  H A O K a X e M ,  r I T 0  e C n H  B T a  T O r I K a  H e  e C T b  T O r I K a  I I p e p b I B H O C T H  

I'pyIIIIbI, T O  I I O C J I e A H R I l  C O A e p W H T  ~ ~ C K O H ~ ~ H O  M a J I y I o  I I O A C T a H O B -  

KY. I?T&K, n y C T b  B T O r I K e  Zo  H B 6 J I H 3 H  BTO# T O r I K H  H e  J I e W a T  H e n o -  

A B H m H b I e  T O r I K H  H e  a J I J I H I I T H r I e C K H X  I I O A C T a H O B O K  I'PYnIIbI H I I Y C T b  

H M e e T C R  P R A  T O r I e K  Z; H Z i ,  T a K H X ,  r I T O  C Y U I e C T B Y I o T  p a 3 J I H r I H h I e  

I I O A C T a H O B K M  rpynIIb1 Sn, npeo6pa3ymu~e  Z; B z i ,  I I p H r I e M  

lim z: = lim z i  = zo. 
n = w  n = w  

~ ~ ~ A I I O J I O ~ H M ,  . I T 0  C p e A H  I I O A C T a H O B O K  Sn e C T b  6 e c r 1 ~ c n e ~ ~ o e  
M H O W e C T B O  ~ M I I ~ P ~ o J I H ~ I ~ c K M X  M n H  J I O K C O A P O M M r I e C K H X .  ~ Y C T ~  B T H  

I I O A C T a H O B K H  M M e I o T  B M A  

*CM. Fubini (11, p. 1131; Klein [13, Bd. 1, S. 631; Schlesinger [lo, Bd. 11, S. 2791. 
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TO'IHO T a K  W e ,  K a K  H PaHbLIKe,  M b I  A O K a 3 a n H  6b1 H e I I p e p M B H O C T b  

rpynnu H B TOM cnyqae, K o r n a  c p e m  n o n c T a H o B o K  Sn 6b1no 6b1 
6 e c r l ~ c n e ~ ~ o e  MHO*eCTBO B A n H I l T H ' I e C K H X  I I O A C T a H O B O K ,  H e C n H  6b1 
H e n 0 A B H ) K H b I e  TO'IKH B T H X  I I O A C T a H O B O K  H M e A H  6b1 TO'IKH C r y w e -  

H H R ,  O T n H Y H b I e  O T  Io. E c n ~  6b1 O A H a  H 3  HeIIOABkfXCHbIX T O ' I e K  an- 
JIMnTH'IeCKHX I IOACTaHOBOK C T p e M H J I a C b  K t o ,  a Apyr&J3-K KOHe'X- 

HOMY npeaeny b, O T J I W l H O M y  O T  t o ,  T O  K II0,ZlCTaHOBKaM (8) 6b1na 
6b1 n p a n o m H M a  n e M M a  1. O c ~ a e ~ c ~  p a c c M o T p e T b  TOT cnysaii, KO- 

r A a  B C e  IIOACTBHOBKM Sn - B J I J I H I I T E n e C K H e ,  I I p H ' I e M  HeIIOABM*HbIe 

TO'IKH 3 T H X  I IOACTaHOBOK C T p e M R T C I I  K ZO.  E c n ~  B C e  I I O n C T a H O B K M  

rpynnbI a n n a n T u r I e c K H e  H n a  e c n H  C y w e c T B y m T  B rpynne H e n e p w o -  - 
A H r I e c K H e  a n n H n T H q e c K H e  n o a c T a H o B K H ,  TO, K ~ K  MM y ~ a 3 a n ~  B b m e ,  

rpynna H e n p e p m m a .  M o m ~ o ,  c n e n o s a T e n b H o ,  n p e a n o n o m w T b ,   TO 

B c e  ~ n n ~ n ~ m e c ~ ~ e  ~ O A C T ~ H O B K H  Sn , H e n o n B H m H b I e  TO'XKH K O T O P ~ I X  

M b I  MO*eM I I p e A n O J I O m U T b  p & 3 J I U ' I H b I M H ,  I I e P H O A H P H b I  H rITO B rpyn- 
ne c o n e p m a T c R  H e  e n n a n T H q e c K H e  n o n c T a H o B m .  0 6 0 3 ~ a s a ~  O A H ~  

H 3  H H X  ~ Y K B O K )  S, H I I Y C T b  d - O A H a  H 3  ee H e I I O A B H m b I X  TO' IeK.  

~ Y C T ~  I IOACTaHOBKH Sn H M e K l T  B H A  

me 
lim an = lim bn = r o .  

n = m  n = m  

dn - a n  lim - = lim k, # 1 
n = m  dn - bn n = m  

n O K a 3 h I B a e T  H a M ,  ' I T 0  do t o ,  H I  C J X e A O B a T e J I b H O ,  P R A  H e  BJIJIH- 

I ITH' IeCKHX I IOACTaIIOBOK SnSSzl I I O K a 3 b I B a e T ,  ' I T 0  t o  e C T b  oco6m 
Tows rpynnbx. T e o p e ~ a  2 n o ~ a 3 a ~ a ,  T a K H M  0 6 p a 3 0 ~ ,  B n o n a e .  

I43 n p e A b I A y w H x  p a c c y m ~ e ~ u i i  c n e A y e T  T a m e ,  'ITO e c n M  t o  e c T b  

T O ' i K a  I T p e p b I B H O C T H  r p Y n I I b I  H e C n H  CKOJIb  Y r O A H O  6~1x3~0 K 3 ~ 0 5  
TO'IKe C Y W e C T B Y I O T  B K B H B a J I e H T H b I e  TO'IKH, T O  I I O A C T a H O B K H ,  CBR3bI-  

B a I O 4 H e  B T H  TO'IKM, C Y T b  3 J I J I H n T H ' X e C K H e  I I O A C T a H O B K H ,  H M e I O W H e  

OAHY H 3  H e I I O A B H m H h I X  T O ' I e K  B T O ' I K e  t o .  B~opbIe  HeIIOABH*HbIe  

T O q K H  B T H X  IIOACTBHOBOK T a m e  A O J I m H b I  6 b l ~ b  O A H H a K O B b I ,  ~ 6 0  B 



n p o T a B H o M  cnyvae cywecmosana 6b1 n a p a 6 o n ~ v e c ~ m  n o A c T a H o B -  

K a  C H ~ ~ O A B H ~ H O #  T O ~ K O ~ ~  Zo,  K a K  a T 0  y K a 3 a H O  B KOHLIe $ 4. C J I ~ A O -  

B a T e n b H O ,  B C e  Y K a 3 a H H b I e  a J I J I H I l T H r I e C K W e  I l O A C T a H O B K H  C Y T b  C T e -  

n e m  O A H O ~ ~  M ~ o f i  me n o n c T a H o B K w .  

$ 7. Ecna  I'pynIIa U M e e T  T O P K H  n p e P b I B H O C T U ,  T O  O H a  H a 3 b l B a -  

e T c R  co6cmeenno npepuenoiilg na  nnocxocmu x o M n n e x c n o z o  nepe- 
M E H H  0 2 0 .  C O B O K Y ~ H O C T ~  T O V e K  I I P e P b I B H O C T W  C O C T a B n R e T  0 6 n a c ~ b  
I I p e p b I B ~ ~ ~ ~ W 2 0 ,  K O T O P a R  ~ Y A ~ T  C O C T O R T b  U 3  OAHO# WJIH HeCKOJIbKHX 

H J I H  name 6 e c v ~ c n e ~ ~ o r o  M H O M e C T B a  CBfl3HbIX 06nac~efi .  r p a H t i r ~ -  

H b I e  T O g K H  a T H X  06nac~ef i  C Y T b  O C O ~ ~ H H ~ I ~  TOrIKH r p y I I I I b 1 .  OHH 
0 6 p a 3 y l o ~  3 a M K H Y T Y l o  COBOKYIIHOCTb T O q e K ,  H B C J l y ' I a e  C O ~ C T B ~ H -  

HOG T I p e P b I B H O C T U  rPYnIIbI COBOKYIIHOCTb B T a  H e  M O X e T  U M e T b  BHY- 

T P e H H W X  T O ~ I ~ K ~ ' .  

~ e f i c ~ ~ U ~ e n b H 0 ,  B n P O T H B H O M  C J l y r I a e  C y I U e C T B O B a J I  6b1 T ~ K O #  

K p y r  D, B c e  T O v K W  K O T O p O r O  6b1n~  6b1 o c o 6 b r ~ a  T O s K a M W  rpynnbI. 
B H y ~ p a  a T o r o  K p y r a  M b I  M O r n H  6b1 H ~ # T W  H e n O A B U X H y K I  T O s K Y  H e  

a n n ~ n ~ ~ v e c ~ o t i  n o A c T a H o B K H  rpynnm. B 3 a ~  T e n e p b  ~ a ~ y l o - n u 6 0  
TOrIKY nJIOCKOCTW W n P H M e H H B  K H e #  C O O T B e T C T B e H H b l M  0 6 p a 3 0 ~  Bbl- 

6 p a ~ ~ y m  C T e n e H b  a ~ 0 f i  I I O A C T a H O B K H ,  M b I  n O n y g H n w  6b1 npeo6pa- 
~ O B ~ H H Y K )  T O ~ K Y  BHYTPW D, ~ . e .  T o u K a  a T a  6 ~ n a  6b1 o c o 6 e ~ ~ o f i  
TOVKO# rpynnbl. HO T O r A a  W B 3 R T a R  H a M H  T O q K a  6b1na 6b1 OCO- 

6 e ~ ~ o f i  T O ~ K O ~ ~ ,  ~ 6 0 ,  e C J I H  H e K O T O P a R  T O P K a  n A O C K O C T H  R B J I R e T C R  

O C O ~ ~ H H O ~ ~ ,  T O  W B C e  ee a K B W B a n e H T H b I e  TOnKW ~ Y A Y T  TaKOBbIMW Xe. 
B a T O M  cnynae rpynna H e  M o r n a  6b1 6 b 1 ~ b  C O ~ C T B ~ H H O  I I p e p b I ~ H ~ f i .  

T ~ K ~ M  0 6 p a 3 0 ~ ,  B cnyvae C O ~ C T B ~ H H O ~ ~  I l p e p b I B H O C T U  rpynnbr 
B C e  T O q K H  IIJIOCKOCTW P a C I l a A a l o T C R  H a  A B e  COBOKYnHOCTH:  COBO- 

K Y I l H O C T b  T O r I e K  I l p e P b I B H O C T W  W O C O ~ ~ I X  T O ' I e K .  n e p I 3 a R  COBOKyn-  

H O C T b  M O m e T  C O C T O f l T b  W 3  P R A a  06nac~efi ,  a B T O P a R  COBOKYnHOCTb 

H e  3 a n O J f H f l e T  H H K a K Y I O  O ~ J I B C T ~  H a  IIJIOCKOCTH, W ee TOrIKH RBJIR- 

W T C R  I l P e A e n b H b l M H  T O r I K a M W  T O r I e K  I l e p B o f i  C O B O K y n H O C T H .  B c f i ~ a f l  

I I O A C T a H O B K a  rpynnbr npeo6pa3ye~ B c e 6 ~  K W A y l o  H 3  y K a 3 a H H h I X  

,LU3yX C O B O K ~ ~ H O C T ~ ~ ~ .  

E c n ~  n p e p m B H a f i  rpynna H e  6 y n e ~  C O ~ C T B ~ H H O  npep~saof i ,  TO 

B C e  TOrIKW IIJIOCKOCTW R B J I f l l o T C f l  O C O ~ ~ H H ~ I M W  TOrIKaMW, T .  e. H e n o -  

A B H H ( H 6 I e  T O q K W  H e  BJIJIHIlTWrIeCKHX I IOACTaHOBOK I l O K p b l B a W T  IIJIOC- 

K O C T b  I I O B C l o A Y  I IJ IOTHO.  ~ P W H H M ~ R  B O  B H H M a H H e  C B O ~ ~ C T B O  CTe-  

I I e H e f i  H e  a J l J I H n T W r I e C K W X  I l O A C T a H O B O K ,  M h l  M O m e M  Y T B e p X A a T b ,  

q T O  TO'IKH, a K B H B a J I e H T H b I e  K Z L K O ~ ~  Y r O A H O  T O g K e  IIJIOCKOCTU, no- 
K P O I O T  I IJ IOCKOCTb T i t m e  IIOBCIOAY ~ ~ O T H O * .  T O ~ H O  T a K  Xe B CJIy- 

'CM. Fubini (1 1, p. 405-407). 



WLe C O ~ C T B ~ H H O  I I p e p b I B ~ o f i  r p y I I I I b I  TOrIKH, a K B U B a J I e H T H b I e  nm60fi 
T O s K e  IIJIOCKOCTH, o 6 p a s y m ~  COBOKYnHOCTb,  AJIX K O T O P O ~ ~  BCflKaJI  

oco6as T O l I K a  I ?py I Inb I  sBJ I J l eTCJ3  TOrIKOIo C r Y 4 e H H J 3 .  O T C H ~ A ~  H e -  

I lOCpeACTBeHHO C J I e A y e T ,  r I T 0  HeIIOAE3HXHbIe T O Y W  JIOKCOAPOMH9e-  

CKHX n o n c T a H o B o K ,  ecna nocnenme y r I a c T B y m T  B rpynne, sanon- 
HfIIOT COBOKYnHOCTb O C O ~ M X  TOrIeK IlOBCH3AY HJIOTHO. TO Xe M O X H O  

C K a 3 a T b  EI 0 ranep60nar1ec~ax &I napa60navec~ax n 0 A C T a H O B K a X .  

Ecna M ~ I  nepexomw K nono6~of i  rpynne, n o n b s y s c b  +opwyno# 
(4), TO COBOKYnHOCTb O C O ~ ~ H H ~ I X  TOrIeK  TO# ~ O C J ' I ~ A H ~ #  rpynnbI 
I IOJ IyYaeTCJ3  a3 COBOKYIIHOCTH O C O ~ ~ H H ~ I X  T O s e K  I I ~ ~ B o H ~ ~ I ~ J I ~ H o ~ ~  

r p y I I I I b I  n p H  I I O M O U H  IIOACTaHOBKEI T. 

f 8. P ~ C C M O T ~ H M  T e n e p b  rpynnbI, nOACTaHOBKEI KOTOPhIX ripe- 

o 6 p a 3 y m ~  B ce6s H e K O T O p Y I o  O K p Y X H O C T b .  MOXHO C r I H T a T b ,  rITO 

B T a  n0CJ IeAHJUI  e C T b  B e u e C T B e H H a J 3  O C b  &I r I T 0 ,  CJ I eAOBaTeJ IbHO,  KO- 

B ~ # ~ H U H ~ H T M  BCXKO# I lOACTaHOBKH- '4HCJIa  B e U e C T B e H H b I e  HJ IH  -a- 
CTO M H a M b I e .  MOXHO a c ~ n m s a ~ b  n o c n e n ~ d  cnysait, ecna Aony- 
C T E I T ~ ,  ~ I T O  o n p e A e n a T e n b  n o A c T a H o B K a  p a s e H  1. 

B P a C C M a T p H B a e M O M  C J I y r I a e  rpynna H e  C O A e p X H T  JIOKCOAPO- 

MHrIeCKHX IlOACTaHOBOK, H B C e  He I IOABElXHbIe  TOVKH ranep6onase- 
CKHX H napa60nnsec~ax ~ T O A C T ~ H O B O K  H ~ X O A J ~ T C J ~  ~a B ~ ~ ~ C T B ~ H H O #  

OCH. Ecnn T a K a s  rpynna 6 y n e ~  n p e p b I B H a ,  TO O H a  6 y n e ~  C O ~ C T B ~ H -  

HO npepmwa B KWAO# a3 nonynnoc~oc~e f i .  Boo64e npepmwas 
rpynna, B C e  I lOACTaHOBKH K O T O P O ~ ~  npeo6pasym~ B ce6s HeKOTO- 

pyIo O K p Y X H O C T b ,  6 y n e ~  C O ~ C T B ~ H H O  n p e p b I B H a  K a K  BHYTPEI, T a K  H 

B H e  a ~ 0 f i  OKPYXHOCTEI. 

P a c c ~ a ~ p a s a e ~ m  rpynna ~ a s b ~ s a e ~ c r r  zpynnolo  nepeozo  poda ,  
ecna B C e  ee IIOACTaHOBKEI npeo6pa3ym~ B ce6s r I b C T b  IIJIOCKOCTEI, 

H a X O l W ~ y I o C J 3  no O A H y  CTOPOHY O T  B ~ I I I I ~ Y I I o M J ~ H Y T o ~ ~  OKPYXHOCTH.  

B n p o T a B H o M  C n y r I a e  rpynna ~a3b1~ae~c r r  zpynnolo  e m o p o z o  poda .  
Ecna B C e  TOlIKH OKpYXHOCTEl  flBJIflK)TCfl O C O ~ M M E I  TOZIKaMEl rpynnbI, 
TO rpynna ~a3b1~ae~c r r  g5yrcoeoii zpynnou' c  n p e d e ~ b n u n c  rpyzonc.  B 
C n y r I a e  me, KOI?Aa H a  O K p y X H O C T H  HaXOryITCJ3 TOsKEl  I IPePbIBHOCTEI,  

rpynna ~ a s b ~ s a e ~ c r r  g5yrcoeoil zpynnoi l  c  zAaenNnc rpyzonc.  
Bo B C ~ K O #  rpynne B T o p o r o  pona M o m n o  H ~ # T E I  nonrpynny a H -  

A e K c a  2, K o T o p a s  s s n s e T c s  rpynnofi n e p B o r o  pona, T a x  s ~ o  no- 
CTaTOrIHO P a C C M O T P e T b  JIHIIIb r P Y I U I b I  I I e p B O r O  P O A a .  n p a ~ e p 0 ~  
+ y ~ c o ~ o #  rpynnbI c npenenbnhm K p y r o M  s B n s e T c s  rpynna non- 
CTaHOBOK C 4 e J I b I M H  K O ~ # ~ # ~ H U E ~ ~ H T ~ M E I  EI C O lTpeAeJ IHTeJ IeM,  P a B H b I M  

e m H m e .  

Ecna H e  C y u e C T B y e T  T ~ K O #  OKPYXHOCTEI, KOTOpYIO npeo6pasym~ 
B ce6s B C ~  n 0 A C T a H O B K H  rpyIInbI, TO n P e P b I B H 0 C T b  T ~ K O #  r p y I I I I b 1  H e  



IIBJIIIeTCII AOCTaTOqHbIM YCnOBHeM C O ~ C T B ~ H H O ~ ~  IIpepbIBHOCTH. Ha- 
n p a M e p ,  T a K  ~ a 3 b 1 s a e ~ a a r p y n n a  Picard'a, c o c T o a u a a  a3 n o n c T a a o -  

BOK c u e n b I M w  KoMnneKcHbrMtr  ~ o a + + u q a e ~ ~ a ~ a  EI o n p e A e n a T e n e M ,  

PaBHbIM eAIIHWUe, H e  COAePXMT ~ ~ C K O H ~ Y H O  M a n 0 f i  IIOACTaHOBKH, 

HO n P H  aTOM OKa3bIBaeTCJ3, YTO BCflKafl T O q K a  IIJIOCKOCTW e C T b  OCO- 

6 e ~ ~ a s r  T O q K a  rpynnbIs. 
n p e p b r ~ ~ a a  ~ ~ C K O H ~ . I H ~ J ~  rpynna, H e  npeo6pa3ymua~  B ce6a 

HWKaKyIO OKPYmHOCTb HnEI TOYKY, Ha3bIBaeTCJl  f1-4 e a ~  0t30f i  Zpynnou'. 
T ~ K H M  0 6 p a 3 0 ~ ,  H e  BCJXKaJ3 ~ n e f i ~ o s a  rpynna 6 y ~ e ~  C O ~ C T B ~ H H O  

n p e p b I ~ H 0 f i  rpynnofi. 

5 9. IIpw n p a M e H e H a a  naaefiamx rpynn B T e o p H a  +ymqnR wMe- 

IOT 3 H a r I e H U e  B HaCTOfXIUee BpeMJ3 JIMIIIb C O ~ C T B ~ H H O  I Ipepb lBl fh Ie  

r p y n n b 1 .  

O n p e n e n a ~  T e n e p b  Aria ~ c a ~ o f i  co ~ C T B ~ H H O  n p e p b ~ ~ ~ o t i  rpyn- 
n M  o 6 n a c ~ b ,  aeanorwmym E I ~ B ~ C T H O M ~  B T e o p m i  a n n a n T u q e c w i x  

+ y ~ ~ ~ a f i  n a p a n n e n o r p a M M y  n e p a o A o B .  MH 6 y , q e ~  H ~ ~ L I B B T ~  4yn- 
danrenmananou' o6nacmaw co6cmeenno npepbtenou' zpynnat T ecxxyw 
o6nacma, 06nadawqyw cnedywqunru ceou'cmeanru: 

1).  O6nacma 3ma censna, nuzde ne nanezaem canra na ce6x u unre- 
e m  remnoe rucno cmopon, x a x d a x  us  xomopbtx n r o x e m  cocmoxma 
u s  xonernozo rucna ananumurecxux xpuebtx. 

2 ) .  Cmoponbt o6nacmu nonapno nrozym 6blmb npeo6pasoeanbt odna 
e dpyzyw npu nonroqu nodcmanoeox zpynnbt T .  

3 ) .  Ecnu ~ b t  11PUMe?LUM x 06nacmu ece nodcmanoexu zpynnbt T ,  
m o  xaxue-nu60 dee o6nacmu us  nonyrennozo maxunr o6pasonr 6ecru- 
cnennozo n r n o x e c m e a  06nacmeu' MOZym uaemb o6que morxu nuwa 
na ceoenr xonmype. 

4) .  Bepwunbt o6nacmu, m .  e. morxu nepecerenux cmopon, nrozym 
6btmb n e n o d e u x n b t ~ u  morxaMu nuwb  3nnunmurecxux u napa6onu- 
recxux n o d c m a ~ o e o x  zpynnbt T ,  u me cmoponbt o6nacmu, xomopbte 
nepecexawmcx e eepwune,  xenxwqeu'cx nenodeuxnou '  morxou' na- 
pa6onurecxou' nodcmanoexu, ne d o n x n b t  6btmb xacamenanbt e amou' 
eeputune x m e a  oxpyxnocmxnr ,  xomopbte npeotipasywmcx e ce6x npu 
nonroqu moabxo r m o  yxasannou' napa6onurecxou' nodcmanoeh-u. 

Q ? ~ H A ~ M ~ H T ~ ~ ~ H ~ R  o 6 ~ 1 a c ~ b  MOXCeT 6 b 1 ~ h  M H O ~ O C B ~ ~ ~ H O #  o6na- 
CTbM U MOXCT COBePLUeHHO H e  WMeTb BePUIMH, e C n H  KiUKAaR H3 ee 
CTOPOH I l p e A C T a B I I R e T  ~06010 3aMKHYTYIO KPMBYIO. B npHnOXCeHHRX 

H a M  IlpMAeTCfi B C T P e q a T b C R  JlWLUb C O.IlHOCHR3HbIMW + ~ H A Z L M ~ H T ~ I ~ ~ -  

HbIMM O ~ J I B C T R M U ,  U MbI B ~ a n b H e f i I I I e M  BMCCTO TepMMHa < < @ Y H A ~ -  

*CM. Klein [13, Bd. 1,  S. 76). 
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MeHTaJlbHaR o6nac~b>>  6 y n e ~  V ~ C T O  nOJIb30BaTbCfl  TepMHHOM <<$yH- 
d a ~ e u m a n a ~ b l i i  ~ x o z o y z o n a ~ u ~ > > .  

~ Y C T ~  271 - qHCJI0 CTOPOH TaKOrO MHOrOYrOJIbHHKa H IIYCTb S1, 
S2, . . . , S n - ~ e  IIOACTaHOBKH I'PYIIIIbII', KOTOPbIe n p e o 6 p a s y m ~  CTO- 

POHbI BTH IIOIIapHO OAHy B A p y r y I o .  ~ P H M ~ M  a T H  nOACTaHOBKH 3a 
IIpOH3BOAflWHe IIOACTaHOBKH H o6pa3y e M  TaKHM 06p 9 3 0 ~  HeKOTO- 

pym rpynny C. E c n ~  a T a  nocnemm c o s n a n e T  c rpynnom I', TO MEJ 

~ a s o s e ~  B ~ I U I ~ ~ K ~ ~ ~ H H I ~  M H o r o y r o n b H a x  n o n n b z a  $ y ~ d a ~ e ~ m a n b -  

H U M  ~ 4 n o z o y z o n a x u x o ~ 4  z p y n n b t  I', ecna me C e c T b  nwmb nompyn- 
na r p y n n b I  I', TO 6 y n e ~  H83bIBaTb MHOTOYI'OJIbHHK HenOnH blM $YH- 
daA4eHman bHblA4 MHOZOyZOA bHUKOA4. Ecna IIpHMeHHM K ( P Y H A ~ M ~ H -  

1 
TaJIbHOMy MHOI'OYI'OJIbHHKY IIOACTaHOBKH S, HS,: , TO BAOJIb Ka- 

~ A 0 f i  CTOPOHbI K HeMy 6 y n e ~  IIpwJIeraTb B K B H B ~ J I ~ H T H ~ I ~ ~  MHOI'O- 

YrOnbHHK. CTOPOH~I BHOBb IIOnYVeHHbIX MHOrOYrOJIbHHKOB ~ Y A Y T  

IIOnaPHO aKBHBaJIeHTHb1, H MbI ~ ~ A b l f i  H3 HHX MOmeM OKPYXHTb 

F3KBHBaJIeHTHblMH MHOrOYI'OJIbHHKaMH, IIPHMeHflR K B3RTOMY MHOI'O- 

YrOSlbHHKY IIOACTBHOBKH r P Y n n b I  C. H a n p w ~ e p ,  CTOpOHbI T o r 0  MHO- 

rOyrOJIbHHKa, K O T O ~ ~ ~  IIOJIYVaeTCR H 3  ( P Y H A ~ M ~ H T ~ J I ~ H o I ' o  IIpH no- 
MOWH IIOACTaHOBKH S1, 6 y ~ y ~  CBR3aHbI MeXAY c06om IIOACTaHOB- 

KaM s~s~s,'. 

B ~ I U I ~ O I I H C ~ H H ~ I M  C ~ O C O ~ O M  MbI MOH(eM IIOJIYyHTb CBfl3HYH) CeTb 

MHOrOyrOJIbHHKOB, ~ a m A b I f i  H3 KOTOPbIX MOXeT 6blTb IIOJIyqeH H 3  

~ ~ H A ~ M ~ H T ~ J I ~ H O I ' O  IIpH IIOMOUIH IIOACTaHOBKH rpyI I I Ib1  C. Hao6o- 
POT, BCRKa3I nOACTaHOBKa  TO# I'pyIIIIbI npeo6pa3ye~  ( P ~ H A ~ M ~ H -  
~aJIb~bIfi MHOrOyI'OJIbHHK B OAHH H3 MHOrOYI'OJIbHHKOB CeTH. AJIR 

I I p H M e p a  paCCMOTpHM IlOACTaHOBKy s 3 s y 1 s 1 .  H a s o s e ~  a: a ai TZL- 

KHe lIBe CTOPOHbI ( P Y H A ~ M ~ H T ~ J I ~ H o I ' o  MHOI'OYrOJIbHHKa, VTO (I! IIO- 

n y q a e T c H  a3 ai npa  IIOMOUIH n o n c T a H o n K H  Si. Y ~ e p m a ~  T e  me 0 6 0 -  

3HarIeHHR H AJIR F3KBHBaJIeHTHbIX CTOPOH APYrHX MHOrOYrOJIbHHKOB. 

ki3 ( P ~ H A ~ M ~ H T ~ J I ~ H O I ' O  MHOrOYrOJIbHHKa I Iepef iAeM B TOT, K O T O P ~ I ~  

C HHM COnpHKaCaeTCR BAOJIb CTOPOHbI as. ki3 HOBOrO MHOrOyrOJIb- 

H m a  nepefine~ B c o c e ~ ~ ~ l f i ,  n e p e c e K a x  CTOPOHY a 2 ,  H, HaKoHeu,  ~3 

3 ~ 0 1 - o  nocnemero nepef ine~ B cocemaii, n e p e c e K u  CTOPOHY a:. 
J I e r ~ o  BHAeTb, VTO TOT MHOrOYrOJIbHHK, B ~ 0 ~ 0 p b l f i  MbI I IpH BTOM 

BCTYIIHM, MOXeT 6 b I ~ b  IIOJIyVeH H3 (PYHA&M~HT&JI~HoI'o I I p H  IIOMOIQH 

Y K ~ ~ ~ H H O ~  B b l m e  IIOACTaHOBKH ki3 a T O r 0  I I p H M e p a  BHAHO, 

KaKHM 0 6 p a 3 0 ~  3 a A a ~ ~ 0 f i  IlOACTaHOBKe I'pyIIIIbI C CTPOHTb no- 
CJIeAOBaTeJIbHOCTb MHOrOYI'OJIbHHKOB, IIPHBOJIHWYH) K MHOI'OYI'OJIb- 

HHKY, COOTBeTCTBYmWeMY ~ ~ A B H H O ~  IIOACTaHOBKe. 

Ecna S eCTb ~ a ~ a f l - n a 6 0  IIOACTaHOBKa r p y n n b I  C, TO B MHOI'O- 

YrOJIbHHKe, IIOJIyVaeMOM H3 ( P Y H A ~ M ~ ~ H T B I I ~ H O I ' O  n p H  IIOMOWH IIOA- 



CTaHOBKH S, CTOPOHbI n O I I a p H 0  CBR3aHbI nOACTaHOBKaMH SSiS-l1 
H MHOrOYrOJIbHHK a T O T  MOlKeT 6b1Tb IIPHHflT 3a ( P Y H A ~ M ~ H T ~ J I ~ H ~ I ~ ~  

MHOrOYrOJIbHHK. ~ O A C T ~ H O B K ~  S npeo6pa3ye~ BCIO C e T b  MHOrO- 

YrOJIbHHKOB B ce6s. 

me T k  - p a 3 n ~ ~ ~ ~ e  n o n c T a H o B x H  r. 
~ O A C T ~ H O B K M  T k  npeo6pa3y10~ IIOnyrIeHHyIO B b I m e  C e T b  B APY- 

rwe c e T H ,  H B c e  OHH H e  H a n e r a m T  o n H a  H a  npyryro, xax a T o  H e n o -  

CpeACTBeHHO CJIeAyeT H 3  I I ~ H K T ~  3) OIIpeAeJIeHHR ( P ~ H A ~ M ~ H T ~ J I ~ H o -  

r0 MHOI'OYrOJIbHAKa. OTM~THM I l p H  aTOM, rIT0 rpynna C M O m e T  6bITb  

K O H ~ ~ H O ~ ~  JIHUIb B TOM C J l y r I a e ,  K O r A a  H I- KOHeYHO. ~ ~ % c T B H T ~ J I ~ H o ,  

B aTOM C n y r I a e  nOCJIe I I p H M e H e H H s  KOHerIHOrO rIHCJIa nOACTaHOBOK 

K ~ Y H A Z L M ~ H T ~ J I ~ H O M Y  MHOrOYrOJIbHHKY B CeTH MHOrOYrOJIbHHKOB 

H e  OCTaJlOCb 6b1 C B O ~ O A H ~ I X  CTOPOH, T. e. a T a  C e T b  AOJImHa 6 ~ n a  
6b1 IIOKPbITb BCK) IIJIOCKOCTb H, CJIeAOBaTeJIbHO, rpynna C AOJImHa 

6b1na 6b1 C O B I I ~ A ~ T ~  c rpynnonj r. I I o n y r ~ e ~ ~ b ~ e  E m r u e  c e m  M ~ I  Ha- 

3 0 B e M  31t6U6UAeKTTtHblMU CeTTtIMU. Bce OHH IIpeACTaBJIeHbI OAHHM 

+ ~ H A ~ M ~ H T ~ J I ~ H ~ I M  MHOrOyrOJIbHHKOM, I I p H s e M  3a aTOT I I o c J I ~ A H H ~ ~  

MbI MOrJIH 6b1 IIPHHJlTb J I I O ~ O #  MHOrOYrOJIbIIHK OAHO# H 3  YKa3aHHbIX 

ce~ef i .  

$ 10. P ~ C C M O T ~ H M  T e n e p b  BepIIIHHbI ( P ~ H A ~ M ~ H T ~ J I ~ H o ~ o  MHOrO- 

y r o n b H H K a .  0 6 0 3 ~ a q n ~  HX ~ Y K B ~ M H  A1, A 2 , ,  . . , An. 
I I y c ~ b  Pl, P2, . . . - n o c n e n o s a T e n b H m e  M H o r o y r o n b H a x a ,  HMe- 

m m H e  o6wy10 D e p r u a H y  B T o s x e  A1. EYKBOK) PI MH 0 6 0 3 H a W i ~  

C a M  ( P y H n a ~ e H ~ a n b H b I %  MHOrOYrOJIbHHK. M H o r 0 y r o n b ~ 1 . 1 ~  pk no- 
J Iy r IaeTCX H 3  MHOI'OYI'OJIbHHKa pl n p H  IIOMOIUH nOACTaHOBKH rpyn- 
IIM C. ~ Y C T ~  Ak e C T b  T a  B e p l l I H H a  pi, KOTOpaR npeo6pa3ye~cs  B A1 
TOJIbKO 9 T O  Y K ~ ~ ~ H H O #  I I O A C T ~ H O B K O ~ ~ .  C p e A H  ~ O C J I ~ A O B ~ T ~ J I ~ H O C T A  

s e p r u m  A l ,  A 2 , .  . . ~ a i i n y ~ c s  nse 6n~mafi111~e o n H H a x o s b I e  sepmu- 
Hbl. He O r p a H H s H B a s  O ~ ~ U H O C T H ,  MbI MOlKeM IIpeAIIOJIOXHTb,  YTO 

a T 0  6 y ~ y ~  BepIIIHHbI A1 H Am. M b I  ~ Y A ~ M  rOBOpHTb,  q T O  DepIIIHHbI 

A1, A 2 , .  . . , Am 06pa3y10~ UHKn. E c n ~  n p H  a T o M  pm c o s n a n a e T  c 
Pl, T. e. uenb M H o r o y r o n b H H x o B  Pl, P2,. . . , Pm B n o n H e  o x p y m a e T  

TO9KY A l l  TO BepI I IHHa A1 TOrIHO TaK me, KaK OCTaJIbHbIe BepUIHHbI, 

BXOAfilUHe B Y K ~ ~ ~ H H ~ I %  BbIIIIe UHKJI, Ha3bIBaeTCJI  I I o A B H ~ H o ~ ~ ,  MJIH 

cnysafiaoii, s e p m a ~ o f i  (zufallige Ecke). 
E c n ~  me pm H e  c o s n a n a e T  c PI, TO n w ~ e f i ~ r a s  n o n c T a H o B x a  S ,  

npe06pa3ymmas pl D p,,, H M e e T  HeIIOADMmIlyK) TOYKY A1. C O P  



JIaCHO IIYHKTY 4) O I I p e A e l I e H H f l  + ~ H A ~ M ~ H T ~ J I ~ H o %  06nac~w IIOACTa- 

H o B x a  a T a  M o m e T  6b1~b a n n ~ n ~ ~ s e c x o i l  w n H  n a p a 6 o n ~ s e c ~ o i l .  B 
n e p B o M  cnysae c y M M a  y r n o B  M H o r o y r o n b H H x a  Pl n p H  B e p m w H a x  

A1,. . . , A,-1 nonaaa H M e T b  BHA 2 r / k ,  r.ge k -uenoe n o n o x H T e n b -  

H o e  ~ H C J I O ,  6onbmee enuHm.w,  H T o s x a  A1 6 y ~ e ~  B n o n H e  o x p y m e H a  

U e n b I o ,  C O C T O ~ ~ ~ ~ #  H 3  (m - l ) k  MHOI'OYI'OnbHHKOB. 

~ ~ ~ ~ C T B H T ~ I I ~ H O ,  e C n H  M b I  I IOCTPOHM MHOI'OYI'OJIbHHKH pl , p 2  . . . , 
p,-i, TO ~ 6 n ~ 3 ~  BepI I IHHbI  A1 OCTaHYTCSi C B O ~ O A H ~ I M H  O A H a  CTO- 

p O H a  MHOI'OYI'OnbHHKa pl H O A H a  C T O p O H a  prn-i. C T O ~ O H ~ I  BTH 

6 y ~ y ~  CBSi3aHbI M e X A y  C O ~ O K I  IIOACTaHOBKOM S, H,  C n e A O B a T e n b -  

HO, YI'OJI M e X A y  HHMH A O J I X e H  6 b I ~ b  p a B e H  YrJIy I I O B O p O T a  a ~ 0 f i  
IIOACTaHOBXU. Ecnw M b I  6 y ~ e ~  n P H M e H S i T b  K ~ O C T ~ O ~ H H O ~ ~  COBOKYII- 

HOCTH MHOI'OYrOJlbHHKOB C T e n e H H  IIOACTaHOBOK S, TO M b I  IIOJIYrlHM 

MHOI'OYI'OJlbHHKH, HMeIOI l lHe  OAHY H 3  B e p m H H  B T 0 4 K e  A1, H,  B CH- 

ny I I y H K T a  3) OI IpeAeJ IeHHfI  + ~ H A ~ M ~ H T ~ J I ~ H o #  o 6 n a c ~ ~ ,  M b I  M O X e M  

Y T B e p X A a T b ,  ' I T 0  Y r O n  n O B O p O T a  IIOACTaHOBKH S A O n m e H  H M e T b  

B H A  2 ~ / k ,  O T K y A a  H B b I T e K a e T  H e n O C p e A C T B e H H O  H a m e  Y T B e p X n e -  

H H e .  Bce TOZIKH LIHKna A1, A2 , .  . . , Am-1 B P a C C M a T p H B a e M O M  C n y -  

'Iae T a K m e  6 y n y ~  H e n O A B H ~ H b I M H  TOr lKaMH a n J I H n T H r l e C K H X  IIOACTa- 

HOBOX r p y r m M  C. 
~ O ~ ~ C T H M  T e I I e p b ,  rITO Bb l IUeYI IOMKHYTM IIOACTaHOBKa S 6 y n e ~  

napa6onmec~o2i ~ O A C T ~ H O B K O ~ ~ .  B a T o M  cnynae C T O P O H ~ I  M H O ~ O -  

YI'OJIbHHKOB Pl I.IP,-~, CBSi3aHHbIe  IIOACTaHOBKOKl S, AOJIXHbI  H M e T b  

o6x4y1o K a c a T e n b H y I o  B T o r I x e  A1.   TO H e n o c p e A c T B e H H o  c n e A y e T  

~3 C a M o r o  B H A ~  napa60nwnec~o2i ~ O A C T ~ H O B K H .  T y  me K a c a T e n b -  

H Y M  ~ Y A Y T  H M e T b  H CTOpOHbI OCTWIbHbIX MHOI'OYI'OJIbHUKOB Pa, . . . , 
P m - 2 ,  H ,  C J I e A O B a T e n b H O ,  YI'JIbI M H O r O Y r O n b H H K a  pl I I p H  B e p I I I H H a X  

A l l  A 2 , .  . . , Am-1 P a B H b I  HYJIK). Bce a T H  B e p m H H b I  SiBllRIOTCSi H e n o -  

ABHXWblMH TOrIKaMH n a p a 6 0 n m e c ~ ~ x  IIOACTaHOBOK I'pYIIIIbI C. 
~ ~ H H u M ~ S ~  BO BHUMaHHe nYHKT 4) O I I p e A e J I e H H I i  + y H A a ~ e ~ ~ a l l b -  

HOE O ~ ~ ~ C T H ,  M b I  M O W e M  Y T B e P m A a T b ,  rITO TO'IKH MHOI'OYI'OJIbHHKOB 

PI, P2, . . . , Pm-i, AOCTaTO4HO 6 n ~ 3 x ~ e  K B e p m H H e  A1, ~ Y A Y T  HaXO- 

AHT~CSI no OAHY CTOPOHY OT nps i~o j i  , npoxommeil sepes TOYKY A1 
H npeo6pasymmeilca B c e 6 ~  n o n c T a H o B K o m  S. E c n ~  MM n p o B e A e M  

IIO TY me CTOPOHY OT 3 ~ 0 %  IIpSi~ofi O K p Y X H O C T b  C1, K&C&TeJlbHYIO K 

a ~ o %  n p S i ~ o t i  B T o n K e  A1, TO o x p y m ~ o c ~ b  a T a  6 y ~ e ~  npe06pa3osb1- 
B a T b C R  B c e 6 ~  n p H  IIOMOIIIH nOACTaHOBKH S, H B C e  TO4KH YKa3aHHbIX 

BbIIIIe MHOI'OYI'OnbHUKOB, AOCTaTOrIHO 6nu3~ue  K B e p m H H e  A l l  6y- 
W T  HaXOAHTbCR B H Y T p K  C1. T ~ M  Xe ~ Y A Y T  HaXOlIUTbCSi  R B C e  T e  

TOVKU, KOTOPbIe  I I O n y n a M T C S i  H 3  T O n b K O  4 T O  YKa3aHHbIX T 0 4 e K  I I p H  

nOMOIIlM IIOACTaHOBKH Sn . 



B 0 3 b ~ e ~  OKPYmHOCTb C1 HaCTOJIbKO ~ a n ~ f i ,  '1~0661 OHa nepece- 
K a n a  m e  TOVKH A1 OAHH pa3 K ~ A Y I O  ~3 T e x  m y x  CTOPOH MHoro-  

YrOJIbHHKOB pi ( i  = 1 , 2 , .  . . , TTI - I), KOTOpbIe BbIXO.LUlT H3 BePIlIHHhI 

A1, H H e  I I e p e C e K a n a  6b1 HH OAHY H 3  APYrHX CTOPOH MHOrOYrOJIbHH- 

KOB pi. ~ P H  aTOM HeIIOCPeACTBeHHO JXCHO, VTO BCJXKUI OKPYmHOCTb 

C 2 ,  HaXOAJXUaJXCJX BHYTPM OKpYmHOCTH C1 H KaCaTeJIbHZM K ~ e j i  B 

TOVKe A1, 6 y n e ~  0 6 n a n a ~ b  TeMH me CBO#CTB~MH.  

E c n ~  Mbl B03bMeM BHYTPH C1 K ~ K ~ I O - ~ H ~ O  TOVKY M, TO TOVKa 

a T a  6 y n e ~  HaXOAHTbCII H a  oAHo# H3 O K ~ ~ ~ H O C T ~ ~  C. ~ Y C T ~  I< H 

L - T O W H  IIepeCer IeHHR 3 ~ 0 %  OKPYXHOCTH C KP&&HMA CTOpOHaMH 

MHOI'OYrOllbHHKOB pl H p m - 1 .  TOVKH K H L n p e o 6 p a 3 y m ~ c f l  OA- 

H a  B APYrYIO I I p H  IIOMOUH IIOACTaHOBOK S H S-', U,  IIpHMeHJXJX K 

A y r e  K L  CTeneHH IIOACTaHOBKH S, MbI IIOJlYVHM TaKyIO A y r y ,  KO- 

TOP= 6 y n e ~  c o n e p m a T b  TOVKY M. O ~ c m n a  c n e n y e T ,  VTO BCJXKU 

T o s K a ,  H a x o n m u a f i c H  BHYTPH C1, ~ Y A ~ T  n p H H a A n e m a T b  OAHOMY 113 

MHOrOYrOnbHHKOB CeTH. Ecnx MbI I IpH aTOM OnHLUeM OKOAO TOVKH 

A1 CKOJIb yrOlUX0 M a n y I O  OKPYmHOCTb C3, TO, HCKJIIOVaJX H 3  K P Y r a ,  

o r p a H H r I e H H o r o  O K P Y ~ I I O C T ~ I O  el, TOVKH, nemamne BHYTPH o ~ p y m -  
HOCTH C 3 ,  Mbl IIOnyVHM o 6 n a c ~ b ,  KOTOpaJX MOmeT 6 b l ~ b  IIOKpbITa 

KOHeVHbIM VHCJIOM MHOrOYrOJlbHHKOB CeTH. 

nocnen~ee  0 6 c ~ o a ~ e n b c ~ ~ o  c n e n y e T  ~3 T o r 0  ( P ~ K T ~ ,  VTO e c n H  

H a M  A a H a  o 6 n a c ~ b  B, BCe TOVKH KOTOPO# OTCTOJXT OT H ~ ~ O A B H ~ H O ~ ~  

TOVKH n a p a 6 0 n ~ u e c ~ o #  XIOACTaHOBKH S H a  PBCCTORHHH, 6 0 n b m e ~  
K ~ K O ~ O - n ~ 6 0  o n p e n e n e H H o r o  n o n o m H T e n b H o r o  s H c n a ,  H M a n o e  no- 
n o m H T e n b H o e  VHCIIO E ,  TO M o m H o  H ~ # T H  T a K o e  n o n o m H T e n b H o e  w- 
cno n,  VTO B c e  TOVKH O ~ ~ ~ C T H ,  n o n y n a e ~ o #  ~3 0 6 n a c ~ ~  B npw no- 
MOUH IIOACTaHOBOK Sk H n H  s - ~ ,  6 y A y ~  OTCTOJXTb OT H ~ ~ O A B H ~ H O #  

TOVKH IIOACTaHOBKH S H a  PBCCTOJXHHH, MeHbLUeM E ,  e C n H  TOnbKO k 
6 y n e ~  6onbrue n.  TO c n e n y e T  H e n o c p e n c T s e H H o  w 3  s H n a  napa6o- 
I l l l V e c ~ o f i  IIOACTaHOBKH. ~ ~ M ~ T H M  KpOMe TOrO, VTO B C H n y  IlyHKTa 

3) o n p e n e n e H w f i  c p y ~ n a ~ e ~ ~ a n b ~ o t i  0 6 n a c ~ a  T e  H e n o m H m H M e  TOV- 

KH I I O A C T ~ H O B O K  r p y n n b ~  C, KoTopbxe n e m a T  BHYTPH cem,  A O ~ ~ H ~ I  

HaXOAHTbCJX B BePLUHHaX K ~ K O ~ O - n H 6 0  H 3  MHOrOYrOnbHHKOB. 

B e p I l I H ~ b l  MHOrOYrOnbHHKa Mbl 6 y ~ e ~  Ha3blBaTb ~ O ~ B U X H ~ ~ M U ,  

~ n n u n m u u e c r u ~ u  u  napa6onuuecru~u.  Ecnw A1 e c T b  nonBwm- 

HaJX H n H  aJlJlHIlTHVeCKiLR BePLUHHa, TO BbIIlIeYKa3aHHbIe BePUIHHbI 

A2, A3,.  . . , npeACTaBJXJXIOT ~06010 B c e  BePIlIHHbI ( P Y H A ~ M ~ H -  
T a n b H O r O  MHOrOYI'OJlbHHKa, aKBHBaneHTHbIe A1. Ecnn me A1 - 
n a p a 6 0 n w s e c ~ a ~  B e p m H H a ,  TO K p o M e  y ~ a 3 a ~ ~ o r o  u n K n a  BepruHH 

MOmeT CyUeCTBOBaTb B T O P O ~ ~  UHKn BepIlIHH, 8KBHBitneHTHbIX Al l  H 

B aTOM C n y V a e  MbI 6 y ~ e ~  HMeTb ABe U e n H  MHOrOYrOnbHHKOB, HMeIO- 



U H X  B e p I I I H H y  B T O r I K e  A1. Y ~ C T H  a T H X  sene%, ~ J I H ~ K I I ~  K T O ' I K e  A1, 
6 y n y ~  p a c n o n o m e H m  no 06e C T O P O H ~ I  TO% ~ P R M O # ,  K o T o p a R  npo- 
X O A H T  sepe3 TOrIKY A1 H n p e 0 6 p a 3 y e ~ c ~  B c e 6 ~  C O O T B ~ T C T B ~ H H O ~ ~  

n a p a 6 o n ~ s e c ~ o f i  n o n c T a H o B x o m .  Ecna  m e  napa6onasecxae B e p -  

l l IHHb1 ( P Y H A ~ M ~ H T ~ ~ ~ H O ~ O  M H O r O Y r O J I b H H K a  C O B I I a A a I O T  B T O r I K e  A l l  ' 

T O  6 y ~ e ~  C Y I 4 e C T B O B a T b  JIHLUb O A H a  U e n b  MHOI'OYI'OJIbHkiKOB, H M e I O -  

m H X  B e p I l l H H y  B T O n K e  Al l  H O  M H O r O Y r O n b H P i K H  ~ Y A Y T  P a C I I O J I O X e H b I  

~ 6 n ~ 3 ~  T O ~ K H  A1 no 06e C T O P O H ~ I  y ~ a 3 a ~ ~ o f i  B b m e  n p a ~ o i i .  Eonee 
A D y X  I I e I I e f i  6 b I ~ b  H e  M O X e T .  

3 11. n e p e f i ~ e ~  T e n e p b  K H 3 Y r I e H H I O  n p e A e J I b H b I X  T O r I e K  C e T H  

M H o r o y r o n b H a x o B ,  T. e. T a x a x  T o s e x ,  K o T o p M e  H e  n p m a a n e m a T  

H a  K OAHOMY a3 MHOI'OYI'OJIbHPiKOB, H O  B H Y T P H  C K O n b  Y r O A H O  M a -  

n0fi O K P Y X H O C T H ,  o I I H c ~ H H o ~ ~  OKOJIO T ~ L K O ~ ~  TO'IKM, H a X O L U I T C R  TOrI-  

K a ,  n p k i H a A J I e X a u H e  C e T a .  M ~ I  6 y ~ e ~  I I p H r I H C J I R T b  K I I p e A e J l b H b I M  

T O z I K a M  H n a p a 6 0 n ~ s e c ~ a e  B e p U I P i H M  MHOrOYI 'OnbHPiKOB.  

B c a ~ ~ f i  M H O r O y I ' O J I b H a K  I I p e A C T a B n R e T  ~06010 3 a M K H Y T Y I O  COBO- 

K Y n H O C T b  T O r I e K ,  a n O T O M y  B H Y T P M  y K a 3 a ~ ~ o f i  O K p y m H O C T H ,  O n H C a H -  

~ 0 f i  OKOJIO I I p e A e J l b ~ ~ f i  TOrIKH,  H B X O A R T C R  TOrIKM, I I p P i H a A J I e m a W P i e  

6 e c s 1 1 c n e ~ ~ o ~ y  M H O m e C T B y  M H O r O Y r O n b H H K O B .  ~ O K M ~ M  T e I I e p b  

A B e  J I e M M b I .  

J I ~ M M ~  2 .  Ecnu zo ne ecma oco6ax mouxa zpynnbl, mo & o x -  
no onucama oxono em05 mouxu maxyw docmamouno Aanyw o x p y x -  
nocma, umo u3 nw60'Uc nocnedoeamenanocmu 6ecuucnennozo A n o x e -  
cmea nodcmanoeox zpynnbl M o x n o  ebl6pamb nocnedoeamenbnocmb, 
c x o d ~ ~ q y w c x  enympu yxa3annou' oxpyxnocmu *. 

~ Y C T ~  H a M  A a H a  C O B O K Y n H O C T b  n O A C T a H O B O K  I'PYnnbI. n p e A -  

I I O l I O m H M  C H a s a n a ,  q T O  ZO H e  e C T b  H e n O A B H m H a R  T O ' I K a  a l I l l H n T H ' I e -  

CKOE I I O A C T a H O B K H  rPYnnb1. &.K M b I  B H A e J I H  B 3 6, B a T O M  C n y s a e  

M O m H O  O n H C a T b  O K O n O  ZO C T O l I b  M a J I Y I O  O K p Y X H O C T b ,  r I T O  B H Y T p H  

H e e  H e  6 y n e ~  a x s m a n e H T H b I x  T o s e x .  Ecnu M ~ I  C o B e p m a M  H a A  a ~ o f i  
O K p Y X H O C T b I O  B C e  I I O A C T a H O B K H  n O C J l e A O B & T e l I b H O C T I I  El ,  T O  I I O I I y -  

s e H H b I e  K p y r H  H e  ~ Y A Y T  a ~ e ~ b  o 6 u 1 . 1 ~  T o s e x .  Ecna M ~ I  npa  TOM 

ewe H e C K O n b K O  Y M e H b l l I I I M  P a A H y C  O K P Y m H O C T H ,  O Z I M C ~ H H O ~ ~  O K O n O  

TOrIKU 2 0 ,  T O  Y n O M R H Y T b I e  K p Y r H  O C T a B R T  H ~ ~ O K P ~ I T O %  H e K O T O p Y I O  

0611ac~b A B y X  ~ 3 ~ e p e r r a f i .  E c n ~  a T 0  6 y n e ~  r I a C T b  n n o c K o c T a ,  H a -  

X O A R I I I a R C R B 6 n I I 3 I I  6 e c ~ o 1 1 e s ~ o  y n a n e ~ ~ o f i  T O r I K a ,  T O  3HiLrIeHMR IIH- 

~ e k b I ~  IIOACTBHOBOK C O B O K Y n H O C T H  El B H Y T P H  ~ O C T P O ~ H H O %  O K O n O  

Zo O K p y m H O C T a  6 y ~ y ~  O r p a H U r l e I r b I ,  H K a ~ 0 f i  COBOKYIIHOCTH 6 y n e ~  

* n p ~  B T O M  ~ ~ C K O H ~ ~ H O  A Q n e K a f l  T O q K . 3  n p U H U M Q e T C f l  38 B O ~ M O X C H ~ I #  ripe- 

Aen, H rpynna C q H T a e T c f l  C O ~ C T B ~ H H O  n p e p b I ~ n o i i  



IIPHJIOWCHM IIpMHIlHn CXOAHMOCTH. TO WCe P a C C y X A e H H e  IIpHMeHHMO 

H B TOM cnysae, K O r A a  6 e c ~ ~ c n e ~ ~ o e  M H O X ~ C T B O  K P Y ~ O B  HaXOAHTCR 

H a  KOHeYHOM PaCCTORHHH. Ecna WCe 3 T H  K p y r H  HMeIOT eAHHCTBeH- 

HYIO TOYKY C r y W e H H a  H a  ~ ~ C K O H ~ Y H O C T M ,  TO TOYKa B T a  H RBIIReT- 

CR HCKOMbIM IIpeAeJIOM. B 3TOM C J I y Y a e  MOWCHO H a A  IIJIOCKOCTbIO 

c o B e p m H T b  T a K o e  n a ~ e E ~ o e  n p e o 6 p a 3 o ~ a ~ ~ e ,  ~ ~ 0 6 a r  npenen 6 ~ n  
KOHeYHbIM H HCCJIeAyeMbIe IIOACTaHOBKH- Ol'paHHYeHHblMH. 

~oJ IoWCHM T e n e p b ,  YTO ZO e C T b  HeIIOABHWCHaR TOYKB BJIJIHIITLFIe- 

CKOB ~ O A C T ~ H O B K H  r p y n n M ,  H o n H m e M  o K o n o  BTO# TOWH AOCTa- 

TOYHO ~ a n b I f i  K p y r  C, K O T O P ~ I B  n p e o 6 p a 3 y e ~ c ~  B c e 6 ~  n p H  n o M o -  

W H   TO# ~ J I J I H I I T H Y ~ c K o ~ ~  IIOACTBHOBKH. M3 P&CCYWCA~HH# $ 6 RCHO, 

YTO BTOT K p Y r  MOWCHO B3RTb HaCTOnbKO MaJIbIM, Y T O ~ M  IIOACT~HOBKM 

rpynnar n p e o 6 p a 3 0 ~ b r ~ a n ~  ero n ~ 6 0  B ce611, ~1x60 B A p y r H e  ~ p y r ~ ,  
KOTOpbIe EIJIH BOBCe H e  HMeIOT O ~ W H X  TOYeK, HJIH COBnaAaIOT. Be& 
CTBHTeJIbHO, IIYCTb S - BJIJIHnTHYeCKaR IIOACTaHOBKa, HMeIOWaR He- 

IIOABHWCHYIO TOYKY 20.  ~ ~ ~ A I I o J I o W C H M ,  YTO IIOACTaHOBKH S1 H S 2  

r p y I I I I b 1  n p e o 6 p a 3 y m ~  K p y r  C B K p Y r H  C 1  H C 2 ,  HMeIOWHe O ~ W Y I O  

TOYKY Z2, H nYCTb BTOG TOYKe B K p Y r e  C COOTBeTCTBYIOT TOYKH Z; 

H z;. ~ T H  IIOCJIeAHHe AOnWCHb16bl~b  3KBHBaJIeHTHblMH TOYKaMH, HO, 

KaK MbI BHAeJIH B $ 6 ,  MOWCHO B3RTb K P Y r  C HaCTOJIbKO MaJIblM, q ~ 0 6 b I  

A B e  3KBHBaJIeHTHbIe TOYKH, IIpHHaAJIeWCaWHe 3TOMY K p Y r Y ,  MOrJlH 

6 b 1 ~ b  n p e o 6 p a 3 o ~ a ~ a r  OAHa B ApYl?YIO JIHUIb n p H  IIOMOWH CTeneHH 

S. MM H M e e M  CJIeAOBaTeJIbHO COOTHOUIeHHe 

Kpyr  C1 MOWCeT 6 b 1 ~ b  n p e o 6 p a 3 o ~ a ~  B C2 IIOACTaHOBKOIO S~S;', 
HO B T a  IIOACTaHOBKa MOWCeT 6 h l ~ b  I IPeACTaBJIeHa  B C H n y  H a n H c a H -  

HOrO BbIUIe COOTHOUIeHHR B BHAe S~S-'S;~, EI, CJleAOBaTeJIbHO, OHa 

npeo6pa3ye~ C1 B c e 6 ~ ,  T. e. K p y r  C2 c o s n a n a e T  c C1. 
B a J I b ~ e G l l I e e  AOKa3aTeJIbCTBO JIeMMhl 6 y ~ e ~  COBepUIeHHO TaKHM 

x e ,  YTO H B p a c c M o T p e H H o M  [ p a ~ e e ]  cnyqae. 

J I ~ M M ~  3 .  I l p e d n o n o x u ~ ,  . tmo uAeemcrr  cemb Anozoyzonbnuxoe ,  
y ~ a 3 a n n a n  e  $ 9 ,  npu. tew 6ecxone . tno  yaanennan mo.tKa nazodumcrr 
u n u  e n e  smou' cemu* u n u  e n y m p u  oanozo  u s  A?LOZOyZOflbHUKO~, u  
n y c m b  naM ~ ~ J U H O  Manoe  n o n o x u m e n b n o e  Y U C R O  p. B 3rno.u cny.tae 
 oxn no n p o e e c m u  .tepe3 n w 6 y w  n a p a 6 o n u . t e c ~ y w  eepuruny odnozo  u3 
MHOZOyZO~bHUK08 CmOAb Manyr ,  OKpYXHOCmb, npeo6pa3ywqywcrr  8 



ce6n npu noncoqu coomeemcmeywqeu' napa6onurecxou' nodcmanoe- 
xu S, rmo6at paduycat ecez axeueanenmnwz oxpyxnocmeil 6wnu 6b1. 
MeHbtue p. 

B n a J I b ~ e f i U I e M  M M  6 y n e ~  I I O J l b 3 0 B a T b C I I  O ~ O ~ H ~ V ~ H H H M I I  IIpe- 
AEJAyLUeI'O IIaparpa+a. ~ Y C T ~  A 1 - y K a 3 a H H a f I  B YCJIOBHH J I e M M b I  

n a p a 6 o n ~ s e c ~ a f i  eepureaa. K ~ K  MM B M n e n a  B f 10, M o m H o  sepe3 
a T y  ~ o m y  n p o s e c T u  O K P Y ~ H O C T ~ ,  npe06pa3ylomymc~ B c e 6 ~  np&i 
IIOMOIIZH I I O n C T a H O B K H  S, T a K ,  q ~ 0 6 h I  B C e  TOVKH,  H a X O A R L U H e C R  BHY- 

TPH K p y r a  Clr O r p a H w q e H H o r o  a ~ o #  o K p y m H o c T b m ,  n p m a n n e w a n M  

C e T H .  

YM~H~IIIMM P a A M Y C  K p Y r a  C1 H a C T O n b K O ,  r1~06bI B C e  a K B H B a J I e H T -  

H b I e  K P Y r H ,  I I O C T p O e H H b I e  I I p H  B e p I l I H H a X  A 2 , .  . . , A m ,  H e  H M e n H  06- 
IUHX T O q e K  M e M A Y  ~06010  H C K p Y r O M  C1. H p H  B T O M  B T e X  q a C T s I X  

0 6 n a c ~ e S  Tl,p2,. . . K o T o p b I e  n e m a T  B H Y T ~ H  C1, H e  6 y ~ e ~  
H a X O A M T b C I I  B K B H B a J l e H T H b I X  M e m A Y  C O ~ O M  T O V e K ,  H I IOTOMY n m 6 ~ e  
A B e  B K B H B a J I e H T H b l e  T O q K H ,  J I e X a L U H e  B H Y T P H  C1, npeo6pa30sarsa- 
M T C H  O A H a  B A p y r y l O  n p U  n O M O 4 U  H ~ K O T O P O ~ ~  C T e n e H M  n O A C T a H O B K M  

S. P ~ c c ~ ~ A ~ R  T a K  me, K a K  H B J I e M M e  2, M O m e M  Y T B e p W A a T b ,  VTO 

K p y r H ,  B K B H B a J I e H T H b I e  C1, nu60 H e  6 y n y ~  H M e T b  O ~ U H X  T O V e K ,  n H -  

60 6 y n y ~  c o s n a n a T b .  

Y M ~ H ~ U I A M ,  K p O M e  T O r O ,  p a A H y C  K p y r a  C1 H a C T O J I b K O ,  n~o6b1  
B K B H B a J I e H T H b I e  K P Y r H ,  IIPOXOAfiIZIHe V e p e 3  B e P I I I A H b I  T o r 0  M H O r O -  

Y r O n b H H K a ,  B H Y T P M  KOTOPOI'O H a X O n H T C H  ~ ~ C K O H ~ ~ H O  YAaJIeHH&Il 

T O q K a ,  H e  C O A e p m a l l M  6~ BTO# TOVKM. n p S 4  B T O M  B C e  a T n  K p Y r M  

A O n X H M  H a X O A H T b C f l  H a  K O H e r I H O M  P a C C T O H H U H ,  H HOTOMY, e C J I M  M h I  

6 y n e ~  C V H T a T b  C O B I I a A a M W H e  K P Y r H  3a O E M H  K P Y r ,  C Y M M a  H X  nn0- 
I I l a A e f i  A O n m H a  6 M ~ b  o ~ ~ ~ H H V ~ H H O ~ ~ .  C ~ ~ A O B & T ~ ~ ~ H O ,  VMCJIO T e X  H 3  

B T H X  K p y r O B ,  P a A H y C  K O T O p b I X  6onbrue p, A O n m H O  6 b I ~ b  K O H e V H O .  

Tenepb H a M  O C T a e T C H  T O n b K O  Y M e H b I U H T b  P a A A Y C  K P Y r a  C1 H a -  

CTOJlbKO,  V T O ~ ~ I  p a A H Y C b I  T O n b K O  V T O  YIIOMRHYTbIX K p Y r O B  6 b 1 n ~  
M e H b I I I e  p. 

Teope~a 3 .  Bcnxan npebenaxan morxa cemu ~xozoyzonaxuxoe 
ecma oco6an morxa zpynnal C .  

~ [ ~ ~ A I I o J I o ~ H M ,  V T O  ZO e C T b  n p e A e n b H W i  T O V K a  C e T M  H H e  e C T b  

0 ~ 0 6 ~  T O V K a  r p y I I I I b I  C .  C O B ~ ~ U I H M  H a A  I I n O C K O C T b M  T a K O e  n H -  

H ~ # H O ~  n p e o 6 p a 3 o ~ a ~ ~ e ,  9 ~ 0 6 b 1  3 H a V e H H R  I I O A C T a H O B O K  r p y n I I b I  C 
B ~ J I H ~ M  TOVKM 2'0 6 b l n H  O r p a H M V e H M  (CM. A O K a 3 a T e n b C T B O  n e M -  

M ~ I  2) M V T O ~ ~ I  ~ ~ C K O H ~ Y H O  A a n e w a r r  Tows y n o B n e T B o p a n a  ycno- 
B H f M  J I e M M b I  3. 



P a 3 6 e p e ~  csaqana TOT cnyrIafi, K o r n a  ( P y ~ ~ a ~ e ~ ~ a n b ~ ~ f i  MHO- 

r 0 y r o n b ~ 1 . 1 ~  Pl H e  H M e e T  n a p a 6 o n ~ u e c ~ ~ x  nepruaa. B a T o M  cny- 
'4ae M O W H O  O K P Y X H T b  K a W A Y I O  H 3  er0 B e P U l H H  U e n b I O ,  C O C T O I I U I ~ ~ ~  

H 3  K O H e r I H O r O  r I H C n a  B K B H B a n e H T H b I X  MHOrOYI 'OJIbHWKOB.  Bce 3 T W  

M X I O r O Y r O J I b H H K H  B M e C T e  C ( P Y H A & M ~ H T ~ ~ ~ H ~ ~ M  0 6 p a 3 y m ~  H e K O T O -  

pyZ0 o 6 n a c ~ b  &, W H a H M e H b I I I e e  P a C C T O R H H e  T O r l e K  K O H T Y p a  a ~ 0 f i  
0 6 n a c ~ 1 . r  A 0  T O q e K  K O H T Y P a  M H O r O Y r O n b H H K a  pl 6 y ~ e ~  6onbme lie- 
K o T o p o r o  n o n o m W T e n b s o r o  r I H c n a  6. 

OIIHIXI~M OKOJIO TOrIKW ZO K a K  U e H T P a  A B a  KOHLleHTpLi r IeCKWX K p Y -  

ra C W C1, n y C T b  B T O P O ~ ~  K p Y r  H a X O A W T C R  B H Y T P H  I I e p B O r O .  Epyr C 
B 0 3 b M e M  C T O n b  M a J I b I M ,  r I ~ 0 6 b 1 3 H a r I e H W R  B C e X  IXOACTaHOBOK r p Y n n b T  

C B X I Y T p H  3 T O r 0  K O H T Y p a  ~ I J T I M  O r p a H H r I e H h I  B CBO& COBOKYnHOCTM.  

B ~ y ~ p n  K p y r a  C1 6 y n y ~  X I a X O A M T b C R  X O T R  6b1 U a C T b I O  C B O ~ ~  MHO- 

r O Y r O n b H H K M  C e T H ,  H T a K H X  M H O r O Y r O n b H H K O B  6 y n e ~  ~ ~ C ~ I H C ~ ~ H H O ~  

M H O W e C T B O ,  T a K  K a K  Z0  no I I p e A J I O X e H H I O  e C T b  n p e A e n b H a R  T O q K a .  

0 6 0 3 H a r I H ~  a T H  M H O r O Y r O n b H M K H  ~ Y K B ~ M W  Qt  W n Y C T b  

- T e  I I O A C T a H O B K H  rpynIIb1 C, K O T O P b I e  npeo6pa3y10~ Qk B M H O r O -  

Y r O n b H H K  pi. 
C O I ' ~ ~ C H O  n p H H L l W l l y  C X O A H M O C T H  M b l  M O X e M  ~ b 1 6 p a ~ b  W 3  pflAa 

$ I ~ H K u H ~ ~  p s ( Z )  C X O A R l I l y I O C f l  B H Y T p H  C I I O C n e A O B a T e J I b I I O C T b ,  H CXO- 

A H M O C T b  6 y ~ e ~  p a B ~ o ~ e p ~ 0 f i  B K p y r e  C1. M ~ I  Y A e p X H M  I I p e m H e e  

0 6 0 3 ~ a s e ~ a e  A n R  s ~ a q ~ a  y (Py H K U W ~ .  

Bb16epe~ n H a C T O J I b K O  ~ o J I ~ U ~ H M ,  Y T O ~ M  n p H  BCf lKOM U e n O M  no- 
J I O W H T e J I b H O M  772 B K p Y r e  C1 M b I  H M e n H  6h1 

~ Y C T ~  Z l  e C T b  K~K~R-11x60 T O q K a ,  nemalIlafl B K p y r e  C1 H n p H I f a A -  

nernanlarr o 6 n a c ~ ~  Qn. T o q ~ a  pn(rl) n p H H a A n e m r ? T  M H o r o y r o n b -  

HWKY Pl, B c e  T O ~ I K H  pn+,,,(rl) A o n w H b l  n p a a a A n e m a T b  o 6 n a c ~ ~  &. 
Bce a T H  T O q K M  3 K B W B a n e H T I I b l  M e X A Y  ~06010, M n106me A B e  H 3  HWX 

n p e o 6 p a 3 y m ~ c ~  O A H a  B A p y r y I O  n p H  n O M O I I l W  I IOACTBHOBKH,  OTJIH'4- 

H 0 f i  O T  T O X A ~ C T B ~ H H O ~ ~ .  0 6 n a c ~ b  & COCTOMT W 3  K O H e q H O r O  q W C n a  

M H O r O Y r O J I b H W K O B ,  W n O T O M y  B O A H O M  M 3  HMX A O n W H O  O K a 3 a T b C R  

6 e c q a c n e ~ ~ o e  M H O m e C T B O  a K B W B a n e H T H b I X  T O r I e K ,  rIer0 H e  M O X e T  

6b1~b.  
P~CCMOTPWM T e n e p b  T O T  ~IlyrIafi, K O r A a  M H O r O Y I ' O n b H W K  pl WMe- 

e T  n a p a 6 o n ~ s e c ~ ~ i e  B e p r r r a H b I .  

n p e A b 1 ~ y U e e  A O K a 3 a T e n b C T B O  C O X p a H L i T  CBOIO C W n y ,  e C n W  M b I  

y 6 e n ~ ~ c f l ,    TO c y u e c T B y e T  n o n o m M T e n b I r o e  . r r ? c n o  61, 06nana1ouee 



C J I e A y l o u H M  C B O ~ ~ C T B O M :  n p H  J I IO~OM H a n e p e A  3 a A a H H O M  IIOJIOXH- 

TeJ lbHOM q H C J I e  N MOXHO H&TH 3 H a Y e H H e  n, 6onbruee N ,  H T O s K Y  

zl ,  nemauym B K p y r e  C1 H BHYTPH O ~ J I ~ C T H  Q,,  T ~ K ,  VTO T O Y K ~  

p n ( Z l ) ,  nemauarr B H Y T P H  MHOrOYrOJIbHHKa  pi, 6 y ~ e ~  OTCTORTb O T  

ero n a p a 6 o n ~ s e c ~ ~ x  B e p U H H  H a  paCCTOfIHHU, 6 o n b r u e ~  61. B a T O M  

cnysae M ~ I  o 6 p a 3 y e ~  o 6 n a c ~ b  &, O K P Y ~ B  B n o n H e  ~ a x ~ y m  H e  napa- 
6 0 n ~ s e c ~ y r o  B e p U I H H y  MHOrOYrOJIbHHKa  pl aKBHBaJ IeHTHbIMH MHO- 

rOYrOJIbHHKaMH H IIOCTPOHB Y K ? L X A O ~  n a p a 6 0 n ~ s e c ~ o #  B e p l U i H b l  

A B a  MHOrOYrOJIbHHKa ,  COCeLLHHX C pi. E c n ~  M b I  I I p H  a T O M  HCKJIIO- 

rIHM H 3  MHOrOYI 'OAbHHKa pl T e  er0 TOVKH, KOTOPbIe  HaXOAJTTCfI BHY- 

T p H  O K P Y X H O C T ~ ~ ~ ,  OIIHCaHHbIX OKOJIO n a p a 6 0 n ~ s e c ~ ~ x  er0 B e p I l I H H  

p a m y C O M  6i ,  U 0 6 0 3 ~ a s ~ ~  ~ Y K B O W  6 H a H M e H b I U e e  P a C C T O R H H e  TO- 

Y e K  K O H T Y P a  O ~ J I & C T H  & A 0  T O q e K  COKpaLZIeHHOrO BbTLLleYKa3&HHbIM 

0 6 p a 3 0 ~  MHOrOYrOJIbHHKa  pl , TO J I a J I b ~ e f i I l I e e  A O K a 3 a T e J I b C T B O  6y- 
A e T  TO me, s ~ o  a ~ b ~ u t e .  

H T ~ K ,  I I O K a m e M ,  9 T O  CYII leCTBYeT YIIOMfiHYTOe BblI I Ie  rIHCJIO 61. 
~ Y C T ~  &-  P a A H Y C  K P Y r &  el, P + &- P a A I I Y C  TaXOI'O KPYI 'a ,  OnH- 

Ca r lHOrO OKOJIO TOYKH 20, B H Y T p H  KOTOpOrO H e T  n a p a 6 0 n ~ s e c ~ ~ x  
BepEIMH MHOrOyrOJIbHHKOB CeTH.  MbI M O X e M  C q H T a T b ,  9 T O  P e C T b  

I IOJIOXHTeJIbHOe q H C J I 0 ,  ~ 6 0  ZO H e  e C T b  O C O ~ U  TOr lKa  I'pYnIIbI, H 

p a A H y C  & MbI  MOrJ IH  B b I 6 p a ~ b  CKOJIb YrOAHO MaJIbIM.  

H p o ~ e ~ e ~  sepes B C R K ~ I O  napa6onmec~y10 seprumy M H o r o -  

YrOJ IbHHKa  PI T a K y I o  OKpYXHOCTb,  npe06pa3ymuymc~  B c e 6 ~  n p H  

ITOMOWH C O O T B ~ T C T B ~ I O I I I ~ ~  n a p a 6 0 n ~ s e c ~ o G  IIOACTaHOBKH, ~ I T O ~ M  

B C e  OKPY%HOCTH, HM a K B H B a n e H T H b I e ,  HMeJ IH  6b1 P a A H Y C ,  ~ e ~ b l ~ ~ f i  

p / 2 .  T o ~ ~ ( M ,  a K B H B a J I e H T H b I e  T e M  TOYKaM MHOrOYrOJIbHHKa  pi, KO- 

T O p h I e  n e X a T  B H Y T P H  I IPOBeAeHHhIX O K P Y X H O C T ~ ~ ~ ,  AOJIXWbI TaXElM 

0 6 p a 3 0 ~  HaXOAIITbCfI  OT  napa6onasec~oii  B e p m m a r  H e K O T O p O r O  

MHOrOYrOJ lbHHKa  C e T H  H a  PaCCTORHHH,  MeHbI l I eM,  r l e M  P, a n 0 T O M y  

TOqKU BTH H e  MOI'YT H a X O A H T b C R  B K p y r e  Cl. 
Onpenenu~ T e n e p b  H a a M e H b r u e e  p a c c T o r r H a e  OT napa6onase- 

CKHX BePUIWH MHOI'OYrOJIbHHKa pl A 0  T e X  er0 T O s e K ,  K O T O P b I e  HaXO- 

~ T C R  m e  n p o s e n e H H u x  sepea n a p a 6 o n a . r e c ~ ~ e  B e p m H H m  o K p y m -  

H O C T ~ ~ ~ .  P ~ C C T O R H H ~  a T 0  6 y n e ~  6onbme H y n R  B CHJIy  I l y H K T a  4) 
OIIpeAeJIeHHfi  $ J ' H A ~ M ~ H T ~ J I ~ H o ~ ~  06nac~w,  H er0 M b l  H M O m e M  n p H -  

H R T b  38 BbIllIeYIIOMRHYTOe VHCJIO 6i .  
T ~ K H M  0 6 p a 3 0 ~ ,  T e o p e M a  3 A o ~ a 3 a ~ a  H B cnyqae c y u e c T a o B a -  

H m  1 1 a p a 6 0 n ~ ~ e c ~ ~ x  B e p U I H H  Y MHOI'OYrOJIbHHKa PI. Ha OCHOBa- 

HHH A O K ~ ~ ~ H H O ~ ~  T e O P e M b I  M b I  M O m e M  Y T B e p X A a T b ,  rITO B C e  ripe- 

A e J I b H b I e  TOqKH CYTb  0c06b1e TOqKH rpynnbI. H ~ O ~ O P O T ,  B C R K U  

T o V K a  rpyrmu C s r s n f i e T c R  npenenb~ofi  T O P K O ~ ~  cem,  VTO c n e A y e T  
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IIJIOCKOCTH H a  C e T H  H e  3 a B H C H T  OT T a K O r O  H 3 M e H e H H R  $YHA&M~H-  

T a J I b H O r O  MHOrOYrOJIbHHKa .  a e f i c ~ B H ~ e J I b ~ 0 ,  H a  OCHOBaHHH T e O p e -  

MbI  3 MbI  M O X e M  Y T B e p X A a T b ,  VTO C e T H  CYTb  T e  CBR3HbIe  O ~ J I ~ C T H ,  

H a  KOTOpbIe  IIJIOCKOCTb AeJIHTCfl  O C O ~ ~ I M H  TOrIKaMH I 'pYnIIbI ,  a 3 T H  

T O ~ K M  O n p e n e n f i m T c R  c a ~ o i i  rpynnoii m e  BCRKO# ~ ~ B H C H M O C T M  OT 

$ y ~ n a ~ e ~ ~ a n a ~ o r o  M H o r o y r o n b H n K a .  

P a s 6 e p e ~  T e n e p a  cnyrlai4 $ y ~ c o ~ m x  rpynn. E c n ~  $ y ~ n a ~ e ~ -  
~aJIb~bIi4 MHOrOYI'OJIbHHK T ~ K O #  r P Y n A b I  J I eWHT B H Y T P H  K p Y r a  C, 
K O T O P ~ I ~ ~  n p e o 6 p a 3 y e ~ c ~  B c e 6 ~  IIOACTaHOBKaMH rpynnbI, TO C e T b  

MHOI'OYrOJIbHHKOB I I O K p O e T  B e C b  K p y r  C, T a K  KaK H e I I O A s H X H b I e  T O W  

KH r ~ n e p 6 0 n ~ s e c ~ w x  H n a p a 6 0 n ~ r l e c ~ ~ x  n o A c T a H o B o K  n e x a T  B c e  

H a  OKPYXHOCTH K p Y r a  C. K P O M ~  T O r O ,  6 y n e ~  C ~ ~ ~ C T B O B ~ T ~ B T O P O ~ ~  

$ y ~ . l I a ~ e ~ ~ a J I b ~ b l f i  MHOrOYrOJIbHHK, KOTOPW# M O X B T  6h1~b I I O A y q e H  

H 3  YKit3aHHOrO BbIUIe  MHOrOYrOJIbHMKa n p H  I I O M O 4 H  O T O ~ ~ W ~ H H H  

B OKPYmHOCTH K P Y r a  C. H3 3TOI'O B T O P O r O  MHOrOYrOJIbHHKa  IIOJIY- 

'IHTCR C e T b ,  3aJIOJIHRIOIUaJI q a C T b  IIJIOCKOCTH, J I e X a I U y I O  B H e  K P Y r a  

C. 0 6 a  $ y ~ n a M e ~ ~ a J I b ~ b I x  MHOI'OYI'OJIbHHKa ~ Y A Y T  I I p H  3 T O M  IIOJI- 

HbIMH $ Y H A ~ M ~ H T ~ J I ~ H ~ I M H  MHOrOYrOJIbHHK&MH rPYIII Ib1,  H P p y n I I a  

6 y ~ e ~  $ ~ K c o B o ~ ~  r p y I I n 0 f i  C TIpeAeJ IbHbIM K p Y r O M .  

E c n ~  $ ~ H A Z L M ~ H T ~ J I ~ H ~ I #  MHOrOyrOJIbHHK $ ~ K C O B O ~ ~  r p y n I I b I  CO- 

A e p X H T  B H Y T P H  c e 6 ~  H q a C T b  OKPYWHOCTH C, TO I I O J I Y q e H H a R  113 

3 T O r O  MHOI'OYI'OJIbHHKa C e T b  3 a n O J I H H T  K a K  BCIO T Y  q a C T b  IIJIOCKO- 

CTH, KOTOpWI  HaXOAHTCR B H Y T P H  K p y r a  C, T a K  H s a C T b  IIJIOCKOCTH, 

HaXOaRIUyIOCR B H e  3 T O r O  K p Y r a .  B 3TOM C J I y r l a e  H a  IIJIOCKOCTH 6y- 
A e T  CYIUeCTBOBaTb JIHlllb O A H a  C e T b ,  H r p y I I J I a  6 y n e ~  $ ~ K C O B O ~ ~  C 

r n a B H m i  K P Y ~ O M .  

z3 O n P e A e J I e H H R  ( P Y K C O B O ~ ~  r P Y I I I I b I  (CM. 9 8 ) H e T P Y A H O  B H A e T b ,  

s ~ o  H a  O K ~ ~ X H O C T H  K p y r a  C M o r y T  H 6 y ~ y ~  n e m a T b  n H m b  na- 
p a 6 o n ~ s e c ~ ~ e  s e p r U H H b I  M H O ~ O Y ~ O J I ~ H H K O B ,  a H e n o A s m m b I e  ~ o s m  
n1060# a n n ~ n ~ ~ s e c ~ o i l  n o n c T a H o s K H  rpynnm A o n m H m  6h1~b rap- 
MOHHYeCKHMH OTHOCMTeJIbHO 3 ~ 0 %  OKPYWHOCTH. MbI M O m e M  IIO- 

3 T O M y  Y T B e p X A a T b ,  q T 0  IIO ~ p a # ~ e f i  M e p e  O A H a  H 3  H e J I O ~ H W H b I X  

T O s e K  ~ a ~ 0 f i  IIOACTaHOBKH HaXOJXHTCII B H Y T p H  C e T H  H ,  CJ IeAOBaTeJ Ib -  

HO, RBJIReTCR BePrUHHOIO OAHOrO H 3  MHOI'OYI'OJIbHHKOB. C B O ~ ~ C T B O  
 TO M o m e T  H e  c y m e c T B o s a T b  B cnysae ~ n e i i ~ o ~ o f i  rpynnm. B rna- 
B e  111 MbI  6 y n e ~  H M e T b  I I p I l M e p  r p y n I I b I ,  AJIII KOTOPO# CYIUeCTBYeT 

I I o J I H ~ ~ ?  @ y ~ . l J a M e ~ ~ a J I b ~ b l #  MHOrOYrOJIbHHK, H I I p H  a T O M  B I'pynIIe 
6 y ~ y ~  HaXO.lILiTbCR T a K H e  a J I n H n T H s e C K H e  IIOACTaHOBKH, 06e H e n o -  

m m H b I e  TO'IKH K O T O P ~ I X  H e  n p H H a A n e m a T  c e T H ,  0 6 p a 3 0 s a ~ ~ o #  ~3 

3 T O r O  MHOrOYrOJIbHHHa .  T a ~ a e  HeIIOABUHCHbJe TOrlKH H a 3 b I B a I o T C R  

u b e a n a n a t ~ u .  



J I ~ ~ K o  I I O K a 3 a T b 1  9 T O  ZIHCJIO ce~ef i ,  I I O K p b I B a I o U H X  B C I o  IIJIOC- 

K O C T b ,  J I A ~ O  P a B H O  e m H H u e ,  ~1x60 A B Y M ,  ~1x60 ~ ~ C K O H ~ Z I H O  B e n H -  

KO,  A 9 T O  B C R K a R  C e T b  ~1x60 I I p e A C T a B J I R e T  ~ 0 6 0 ~ 1  O A H O C B R 3 H y I o  

o 6 n a c ~ b ,  ~1x60 A M e e T  ~ ~ C K O H ~ ~ H ~ K I  C B H ~ H O C T ~ * .  B r J I a B e  111 M b I  

6 y ~ e ~  H M e T b  I I P H M e P b I  H a  B C e  a T A  CJIYZIaH. E c n ~  A M e I o T C J I  A B e  OA- 

H O C B R 3 H b I e  C e T H ,  T O  OHW O T A e J I R I o T C J I  O A H a  O T  ~pyI '0f i  I l H H W e f i  C, B C e  

T O 9 K A  K O T O P O ~ ~  C Y T b  oco6b1e TOZIKA r p Y I I I I b I .  B C R K ~ R  I I O A C T a H O B K a  

rpynnbI npeo6pa3ye~ n H H A I o  C B ce6~1. B cnyvae +YKCOBO# rpynnbI 
C I I p e A e J I b H b I M  K P Y r O M  J I H H H R  a T a  e C T b  O K p Y X H O C T b .  B C J I Y Z I a e  Xe 
~ J I e f i ~ o B o f i  r p y I I I I b l  J I A H H R  a T a  H M e e T  B e C b M a  c J I 0 X H b I f i  ~ a p a ~ ~ e p * * .  

$ 14. P~CCMOTPHM 9 a ~ ~ ~ b I f i  c J I y Z I a f i  0 6 p a 3 0 ~ a ~ H R  C e T H .  ~ Y C T ~  

H a M  3 a A a H  O A H O C B R ~ H ~ I ~ ~  M H O r O Y r O J I b H H K ,  C T O P O H b I  K O T O P O r O  C Y T b  

A Y r A  KpYI 'OB H K O T O P ~ I ~ ~  H e  H a J I e ~ a e T  C a M  H a  c e 6 ~ .  O T O ~ P ~ ~ A M  ero 
B O  B C e X  er0 C T O p O H a X  W T O  Xe 6 y n e ~  A e J I a T b  A CO B C e M H  B H O B b  IIO- 

J I y Z I a e M b I M A  M H O r O Y r O J I b H H K a M H .  ECJIA I I p A  a T O M  a T A  M H O I ' O y r O J I b -  

H H K A  H A r A e  H e  H a l l R I ' y T  Apyr H a  ApyI'a, T O  M b l  IIOJIYZIHM C e T b  MHO- 

r O Y r O J I b H H K O B ,  aHaJIOI 'HZIHYKI O I I H C ~ H H O ~ ~  B I I P e A b I A y U A X  IIapaI'pa- 
+ax. 

O I ' P ~ H A Z I H M C R  P a C C M O T p e H H e M  Z I e T b I p e X y r O J I b H A K a .  ~ Y C T ~  3 T 0  

6 y n e ~  9 e T b I p e X y r O J I b H H K  Ro C B e p I U H H a M H  A, B,  C H D, A 0603~a- 
ZIWM ~ Y K B & M H  U n  (72 = 1 ,2 ,3 ,4 )  O T O ~ ~ ~ ~ ~ H H R  B er0 C T O p O H a X .  MbI 
6 y n e ~  W M e T b  r p y I I I I y  R I I O A C T a H O B O K  I I e p B O r O  W B T O p O r O  p O A a ,  H 

A J I R  a ~ 0 f i  r p y I I I I b I  I I O A C T a H O B K H  6, ~ Y A Y T  I I p O H 3 B O A J T U H M H .  

B C R K H ~ ~  Z I e T b I p e X Y r O J I b H H K  C e T H  M O X e T  6b1~b IIOJIyZIeH H 3  Ro n p H  

I I O M O U A  I I O C J I e A O B a T e J I b H O C T H  o ~ o 6 p a m e ~ ~ f i  a,, H ~ a o 6 o p o ~ .  E c n ~  
U e C T b  K ~ K ~ J T - J I H ~ O  I I O A C T a H O B K a  rpynnbI, n p e o 6 p a 3 y m ~ a ~  ZIeTbI- 

P e X y r O J I b H H K  Ro B Z I e T b I p e X y r O J I b H H K  Rk,  T O  0 ~ 0 6 p a m e ~ A R  B CTOPO-  

H a X  a T O r 0  I IOCJIeAHeI 'O Z I e T b I p e X y r O J I b H A K a  I I p e A C T a B J I R I o T C R  B BH- 

A e  U U n U - l  H I I p H H a A J I e X a T  r p y I I I I e .  B c ~ l ~ a ~ l  I I O A C T a H O B K a  r p y I I I I b l  

npeo6pa3ye~  C e T b  B c e 6 ~ ,  W B C H K H ~ ~  ZIeTbIPeXYI 'OJIbHHK C e T W  MO- 

X e T  6 b I ~ b  I I P H H R T  3a A C X O A H ~ I ~ ~ .  Y~T~IP~xYI ' o J I~HHK Ro I I O A q H H R -  

e T C R  1) W 2) I I y H K T a M  O I I p e A e J I e H H R  + Y H ~ ~ M ~ H T ~ J I ~ H O %  o 6 n a c ~ ~  C 

TOE J I H I U b  p a 3 ~ H ~ e # ,  ZIT0  B r p y I I I I y  B X O A R T  I I O A C T a H O B K H  B T O p O r O  

pona, w K a m n m  c T o p o H a  Z I e T b I p e x y r o n b H H K a  c o o T s e T c T B  y e T  c a M a  

ce6e. ~ ~ ~ A I I o J I o X H M ,  ZIT0 C e T b  Z I e T b I p e X y r O J I b H H K O B  YAOBJIeTBO-  

p R e T  A I I Y H K T Y  3) O I I p e A e J I e H H R  + y H ~ a ~ e ~ ~ a J I b ~ o f i  o 6 n a c ~ ~ .  n p H  

a T O M  M O r Y T  I I p e A C T a B H T b C R  A B a  CJIYZIBR: 1) H H K a K M  I I O C J I e A O B a -  

T e J I b H O C T b  o ~ o 6 p a m e ~ ~ f i  r p y I I I I b I  H e  I I P H B O m T  K HCXOAHOMY MHO- 

*CM. Fubini [ l l ,  p. 203-2161; Klein [13, Bd. I, S. 133-1361. 
**CM. Klein [13, Bd. I, S. 411-4281; Fricke [14, S. 5651. 
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I 'OYrOJlbHLfKY Ro; 2 )  H e K O T O p b I e  I I O C n e A O B a T e n b H O C T H  o ~ o 6 p a x e ~ a i i  
I I p H B O A R T  B H O B b  K q e T b I p e X y I ' O J I b H H K y  Ro. BO B T O p O M  C n y r l a e  yea- 
3 a I I H b I e  I I O C J I e A O B a T e n b H O C T H  OTO 6 p a x e ~ ~ i i  A O n W H h l  I I p H B O l I H T b C f i  

K T O ~ A ~ C T B ~ H H O #  I I O L [ C T a H O B K e  H ,  C n e A O B a T e J I b H O ,  A O n m H b I  COCTO- 

I I T b  H 3  q e T H O r O  r I H C n a  o ~ o 6 p a m e ~ ~ i i .  
C O B O K Y ~ H O C T ~  B C e X  I I O A C T a H O B O K  n e p B O I ' O  p O A a ,  B X O A X W H X  B 

I'pynIIy a, o 6 p a 3 y e ~  H e K O T O P Y H )  I'pyrKIy r I I O A C T a H O B O K  n e p B O I ' 0  

p0,lla. ~ o K ~ X ~ M ,  r l T 0  M O X H O  I I P H H I I T b  3a 110nHbIfi ( P Y H A ~ M ~ H T & ~ ~ -  

H ~ I E  MHOI'OYI'OJlbHHK 3 ~ 0 f i  I'PYIIIIbI U I e C T H Y r O J I b H H K  Po, 0 6 p a 3 0 ~ a ~ -  
~ b ~ i i  ~3 u e T m p e x y r o n b H H K a  Ro H ~3 ero o ~ o 6 p a x e ~ ~ s  Rb B omoii  
~3 ero CTOPOH. f i n s  O n p e A e n e H H s  n p e m o n o m m ,  v ~ o  MEJ o ~ o 6 p a -  
3 H n H  R g  B C T O p O H e  A B ,  H I I Y C T b  Cl H Dl - O T O ~ ~ ~ X ~ H M I I  B e p I I I H H  

C H D. ~ Y H K T  1) O I I p e A e n e H H f l  I $ ~ H A ~ M ~ H T ~ ~ ~ H o ~ o  M H O I ' O y r O n b -  

H H K a  BhInOJIHfieTCfI,  K a K  FIT0  H e I I O C p e A C T B e H H O  B H A H O .  P~CCMOTPHM 
T e n e p b  C O O T B e T C T B H e  M e w a y  C T O p O H a M H  I l l e C T H Y I ' O J I b H H K a .  H a n p H -  

M e p ,  c T o p o H a  Cl Dl n o n y v a e T c s  a3 CTOPOHEJ C D  n p H  n o M o w a  non- 
C T a H O B K H ,  C O C T O I I L I ~ ~ # H ~  o ~ o 6 p a x e ~ ~ f i  B C T O p O H a X  A B  H CID1.  T ~ K  
me M O W H O  p a 3 0 6 p a ~ b  3 a B H C H M O C T b  H M e m A y  A E Y M f I  O C T a n b H b I M H  

n a p a M u  CTOPOH, H, C n e A o B a T e n b H o ,  ~ Y H K T  2) onpeaenems T a m e  

BbmOJIH.HeTCfI .  ~ Y H K T  3) B b l n O n H f l e T C f I ,  ~ 6 0  O H  B b I n O J I H e H  Anfl q e T b I -  

P e X Y r O n b H H K O B  Ro H Rb no O T H O I I I e H H H )  K I I O A C T a H O B K a M  I'PYIIIIbI a. 
BBHAY y K a 3 a H H O I ' O  B § 2 CBO#CTB& o ~ o 6 p a m e ~ ~ #  H M e e M  

LC = LC1; LD = LD1; 

LBAD = LEAD1 n LABC = LABC1. 

Bepmmb~ Po p a c n a n a m T c s  ria s e T b I p e  m K n a :  ( A ) ;  ( D ,  Dl ) ;  (C ,  C1); 
(B) .  B e p r u H H a  A fIElJIReTCR H ~ ~ o A E H ~ H o #  T O ~ K O ~ ~  TO# I I O A C T a H O B K H ,  

K O T O p a X  npe o6pa3ye~  AD B AD1. ~ O A C T ~ H O B K ~  a T a  6 y n e ~  a n n H -  

I I T H z ~ ~ c K o ~ ~  H n H  napa6onmec~o# ,  C M O T p s  no T O M Y ,  ~ Y A Y T  n H  A Y r H  

AB H AD n e p e c e K a T b c x  H n H  K a C a T b C f t .  B ~ J I H ~ H  B e p I I I H H E J  Dl W K J I  

6 y ~ e ~  C O C T O X T b  H 3  A B Y X  I I I e C T H y r O J I b H H K O B ,  H B e p U E i H a  a T a  XBJIfi-  

e T C s  H ~ ~ O A B H ~ H O #  T O ~ K O #  TO# n O A C T a H O B K H ,  K O T O P a R  C O C T O H T  H 3  

o ~ o 6 p a m e ~ ~ s  B ClD1 H o ~ o 6 p a x e ~ w s  B Ayre, nonyvae~of i  nocne 
T O J I b K O  q T O  Y K a 3 a H H O r O  0 ~ 0 6 p a m e ~ ~ s  H 3  A y r H  DIA.  ~ O A C T ~ H O B -  

K a  a T a  T a m e  6 y n e ~  a n n ~ n ~ m e c ~ o f i  H n H  napa6on~r1ec~ofi .  T o  me 
M O m H O  C K a 3 a T b  H 0 A P Y r H X  B e P I I I H H a X  PO. 

K p o ~ e  T o r o ,  n e r K o  y 6 e m ~ b c s  B TOM, VTO, e c n H  C o B e p m a m T c s  

o ~ o 6 p a m e m f f  B A B y X  K a C a T e n b H b I X  O K p y m H O C T f I X ,  T O  a T H  IIocneA- 
H H e  O p T O r O H a J I b H b I  K O K p Y X H O C T f I M ,  n p e 0 6 p a 3 y ~ ) ~ ~ ~ c s  B ce6s n p H  

n o M o W u  nonysae~oif i  OT a T u x  0 ~ 0 6 p a x e ~ ~ d  n a p a 6 0 n ~ s e c ~ o f i  noA- 
C T a H O B K H .  



T ~ K M M  0 6 p a 3 0 ~ ,  n y H K T  4 )  onpeneneam + y ~ ~ a ~ e ~ ~ a n b ~ o f i  o6na- 
C T A  T a M e  B b I I I O n I I R e T C R ,  A U I e C T A Y r O J I b H A K  Po R B J I R e T C R  n O J I H b I M  

$ ~ H A Z L M ~ H T ~ J I ~ H ~ I M  M H O r O Y r O J l b H A K O M  r P Y n n b I  r. 
~ ~ A H A M ~ R  B O  B H W M a H H e  C K a 3 a H H O e  B  $ 9 0 C y M M e  Y M O B ,  npA- 

H a n n e m a l r r H x  OAHOMY H T O M Y  me u m n y ,  A y ~ a 3 a ~ ~ b 1 e  sbnue paaea- 
C T B a  Y I ' n O B ,  M O m e M  Y T B e p m A a T b ,  s T 0  Y r n b I  r I e T b I p e X y r O J l b H M K a  Ro 
l I O n m H b I  H M e T b  B e n H s A H y  B A A a  ~ / k ,  rae k - r [ e n o e  I I o n o m A T e n b H o e  

r I A C J I 0 ,  6onbruee e J W H H L [ b I ,  AnA ~ ~ C K O H ~ ~ I H O C T ~ .  ~ ~ I - K O  Y ~ ~ ~ H T ~ C R  

B  T O M ,  r I T O  c n y r ~ a f i  k = 1 H e B O 3 M O m e H .  

Y c n o ~ ~ l e  a T o  nnR y r n o B  Ro R s n R e T c R ,  ~ o o 6 l r r e  r o B o p R ,  nwub H e -  

O ~ X O A M M H M  Y C J I O B A e M  T O r O ,  ~ ~ 0 6 b 1  C e T b  Y A O B n e T B O p R n a  n Y H K T Y  

3) O n p e l I e J I e H M R  $ ~ H A ~ M ~ H T ~ J I ~ H o B  06nac . r~ .  
E c n ~  B C e  C T O p O H b I  Ro O p T O r O H a J I b H b I  H ~ K O T O P O #  O K p Y m H O C T H  C ,  

T O  B C e  o ~ o 6 p a x e ~ ~ ~  A,  C n e n O B a T e J I b H O ,  B C e  I I O n C T a H O B K A  r p y n n b I  

n p e o 6 p a 3 y m ~  C B c e 6 ~ ,  H rpynna r R B n R e T c H  + y ~ c o ~ o f i  r pyn -  
noii. Ecnn me H e K o T o p M e  C T O P O H ~ I  n e m a T  H a  O K P Y ~ H O C T A  C ,  a 
O C T a n b H b I e  O P T O r O H a n b H b I  BTO# O K p Y m H O C T A ,  T O  B C e  I I O A C T a H O B K A  

r n p e o 6 p a 3 y 1 o ~  C B  c e 6 ~ ,  H O  H e K O T O p b I e  A3 H A X  n p e o 6 p a s y 1 o ~  K p y r ,  

0 r ~ a H A r I e H H b I f i  O K P Y * H O C T b I o  C ,  B  r I a C T b  I I J I O C K O C T H ,  J I e m a U y I o  B H e  

3 ~ 0 f i  O K P Y m H O C T H .  B ~ I U I ~ I I P W B ~ A ~ H H ~ I ~  P a C C y m A e H A R  A M e I o T  M e -  

CTO A B T O M  c n y r I a e ,  K o r a a  M H O ~ O Y ~ O ~ ~ H A K  Ro A M e e T  n 1 o 6 o e  w c n o  
C T O P O H .  n 0 J I y r I a e M b I e  T a K H M  0 6 p a 3 0 ~  r p y n n b 1  H a 3 b I B a K ) T C R  CUM- 
MempuuecxuMu zpynnaMu. 

X O ~ O I I I O  H 3 B e C T e H  T O T  l T p 0 ~ ~ e f i L I I A f i  ~ I I y r I a f i ,  K O r A a  Ro I I p e A C T a -  

B J I R e T  c o 6 0 1 o  T P e Y r O n b H H K .  B B T O M  C J l y r I a e  rpynna r 6 y n e ~  rpyn- 
n O I o  H e K O T O p O r O  Y p a B H e H H R  Gauss'a ( C M .  $ 9 B s e n e ~ m ) ;  

~ ~ M ~ T H M ,  ' I T 0  M O X H O  C O C T a B A T b  r p y n n y  r A B  T O M  C l I y ' I a e ,  KO- 

m a  M H O r O y r O J I b H H K  Ro A I I H  C e T b  M H O r O Y r O J I b H H K O B ,  n O n y r l a e M b I X  

n p A  O T O ~ ~ ~ ~ ~ H A H ,  n O K p b I B a I o T  C a M A  c e 6 ~ .  B B T O M  C n y r I a e  n ~ 6 0  
rpynna B O B C e  H e  6 y n e ~  A M e T b  ( P Y H A & M ~ H T & J I ~ H o #  O ~ J I ~ C T A ,  n ~ 6 0  
Po H e  6 y n e ~  T ~ K O #  o 6 n a c ~ b 1 o  nnR r p y n n b I  r .  Bce me T e  paccymne- 
H A R ,  K O T O P b I e  H e  3 a B H C R T  O T  B b I I I O J l H e H A R  n y H K T a  3) O n p e n e n e H A R  

+ ~ H A ~ M ~ H T ~ J I ~ H o #  o 6 n a c ~ ~ ,  6 y n y ~  C n p a B e A J I A B b I  A B  B T O M  C l l y r I a e .  

$ 15. B H a C T O R U e M  naparpa+e M ~ I  o n p e n e n A M  T .  H .  a e m o ~ o p 4 -  
Hue q5ynxv,uu. ~ P Y H K U A R  c P ( ~ )  H ~ ~ ~ I B ~ ~ T C R  aemo,uop+noil q5yntcy ueil, 
coomeemcmeylou(eii zpynne r ,  ecnu ona yboenemeoprrem c ~ e b y l o u ( u ~  
ycnoeurrM: 

1 )  p(z) ecma odno3naunarr @ynxv,urr enympu cemu, nonyuae~ou'  
13 nonn020 q5ynba~enrnanbnozo M H ~ ~ ~ ~ Z O A ~ H ~ K ~  zpynnbz, u uMeem 
0 d ~ ~ a I C 0 8 b l e  3naqenurr e 3xeueanenmnt~x m o w a x  cemu; 



2 )  e6nusu  m o v x u  t = t o  g5yxxqun p ( t )  u M e e m  p a 3 n o x e x u e  

zde a 0  # 0, n - q e n o e  v u c n o  u t u M e e m  m a x u e  s x a v e ~ u a :  

e c n u  zo He e c m b  ~ n n u n m u v e c x a n  u n u  n a p a 6 o n u v e c x a n  s e p u u H a  od- 
H O Z O  U 3  MH020YZO~bHUK08 CemU; 

t 

f = (5) t - tl) , 

ecnu  t o  - ecmb  annunmuvecxarr  e e p u u n a ,  c o o m e e m c m e y l o y a n  nod-  
c m a n o e x e  zpynnbt 

t = exp &-- [ 2;i* :zo]  I 

ecnu  t o  - n a p a 6 o n u v e c x a ~ i  e e p u u n a ,  coornsemcmey loyar r  nodcrna- 
n o e x e  zpynnat 

1 - 1 

Z 1  - 20 t - ZO 
+ 7. 

B nanbsefirue~ MN yAepwtiM n p e x m e  0603~aYe~M11. 

H ~ I I O C ~ ~ A C T B ~ H H O  RCHO, YTO B CJIYYUX O ~ M K H O B ~ H H O ~ ~  TOYKM 

MnH a n n ~ n ~ ~ s e c ~ o i i  BepruaHu t CTpeMMTcR K ~ y n m  npw cTpeMne- 
HHH z K L O .  P~CCMOTPMM n a p a 6 o n ~ ~ e c ~ y m  sepmxHy M nnfi npo- 
CTOTH npenrronomsM, YTO t o  = 0 M y - BeuecTseHHo. I I p o s e n e ~  
sepe3 ro o ~ p y m ~ o c ~ b  C, npe06pa3ym11lymc~ B c e 6 ~  npM noMomw 
C O O T B ~ T C T B ~ M I I ~ ~ ~ ~  n a p a 6 o n ~ ~ e c ~ o f i  ITOACTaHOBKM S. TOYKM MHOrO- 

YrOJIbHHKOB pl,P2,. . . , p,-i, AOCTaTOYHO ~ J I M ~ K M ~  K M c c J I ~ A ~ ~ M o #  

BepLUMHe, HaXOAJ3TCR BHYTPM OKPYXHOCTM C M, CJIeAOBaTeJIbHO, II0 



OAHy CTOPOHY O T  B ~ W ~ C T B ~ H H O ~ ~  OCH. MOXHO IIOBTOMY T a K  ~ b 1 6 p a ~ b  

3 H a K  B B b I P a X e H H H  

Y ~ 0 6 b 1  i! C T p e M H J I O C b  K HYJIIO I I p H  C T p e M J I e H H H  t K H c c J I e ~ y e ~ o f i  

B e p m m e ,  n p H Y e M  n p e n n o n a r a e - r c f i ,  YTO a T a  T o m a  o c T a e T c R  BHY- 

T P H  B b I I U e y K a 3 a H H b I X  MHOrOYrOJIbHHKOB HJIH T e X  MHOrOyrOJ IbHt lKOB,  

K O T O P b I e  IIOJIYYBIOTCR H 3  HHX I I p H  I IOMOWH H ~ K O T O P O ~ ~  CTeI I eHH XIOn- 

CTaHOBKH S. Ecnx p a n H y C  OKPYXHOCTH C L[OCTBTOYIlO M a n ,  TO JIer- 
KO I I O K a 3 a T b ,  YTO T a  Y a C T b  MHOrOYrOJIbHHKOB Pi, Pa, . . . , Pm- 1, KO- 

T O p a R  H a X O A H T C R  B H Y T P H  OKPYXHOCTH C, n p e o 6 p a 3 y e ~ c ~  H a  IIJIOC- 

KOCTb  I I e p e ~ e ~ H ~ f i  i! B K P Y r ,  OI IHC~HH~I#  OKOJIO Ha . I a J I a  KOOPAEIHBT. 

TO Xe M O X H O  Y T B e P X n a T b  H B TOM C J I y s a e ,  K O r A a  t o  e C T b  aJIJIHIITH- 

Y e C K a R  BepIIlHH-3. B a T O M  C f i y Y a e  3a O K P Y X H O C T b  C H a n O  I I P H H R T b  

O K P Y X H O C T b ,  npeo ~ P ~ ~ Y I O W Y I O C R  B c e 6 ~  I I p H  IIOMOWH COOTBeTCTBy-  

mmefi a n n ~ n ~ ~ n e c ~ o f i  n o n c T a H o B K H ,  n p m e M  T O ~ K H  a ~ o f i  OKPYXHO- 

CTH n O J I X H b 1 6 h 1 ~ b  n O C T a T 0 Y H O  ~ J I H ~ K H  K TOYKe  t o .  MOXHO I l O a T O M y  

Y T B e p X A a T b ,  YTO YCJIOBHe 2) PaBHOCHJIbHO CJIeAYIOIUeMy:  cP( t )  - 
a H a J I H T H Y e C K a R  (PYHKWR, H M e I O W a R  B H Y T P H  C e T H  JIHIIIb IIOJIWCbI H 

c T p e M s I m u c R  K o n p e n e n e H H o M y  npeneny, ecnw Tows z C T p e M H T c R  

K ~ a ~ o f i - J I H 6 0  n a p a 6 o n ~ ~ e c ~ o f i  B e p I U H H e ,  O C T a B a R C b  B H Y T P H  KOHeY- 

H O r O  YHCJIB I IOCJ IeAOBaTeJ IbHbIX  MHOrOYrOJIbHHKOB, HMeIOWHX 06- 
WYIO B e P I U H H Y  B Y K B ~ ~ H H O ~ ~  n a p a 6 o n ~ ~ e c ~ o f i  B e p I U H H e .  

P ~ C C M ~ T ~ H B ~ R  H H T e r p a J I  

~ 3 R ~ b I f i  IIO KOHTYPY M H O r O Y r O J I b H H K a  HJIH, eCJ IH  a T O  ~ e 0 6 x o m -  
MO, IIO HeCKOJIbKO H3MeHeHHOMY KOHTYPY,  H I I P H H H M a R  BO BHHMaHMe 

P a B e H C T B O  3 ~ a Y e ~ H f i  ~ ( t )  B aKBHBaJ IeHTHbIX TOYKBX, M O X e M  Y T B e P -  

X A a T b ,  YTO ( ~ ( t )  I I p H H H M a e T  B ( P Y H K W O H ~ J I ~ H O M  MHOrOYrOJIbHHKe  

BCRKOe  3 H a 9 e H H e  O n H O  H TO Xe s H C J I 0  pas. H p H  a T O M  BKBHBaJIeHT- 

H b I e  TOYKH K O H T Y P a  H BePI l IHHhl ,  I I P H H a A J I e X a l U H e  OAHOMY H TOMY 

Xe UHKJIY, CYHTaIOTCR 38 OAHY TOrIKY. B C R K H ~  B B T O M O P ( P H ~ I ~  (PYHK- 
UHH, COOTBeTCTBYIOWHe O A H O ~ ~  H ~ 0 f i  Xe rpyIIIIe H OAHO# H TOG Xe 
C e T H ,  C B R 3 a H b I  a n r e 6 p a ~ ~ e c ~ ~ ~  COOTHOmeHHeM,  H ,  C J I e n O B a T e J I b -  

HO, B C e  T a K H e  (PYHKWH BbIPiUfCaIOTCR P a U H O H a J I b H O  rIepe3 LIBe H 3  

HHX. P O ~  a n r e 6 p a ~ s e c ~ o r o  c o o T H o m e m R ,  c ~ s 1 3 h 1 ~ a m ~ e r o  a m  nse 
(PYHKUHH, e c T b  B n o n H e  O n p e n e n e H H a s I  B e n m H H a ,  H o H a  pama po- 
ny ~ 0 f i  ~ ~ M K H Y T O #  IIOBePXHOCTH, K O T O P M  IIOJIYrIHTCR, eCJIH M b I  B 

MHOI'OYI'OJIbHHKe PI COeAHHHM I I O I I a p H O  aKBHBaJ IeHTHbIe  CTOpOHbI. 



Ecnn 3TOT POA p a B e H  HyJIZO, TO CYUeCTBYIOT ~ B T O M O P + H I ; ~ ~  ~ Y H K -  

UKH, n p H H H M a M U H e  B MHOI'OYrOJlbHHKe BCRKOe 3 H a 9 e H H e  OAHH 

pas, H BCRKaR ~ B T O M O P + H ~ E L R  (PYHKLMR B h I p a X a e T C R  PaUHOHanbHO 

qepes n106ym u3 HHX*. 

M b I  6 y ~ e ~  Ha3blBaTb ~ B T O M O P # J H ~ I ~  (PYHKUHH $ Y ~ C C O B W M U  U A U  

~ e l n o e w a u  g5ynlcyumu, e c n H  c o o T s e T c T B y m w u  rpynna I' 6 y n e ~  
$ ~ K C O B O #  H n H  K J I ~ # H o B o ~ ~ .  

B C R K ~ R  n p e A e J I b H U  TOVKa CeTH RBJIReTCR oco60Ci T O V K O ~  PPYII- 

IIM, H nOTOMy, B c n o M n H a n  CBO#CTBO c ~ e n e ~ e Z t  H e  a n n ~ n ~ u n e c ~ o Z t  
nOACTaHOBKH, MEd MOJKeM YTBepJKAaTb, rlTO B ~ A H ~ H  BCRKO# T & K O ~ ~  

TOZIKH HiLXOAIITCR ~ ~ C Y ~ C J I ~ H H O ~  MHOJKeCTBO MHOI'OYrOJIbHHKOB Ce- 

TH, H T O W a  3 T a  RBJIIIeTCR CYUeCTBeHHO O C O ~ O #  T O ' I K O ~ ~  $ Y H K ~ U M  

4%). 
0 6 p a ~ H M c ~  K CJIyYaIO C U M M ~ T P H ~ ~ C K O #  rpYnnES. ~ Y C T ~  E = 

p(%) - +YHKUR, n p e o 6 p a 3 y m ~ a ~  KOH+OPMHO YeThIpeXyFOJIbHHK 

h!o B BePXHIOH) IIOJIYIIJIOCKOCTb nnOCKOCTM I I e p e M e H H ~ f i  Z. ki3 IIPHH- 

UKna CHMMeTPHH RCHO, YTO ~ ( t )  eCTb ~ B T O M O P ~ H ~ R  +YHKUUR COOT- 

B ~ T c T B ~ I ~ I L I ~ #  C H M M ~ T ~ U ~ ~ C K O #  rpynnkJ, H + ~ H K ~ H R  3 T a  npHHHMa- 

e T  B (PJ'HAZLM~HT~JI~HOM UIeCTHYrOJIbHAKe r p y I I l l h I  BCRKOe 3HaYeHHe 

o A a H  pas. 

*CM. Fubini (11, p.311-3201; Klein (13, Bd. 11, S. 17-21]. 
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CYLUECTBOBAHEIE @ Y K C O B O ~ ~  I'PYIIIIbI 
Y J I E I H E ~ ~ H O ~ O L I E I @ @ E P E H U E I A J I ~ H O ~ ~  

YPABHEHEIHBTOPOI'OIIOPSILIKA 
C YETbIPbMSI OCOEbIMEI TOYKAMEI 

B CJIYYAE PABHbIX I C O P H E ~ ~  
@YHL[AMEHTAJIbHOI'O 

OIIPEL[EJISIK3LLIEI'OYPABHEHEIH 

3 1. B ~ a c ~ o ~ u e f i  rnase MM s a # ~ e ~ c a  H c c n e n o s a H a e M  na$$e- 
p e H r r a a n b H o r o  y p a s H e H m  

me p ( X ,  A)  - p R A ,  ~ ~ c I I o ~ o x ~ H H ~ I #  no UeJIbIM IIOJIOXHTeJIbHbIM CTe- 

IIeHRM 2 .  

A ~ a n o r H s ~ b I e  p a 3 n o X e H ~ ~  ~ Y A ~ T  HMeTb MeCTO OKOJIO O C O ~ M X  

T o s e K  a H 1. B n a n b ~ e f i l r r e ~  MM 6 y n e ~  0 6 0 3 ~ a ~ a ~ b  H H T e r p a n M  

y p a s H e H a R  ( I ) ,  r o n o ~ o p $ a b r e  B TorIKax  0,  a H 1 H 0 6 p a u a m u ~ e c ~  
B BTHX TOrIKaX B eAHHHUY, CJIeAYIOUHM 0 6 p a 3 0 ~ :  



r A e  $(x, A) - PRA, p a c n o n o m e ~ ~ h ~ f i  no UenbIM n o n o m H T e n b H m M  cTe- 

neHrrM x-' H H e  c o A e p m a U I n f i  c ~ o 6 o ~ ~ o r o  sneaa. Bce BbIme cKa- 

3 a ~ ~ o e  HMeeT M e m o  n p H  n r o 6 o ~  3 ~ a s e ~ n ~  n a p a M e T p a  A. 
B H a c ~ o a U I e f i  I'JIaBe MbI AOKitmeM CyUIeCTBOBaHHe 6 e c ~ ~ c n e ~ ~ o -  

r0 MHOXeCTBa BeUIeCTBeHHbIX 3HarleHHfi  BTOrO I I a p a M e T p a ,  n p H  KO- 

TOpbIX IIOACTaHOBKH r p y n n b I  YpaBHeHHR (1) npeo6pa3ylo~ B ce6a 
H e K o T o p y r o  O K P Y X H O C T ~ ,  a T a m e  H c c n e A y e M  o 6 n a c ~ b  T e x  3 ~ a ~ e -  
~ n f i  n a p a M e T p a ,  n p H  K O T O ~ ~ I X  sanasa 06paue~wrr  M o m e T  npme- 
CTH K O A H O ~ H ~ ' ~ H O #  (PYHKWH. B AaJ ' IbHef iLl Ie~  Mhl H e  6 y ~ e ~  IIHCaTb 

apryMeHTOB y (PyH~IlJlfi TBM, r A e  BTO H e  MOmeT BbI3BaTb H H K ~ K O ~  

HeRCHOCTH. 

5 2. B H a ~ ~ o a U I e f i  r n a B e  HaM HymHO 6 y n e ~  PaCCMaTpHBaTb n H U b  

BeUIeCTBeHHbIe 3HaYeHHR A .  npPi 3TOM ~ Y A Y T  CyUeCTBOBaTb BeIUe- 

cTseHHbxe H H T e r p a n m  y PaBIIextHa (1). Ecnn n M e e T c R  p a 3 n o m e ~ ~ e  
T a K o r o  wmerpana B PRA Tefinopa ~ 6 n w 3 z . f  ~ a ~ o f i - n ~ 6 0  TOYKH Be- 

U ~ C T B ~ H H O ~ ~  OCH, TO ero n a n b ~ e f i m ~ e  ~ H ~ Y ~ H H R ,  n o n y r I a e M w e  n p H  

IIOMOUIH aHaJIHTHYeCKOr0 IIPOAOJImeHHII, ~ Y A Y T  BeIUeCTBeHHbI I IpH 

BeUIeCTBeIIHbIX 3HaYeHHRX X A 0  TeX HOP, n 0 K a  Mbl H e  A O ~ ~ A ~ M  A 0  OCO- 

6 0 f i  TOYKH y p a B H e m R  (1). A a n b ~ e j i m ~ e  3 ~ a s e ~ ~ a  ~ H ~ e r ~ a n a  M ~ I  B 

H ~ c T o H U I ~ ~ ~  r J I a B e  6 y n e ~  O n p e A e n a T b ,  n O n b 3 y H C b  TaK Ha3bIBaeMbIM 

eez4ecmeennbLM n p o d o n x e n u e ~ .  H a n p ~ ~ e p ,  e c n H  

TO MbI 6 y ~ e ~  CYHTaTb 

J I e r ~ o  B ~ I R C H H T ~  n p H  B e u e c T B e m o M  n p o A o n m e H n H  T e  YCJIOBHR, npn 
KOTOphIX rpynna YpaBHeHHR (1) npeo6pa3ye~ B ce6a HeKOTOpyKI 

OKPY)KHOCTb, a HMeHHO, AJIH a T O r 0  H ~ O ~ X O A H M O  H AOCTaTOYHO BbI- 

lTOnHeHHe OAHOrO H3 CJIeAYlOLUHX ~ c J ' I o B H ~ ~ :  

I- CyIUeCTByeT H H T e r p a n ,  ~ o J I o M o ~ ( P H ~ I ~ ~  B AByX COCeAHHX OCO- 

6b1x TOYKaX; 

I1 - c y u e c T B y e T  t imerpan,  r o n o ~ o p ( P m #  B ABYX H e  CoceAHHx 

oco6b1x TOYKaX. 



L l e f i c ~ ~ ~ ~ e n b ~ o ,  ecnw, H a n p M M e p ,  yo(x, A) n p M  n p o n o n m e H u M  

O K a W e T C R  ~ O J I O M O P @ H ~ I M  B T O ' I K e  X = a ,  T O  Y a C T H O e  M H T e r p a J I O B  

6 y n e ~  M C I I b I T b I B a T b  I I p H  o6xone T O ' I e K  0,  a U 1 B e r u e c T B e H H b I e  IIOA- 

C T a H O B K M ,  M I I O T O M Y  B C R  rpynIIa Y p a B H e H M R  6 y n e ~  B ~ I I I ~ c T B ~ H H o ~ ~ .  

E c n ~  W e   yo(^, A )  O K m e T C R  n p H  B e U e C T B e H H O M  ~ p O A O J I W e H M M  r O J I 0 -  

M O P ~ H ~ I M  B T O Y K e  X = 1, T O  ' 4 a C T H O e  M H T e r p a n O B  

6 y n e ~  A a B a T b  B e l U e C T B e H H y I o  rpynny. O C T ~ ~ T C R  A O K a 3 a T b  1reo6xo- 
A H M O C T b  Y K a 3 a H H b I X  y c J l 0 B M f i .  

I I p e n n o n o m ~ ~ ,  YTO rpynna y p a B H e H H s  (1) npeo6pa3ye~ B c e 6 ~  
H e K O T O P Y I o  O K P Y W H O C T b  M Y T O  Y C J I O B H e  1 H e  B b I I I O J I H e I f O ,  M A O K a W e M ,  

Y T O  A O J I W H O  B b l l I O n H R T b C R  Y C n O B M e  11. 
~ o J I o W H M ,  H T O  ' 4 a C T H O e  H H T e r p a J I O B  O I I p e A e I I e H O  B b l u I e H a n M C a H -  

~ 0 f i  4 0 p M y J I o f i .  E c n ~ ,  B b l X O A R  M 3  ~ a ~ o Z i - n n 6 0  T O Y K H  O T p e 3 K a  [o, a] 
B ~ U ~ C T B ~ H H O ~ ~  OCM, M b I  C O B e p I l I M M  0 6 x 0 ~  O C O ~ ~ I X  T O Y e K  0 H a ,  T O  q 
M C I I b I T b I B a e T  C O O T B e T C T B e H H O  I I O A C T a H O B K M :  

me k M 1 - B e l l I e C T B e H H b I .  HO YCJlOBMlO 06e a T M  lTOl lCTaHOBKM AOJIW-  

HbI l T p e 0 6 p a 3 0 ~ b I ~ a ~ b  B c e 6 ~  H e K O T O P Y H )  O K P Y W H O C T b ,  H O  n O A C T a -  

H o B K a  (4) npeo6pa3ye~  B c e 6 ~  nmub OKPYWHOCTM, K a c a T e n b H H e  K 

B ~ I L I ~ c T B ~ H H o ~ ~  OCM B H a Y a J I e  K O O P l U i H a T ,  M C a M Y  B e I l I e C T B e H H Y K )  

O C ~ ,  a n o n c T a H o B K a  (5) npeo6pa3ye~  B c e 6 ~  npmble,  napannenb- 
H b I e  B ~ U ~ C T B ~ H H O ~ ~  OCM, M a T y  O C b .  O T C I ~ A Z L R C H O ,  Y T O  rpyIIIIa J'paB- 

H e H M f I  M O W e T  I I p e 0 6 p a 3 0 B b 1 ~ a ~ b  B c e 6 ~  J I A U I b  B e U e C T B e H H y I o  O C b .  

~ ~ ~ A I I o J I o ~ M M ,  Y T O  I I p U  B e I l I e C T B e H H O M  I I p O A O J I W e H M M  yo M M e e T  

B M A  



npx  TOM B T O ~ I C  c n a r a e M b I e  B H a n H c a H H M x  B a r p a x e H H a x  n p e n c T a -  

B J I m T  C O ~ O K ,  ~ o J I o M o ~ ~ H ~ I ~  (PYHKUHH ~ 6 n ~ 3 ~  COOTBeTCTBYMIIIHX 

T o s e x .  B c H n y  c A e n a H H o r o  n p e A n o n o m e s H a  M o m e M  y T s e p m n a T b ,  

YTO IlOCTORHHbIe L Y ,  LY1, P, PI-OTAHYHbI OT HYJIJT. ~ o J I o ~ H M ,  KpO- 

Me T o r o ,  YTO H a  o ~ p e 3 ~ e  [O, a] n p H  B e u e c T s e H H o M  n p o n o n m e m A  yl  
HMeeT BHA 

me nOCTOJ3HHaH m OTJIHYHa OT HyJIsI B CHJIy YnOMJTHYTOrO TOnbKO 

YTO nPeAnOJlOmeIIHJT. 

H c x o n ~  M3 ~ a ~ o # n ~ 6 0  TOYKH O T p e 3 K a  [o, a] B ~ U ~ C T B ~ H H O ~ ~  OCH, 

COBePLZIHM I] IIOJIOmHTeJIbHOM HaIlpaBJIeHHH nonyo6xon OKOJIO TOY- 

KH a,  3 a T e M  COBepUIMM B IIOJIOXHTeJIbHOM HanpaBJIeHHH 0 6 x 0 ~  BO- 

K p y r  TOYKH 1 H, HaKOHeII, BepHeMCJTB HCXOAHYM TOYKY, COBePUHB B 

IIOJIOmHTeJIbHOM HaIlpaBJIeHHH nonyo6xon BOKpYr TOYKH a. n0cJIe 
aTOrO 7) HCnbITbIBaeT nOACTaHOBKY: 

I I o n c ~ a ~ o ~ x a  a T a  n o n m H a  I l p e 0 6 p a 3 0 B a T b  B ce6a B e u e c T s e H H y I o  

OCb, H nOTOMY Mbl AOJIZHbI HMeTb 

5 3. C A ~ J I ~ ~ M  HeKOTOpbIe 3aMeYaHHR IlO IIOBOAY pe3yJIbTaTOB 

n p e m A y u e r o  naparpa+a. O A H O B ~ ~ M ~ H H O ~  B u n o n H e H H e  ycnosuZi 
1 H 11 HeB03MOmH0, ~ 6 0  n p H  3TOM OKa3aJIOCb 6b1, YTO C y U e C T B y e T  

m T e r p a n ,  r o n o ~ o p + ~ b r Z i ~  T p e x  o c o 6 b 1 x  T o w a x ,  a c n e n o B a T e n b a o ,  

H B Y e ~ s e p ~ o f i  oco6ofi T o w e ,  HO ~ a x o f i  H H T e r p a n  n o n m e H  6b1~b TO- 

XBeCTBeHHO PaBHbIM HJ'JIM. E c n ~  YCJIOBHe 1 BblIlOJIHeHO B TOYKaX 

0 H a ,  TO Yo, JIHIIIb IlOCTORHHbIM MHOmHTeJIeM OTJIEEUIBMLIIH~CII OT 

Ya,  H e  MOmeT 6 b l ~ b  ~ O J I O M O P + H ~ I M  B TOYKaX 1 H O;). HO I l p H  BTOM 

rpynrra YpaBHeHHR npeo6pa3ye~ B ce6a HeKOTOpYM OKpYZHOCTb, 

H, IlpMMeHsIsI BbDeAeHHOe B IlpeAbIAyIUeM Ilaparpa+e H ~ O ~ X O A H M O ~  

H AOCTaTOYHOe YCJIOBHe K TOYKaM a ,  1 H O;), IlOJIyYHM, YTO YCJIOBHe 

1 AOJIZHO 6 6 1 ~ ~  BbIIlOJIHeHO M AJIsI TOYeK 1, O;). C O B ~ ~ U ~ H H O  TaK me 



MOXeM YTBepXAaTb, ~ I T O  ecnw HHTerpan y, r o n o ~ o p + e ~  B Towe  
X = 1, T O  HHTerpan y, AOJIXeH 6b1~b ~ o I I o M o ~ ~ ~ H  B TOrIKe X = 0. 

T ~ K M M  Xe o 6 p a 3 0 ~  MOXHO IIOKa3aTb, rIT0 ecnw HHTerpan yo 
IIPU BeIlleCTBeHHOM IIpOAOnXeHHM OKa3aJlCR ~ O J I O M O ~ ~ H ~ I M  B TOW 

K e  2 = 1, T O  HHTerpaJl y, AOJIXeH OKa3aTbCR I'OJIOMOP~HHM B TOrIKe 

x = co. C n e n o s a ~ e n b ~ o ,  ypaBHeHne (1) 6 y n e ~  uMeTb rpynny, npe- 
06pa3yromyro B c e 6 ~  HeKOTOpYIo O K P Y X H O C T ~ ,  B CneAyrouwx Tpex 
cnyqaRx: 

Teope~a 4. Ecnu e du$$epeny u a n a n o ~  ypaeHeHuu 

mpa X enympu xpyza A u ananumuuecxue g5y~xyuu x ,  uMeloque eny- 
mpu xpyza I<, onucannozo oxono nauana xoopdunam, eduncmeennyx, 
0c06yw mouxy x = 0; ecnu, xpoMe mozo, npu ecnxoM snauenuu A, 
3 a x n l o u a w q e ~ c n  enympu xpyza A, uMeemcn zononcop$xbtu' unmezpan 
euda 

03 

zde ak - zononcop$nate $ynxy uu X enympu A, mo unmezpan smom 
ecmb zononcop$nan $ynxyun  X eHympu xpyza A npu e c n x o ~  anauenuu 
x ,  3 a x n w u a l o q e ~ c n  enympu xpyza I<. 

0 6 0 3 ~ a q ~ M :  
n 

* T o  m e  n o n m n o  6 ~ T b  n npw npoAonmenww rlepea ~ o l r ~ y  x = w. 

6 8 



KOTOpaR BMeCTe CO CBOHM KOHTYPOM JIemHT BIIYTPH K p Y r a  A, TO 

n p H  aTOM S n ( Z ,  A )  OCTaIOTCR OrpaHHVeHHbIMH I IpH BCRKOM n*. 
Mar n o K a m e M ,  VTO y 6 y ~ e ~  OrpaHHrIeHHbIM, e c n H  X npaaanne- 

S(HT O ~ J I ~ C T H  A,, a Z - K ~ K O M ~ - J I H ~ O  K p y r y  K1, OIIHCaHHOMy OKOJIO 

HarIaJI.3 KOOpAHHaT H HaXOARUeMYCR BHYTPH K. O T C I O A ~  6 y n e ~  
CJIeAOBaTb H H a U e  YTBepmAeHHe OTHOCHTeJIbHO S n ( Z ,  A).  

~ ~ ~ ~ ~ c T B H T ~ J I ~ H o ,  IIyCTb 1 ~ 1  = r. B a r 6 e p e ~  3a K1 K p y r ,  OnHcaH- 

~ b 1 f i  OXOJIO H a v a n a  KOOpAHHaT PBAHYCOM l'1, ~ O J I ~ U I H M  T, HO TaKHM, 

Y T O ~ U  K1 3&KJIIOV&JIOCb BHYTPH K.  ~ Y C T ~  

H T ~ K ,  6 y ~ e ~  AOKa3blBaTb H a U e  YTBepmAeHHe OTHOCHTeJIbHO 

y(z ,  A) .  Ilpenrronornw~, VTO OHO H e n p a s H n b H o ,  T. e. n y c T b  cyue-  
CTBYeT TaKaR IIOCJIeAOBaTeJIbHOCTb 3 ~ a V e ~ H f i  A :  A1, A 2 , .  . . , A,,,. . . , 
VTO ~ a ~ 6 0 ~ 1 b m e e  3 ~ a ~ e ~ ~ e  Iy(2, A n ) l  H a  OKPYXHOCTH 1<1 6ecnpe- 
AeJIbHO ~ 0 3 p a c T a e ~  n p H  B 0 3 p a C T a H H H  71. He OrpaHHVHBaR 0 6 ~ ~ 0 -  

CTH, n p e n n o n o m H M ,  u ~ o  c y u e c T B y e T  

lim An = X o ,  
n = m  

n p H s e M  AonrnHo n p H H a n n e m a T b  0 6 n a c ~ ~  Al. 
~ Y C T ~  bn eCTb T a  TOVKa H a  OXPYmHOCTH X P Y r a  K1, B K O T O P O ~ ~  

ly(z, A,)/ npHHHMaeT ~ a ~ 6 o n b r u e e  s ~ a r ~ e ~ ~ e .  He o r p a H H r I m a s  0 6 ~ -  

HOCTH, MOmeM AOnYCTHTb, VTO CYUeCTBYeT 

lim b, = bo,  
n = m  

IIpElVeM bo AOJImHO T a m e  HaXOAHTbCR H a  OKPYXHOCTH K p y r a  I<1. 
O n ~ r u e ~  OKOJIO TOVKH bo K p y r  LC1, n e m a u ~ f i  BHYTPH K p y r a  I<, H 

0 6 0 3 ~ a s a ~  ~ Y K B O ~ ~  O ~ J I ~ C T ~ ,  COCTaBJIeHHYlO H3 KpYrOB H LC1. 
I l y c ~ b  U(Z ,  A )  ~l V ( Z ,  A )  -ma H H T e r p a n a  y p a B H e H m  ( lo) ,  y ~ o -  

B n e T B o p R m u c r e  y c n o s n R M  



T ~ K  K a K  bo e C T b  O ~ M K H O B ~ H H ~ ~ ~  T O q K a  YpBBHeH1. IH ( lo) ,  T O  U ( X ,  A) 
Pi V ( X ,  A )  - ~ o J I o M o ~ ( P H ~ I ~  (PYHKUHW A B 0 6 n a c ~ 1 . f  A ,  a I I O T O M Y  MHTe-  

rpaJIbI 3 T M  O r p a H H Y e H b I  B K p y r e  L1 M o 6 n a c ~ w  A1, T a K  K a K  p a A M y C  

K p y r a  L1 M b l  M O X e M  C r I H T a T b  A O C T B T O r I H O  M a J I b I M .  

~ Y C T ~  

Y(X,  A n )  = mnu(x, A n )  + m;v(x, A n ) .  (11) 
H3 c A e n a H H o r o  sbrrue n p e A n o n o m e H H a  o T H o c m e n b H o  y(x, A,) 6 y ~ e ~  
c n e A o s a T b ,  YTO no ~ p a f i ~ e t i  M e p e  OAHO u3 r I H c e n  mn M rnk npn 
B O 3 p a C T a H M M  n 6 y n e ~  H e O r p a H M r I e H H J d M .  ~ ~ ~ A I I o J I o X H M ,  . I T 0  T a K H M  

6 y ~ e ~  m, w, K p o M e  T O ~ O ,  n p e m o n o m H M ,  s ~ o  s a c m o e  mklrn, H e  

CTpeM1.ITC.H K ~ ~ C K O H ~ Z I H O C T W  I I p M  B 0 3 P a C T i L H H H  n. Y A ~ ~ X H M  T O J I ~ K O  

T e  3 H a r I e H M H  n ,  n p M  K O T O P h I X  BbITTOJlHeHO Y C n O B U e  

@YHKUHW 3 T W  ~ O J I O M O P ~ H ~ I  B 0 6 n a c ~ ~  L, 1.I n p M  A O C T a T O r I H O  6onb- 
LUWX ~ H ~ ~ I ~ H W R X  n ~aw6onbruee  s ~ a s e ~ ~ e  M o n y n a  ~ T M X  ( P Y H K U H ~  H a -  

X O A M T C H  H a  O K P Y X H O C T M  K p Y r i E  L1. H O  M 3  B b l P a % e H H H  (11) H C H O ,  

' I T 0  H a  3 ~ 0 f i  O K P Y X H O C T M  P a C C M a T P U B a e M b I e  (PYHKUMH O r p a H M r I e H h l ,  

a I I O T O M Y  OHM O r p a H M Y e H b I  M B 0 6 n a c ~ ~  L,  M K H H M  I l p M J l O X H M  I l p H H -  

UMII C X O A H M O C T M .  n y ~ ~ b  ~ ( 2 )  6 y ~ e ~  I I p e A e J I b H a H  (PYHKUHII.  OH^ 
n o n m H a  6b1~b r o n o ~ o p ( P ~ a  B o 6 n a c ~ ~  L M y n o s n e T B o p a e T  ycnom- 

C n e n o s a ~ e n b ~ o ,  H a r u e  n p e n n o n o m e s M e  o H e o r p a H a . r e H H o c T a  y(x, A) 
H e n p a B M n b H o .  

IIpa n o ~ a 3 a ~ e n b c ~ s e  MN npennonaranw, ~ I T O  r I a c T H o e  m;/m, 
H e  C T p e M M T C R  K ~ ~ C K O H ~ ~ I H O C T M  I l p M  B 0 3 p a C T a H H H  n'. E c n ~  6b1 a T 0  

6 ~ ~ 1 0  H e  T a K ,  T O  r I a C T H O e  mn/mL H a B e p H O  06nanano 6b1 a T H M  CBOE- 
C T B O M .  B M ~ C T O  IlOCJIeAOBaTeJIbHOCTM(12) M b I  C T a n A  6b1 P a C C M a T p M -  

B a T b  (PYHKUMM Y(X,  An)/mk M I l p H I I I J I M  6b1 K (PYHKUHH y ( X ) ,  K O T O P B H ,  

C 0n~0f i  C T O P O H b I ,  A O n X H a  6 b l ~ b  T O X A e C T B e H H O  P a B H a  H y J l I O ,  a C 



npyrofi CTOPOHbI, HMeeT B TOqKe b0 IIPOH3BO,llHYK), PaBHYH) e.LUfHH- 

ue. 

5 5. Bosspauascb K y p a B H e H n m  (I) ,  s a ~ e q a e ~ ,  VTO B paBeH-  

CTBe (2) BCe K O ~ ~ ~ H U H ~ H T I J  Q t  -nOnHHOMM OT A H rITO BbIIIOJIHeHbI 

~oo614e  B c e  yCJIOBHf3 TeOpeMIJ  4 B nm6oZS 0 r p a H H r I e ~ H 0 f i  0 6 n a c ~ w  

nnocKocTEi  n e p e ~ e ~ ~ o f i  A .  
C J I ~ A O B ~ T ~ ~ ~ H O ,  yo(X1 A) eCTb U e n U  T p a H C u e H A e H T H U  (PYHKUHR 

I I a p a M e T p a  A .  TO me MOXSHO YTBepWAaTb H OTHOCMTeJIbHO y a ( 2 ,  A ) ,  
y i (X,  A) H ~ ~ ( 2 ,  A). ~ O C T O R H H H ~  f f ,  ffi, p, Pi, 7 H 71, B x o W U H e  

B B M p M e H H X  (6)) (61), (7), (71)) (8) H (81), ~ Y A Y T  T a m e  LIenMMH 

TpaHCLIeHAeHTHblMH (PYHKLI.KHMH A. L [OKW~M a T 0  JIHIiIb n n f I  IIOCTO- 

HHHMX ff H 7. U M ~ ~ M  OrIeBHAHOe COOTHOlIIeHHe: 

.LIa~an B @TOM p a s e H c T s e  x ~ a ~ o e - n n 6 o  s ~ a r ~ e ~ ~ e ,  y A o s n e T B o p s m -  

l u e e  YCIIOBHK) 0 < X < Q, Y ~ ~ A M M C R ,  qTO b ( A )  eCTb U e n U  TpaHC- 

UeHAeHTHW3 +YHKIIAJ% A. n 0 ~ ~ 0 m a f i  0 6 e  lraCTH PaBeHCTBa (14) H a  

(x - a) H nonaran s a ~ e ~  x = a, n o n y n H M  

nonyqae~brf i  nocne B e u e c T s e m o r o  npononmesm yo qepes T O ~ I K Y  

a ,  6 y ~ e ~  u e J I 0 f i  T ~ ~ H c I I ~ H , U ~ H T H O ~  ( P Y H K L [ H ~ ~ ~  A. 
l l p ~ ~ e m s  + o p ~ y n y ,  a H a n o r r i r I H y m  + o p ~ y n e  (14), K H H T e r p a n y  

(15) H K y l ( X ,  A),  y 6 e n ~ ~ c f i ,  rIT0 7 eCTb UeJIasT TpaHCUeHAeHTHafi  

(PYHKWR A. B AaJIbHefiIJIeM M b l 6 y A e M  IIHCaTb a p r y M e H T  A y IIOCTO- 

jIHHbIX a, 7 H T. A. 



1 ) .  Ypaenenue  ( 1 6 )  uMeem 6ecuucnennoe M n o x e c m e o  e e q e c m e e n -  
nbzz lcopneti pk,  ydoenemeopxloquz nepaeencmeaM 

u ece emu xopnu - npocmbze. 

2 ) .  Ypaenenue  ( 1 7 )  uMeem 6ecuucnennoe M n o x e c m e o  eeqecmeen-  
nbzz ~ o p n e i i  p - k J  y d o e n e r n e ~ ~ x l o q u z  nepaeencmeaM 

3). Ypaenenue  ( 1 8 )  uMeem 6ecuucnennoe Mnorwcecmeo e e q e c m e e n -  
nbtz ~ o p n e t i  Ak (k = . . . - 2 ,  - 1 , 0 , 1 , 2 , .  . .), yboenemeopxloquz nepa- 
e e n c m e a ~  

Kopnu ypaenenuti ( 1 7 )  u ( 1 8 )  ece npocrnbze. 
n e p e # ~ e ~  K A O K a 3 a T e J I b C T B Y  n e p ~ o B  l r a C T M  T e O p e M b I  M IIpemAe 

B C e r O  AOKa>KeM,  r I T 0  Y p a B H e H M e  ( 1 6 )  H e  M O H t e T  M M e T b  K p a T H N X  K O P -  

~ e % .  ~ ~ M ~ T M M  I I p M  a T O M ,  Y T O  I l p M  B C e X  H a I I I H X  P a C C y m A e H u R X  M b l  

M M e e M  B B M A Y  J lMUIb  B e L Z [ e C T B e H H b l e  K O P H M .  

~ Y C T ~  A  = U o  ~ Y A ~ T  T a K M M  K O p H e M .  O ~ O ~ H ~ Z I M M  

YOX ( x  , vo)  = 
a y O ( x l  ax A )  I A=,,, 

B c M n y  cnenamoro npemonomeanrr y o ( x ,  uo) M y o x ( x ,  u o )  6 y n y ~  ro- 
JIOMOPI$H~I H e  T O J I b K O  B ~ J I H ~ M  X = o ,  H O  M ~ 6 n L i 3 M  I = a. ~ P ~ H K -  
U M R  Y O X ( X ,  A) Y A O B J I e T B O p R e T  H e O A H O p O A H O M Y  A M + + ~ P ~ H u M ~ J I ~ H o M Y  

y p a B H e H M m :  

d  - d x  [ p ( x )  d y O X ( x l  d x  A ) ]  + ( x  + A ) y o ~ ( x ,  A) = -yO(xl A). ( 2 0 )  

L[Y M 3 M e H e H M R  I I P O M 3 B O J I b H b I X  I I O C T O R H H N X  M I I p M H M M a R  B O  B H M M a -  



me k - HeKOTOpaR IXOCTOJiIiHaJi. 

E i ~ ~ e r p a n  y(x, uo) B ~ J I H ~ H  TOVKH x = a AoJIweH c o n e p m a T b  lg(x- 
a), TaK KaK HHaVe 3TOT H H T e r p a J I  JIHIIIb MHOXHTeJIeM OTJIUriaJICfI 6b1 
OT yO(X, uO), HO YOX(X, 2'1)) AOJIXeH 6 b 1 ~ b  ~ O J I O M O P + H ~ I M B  TOrIKe X = a, 
a IIOTOMY AOJIXHO 6 b 1 ~ b  

riero H e  MOXeT 6 b l ~ b .  T ~ K W M  0 6 p a 3 0 ~ ,  AOKa3aH0, VTO YpaBHeHHe 

(16) H e  MOXeT HMeTb KpaTHbIX ~ 0 p ~ e f i .  

3 7. Llnn ~ a n b a e f i r u e r o  A O K ~ ~ ~ T ~ J I ~ C T B ~  n e p ~ o i i  vacm T e o p e -  

M ~ I  5 H c c n e A y e M  H y n H  +YHKLIHH yo(x, A )  B H H T e p B a n e  (0, a). H3 
YpaBHeHHfI (1) HMeeM 

P(.)Y;(., A )  = - (x + X)yo(x, A)dx. 1' (21) 

H p H  YBeJIWfeHHH X OT 0 A 0  a y o ( X , A )  MOXeT O ~ P B T H T ~ C R  B HYJIb 

JIHIIIb IIOCJIe TOrO, KaK yk(2, A )  CAeJIaeTCR OTPHUaTeJIbHbIM, HO H 3  

PaBeHCTBa (21) H I IepaBeHCTBa (22) BHAHO, rIT0 3TOrO H e  MOXeT 

6 b I ~ b .  C J I ~ A O B ~ T ~ J I ~ H O ,  YO(X,  A )  MOXeT HMeTb KOpHH B HHTepBaTIe 

(0, a) n a r u b  n p H  ycnosmi A > -a. 
H p H  6 o n b r u ~ x  IIOJIOXHTeJIbHbIX 3 H a r i e H m X  A yo(X, A )  6 y n e ~  HMeTb 

CKOJIb YrOAHO MHOI'O K O P H ~ ~ ~  B HHTepBaJIe  (0, a). L ~ ~ ~ ~ c T B H T ~ J I ~ H o ,  

IIOJIOrnM 

YO(X, A )  = q(x)zo(z, A ) ,  

I I y c ~ b  6 - ~ a ~ o f i - n ~ 6 0  H H T e p s a n ,  nemaw~fi  BHYTPH H H T e p B a n a  

(0, a ) .  B CHJIy H ~ B ~ C T H O ~ ~  TeOpeMbI Stllrm'a* MOXeM Y T B e p X A a T b ,  

*CM. Picard [4, vol. 111, p. 1171. 



Y T O  n p H  6onbzuax n o n o m u T e n b H b r x  3 ~ a ~ e ~ u r r x  A t o ( z ,  A ) ,  a cnenosa- 
T e n b H O  H  Y O ( X ,  A ) ,  H M e l o T  C K O J I b  Y P O A H O  M H O r O  K O P H ~ ~ ~  D I l H T e p B a n e  

6. Y ~ ~ B H ~ H H I I  (1) H  (20 )  n a I o T  

Ecna z = zo e c T b  K o p e H b  y O ( x ,  A ) ,  T O  p a s e H c T n o  a T o  nowaabr~a- 
e T ,  Y T O  y O X ( z O ,  A )  H  y O ( x o ,  A )  ~ Y A Y T  O A H O F O  3 H & K & ,  H ,  CJIe,LlOBaTeJIb-  

H O ,  n p O M 3 B O n H a f l  d z o / d A  n O n ? K H a  6 b 1 ~ b  O T p M U a T e J I b H a ,  T .  e .  K O p H M  

~ Y H K U M H  yo(x ,  A )  B H H T e p B a n e  (0 ,  a )  Y M e H b u a m T c R  n p H  y B e n a . r e -  

H U H  A. 
~ ~ o H ~ B o A H ~ J ~  y ; ( X o ,  A )  A O n Z H a  6 b 1 . 1 ~ ~  O T J I H Y H a  O T  H y n H ,  H ,  C J I e n O -  

B a T e J I b H O ,  K O P e H b  2 0  e C T b  B e U e C T B e H H a R  a H a J I U T M Y e C K U  ~ Y H K L I M I I  

A ,  a I I O T O M y  B H Y T P W  H H T e P B a J I a  (0, a )  K O P H H  ~ ~ ( 2 ,  A )  H e  M O r Y T  H H  IIO- 

f I B H T b C f l ,  H H  H C Y e 3 H Y T b .  T ~ K H M  0 6 p a 3 0 ~ ,  npn y B e n u q e H H H  A K O p H M  

~ Y H K U I I H  Y O ( ~ ,  A ) ,  H a X O A f l U H e C J 3  B  H H T e p B a J I e  ( 0 ,  a ) ,  6 y n y ~  A B H r a T b -  

CJ3 K  K O H U Y  2 = 0 ,  H O  H M K O r n a  H e  B ~ I # ~ Y T  H 3  a T O r O  H H T e p B a n a ,  ~ 6 0  
I I p H  X = 0 ( P Y H K u H J ~  y o ( 2 ,  A )  0 6 p a w a e ~ c ~ 3  D  e B M H M U Y .  YHCJIO K O ~ H ~ #  

y o ( X ,  A )  B H H T e p B a n e  ( 0 ,  a )  M O X e T  I I O B T O M Y  H 3 M e H P l T b C J 3  JIPlUIb B  T O M  

C J I y Y a e ,  e C n H  n O f l B f l T C J 3  H O B b I e  K O P H H  Y B ~ P X H ~ #  r P a H M U b I  M H T e P B a -  

na, a e ~ o  M o m e T  n p 0 ~ 3 o f i ~ ~  numb n p H  nepexone A sepes K o p e H b  

Y p a B H e H H J i  ( 1 6 ) .  
B c n e n y l o z u e M  naparpa+e MEJ n o K a x t e M ,  s ~ o  K o r n a  A ,  y senmn-  

B a R C b ,  I I e p e X O A H T  Yepe3 K O p e H b  Y p a B H e H H J 3  ( 1 6 ) ,  T O  r I H C J I 0  K O p -  

~ e #  yo (x ,  A )  y s e n w n m a e T c R  n p H  a T o M  H a  enaaauy. O ~ c m n a  6 y n e ~  
C J I e A O B a T b ,  Y T O  Y P a B H e H H e  ( 1 6 )  H e  H M e e T  KOPH&,  M e H b r U A X  - a ,  H  

q T O  Y H C J I O  K O ~ H ~ #  a T O F 0  Y P a B H e H H f l  B  H H T e p B a J I e  ( - a ,  A )  p a B H 0  Y H -  

c n y  ~ o p ~ e #  + Y H K U H M  y O ( x , A )  B H H T e p s a n e  ( 0 ,  a ) ,  H ,  cnenosa-renb- 
H O ,  Y p a B H e H H e  ( 16 )  M M e e T  ~ ~ C Y M C J I ~ H H O ~  M H O X e C T B O  B e l I l e C T B e H H b I X  

K O P H ~ ~ .  

5 8. ~ Y C T ~  U  e C T b  ~ a ~ 0 f i - n ~ 6 0  K O p e H b  y p a B H e H H J 3  ( 1 6 ) .  ~ o K ~ X ~ M ,  

riT0 H P P i  3 H a Y e H H R X  A ,  M e H b U H X  V H  n O C T a T O q H 0  K  H e M Y  ~ J I H ~ K H X ,  

3wax a(/ \ )  nonmea 6 w ~ b  n p o T n B o n o n o m e H  3 ~ a ~ y  yo(a,  v ) ,  n p n q e M  

n o c n e A H s r a  B e n H s w H a  A o n m H a  6 b 1 ~ b  K o H e w x a  H o T n n q H a  OT H y n x .  

n o n o m a ~  n n f i  o n p e A e n e H H o c T H ,  Y T O  



I I p w ~ w ~ m  B O  BnwMaHwe B a r p a m e a x e  ( 6 )  1.1 H e p a s e H c T s a  (24)  H ( 2 5 ) ,  
n W K 0  BHAeTb,  YTO yo(2, v;)  SiMeeT KOpeHb 0'1 B HHTepBaJIe  (62). 3a- 
AanHM T e n e p b  n B a  '4HClIa: v ( ~ )  H Y,JIOBJIeTBOP~IOIUUB H e P a B e H -  

CTB a M  

vi < J 2 )  < i/, a; < a ( 2 )  < a ,  

P ~ C C ~ X A ~ R  C HHTepBaJIaMH (6 ; )  H (66) TaK Xe, KaK MhI a T 0  TOJIbKO 

-TO AeJIaJIH C HHTepBaJIaMH ( b l )  Si (b2) ,  AOKitmeM CYWeCTBOBaHHe 

3 H a s e H H #  V i 2 )  Si a?), YnOBneTB OPIiIOIUHX YCJIOBHHM 



(PYHKUHR yo(2, U) H M e e T  6 e c 4 ~ c n e ~ ~ o e  MHOXeCTBO K o p H e #  B ZIHTep- 

s ane  (0, a),  qero H e  M o m e T  6 b 1 ~ b .  

C n e n o ~ a ~ e n b ~ o ,  A O K ~ ~ ~ H O ,  ~ I T O  n p H  c n e n a H H o M  o T H o c H T e n b H o  

yo(a, U) nOIIylueHHM &(A) OTpHUaTeJIbHO, e C n H  A MeHbUIe U H AOCTa- 

TOVHO K HeMY 6 n ~ 3 ~ 0 .  
B ~ u n y  OTCYTCTBHR KpaTHbIX K O ~ H ~ #  y YpaBHeHHH (16) MOXeM 

~ B K J I J O V H T ~ ,   TO K o r n a  A ,  ysenuwisarrcb, nepex0m.r r1epe3 v ,  a(A) 
rIepeX0,LIMT OT OTPMUaTeJIbHbIX ~ H & ~ I ~ H U #  K IIOJlOXHTeJlbHbIM. Onpe- 
n e n a M  nsa H H T e p s a n a :  

I IpMrIeM a' B 0 3 b M e M  HaCTOnbKO ~ ~ H ~ K H M  K a, 4 ~ 0 6 ~  BCe T e  KOPHH, 

KOTOpbIe  ~ ~ ( 2 ,  A) HMeJI n p H  A < U, HaXOnHJIMCb B H e  H H T e p B a J I a  (27) 
n p H  YCnOBHH 

V < A < UN. (28) 
Bbrpame~kie (6) n o K m e T  HaM,  VTO (P YHKUHR y0(2, A) H e  0 6 p a ~ a e ~ -  
CR B H y n b  KIpH YCnOBHRX (26) H (27), e c n H  ~ b I 6 p a ~ b  V' nOCTaTO4HO 

6 n ~ 3 ~ o  K U. B YCJIOBHH (28) s b 1 6 e p e ~  U" HaCTOnbKO ~ J ~ H ~ K H M  K V, 

~ I T O ~ ~ I  B C e  BHOBb ~ O R B H B U I H e C R  KOpHH H H T e r p a n a  yo(2, A) HaXOAH- 

nucb B H H T e p B a J I e  (27) n p H  BbIIIOJIHeHHH YCJIOBHR (28). E c n ~  MbI 

y c n o B H e  (26) 3aMeHHM YCJIOBHeM (28), TO 6 y n e ~  IIpHMeHMMO p a C -  

cymneaae, npnsenemoe H a M n  B H a r I a n e  a T o r o  naparpa(Pa, TaK KaK 

a(A) H ~ ( a ,  A) 6 y n y ~  OAHOrO 3 H a K a .  MM MOXeM IIOaTOMy YTBep- 

X n a T b ,  4 T O  ~ ~ ( 2 ,  A )  AOJlXeH H M e T b  n0 ~ p a # ~ e #  M e p e  OnUH KOpeHb 

B H H T e p B a n e  (27) I I p H  YCJIOBHH (28). ~ B Y X  K O P H ~ ~  6 b 1 ~ b  H e  MOXeT,  

~ 6 0  T o r n a  w H T e r p a n  y,(z, A) H M e n  6b1 K o p e H b  B H H T e p s a n e  (27), 
4ero H e  M O X e T  6 b I ~ b ,  e C n H  (1' AOCTaTOVHO 6 n ~ 3 ~ 0  K a H V" AOCTa- 

TO4HO ~ J I H ~ K O  K V. H a j i n e ~ ~ b I k  B H H T e p B a n e  (27) KOpeHb ZI RBnReTCR 

enHHCTBeHHb1M HOBbIM KOPHeM H H T e r p a J I a  yo(2, A).  
T ~ K H M  0 6 p a 3 0 ~ ,  MOXHO C 4 H T a T b  Y C T & H O B J I ~ H H O ~ ~  IIepBYJO 4 a C T b  

T e O p e M b I  5. 
B ~ o p a ~  4 a C T b   TO# T e O p e M b I  M O X e T  6 b l ~ b  A O K a 3 a H a  COBepIUeHHO 

T a K  me, KaK ZI nepsaa, H MM B C n e A y m m e M  naparpa(Pe n e p e # ~ e ~  K 

n O K a 3 a T e J I b C T B y  ~ p e ~ b e f i  4 a C T H  TeOpeMbI .  

fj 9. I I y c ~ b  v e c T b  T a K o e  3 ~ a ~ e ~ u e  n a p a M e T p a  A ,  npu KOTOPOM 

H H T e r p a n b r  yo(z,  v)  H y,(z, U) OTnHrIHM OAHH OT npyroro. B ypame- 
HHH (201) IIOJIOXHM, ZIT0 ~ ( 2 ,  V) e C T b  H H T e r p a J I  ~ ~ ( 2 ,  u). Y ~ ~ B H ~ H H ~  
a T o  n p e n c T a s n X e T  yox(z, v) B E i m e p s a n e  (0, a). I I O K ~ ~ M ,  n T o  TO z e  



ypaBHeHwe npencTasnReT yox(z,  v) H B HHrepBane (a, 1) npw ycno- 
a m ,  VTO Bce p a c c ~ a ~ p ~ ~ a e ~ b x e  wHTerpanM npononmamTcs Bewe- 
CTBeHHbIM 0 6 p a 3 0 ~  Yepe3 TOlrKY 2 = a. 

B HHTepsane (a, 1) yox(z, v) K ~ K  pemeHHe ypaBHeHtrs (20) MomeT 

6b1~b npencTasneHa B s H A e  

YOX(X,  v) = ~ Y O ( X ,  v) YO(X, v ) ~ a ( x ,  Y ) ~ x -  

lim Yo*(., v)  = lim YOX (z, v) - - (y'o 
= = a t 0  y0(zr  v) ==a-0 yo(2, v) a ( v )  ' 

T o s ~ o  TaK me, n o n c ~ a s n s ~  ~ b ~ p a x c e ~ ~ e  (6) B paseHcTse (203) H npw- 
H m a R  BO BHHMaHHe PaBeHCTBO (291) EI CJIeAYIOWee OYeBHAHOe pa- 
BeHCTBO 

lim [yox(x, v) - a' lg(x - a)] = 
s=a+O 

= lim [YOX (2, v) - al(v) lg(a - z)] = ~ ( a ,  v), 
==a-0 

nonymM 6e3 TpyAa, YTO H c2 = 0. 
T ~ K H M  0 6 p a 3 0 ~ ,  PaBeHCTBO (201) 6 y ~ e ~  CnpaBeAnHBo H AnIi 3Ha- 

Y e ~ H f i  2,3aKJIIOVaIOI4HXCR B HHTepBaJIe (a, I), H, paCCyXA&fl TaK me, 
K a K  B 3 6, MOXHO IIOKa3aTb, YTO YpaBHeHHe (18) He  MOXeT HMeTb 

KPaTHbIX ~ 0 p ~ e f i .  

~ ~ M ~ T E I M ,  K p O M e  T O r O ,  YTO 3HaYeHHH neB0fi (H npaB0fi) YaCTH 

paseHcTsa (23) onHHaKosm npH x = a - O H z = a + O. OTCIO- 
A a  HeIIOCpeACTBeHHO CneAyeT, YTO PaBeHCTBO E3TO CnpitBe.gJIEIBO H 

nnsr 3 ~ a s e ~ d  z, s a ~ n m ~ a m w ~ x c s r  B HHTepBane (a, I), a ~ O T O M Y ,  

PaCCyXAaR TaK Xe, K a K  H B 3 7, MOXHO nOKa3aTb, YTO ApH BO3pa- 

CTaHHH A KOPHH $YHKUHEI yO(z, A) ~ Y A Y T  B03paCTaTb B HHTepBaJIe 

(a, 1). IIonbsyacb 4 o p ~ y n o f i  (23), MLI MornH 6b1 Tame ~ o x a 3 a ~ b  

OTCYTCTBHe XPaTHbIX K O P H ~ ~ ~  Y YpaBHeHEIR (18). 



K ~ K  6 ~ n o  n o ~ a 3 a ~ o  B 5 8 , 3 ~ a ~  k, C o B n a n a e T  co ~ H ~ K O M  a(p, + h), a 
3HaK k s + l  IIpOTABOIIOJIOXeH 3HaKY a(paC1 - h),  r A e  h - ~ O C T ~ T O ~ I H O  

M a n o e  n o n o m i i T e n b H o e  r l x c n o .  HO p, H p s + l  - n o c n e n o B a T e n b H M e  

IIpOCTbIe KOPHH YPaBHeHUR (16), a nOTOMy 3HaKA k, A k r + 1  IIpOTA- 

BOnOJIOmHbI. 

k i ~ e e ~  BHYXPW H H T e p B a n a  (a, 1) p a 3 n o m e ~ u ~ :  

me pl (X, A )  H p2(2, A )  - ~ ? o J I o M o ~ ~ H ~ I ~  (PYHKUUU CBOUX aprYMeHTOB. 

~ O A C T ~ B A M  B BTH P a B e H C T B a  BMeCTO yO(X, A) A ya(X,  A) AX BMpZUKe 

HHR (8) A (7) H n o n o m A M  B p a s e H c T s e  (301) X = pa H B p a s e H c T s e  

(302)  = p s + 1 . c p a B H H B a R  3 a T e M  K O ~ + + A U A ~ H T ~ I  Y lg(l  - X), IIOJIy- 

rI AM 

Y = P &+I) = ks+lP(ps+1). (31) 

Y ~ ~ B H ~ H H ~  (17) H e  A M e e T  K 0 p H e f i  B A H T e p B a n e  (p,, p s + i ) ,  A, CJIeAO- 

BaTel IbHO,  3HaKH ~ ( p , )  H 7 ( p s + i )  IIpOTHBOnOJIOXCHbI. 

I I o ~ a m e ~  T e n e p b ,  v r o  M e m n y  J I M ~ ~ ~ M W  ABYMR KOPHJIMH y p a B H e -  

HHR (17) n e m m  no ~ p a i t ~ e f i  M e p e  OAHH K o p e H b  y p a m e H m  (18). 
P ~ c c ~ ~ A ~ R  COBepIlIeHHO T a K  me, KaK U BbIIIIe, MbI MOXeM y6e- 

AUTbCJX, q T O  MI2X.Q' ABYMR n 1 0 6 b l ~ u  nOCJIeA0BaTelIbHbIMH KOPHRMH 

YpaBHeHMJI 

PI (A)  = 0 (321) 

n e x i H T  no ~ p a i i ~ e i i  M e p e  OAMH K o p e H L  Y P ~ B I X ~ H M R  



C KOPHRMH YpaBHeMMR (17), a K O p H H  YpaBHeHHR (322)-c KOPIIII- 

x r a  y paBHeHHrr (18), IT, cnenosaTenbrIo, Mame yTsepmrreHae OTHOCH- 

TenbHO K O ~ H ~ #  Y P ~ B H E H H ~ ~  (17) H (18) CnpaBeaJIHBO. 

L t o x a x e ~  Tenepb, YTO MemAy p-1 H p1 n e m m  no xpaZi~ei4 Mepe 
O m H  XOpeIIb YpaBHeIiHH (18). @ o p ~ y n b I  (31) AaMT 

npW A = pi  HHTerpan yo(x, p) He 06pawae~ca B HYnb R HHTepBaJIe 

(0, a), a WHTerpan ya(x, pl) -B wHTepBane (a, 1). H3 s ~ p a m e ~ ~ f i  
(301) H (8) nonyYaeM 

IIpa X = p-1 HHTerpan Y,(X, ,U-~)  He 0 6 p a ~ a e ~ c a  B Hynb B aaTep- 
sane (a, 1) H KoHeqeII H a  KoHUax aToro HsTepBana. 

I I y c ~ b  Y ( X , ~ - ~ ) - K ~ K O C - ~ H ~ O  amerpan,  ~~ezowwi i  Hynb B HH- 

Tepsane (a, 1). B aToM mmepsane y HHTerpana He MomeT 6b1~b 

6onee orrHoro Hyna, ~ 6 0  ma4e ya(x,p-1) T a m e  06pauanca 6 ~ 1  

TaM B Hynb. C J I ~ A O B ~ T ~ J I ~ H O ,  ~ ( 2 ,  p-1) H a  KOHUaX HHTepBana (a, 1) 
HMeeT pa3HbIe 3HaKU H 0 6 p a u a e ~ c a  TaM B ~ ~ C K O H ~ ~ H O C T ~ .  J I I o ~ o E  
amerpan,  OTJIITYHM~~ OT ya(x, p-i),  WMeeT BHA 

C ~ ~ B H H B ~ . ~  HepaBeHCTBa (32) H (33), BWAHM, 4TO MeHcAy p-1 H p l  

n e m m  no xpafi~efi  Mepe OAHH KopeHb ypaBHeHHa (18). 
Ltna oxoH.raTenbHoro n o ~ a 3 a ~ e n b c ~ s a  ~ p e ~ b e f i  ~ ~ C T H  ~ e o p e ~ b r  5 

O C T a e T C R  IIOKa3aTb, 'IT0 MeXAY JIIO~LIMH AByMfI IIOCneAOBaTeJIbHbI- 

MW KOPHRMW ypaBHeHHR(18)  JIeXHT BCerAa  KOPeHb ypaB~eHHfi (16) 
H (17). n y c ~ b  A, H X,+i -Ass nocnenosaTenbHMx xopHa ypaBae- 
H H a  (18) H IIPeAIIOlIOmHM, 4 T O  YpaBHeHWlI (16) W (17) He HMeMT K O P -  

H e 5  B HHTepBaJIe ( A S ,  Xs+l)- @ Y H K U ~ H  YO(X, A,) H YO(Z, X,+i) ~ Y A ~ T  
KOHeqHH IIPH X = 1, W B CHnY TOnbKO YTO BbICKa3aHHOI'O IIpenIIO- 

nomeHHa m c n o  x o p ~ e i i  o 6 e ~ x  3TWX (PYHKUUE BO B c e M  HHTepBane 



( 0 , l )  AOJIXHO 6b1~b OnUHaKOBO ( c M . K O H ~ U  f 7). ~ H ~ X H  Y O ( ~ ,  A,) U 

yo(X,  A,+1) n 0 n X H b I  6 b I ~ b  IIOBTOMy OnUHaKOBhI n p H  X = 1. 
P a ~ b r r r e  M ~ I  noxa3an~,  VTO npu y s e n u V e H u u  A KOPHH nmerpana 

yo(x, A )  B u H T e p B a n e  (a, 1) y B e n u s H s a m T c R .  O ~ c m n a ,  paccymnaa 
T a K  Xe, KaK H B f 8, MOWHO LIOKa3aTb1 VTO 3HaK yo(l ,Aa) IIpOTH- 

B o n o n o m e H  3 ~ a x y  -y(A, + h), a 3 ~ a ~  yO( l ,  A r t l )  c o a n a n a e T  co 3 ~ a -  
KOM -y(Aatl  - h),  me h - n o c T a T o s H o  M a n o e  n o n o m u T e n b H o e  sncno. 
C n e n o ~ a ~ e n b ~ o ,  ~ H ~ K H  y(A, +h)  H y(A, -h) nonmHr,x 6 h 1 ~ b  ~ P O T U B O -  

IIOJIOW(HhI, V e r O  H e  MOwteT 6 h I ~ b ,  ~ 6 0  A, H A r t l  -nOCJIe,LlOB&Te~bHhIe 

KOPHH Y p a B H e H H R  (18). 
T ~ K U M  0 6 p a 3 0 ~ ,  T e O p e M y  5 MOXHO CVUTaTb B n O n H e  YCTaHOBJIeH- 

H O ~ .  

B C I I O M H H ~ R  CKa3aHHOe B KOHUe f 7, MOXeM yTBep>tcAaTb, VTO UH- 

T e r p a J l  yo(X,  A) n p H  YCIIOBHH p, < A < p r + l  H M e e T  S K O P H ~ #  B 

H H T e p B a J I e  (0, a). C T O J I ~ K O  me K O ~ H ~ #  6 y n e ~  UMeTb B yKa3aHHOM 

n H T e p s a n e  H H H T e r p a n  ya(x,  A) ,  ~ 6 0  KOPHH y p a ~ ~ e ~ ~ a *  

a(x - 1) 
XI = , 

x - a  
y(x, A) = (11 - a ) t ( x 1 ,  A).  

@YHKUHR t ( l1 ,  A )  6 y n e ~  YAOBJIeTBOPRTb, KaK B BTOM n e r K O  y 6 e n ~ ~ b -  

CX, T a m e  Y p a B H e H H I o  ( I ) ,  I IpHVeM H H T e p B a n  ( I ,  CG) npeo6pa3ye~ca 
H a  IIJIOCKOCTH 2 1  B HHTePBaJI  (0, a): O~cIona CJIe,LIYeT, VTO VHCJIO 

K O ~ H ~ #  H H T e r p a n a  yl(x, A) ann ym(x, A )  BHYTPW u H T e p B a n a  ( I ,  oo) 
c o s n a n a e T  c V H c n o M  x o p ~ e f i  H H T e r p a n a  yo(z, A )  B H H T e p s a n e  (0, a). 

TOVHO T a x  me MOXHO y T B e p m n a T b ,  VTO nmerpanbx y,(x,A) u 
y l (2 ,  A) I I p H  YCIIOBHH p-,-1 < A < p-, HMeIoT S K O ~ H ~ #  B HHTePBa- 

J I e  (a, I), H CTOJIbKO me K O ~ H ~ #  6 y n y ~  UMeTb I IpH BTOM H H T e r p a J I h I  

~ ~ ( 2 ,  A )  H ~ ~ ( 2 ,  A) B H H T e p B a J I e  (0, CG). 

f 10. P~CCMOTPHM T e I I e p b  3 a A a V y  0 6 p a m e ~ ~ ~  AJIR YpaBHeHHR 

(1). 
~ Y C T ~  ~ ( 2 ,  A )  H ~ ( 2 ,  A )  - K ~ K H ~ - J I H ~ O  A B a  He3aBHCHMhIe U H T e r p a -  

J I a  Y p a B H e H H R  (I), H IIOJIOXHM 



@YHKUUII, OnpeAeJIReMaR BbIpWKeHHeM (34), eCTb MHOr03HarIHaR 

@ Y H K ~ R  I. T O ~ K H  pa3BeTBJIeHHR B ~ 0 f i  $YHKUHH CYTb oco6b1e TOq- 

KH YpaBHeHHH ((1, npMrIeM IIpH o6xone ~ a ~ o Z i - n ~ 6 0  H 3  BTHX TOVeK 

HOBaR BeTBb @YHKUHH 7,J CBR3aHa C I I p e m H e f i  n a p a 6 o n ~ s e c ~ o f i  IIOA- 

C T ~ H O B K O ~ ~  (CM. @ o P M Y J I ~ I  (4) H (5)). 
B o ~ ~ M ~ M  H a  IIJIOCKOCTH I I e p e ~ e H H o f i  X ~ a ~ y m - n u 6 0  TOqKY, HaXO- 

m m y m c ~  B ~ e p x ~ e f i  n o n y n n o c K o c T H ,  H c o a e p r u H M ,  HCXOAR ~3 a ~ o f i  
TOrIKH, 0 6 x 0 ~ ~  B IIOJIOmHTeJIbHOM HaIIpaBJIeHHH BOKpYr TOrIeK 0 , 0  
H 1. n p H  BTOM 7,J HCIIbITaeT n a p a 6 o n ~ s e c ~ ~ e  IIOACTaHOBKH: 

~ O A C T ~ H O B K E ~  (36) CJlyXGtT IIpOH3BOARIIlHMH IIOACTaHOBKaMH 

r p y n I I b 1  r YPaBHeHHR (1). ~ P Y I I I I Y  BTY MOmHO COOTBeTCTBeHHbIM 

B ~ I ~ O P O M  H H T e r p a n o B ,  B x o m I U H x  B B b I p a m e H H e  (34)) npeo6paso- 
B a T b  B nm6ym n o n o 6 ~ y m  efi rpynny, H TaKHe r p y n n b I  MbI H e  6 y ~ e ~  
CsHTaTb CYIUeCTBeHHO Pa3JlHrIHbIMH. r p y I I n a  r 6 y n e ~  ~ ~ C K O H ~ ~ ~ H O #  

rpyI I I Iof i ,  TaK KaK OHa COAepXHT n a p a 6 0 n w s e c ~ ~ e  IIOACTaHOBKH. 

Bce oco6me TOsKH YpaBHeHHR (1) n e m a T  H a  B ~ I U ~ C T B ~ H H O ~ ~  OCH, 

IIOTOMY 7,J 6 y ~ e ~  O A H O ~ H ~ V H O ~ ~  @ y H K 4 i e f i  X B ~ e p x ~ e f i  nonynnocso- 
CTH. f i a n b ~ e f i r u ~ e  s ~ a s e ~ ~ ~  7 , ~  6 y n y ~  n o n y s a T b c R  a H a n H T H s e c K H M  

n p o n o n w e H n e M ,  n p H s e M  nsa T a m x  n y T H  a H a n n T H s e c K o r o  nponon- 
meHHR, KOTOpbIe H e  MOrYT 6 b I ~ b  IIpHBeAeHbI OAHH K APYrOMY He- 

npepbIBHbIM n p e o 6 p a 3 o ~ a ~ ~ e ~ ,  MHHYR 0c06me TOrIKH, MbI 6 y ~ e ~  
Ha3bIBaTb pa3JIHqHbIMH. Tame A B a  IIyTH 6 y w ~  IIpHBOAHTb, ~ 0 0 6 -  

IUe rOBOPR, K pa3HbIM BeTBRM $YHKUEIA 7, HO MOrYT IIPHBeCTH, KaK 

MH YBHAHM, H K O A H O ~ ~  H TOG me BeTsH.  B n o c n e n H e M  cnysae M e m a y  

IIOACTaHOBKaMH(36) 6 y n e ~  CyIUeCTBOBaTb COOTHOUIeHHe 



~ Y C T ~  H l2 - - K ~ K H ~ - J I M ~ O  L[Ba KOHTYPB, H M e m u H e  06uee  H a a a -  

JIO H KOHeIl H J I e X a W H e  BHYTPH 0 6 n a c ~ ~  T. I?M COOTBeTCTBYXOT H a  

n n o c K o c T w  z ma K o H T y p a  ml H ma, H M e x o u w e  T a m e  o61q~e H a a a -  

JIO H KOHeU. T ~ K  KaK MbI HaXOAHMCR B YCJIOBHIIX CnYrIaR IIepBOI-0, 

TO MOmHO Y T B e P m n a T b ,  a T 0  KOHTYPbI ml  M m 2  MOrYT 6 b I ~ b  IIpLi- 

BeAeHbI OAHH K APYrOMY HeIIPePbIBHbIM n p e o 6 p a 3 o ~ a ~ w e ~ ,  MHHYR 

oco6b1e TOrIKH YPaBHeHHII (1). T ~ K O M Y  I I P ~ O ~ P ~ L ~ O B ~ H H K )  6 y a e ~  CO- 

OTBeTCTBOBaTb HeIIpepbIBHOe 1 1 p e o 6 p a 3 o ~ a ~ ~ e  BHYTPH O ~ J I ~ C T H  T 
KOHTYPOB H 12 B OjlHH KOHTYP, HO KOHTYpbI aTH 6b1n~  HaMH B3R- 

TbI IIPOH3BOJIbHO B O ~ J I ~ C T H  T, H IIOTOMY MOmHO YTBepmAaTb,  a T 0  

o 6 n a c ~ b  a T a -  OAHOCBR3Ha. 

BO BTOPOM CJlyr Iae ,  KaK MbI YBHAHM, 2 T a W e  MOmeT 6 b I ~ i i  On- 

H O ~ H ~ V H O W  ( P Y H K U H ~ ~ ~  7), H o 6 n a c ~ b  CyWeCTBOBaHMR a ~ 0 f i  (PYHKUHH 

6 y n e ~  o n p e n e n a T b c R  TaK me, KaK w B IIepBOM cnyaae. I I y c ~ b  ml 
H m 2  -ma TaKHx p a 3 n ~ a ~ b l x  n y m  a H a n H T H s e c K o r o  npononmesm 
H a  IIJIOCKOCTH 2 ,  KOTOPbIe IIPUBOART K OAHOW M TOW me BeTBH (PYHK- 
IIHH T ] .  ~ T H M  IIYTRM ~ Y A Y T  COOTBeTCTBOBaTb B 0 6 n a c ~ 1 . r  T KOHTYpbI 

l I  H 12, a M e m u a e  o6wwe H a a a n o  H KoHeu.  KOHTYPN a m  He M o r y T  

6 b 1 ~ b  HeIIPePbtBHbIM n p e 0 6 p a 3 0 ~ a ~ ~ e ~  BHYTpH O ~ J I ~ C T H  T npHBe-  

AeHbI OAHH K APYrOMY, ~ 6 0  TaKOMY n p e 0  ~ P ~ ~ O B & H H K )  COOTBeTCTBO- 

B a n 0  6b1 H a  lTJIOCKOCTH X BHaJIOrHaHOe n p e o 6 p a 3 0 ~ a ~ ~ e  KOHTYPOB 

ml H m 2 ,  ae ro  H e  M o m e T  6 b 1 ~ b .  C n e n o ~ a ~ e n b ~ o ,  B aToM cnyvae T 
6 y ~ e ~  M H O T O C B I I ~ H O ~ ~  0 6 n a c ~ b m .  

f 11. M c c n e n y e ~  T e n e p b  K O H + O P M H O ~  n p e 0 6 p a 3 0 ~ a ~ ~ e  ~ e p x ~ e j i  
I r o n y n n o c m c T H  n e p e ~ e ~ ~ o s  z H a  n n o c K o c T b  n e p e ~ e ~ ~ o f i  7. lInx 
a T O r 0  PaCCMOTPHM 3HaveHHR T ]  H a  B ~ ~ ~ C T B ~ H E I O ~ ~  OCM. 3 ~ a  IIOCJIeA- 

HRII AeJIHTCR 0 ~ 0 6 b 1 ~ 1 . 1  TOrIKaMH YPaBHeHHII (1) H a  r IeTbIpe  OTpe3- 

Ka.  E c n ~  B (P0pMyJIe (34) Mbl ~ b 1 6 e p e ~  U(X, A) H ~ ( 2 ,  A) TaK, q ~ 0 6 b 1  

OHH ~ ~ I J I H  BeueCTBeHHbI  H a  OAHOM H3 YKa3aHHbIX OTpe3KOB, TO aTOT 

nocnen~af i  n p e o 6 p a 3 y e ~ c ~  T a m e  B O T P ~ ~ O K  B ~ ~ ~ C T B ~ H H O W  OCM, a 
c n e n o B a T e n b H 0 ,  npa n m 6 0 ~  ~b16ope MHTerpaJIOB ~&XnbIfi M3 YKa- 

3aHHbIX OTPe3KOB n p e 0 6 p a 3 y e ~ c ~  B AYrY H ~ K O T O P O W  OKpY%HOCTH. 



IIOKa3MBaeT, YTO I IpH ABMXeHHU 2 OT OAHOrO KOHUa OTpe3Ka K A p y -  

r0MY t) ~ Y A ~ T  ABHI'aTbCR IT0 C O O T B ~ T C T B ~ I O U I ~ ~ ~  A y r e  BCe BpeMfi  B 

OAHOM H a n p a s n e H H H .  E c n ~  npx a T o M  q o 6 0 f i ~ e ~  BCIO OKPYXHOCT~ 

H CTaHeT nPHHUMaTb IIpeXUiUe 3HaYeHUR, TO OAHO3HaYHOe o6pame- 
HHe HeB03MOXHO. 

~ ~ ~ A I I o J I o X H M ,  YTO A YAOBJIeTBOpReT HepaBeHCTBy 

me y(z, A) - - ~ a ~ o B n ~ 6 o  U H T e r p a n ,  o ~ n H Y ~ b I f i  OT yo(x, A).  B TOY- 

Ke z = 0 q 0 6 p a ; u r a e ~ c ~  B H y n b ,  HO npw co6nmae~uu  H e p a s e H c T s a  

(39) yo(Z,  A) HMeeT S ~ 0 p ~ e f i  BHYTPH MHTepBaJIa (0, a), H, CAeAOBa- 

TeJIbHO, COOTBeTCTBYIOUIitR BTOMY HHTepBaJIy A y r a  OKPYXWOCTH S 

pa3 nOKpOeT BCK) OKPYXHOCTb. TO Xe MOXHO C K a 3 a T b  H 0 A y r e ,  

C O O T B ~ T C T B ~ I O I ~ ~ ~ ~  OTpe3KY ( 1 , ~ ) .  
TO~IHO TaK Xe MOXHO Y ~ ~ A J T T ~ c R ,  YTO l l P H  BMnOJIHeHHH YCJIOBKJX 

A y r H ,  COOTBeTCTByIOUIUe OTpe3KaM (a, 1) H (00, o), . ~ Y A Y T  noKpbI-  

B a T b  nOJIHyIO OKpYXHOCTb S pas. T ~ K H M  0 6 p a 3 0 ~ ,  X MOXBT 6bI~b  
O A H O ~ H ~ Y H O ~ ~  (PYHKUHB# t) JIHUIb n p H  BhInOJIHeHHH HepaBeHCTBa 

Ecnx B BTOM YCnOBHH OTKHHyTb 3HaKH PaBeHCTBa,  TO n e r K o  BH- 

AeTb,  YTO n p H  TZLKUX 3HaYeHURX K W K A ~ I ~  H3 YeTbIpeX OTPe3KOB 

B ~ I Q ~ C T B ~ H H O ~ ~  OCH nAOCKOCTM Z npe06pa3ye~cfi B nyry, KOTOpaR 

H e  n o K p b m a e T  nonHoZi  OKPYXHOCTH. H a n p ~ ~ e p ,  B H H T e p s a n e  (0, a) 
77, OnpeAeJIReMaR no @ 0 p ~ y J I e  (40), O ~ ~ ~ T H T C I I  B H y n b  n p H  Z = 0,  
HO 60nbme H ~ J I ~ #  HMeTb H e  6 y n e ~ .  

I I o n o m ~ ~  T e n e p b  X = PI. IIOBTOPRR npHBeAeHIIbxe B b m e  pac- 
cy>rcneHas, y 6 e ~ ~ ~ c f 1 ,  s T 0  OTpe3KH (00, 0) El (a, 1) npe06pa3yl0~~11 
B AYrH, H e  nOKPblBaIOlUHe ~ T o J I H o ~ ~  OKPYSHOCTH, a OTpe3KII (0,a) 
H (1, CO) rrpeo6pa3ym~cs K W A ~ I ~ ~  B IIOJIHylO OKPYSHOCTb, l lpHrleM 

OAHa H3 TOrIeK OKpJ'>fiI1OCTK COOTB13eTCTByeT 0 6 0 ~ ~  KOHLIaM o T p e 3 -  

Ka,  a OCTaJlbHbIe TOWM HaXOARTCJi R ~ H O A H O ~ H ~ Y H O M  COOTBeTCTBZIH 



C B H Y T p e H H H M H  T O P K a M H  H H T e p B a J I a .  A ~ a n o r H r I ~ b ~ e  c 0 0 6 p a x e ~ ~ ~  
I I P H M e H H M b I  H K CJlyrIaIo  A = /I-1. 

h J I b ~ e f i U I H e  p a C C y x i A e H H H  A0 5 12 6 y A y ~  H M e T b  MeCTO I I p H  BCH- 

KHX Be l r I eCTBeHHbIX 3 H a r I e H H H X  A. 
I I~HHHM~JI  BO B H H M a H H e  p a 3 n o m e ~ ~ e  H H T e r p a n o B  y p a B H e H m  (1) 

B ~ J I H ~ H  O C O ~ ~ I X  T O P e K ,  JIeI'KO Y ~ ~ A H T ~ C R  B TOM, rITO H a  IIJIOCKOCTH 7) 

B TOr IKaX,  COOTBeTCTBYIOlrIHX O C O ~ M M  TOrIKaM Y P a B H e H H H  (I), P a C -  

C M ~ T ~ H B ~ ~ M ~ I #  r I e T b I P e X Y r O J I b H H K  6 y ~ e ~  H M e T b  Y M b I ,  P a B H b I e  H y -  

JIH), H AYI'H, COCTaBJIHIOIIUfe  BTH YrJ Ih I ,  H e  M O r Y T  I IpHHaAJIe*aTb  

o ~ ~ o i i  H TO# xie O K P Y ~ H O C T H .  

i P o p ~ y n a  (38) I I O K ~ ~ ~ I B ~ ~ T ,  YTO d q l d x  H e  06par r rae~c~  B H y n b ,  

H H e n O C p e A C T B e H H O  HCHO, rITO 7) H e  M O x i e T  H M e T b  IIOJIIOCOB BbIUIe  

n e p B o r o  n o p m K a .  C n e ~ o ~ a ~ e n b ~ o , , p a c c ~ a ~ p ~ s a e ~ o e  npeo6pa- 
3 o s a H H e  IlOJIyIIJIOCKOCTH B r I e T b I p e X y r O J I b H H K  6 y ~ e ~  KOH($OPMHMM 

B e 3 A e ,  3a H C K n I o P e H H e M  O C O ~ ~ I X  TOrIeK Y p a B H e H H H  (I), KOTOpbIM CO- 

O T B e T C T B Y I o T  B e p U I H H b I  r I eTbIpeXyI 'OJ IbHHKa .  

Y ~ T ~ I ~ ~ x ~ I ' o J I ~ H H K  M O x i e T  I I O K p b I B a T b  I InOCKOCTb I I e p e M e ~ ~ o i i  7) 

B HeKOTOPbIX P a C T H X  6onee 0-&lHOrO pa3a, T . e .  M O x i e T  H a J I e r a T b  

C a M  H a  ce611, HO H a  OCHOBaHHEI TOJIbKO rITO C K a 3 a H H O r O  2 6 y ~ e ~  
O A H O ~ H ~ ~ I H O #  ( $ y ~ x w e k  7) B ~ J I H ~ H  BCIIKO# TOrIKH, npH~aAJIe*alrI€!fi 

r I e T b I p e X y r O J I b H H K y ,  H 3 T O T  I I o c J I ~ A H H ~ ~  H e  6 y n e ~  H M e T b  TOrIeK pa3- 
BeTBlIeHEIH.  

5 12. ~ O K M ~ M  T e n e p b ,  r I T 0  I I p H  BbIIIOJIHeHHH YCJIOBHH (42) rIeTbI-  

PeXyI 'OJ IbHHK H e  M O x i e T  H a J I e r I b  C a M  H a  c e 6 ~ .  h f i  n O K a 3 a T e J I b C T B a  

a T O r 0  AOCTaTOrIHO O ~ H ~ P Y X E I T ~ ,  rITO KOHTYp r I eTbIpeXyI 'OJ IbHHKa  H e  

n e p e c e K a e T  c a M  ce6sr (CM. 5 4 B s e ~ e f r ~ f i ) .  

M ~ I  yxie BHAeJ IH ,  r I T 0  B P a C C M a T P H B a e M O M  C J l y r I a e  H H K a K a H  CTO- 

p o H a  H e  H a n e r a e T  c a M a  H a  ce611, EI, K p o M e  T o r o ,  o seswwo,  ~ I T O  me 
COCeAHHe  CTOpOHbI  H e  MOI'YT I I e p e C e r I b C R .  C J I ~ A O B ~ T ~ J I ~ H O ,  I I e p e -  

C e P b C H  MOI'YT JIHUIb I IpOTHBOnOJIOx iHbIe  CTOPOHbI PeTbIpeXyI 'OJ IbHH-  

K a .  MCKJI IO~IHM I I O K a  H 3  P a C C M O T p e H E I R  CJIYrIaH P a B e H C T B a  B y C n 0 -  

BHHX (42) H I I p e A I I O n O x i H M ,  r I T 0  n r a ,  COOTBeTCTByIolrIZLJl H H T e p B a -  

ny (0, a),  n e p e c e x a e T c R  (HAM ~ a c a e ~ c ~ )  c nyrom, c o o ~ ~ e ~ c ~ ~ y m l r I e i i  
H H T e p B a n y  (1, M). 



CY(X) 6 y n e ~  B PaCCMaTpHBaeMOM C J I y s a e  B ~ J I H ~ I H H o ~ ~  OTpHUaTeJlb-  

H O ~ ,  T a x  KaK H H T e r p a n  yo(x, A) H e  HMeeT ~ o p ~ e t i  B H H T e p s a n e  (0, a) 
H IIOTOMY AOJIXeH 6 b I ~ b  IIOJIOXHTenbHbIM IIPH X = a (CM. B b I p W e -  

m e  (6)). 2sa  npyrtix o ~ p e 3 ~ a  B ~ N ~ C T B ~ H H O #  OCH n p e o 6 p a 3 y m ~ c ~  
B WI'H O K ~ ~ X H O C T ~ ~ .  

H e ~ p y m o  noxa3a~b T a m e ,  v ~ o  e c n H  v e T b I p e  o x p y m ~ o c ~ w  no- 
CJIenOBaTeJIbHO KaCamTCJi Oms npyrofi, TO TOVKH KaCaHHSf AOJIX- 

HbI J I e X a T b  H a  OLIHO# OKPYXHOCTH, K O T O P M  B PaCCMaTPHBaeMOM 

cnysae n p e s p a I l r a e T c r r  B n p r i M y m  JIHHHH,, T a x  x a K  o n H a  n3 B e p l u m  

v e T M p e x y r o n b H H K a  y n a n e H a  H a  ~ ~ C K O H ~ ~ H O C T ~ .  

~ Y C T ~  A, J ,  D H B-B.e~IUkiHhl '4eTpbIeXyI'OJlbHHKa, COOTBeT- 

CTBYlOmHe T09KaM 2 = 0, 0, 1 W w*, W IIYCTb C-TZL H 3  TOqeK 

n e p e c e v e H n R  CTOPOH A J  H ED, K O T O P ~ R  6nnme n e m w T  K BepruW- 

H e  A. C T O ~ O H ~  DJ H e  MOXeT OKa3aTbCri BHYTPH TpeyrOJlbHHK& 

ABC, ~ 6 0  o H a  H e  M o m e T  nepecevb HH CTOPOHM AC, HH CTOPOHM 

BC, a n o T o M y  o H a  n o n m H a  6b1na 6~ BO#TH H BM#TH ~3 T p e y r o n b -  

HHKa qepe3 CTOPOHY AB, vero H e  MOmeT 6b I~b ,  TaK KaK CTOPOHa a T a  

nOJlXHa 6 b I ~ b  06pameaa C B O ~ ~  BbIIIyXJlOCTbM BHYTPb TpeyrOJIbHH- 

xa. B n o c n e n H e M  nerxo y 6 e n ~ ~ b c r i ,  p a c c M a T p t r s m  B m p m e H w e  (43) 
B ~ J I H ~ H  TOYKH 2 = 0. M ~ I  BHAHM, TaKHM 0 6 p a 3 0 ~ ,  VTO BHYTPH T p e -  

YrOJIbHHKa ABC H e  6 y n e ~  HaXOnWTbCR KOHTYP PaCCMaTPHBaeMOrO 

YeTbIpeXyI'OJIbHHKa, H IIOTOMY, O r p a H H r I H B M C b  3HaqeHWRMH 2, ne- 
XamL%MH B B ~ P X H ~ ~  nOnyIIAOCKOCTH, MbI MOXeM Y T B e P X n a T b ,  rITO 

+ ~ H K U H J I  (35) 6 y n e ~  ~ O J I O M O ~ + H O ~  @yHXLIHe# BHYTpW TpeYrOJIbHW- 

Ka W nOJIlKHa 6b1~b oAHo~HZLVHO# I l p H  npOAOnXeHHH BnOJlb KOHTYPa 

a T o r o  T p e y r o n b H H x a .  

B y n e ~  c w T a T b  TOVKY C npaaannemameti nyre ED H onpene- 
JIHM + Y H K ~ H H )  (35) TaK, v~o6b1 3HarIeHHe a ~ 0 f i  (PYHKUHH B TOVKe 

C npmannemano n H T e p s a n y  ( I ,  co). B y n e ~  3 a ~ e ~  a H a n H T w v e c K H  

n p o n o n m a T b  a T y  +YHKW~H, B n o n b  xomypa CBA B n o n o m m e n b -  

HOM HaIlPaBJIeHHH. B o 3 s p a m ~ c b  B TOsKY C, MbI IIOJIYrIHM HOBOe 

3~aveme  x, npmannemamee n H T e p s a n y  (0, co), YTO n p o T H B o p e w m  

y X a 3 a ~ H o f i  B b n u e  OJlH03Ha'lHOCTH. C J I ~ A O B ~ T ~ J I ~ H O ,  KOHTYP qf3TbI- 

p e x y r o n b H t r K a  H e  M o m e T  nepecevb c a M  ce6ri. 
n e p e g n e ~  T e n e p b  K c n y v a a M  P a B e H c T B a  B y c n o B H R x  (42) H A n R  

o n p e n e n e H H o c T H  n o n o x c u M  X = p-1 H o n p e n e n H M  q no + o p ~ y n e  
(43). B a T o M  cnyvae 0 ~ p e 3 m  (0, a) H (I, co) n p e 0 6 p a 3 y m ~ c ~  CO- 

OTBeTCTBeHHO B IIOJIOXHTeJlbHYKJ H OTPHUaTeJlbHYH) rIaCTH M H H M O ~ ~  



c v x ;  O T P ~ ~ O K  (a, 1) -B npmiylo, napannenbaym M H H M O ~ ~  OCM H OT- 

C T O H I I Q ~ ~  OT H e e  H a  P a c c T o m m  ~ a ( p - ~ ) ,  n p u r I e M  n o c n e n H s x s x s e n u -  

r I H H a ,  K a K  H B p a C C M a T p M B a e M O M  C J I y r I a e ,  O T p H U a T e J I b H a ;  O T P e 3 0 K  

(W, 0) npeo6pa3ye~ca B O K p Y X H O C T b ,  K a C a T e J I b H Y l o  K MHMMO# OCM 

B H a v a n e  K O O p A U H a T .  O K P Y ~ H O C T ~  a T a  A O J I m H a  HaXOAMTbCH C n e -  

B a  OT  MHMMO# OCEI, ~ 1 6 0  3 H a K  B ~ U ~ C T B ~ H H O ~ ~  ZIaCTM B M H T e p B a n e  

(W, 0) C O B I I a A a e T  CO 3 H a K O M  ~1(p-1) .  T ~ K  me, K a K  M B b I m e ,  MOmHO 

n O K a 3 a T b ,  ZITO n P O T U B O n O J I O X H h I e  CTOPOHbI Z IeTbIPeXYrOJ IbHMKa H e  

M o r y T  n e p e c e r I b c R .  

P a c c y m n e ~ m  H a c T o m u e r o  naparpa4a n o 3 ~ o n s x l o ~  H a y  orpa- 
HMrIMBaflCb B e U e C T B e H H b I M M  3HaZIeHMHMH I I a p a M e T p a  A ,  B b I C K a 3 a T b  

cnenylomym T e o p e M y :  

Teope~a 6 .  H e s a e u c u ~ a n  nepeMennan ypaenenun (1) M o w e m  
6umb odno3navnoii g5ynrcqueii vacmnozo deyz n e s a e u c u ~ b t z  unmezpa- 
noe amozo ypaenenun A U U b  npu eunonnenuu ycnoeuii (42). 

Ecnu A ydoenemeopnem a m u ~  yCnOeUIM, mo mom vemupezyzonb- 
nurc, e rcomopuii vacmnoe deyz  unmezpanoe npeo6pasyem eepznlolo 
nonynnocrcocmb, nuzde ne nanezaem caM na ce6a. 

f 13. M ~ I  BHAeJ IH ,  ZITO r I a C T H O e  ABYX He3aBHCMMbIX MHTeI 'pa-  

n o B  y p a B H e H u s x  (1) npeo6pa3ye~ n o n y n n o c x o c T b  B s e T m p e x y r o n b -  

HHK, 0 I ' p a H ~ n e H H b I f i  A y I ' a M H  O X ~ ~ X H O C T ~ # ,  C YI'JIaMM, P a B H b I M H  HY- 

nlo. Y e ~ b I p e ~ y I ' 0 n b H H ~  BTOT,  X a K  H I IOJIynJIOCKOCTb,  HElJIHeTCH 02- 

H O C B R ~ H O #  0 6 n a c ~ b m  H H e  C O A e p X M T  TOrIeK pa3BeTBJIeHMSX. Y K ~ J ~ H -  
H o e  n p e o 6 p a 3 o ~ a ~ ~ e  6 y n e ~  X O H ~ O P M H H M  ~ e 3 ~ e ,  3a ~ C K n m r I e H u e M  

TOr IeX  B ~ ~ ~ C T B ~ H H O ~  OCH,  XOTOPbIM CO0TBeTCTBYK)T BePILlMHbI rIe- 
T b I p e X y I ' O J I b H H K a .  

Y ~ C T H O ~  M H T e r p a J I O B  Y p a B H e H M H  (1) YAOBJIeTBOpHeT  YpaBHeHMIO 

I I p e n n o n o w ~ ~  T e n e p b ,  r r a o 6 o p o ~ ,  YTO H a M  A a H  K ~ K O ~ % - J I H ~ O  OA- 

H O C B R ~ H ~ I ~ %  Y e T b l p e X y r O A F > H H K ,  0 r p a H ~ q e H H b l f i  A y r a M H  OKpymHO-  

~ T e f i ,  C Y r J l a M H ,  P a B H b l M H  HYJIK), IZ H e  H ~ e l O I l l U f i  TOrIeK p a 3 B e T B J I e -  

IIHII. Mow110 I I O C T P O H T b  TaKYK)  aHaJ IUTMqeCKYK)  (PYHKUMIO 17 OT I, 

K O T O P a R  npeo6pa3ye~  nOJlynJlOCKOCT1, D T O n b K O  YTO y ~ a 3 a H 1 1 b l f i  qe- 
T b i p e x y r o n b H t i K ,  n p ~ q e ~  n p e o 6 p a , 3 o ~ a 1 r ~ e  6 y n e ~  K O H @ O ~ M H L I M  ~ e 3 -  
A e  3a HCKAlOYCHHeM BepI I lMI l  Y e T b l p e X y r O  A1,HUKa. 



C o B e p I I I a f I  H a 2  X C O O T B e T C T B e I I H b I M  0 6 p a 3 0 ~  B b 1 6 p a ~ ~ o e  J l H ~ e f i -  

H o e  npe06pa3osarr~e,  M O X H O  AOCTHI 'HYTb TOI'O, ~ 1 ~ 0 6 b 1  T P e M  IIO- 

C J I e A O B a T e n b H b I M  B e p l L I H H a M  s e T h l p e X y I ' O J I b H H K a  C O O T B e T C T B O B a J l H  

T O s K H  X = 1, CO H 0. ~ Y C T ~  I I p H  a T 0 M  V ~ T B ~ P T O ~ ~  B e p I I I H H e  C O O T B e T -  

C T B Y e T  T O q K a  X = a. ~ O C J I ~ A H R R  T O r I K a  A O J I X H a  H a X O A M T b C R  B H Y T P H  

M H T e p s a n a  (0 , l ) .  
@YHKUHH) 7] M O X H O ,  n O J l b 3 y R C b  I I P H H W I I O M  C H M M e T P M H ,  I IPOAOJI-  

X H T b  a H a n H T H Y e C K H  sepe3  ~ a X ~ b 1 f i  M 3  r I e T b I P e X  O T p e 3 K O B  B e m e -  

CTB~HHO# OCM B ~ p y r y m  n o n y n n o c K o c T b ,  H a ~ a n o c n e ~ ~ n p e o 6 p a -  
3 Y e T C R  B V e T b I p e X y I ' O J I b H H K ,  n 0 n y V a e M b 1 f i  H 3  HCXOAHOI'O s e T b I p e X -  

Y r O n b H H K a  I I p H  I I O M O l l l t i  o ~ o 6 p a X e ~ ~ ~  B TO# H3 er0 C T O P O H ,  KO- 

T O p m  C O O T B e T C T B y e T  O T P e 3 K Y  B ~ U ~ C T B ~ H H O #  OCH,  V e p e 3  K 0 ~ 0 p b I f i  

6 ~ n o  c o s e p r u e H o  a H a n H T M s e c K o e  n p o A o n x e H n e .  H O B ~ R  s e T m p e x -  

Y r O J I b H H K  6 y A e ~  0 6 n a A a ~ b  B C e M H  C B O ~ ~ C T B ~ M H  HCXOAHOI'O. T ~ K X M  
0 6 p a 3 0 ~  M O X H O  a H a J I H T M V e C K H  I I p O A O J I X a T b  (PYHKWKJ 7) B A O J I b  JIKI- 

60170 K O H T Y p a ,  H e  I I P O X O A R W e r O  r I e p e 3  T O V K H  

x = 0, a ,  1 H 00. (45) 
C O O T B ~ T C T B ~ K I ~ H ~  3 H a n e I I H f I  7) 6 y A y ~  I I p e A C T a B J I R T b  co6o# C e T b  

s e T b I p e x y r o n b H H K o B ,  n o n y r I a e M b I x  I I y T e M  n o c n e n o s a T e n b H o r o  OTO- 

6 p a z c e ~ m  K W K A O r O  H 3  s e T b I p e X y I ' O J I b H H K O l 3  B ero C T O p O H a X .  Ka- 
W A O M y  H 3  r I e T b I p e X Y r O J I b H H K O B  C O O T B e T C T B Y e T  I IOJIYIIJ IOCKOCTb.  

~ ~ P O H J B O L [ H W I  7' H I l r A e  H e  0 6 p a w a e ~ c ~  B H y n b ,  T a K  K a K  Y e T b I p e X -  

Y r O J l b H H K H  H e  U M e I O T  T O r I e K  p a 3 B e T B n e H u R .  Ecnu 6 e c ~ o ~ e w o  Aa- 
J I e K a R  T O s K a  I I p H H U J I e W H T  C e T H  . I e T b I p e X y r O n b H H K O B ,  T O  7) I I p M  CO- 

O T B e T C T B y t O l l l e M  3 H a Y e H H M  2 6 y n e ~  I l M e T b  I I O n I O C  I I e p B O r O  n 0 p R A K a .  

COCT~BHM B b I p m e H H e  

B C H J I y  BbIILIeCKa3aHHOI'O O H 0  6 y ~ e ~  I'oJIoMo~(PHo B O  BCRKO# T O s K e  

IIJIOCKOCTH, 3a ~~~~~~eHHeM T O q e K  (45). E c n ~  M b I  6 y ~ e ~  nponon- 
X a T b  (PYHKWIO 7) B A O J I b  K~KO~O-~11160 3aMKHYTOI'O K O H T Y P a ,  TO,  T a K  

K a K  a T o T  n o c n e n ~ ~ i 3  n e p e c e s e T  B e I u e c T s e H H y r o  ocb Z l e T f I O e  s H c n o  

pas, H O B a f I  B e T B b  (PYHKUMH 7) M O X e T  6 ~ ~ b  I I O n Y s e H a  H 3  H C X O A H O ~ ~  

n p H  n o M o w H  s e T H o r o  w c n a  o ~ o 6 p a % c e ~ ~ f i ,  T. e. npn n o M o W x  JIM- 

H ~ # H O #  I IOACTaHOBKH.  HO B b I p a X e H H e  (46) H e  M e H f I e T C f I  n p M  T a -  

KO# I I O A C T a I I O B K e ,  a n O T O M y  O H 0  H p e A C T a B n f I e T  ~ 0 6 0 ~ 1  O A H O 3 H a V -  

nym +YHKUHH) x. 
O I I p e A e n n M  B H A  a ~ 0 f i  (PYHKUHM B ~ J I H ~ M  T O V e K  (45). ~ J I H  n p H -  

M e p a  P a C C M O T P U M  TOrIKY 2 = 0. BEHAY Y K ~ ~ ~ L H ~ I O #  H H B a p M a H T H O -  

C T H  BbIpZOKeHHR (46) MbI M O X e M  P a C C M a T P H B a T b  nm6oe n H ~ e f i ~ 0 e  



1 1 p e o 6 p a s o ~ a ~ ~ e  'I. Bb16epe~ a T o  I X o c n e n H e e  T a K ,  q ~ o 6 h 1  B e p m H H a  

q e T b I p e X y r O J I b H H K a ,  C O O T B e T C T B y I o I U Z L J i  T O q K e  X = 0, 6b1na 6 e c ~ o -  
K e r I H O  y n a J I e H H o f i ,  a O A H a  H 3  C T O P O H  Z I e T b I p e X y I ' O J I b H H K a  noruna 6b1 
I I O  MHHMO# O C H  T a K ,  ~ ~ 0 6 6 1  O T P H U a T e J I b H b I M  3 H a Z I e H H R M  X I  A O C T a -  

TOZIHO ~ J I H ~ K M M  K HYJIK) ,  C O O T B e T C T B O B a J l H  6h1 TOZIKH, J I e X a U I M e  H a  

I I O J I O X H T e n b H O M  H a n p a B n e H H H  MHHMO# O C H  A O C T a T O Z I H O  ~ J I M ~ K O  K 

~ ~ C K O H ~ Z I H O  naJIe~0fi T O q K e .  O T ~ ~ ~ K Y  (0, a)  6 y n e ~  C O O T B e T C T B O B a T b  

npsmiasi, napannenmas  MHHMO# OCH. n y c ~ b  ee y p a B H e H M e  6 y n e ~  

J I e r ~ o  B M A e T b ,  ZITO T O Z I K a M H  q e T b I p e X y r O J l b H H K a ,  AOCTaTOZIHO 6~1x3- 
K H M H  K P ~ C C M & T P H B ~ ~ M O ~ ~  ~ ~ C K O H ~ ~ I H O  YA&JI~HHO# B e p l l l H H e ,  6 y n y ~  
A O C T a T O r I H O  Y A a J I e H H b I e  T O q K H  B e p ~ ~ e f i  TIOJIYIXJIOCKOCTH, J I e X a l U H e  

M e X A y  M H H M O ~ ~  O C b I o  H Y K & ~ ~ H H O ~ ~  T O n b K O  ZITO I I p R M 0 # .  

I l p ennonomw~ nns o n p e n e n e H H o c T H ,  ZITO P ~ C C M ~ T P H B ~ ~ M ~ I #  qe- 
T b I P e X y I ' O J I b H H K  R B J I R ~ T C R K O H $ ~ O P M H ~ I M  H ~ O ~ P ~ W ~ H H ~ M  B e p x H e #  no- 
J I y I I J I O C K O C T H .  B B T O M  C J I y q a e  b A O J I X H O  6 h 1 ~ b  IIOJIOHCHTeJIbHO. ~ P M  
I I O J I O X H T e J l b H O M  o6xone T O r I K H  X = 0 7) H C I I b l T b I B a e T  I I O A C T a H O B K Y  

'11 = 'I + 2b. BblpaXe~ae exp[(si/b)q] 6 y n e ~  O A H O ~ H ~ S H O  B ~ J I H ~ H  

TOZIKH X = 0 H I X p H  C T p e M n e H H H  X K H y J I K J  O H 0  6 y n e ~  C T P e M H T b C R  K 

H y n K l  I I p H  B C R K O M  3 a K O H e  H 3 M e H e H H R  X .  C J I ~ A O B ~ T ~ J I ~ H O ,  

me C - O T J I H r I H a R  O T  H Y J I R  I I O C T O R H H a R ,  H w ( x ) - I ' o J I o M o ~ I $ H ~ R  

~ 6 n ~ 3 a  TOZIKH X = 0 (PYHKUHR. ~ O A C T & B J I R R  B T O  B b l p X W 2 H H e  B BbI-  

pameawe (46), y 6 e n w ~ c s ,  ZITO aTo nocnemee H M e e T  B T o w e  x = 0 
I I O J I I o C  B T O p O r O  I I O p R A K a  C KOBI$I$HLW~HTOM I I p H  2-'I P a B H b I M  +I. 
TOT W e  p e 3 y J I b T a T  I I O J I Y Y H M  I I p H  P a C C M O T P e H M H  TOZIeK X = (1 H 

x =  1. 
H p H  H C C n e A O B a H H H  T O r I K H  X = 00 H a A O  B B b I p a X e H H e  (47) I I O A C T a -  

B H T b  X-I B M e C T O  X .  ~ B T ~ M  J I e r K O  H e I I O C p e A C T B e I I I I O  Y ~ ~ A H T ~ C R ,  V T O  

B N p a x e H u e  (46) 6 y n e ~  r o n o ~ o p $ l s o  B T o r I K e  x = 00 H p a 3 n o ~ e m e  
a T o r o  B u p a m e H m  H a w i e T c f i  c rlnesa, conepmauero x-'. 

~ P M H H M Z L J ~  B O  B H H M a H M e  B C e  C K 8 3 a H H O e 1  B b I p Z O K e H H e  (46) M O m e M  

H a I I H C a T b  B B H A e  

27)',,111 - 3,,1'2 - - a 1  a 2  a 3  

'I' 
-+- + - - + a 4 + x  . 
x x - a  x - 1 I 



n p ~ p a n ~ ~ l ~ a ~ l  K O ~ + + H U H ~ H T M  n p H  x - ~ ,  (z - H (x - B npa- 
BOE Y a c T H  a T o r o  p a n e H c T s a  eauHE.rue, y ~ ~ A H M C R ,  YTO Y u c n H T e n H  

npo6efi, CTORUHX B KBaAPaTHbIX C K O ~ K ~ X ,  COBIIaAalOT C COOTBeT- 

CTBYIOUHMH YHCJIHTenRMH, CTORUIIMH B I I ~ ~ B O E  YaCTH paBeHCTBa 

(44). K p o ~ e  TOrO, B C H n y  Y K ~ ~ ~ H H O #  BbILIIe MHBapHaHTHOCTH BbIpa-  

HCeHHJi (46), Mbl MOXeM CYMTaTb, ' IT0 CTOPOHB YeTbIpeXyrOnbHHKa,  

COOTBeTCTByIorrIasI OAHOMY M3 MHTepBanOB B ~ I U ~ C T B ~ H H O #  OCH, Ca- 

M a  6 y ~ e ~  J I e m a T b  ~a B ~ U ~ C T B ~ H H O #  OCH. O T C M A ~  HelTOCpeACTBeHHO 

CneAyeT,  YTO IIOCTORHHasI a4 AOJlmHa 6 b I ~ b  B ~ I U ~ C T B ~ H H O # .  

MM BHAHM, TaKMM 0 6 p a 3 0 ~ ,  YTO 77 YAOBneTBOpReT YpaBHeHHH) 

(44) npx B e u e c T s e m o M  3HaYeHHH n a p a M e T p a  A ,  H, c n e n o a a T e n b s o ,  

BCRKM# YeTbIPeXYrOnbHMK C YKa3aHHbIMH B HaY8JIe  H a C T O R ~ e r O  na- 
parpa+a CBO#CTB~MH MOlKeT 6 h I ~ b  n o n y v e H  113 n o n y n n o c K o c T H  npu 
IIOMOUM YaCTHOrO ABYX He3aBMCHMbIX MHTerpaJIOB YpaBHeHHR BHAa 

(1) n p H  B e u e c T s e H H o M  ~ H ~ Y ~ H H H  n a p a M e T p a  X (CM, 5 8 B s e ~ e ~ ~ s ) .  
§ 14. M ~ I  6 y ~ e ~  rOBOpHTb, VTO YpaBHeHHe COOTBeTCTByeT YeTbI- 

p e x y r o n b H H K y ,  e c n H  a T o T  n o c n e m ~ i i  R s n s e T c s i  n p e o 6 p a 3 o ~ a ~ ~ e ~  
n o n y n n o c K o c T H  n p t r  noMorrrH Y a c T H o r o  M H T e r p a n o B  YnoMsiHyToro  

YpaBHeHHR. E c n ~  Mbl npeo6pa3ye~  YeTbIpeXyrOnbHHK I IpH IIOMOUH 

~ a ~ o i k n ~ 6 0  J I H H ~ ~ ~ H O ~ ~  ~ O A C T ~ H O B K H ,  TO HOBOMY VeTbIPeXYrOJIbHHKY 

6 y n e ~  c o o T s e T c T B o s a T b  TO me y p a B H e H H e ,  YTO H n p e m e M y .  

~ Y C T ~  HaM A a H  ~ a ~ 0 f i - n ~ 6 0  VeTbIPeXYI'OnbHHK C YKa38HHbIMM B 

I IpeAblAyUeM I I a p a r p a l $ e  C B O ~ ~ C T B ~ M M .  YC~OBMMCII  TaKHM o 6 p a 3 0 ~  

npeo6pa3osb1sa~b ero B n o n y n n o c K o c T b ,  Y T O ~ I J  T p e M  ero onpene- 
JIeHHbIM IIOCJIeAOBaTeJIbHbIM BepLIIHHaM COOTBeTCTBoBaJIH TOYKH 1, 
CXJ M 0. n p H  aTOM YeTbIPeXYrOnbHHKY MOWeT COOTBeTCTBOBaTb 

JIMLUb O m 0  YpaBHeHHe BHAa (1). A e i i c ~ s H ~ e n b ~ o ,  IIyCTb ~ ( z )  H 

T]~(x)  - +YHKUHM, npeo6pa3ymm~e n o n y n n o c K o c T b  B A ~ H H M E  YeTm- 

peXyrOJlbHHK I I p H  ~ K ~ ~ ~ H H O M  BbIIIIe YCJIOBHH. P ~ C C M O T ~ M M  06pa.r- 
HbIe (PYHKUHH z = ( ~ ( q ) ,  21 = ( P ~ ( v ) ,  npe06pa3ym1~ne YeTbIpex-  

YrOnbHHK B IIOJIyIInOCKOCTb. McKnIOYaR H3 aTHX ABYX PaBeHCTB 7, 
n o n y r I n M  a H a n H T w i e c K y m  + ~ H K U H ~ ,  n p e o 6 p a 3 y m ~ y m  nonynnoc- 
KOCTb B ce611, HO 3TO AOJIXHa 6 b l ~ b ,  KaK H3BeCTH0, J I H H ~ # H ~ ~ I  ~ Y H K -  

UHR. M3 IIpeAbIAYUerO RCHO, YTO OHa AOJIXHa n p e 0 6 p a 3 0 B b 1 B a ~ b  

TOYKH 0, 1 H 00 B ce611, H , CneAOBaTeJIbHO, MbI HMeeM TOmAeCTBa 



nce B o s M o m r r b I e  cnyvaw n p e o 6 p a 3 0 ~ a ~ n ~  n o n y n n o c K o c m  npu no- 
M O U H  Y a C T H O r O  H H T e r p a J I O B  Y p a B H e H H R  (1). 

MbI M O m e M ,  H a n p H M e p ,  Y T B e p m A a T b  H a  OCHOBaHHU CKa3aHHOI'O B 

f f 11 H 12, YTO Y e T b r p e x y r o n b H w K  c a M  H a  c e 6 ~  ~e H a n e r a e T ,  ecnw ero 
CTOPOHbI H e  H a J K e r a I O T  C a M H  H a  c e 6 ~ ,  H YTO H a J I e r a T b  H a  c e 6 ~  MO- 

I'YT JIHLUb A B e  ~ p O T M B O ~ O J l O ~ H b I e  CTOPOHbI, n p H ' 4 e M  YHCJIO IIOnHbIX 

0 6 0 ~ 0 ~ 0 ~  H a  K Z L X A O ~ ~  H 3  3 T H X  CTOPOH A O n m H O  6 h I ~ b  OAHHaKOBO. 

Bb11l1e MbI  n O K a 3 a J I H  T a K m e ,  YTO e C n M  B YeTbIpeXYI'OJIbHMKe H e T  

H a n e r a m u x x  CTOPOH, TO C T O P O H ~ I  Y e T u p e x y r o n b H H K a  H e  n e p e c e K a -  

IOTCJI. I I o ~ a x e ~  T e n e p b ,  YTO e c n H  B Y e T m p e x y r o n b H w K e  m e  npo- 
T n B o n o n o m H m e  C T O P O H ~ I  6 y ~ y ~  H a n e r a m u H M H ,  TO C T O P O H ~ I  ~ T M  H e  

M O r Y T  I IPOXOAHTb Y e p e 3  OAHy H T Y  me TOYKY IIJIOCKOCTH. L IAR O n p e -  

A e n e H H o c T H  n p e a n o n o m n M ,  ~ I T O  BTH H a n e r a m I u w e  C T O P O H ~ I  COOT- 

B e T C T B Y I o T  O T p e 3 K a M  (0, a)  H (1, C X )  B ~ L U ~ C T B ~ H H O #  OCH. Y A ~ ~ X H M  
T e  0 6 0 3 ~ a s e ~ t r ~  B e p I U H H ,  KOTOpbIMH MbI  I IOJlb30BitJIHCb B f 12. 

B P a C C M a T p H B a e M O M  C n y Y a e  M h I  6 y ~ e M  T a K m e  H M e T b  TpeyI 'OJIb-  

HUK ABC H C T O p O H a  AB H e  6 y a e ~  ~ a n e r a w u e # .  T o l ~ ~ e  C 6 y ~ y ~  
COOTBeTCTBOBaTb  HeCKOnbKO 3 ~ i t Y e ~ H f i  X, J I e m a u I H X  BHYTPH HHTep-  

s a n o B  (0, a) M (1, m). B 0 3 b ~ e M  B n e p B o M  H H T e p s a n e  TO ~3 a T w x  

3 ~ i t Y e ~ H #  Z = Q,  K O T O p O e  6 n ~ x e  B C e r O  J I e m A T  K TOYKe Z = 0, a B 

H H T e p B a J I e  ( 1 , ~ )  B 0 3 b M e M  3 H a Y e H H R ,  6 n ~ m a f i ~ ~ 1 ~ e  K TOYKe Z = 1. 
P~CCMOTPMM Z K a K  (PYHKUHH~ 77 H B 0 3 b M e M  T Y  B e T B b  a ~ o f i  (PYHKUHH, 
K O T O P a R  B TOYKe C I l p H H H M a e T  3 H a Y e H H e  X = Q. B y a e ~  npOAOJI-  

m a T b  B T y  (PYHKUHH~ B A O n b  K O H T Y P a  TpeYI 'OJ lbHHKa  ABC B IIOJIO- 

X H T e n b H O M  H a n p a B n e H H H .  B o s ~ p a ~ w ~ r u ~ c b  B TOYKY C, MbI  6 y ~ e ~  
H M e T b  HOBOe  3 H a Y e ~ H e  2 = P ,  Per0 H e  M O m e T  6 b I ~ b  (f  12). T ~ K H M  
0 6 p a 3 0 ~ ,  M ~ I  BHAHM, YTO n e p e c e Y b c R  M o r y T  n H m b  H e  H a n e r a m u u e  

CTOpOHhI Y e T b I p e X y r O J I b H H K i t .  B~OCJI~ACTBHH MbI y 6 e ~ u . i ~ ~ ~ ~  YTO 

3 T O  O ~ C T O R T ~ ~ ~ C T B O  A ~ # C T B H T ~ J I ~ H O  M O m e T  H M e T b  MeCTO. B nOCJIe-  

AyIo I I lHX r J I a B a X  M b I  3 a f i M e M ~ R  6onee A e T a n b H h I M  P a C C M O T p e H H e M  

C B O ~ ~ C T B  Y e T b I p e X y I ' O J I b H H K a .  



3ALIAYA OBPALLTEHMSI 
LIMQP.QP.EPEHUI.IAJIbHOI'0YPABHEHMSI 

BTOPOI'O IIOPSILIKA 
C YETbIPbMSI 0COE;bIMM TOYKAMM 

B CJIYYAE P A B H ~ I X  K O P H E ~  
QP.YHLIAMEHTAJIbHOr0 

OIIPELIEJISIIOLLTEI'OYPABHEHMSI 

f 1. 3 a ~ a ~ a  o 6 p a u e ~ ~ a  n~(P(Pepe~uwanb~oro  y paBHeHwR (1) 
n p e m ~ y u e i i  rnaBbI MOmeT IIPHBeCTH K O A H O ~ H ~ ~ V H O ~ ~  (PYIIKUHH, K a K  

M ~ I  BHAenH, J I H L U ~  npw BbInonHeHua ycnosna (42). B Hac~ofIILIefi 

rnane M ~ I  HccneAyeM n o ~ p o 6 ~ e e  Bonpoc o Tex a ~ a ~ e ~ ~ a x  napaMe- 
Tpa  A ,  npH KOTOpbIX 3aAarIa 06paue~Lia L [ ~ ~ ~ C T B I I T ~ J I ~ H O  IIPHBOAHT 

K 0AH03HaV110fi (PYHKIMH, a TaKJKe O ~ P ~ T H M  BHHMaHHe H a  o 6 u ~ e  
c ~ o i i c ~ s a  rpynnbr ypaBHeHwa (1) B aTwx cnysarrx. B a ~ o i i  rnase 
MM 6 y ~ e ~  nocToaHHo npeAnonaraTb, VTO napaMeTp X BeuecTseHeH 
H YAOBJIeTBOpfXeT YCJIOBHIO (42). fCa~ MbI BHAeJIH B f 11 IIpeAbIAy- 

me# rnasb1, B aToM cnyqae sacTHoe ~ ~ y x  H ~ ~ ~ B H C H M ~ I X  wHTerpanoB 
YPaBHeHHR (1) npeo6pa3ye~ IIOnynJIOCKOCTb B H3~e.c~HbIfi H a M  Ve- 

TbIpexyronbHHK, K O T O P ~ I ~ ~  H e  HaneraeT c a M  H a  ce6a. 
LIanb~ef i ru~e  ~ H ~ V ~ H H H  1) 6 y ~ y ~  onpenenmbca nyTeM aHanHTH- 

VecKoro npononmeaHa, H Bca o 6 n a c ~ b  s ~ a u e ~ w f i  17 nonyrIHTca npH 
IIOMOWH O T O ~ ~ & ) K ~ H H R  OCHOBHOrO VeTbIpexyronbHHKa H BCeX BHOBb 

IIOny~aeMbIX VeTbIpeXyrOJIbHHKOB B KWAOR H3 H X  CTOPOH (CM. 5 13 
rn.  11). 

HpH o6xone ~ a ~ o f i - n ~ 6 0  oco60ii TOVKH YpaBHeHHJ3 (1) H ~ O ~ X O -  

AMMO nepecerIb nsa o ~ p e 3 ~ a  ~ e u e c ~ s e ~ ~ o f i  oca, H, cnenoBaTenbao, 

T a  ~ p o 6 ~ o - n ~ ~ e f i ~ a a  nOACTaHOBKa, KOTOPYlo IIpH aTOM HCnbITaeT 

17, 6 y ~ e ~  COCTOfITb H3 AByX o ~ o 6 p ~ e ~ ~ f i .  Boo6ue VeTHOe VHCno 

o ~ o 6 p m e ~ ~ i i ,  0 KOTOPbIX MbI TOJIbKO VTO YIIOMHHaJlH, AaCT n0A- 

CTaHOBKY rpYIInbI YpaBHeHHfi (I) ,  H H ~ O ~ O P O T ,  BCRKaR nOACTaHOBKa 

~ T O R  rpynnbI MOmeT 6b1~b COCTaBJIeHa H3 VeTHOrO VHCJIa yKa3aH- 

HbIX BbIUIe o ~ o 6 p m e ~ ~ f i .  

.&a COCeAHHX YeTbIpeXyrOJIbHHKa, B3IITbIe BMeCTe, COCTaBRT 

UIeCTHyrOJlbHHK, fIBnSilo~H8~fl K O H ~ O P M H ~ I M  ~ 3 0 6 p w e ~ w e ~  Bcefi 



n n o c K o c T u  n e p e ~ e ~ ~ o f i  x ,  n p u s e M  B BTO# IIJIOCKOCTU H a 2 0  npea- 
CTaBHTb ce6e I I p o ~ e n e H H o f i  KyIIWpy BAOJIb ~ c e f i  B ~ I I X ~ C T B ~ I I H O ~ ~  OCH, 

KpOMe T o r 0  OTpe3K&, KOTOPOMY COOTBeTCTBYeT 0 6 ~ m  CTOPOHa CO- 

eAHHeHHMX ~eTbIPeXYI'OJIbHHKOB. BCIIKOMY APYI'OMY OTPe3KY BeUle- 

C T B ~ H H O #  OCH ~ Y ~ Y T  COOTBeTCTBOBaTb H a  IIJIOCKOCTH lIBe CTOPO- 

HM IIIeCTHYrOnbHUKa. ~ T H  IIOCJIeAHHe CBII3aHbI n ~ H e f i H 0 f i  nOACTa- 

HOBKO#, H IIOnYrIeHHbIe TaKHM 0 6 p a 3 0 ~  T p H  JIHHe#HbIe IIOACTaHOB- 

KH MOI'YT 6bI~b  IIPHHnTM 38 IIpOH3BOAJXl4He IIOACTaHOBKH PPYnnbI  

YpaBHeHHII (1). 
Bcn 0 6 n a c ~ b  s ~ a s e ~ u i l  q M o m e T  6 b 1 ~ b  nonysesa, ecnu MM npe- 

o 6 p a 3 y e ~  ~ O C T ~ O ~ H H ~ I #  IIleCTHyI'OJIbHHK IIpH nOMOIIlU BCeX IIOnCTa- 

HOBOK rPYnIIb1 YPaBHeHHn (1). 
Bce BTH p a c c y m n e H H I i  OCTaIOTCR 6e3 U3MeHeHHII H B TOM CJIyVae, 

KOrAa rIeTbIPeXYr0JIbHWK HaJIeI'BeT CaM H a  ce611 (CM. 5 14 rn.  I). 
5 2. P a c c ~ o ~ p u ~  T e n e p b  T e  cnysau, B K O T O P ~ I X  rpynna y p a B a e -  

HHII (1) npeo6pa3ye~ B c e 6 ~  H e K o T o p y r o  O K ~ ~ X H O C T ~ .  T a ~ x x  cny- 
s a e B ,  KaK MbI BHneAH,  6 y n e ~  TpH:  

H a s H e ~  co cnysan n e p a o r o .  O n p e n e n u ~  q no ( P o p ~ y n e  (43). Oco- 
6 b 1 ~  TOPKaM 0, a H 1 6 y ~ y ~  COOTBeTCTBOBaTb H a  IIJIOCKOCTH 7)  H a s a -  

no KOOpAHHaT, 6 e c ~ o H e . 1 ~ 0  LIaJIeKWi TOYKa H TOrIKa 7 ~ f f ( X 0 ) ,  JIeXa- 
uas~ H a  s e u e c ~ s e ~ ~ o f i  OCH. Y e ~ s e p ~ m  B e p m a a a  s e T b I p e x y r o n b -  

HHKa T a M e  ,UOlI)KH& neH(aTb H a  B ~ U ~ ~ C T B ~ H H O #  OCH. ~PAHAMWX BO 

BHHMaHHe TeOPeMY 6, MbI IIOlIYWiM PeTbIPeXYI'OJIbHHK, u306pame~- 
HbIfi H a  PUC. 1. T o s ~ a  A HaXOnHTCR B H a s a n e  KOOpAUHaT, IIpIiMaSI 

AB c o s n a n a e T  c s e l r r e c ~ s e ~ ~ o f i  ocbm H 0 6 e  n p R M m e  H 0 6 e  OKPYW- 

HOCTH OpTOrOHanbHbI K 0T0fi OCH. B~PIIIHHH ~eTbIpf3XYI'OJIbHHKa 

COOTBeTCTByIOT OCO 6 b 1 ~  TOrIKaM YPaBHeHUJ3 (1) CAeAYIOUlHM o6pa- 
30M: T 0 9 K a  A COOTBeTCTBYeT TOrIKe X = 0, TOgKa B COOTBeTCTBYeT 

TOgKe X = 00, TOPKa C COOTBeTCTBYeT TOgKe X = 1, TOsKa J COOT- 

BeTCTBYeT TOVKe X = a. 
COB~~II IHM H a n  n n o c K o c T b r o  q T a K o e  nusefiaoe n p e o 6 p a 3 0 s a ~ ~ e ,  

s ~ 0 6 b 1  ~ ~ C K O H ~ ~ H O  n a n e K a a  T o s K a  nemana BHYTPH s e T b r p e x y r o n b -  

HHKa, O ~ ~ ~ ~ O B ~ H H O I ' O  IIpOnOJImeHUeM CTOPOH p&CCMaTpHB&eMOI'O 

seTbIpeXyrOJIbHHKa.  H p H  BTOM ~ e T b I p e X y r O J I b H H K  IIpHMeT B a n ,  yKa- 

3aHHbIfi H a  PHC. 2 ,  H 6 y n e ~  OKPYmeH 'IeTbIpbMH KpYraMH. EcJIH MbI 

O T O ~ P & ~ H M  qeTbIpeXyrOJIbHHK B OKPYmHOCTH K ~ K O I ' O - n u 6 0  113 BTHX 



JIBeHaAUaTbIO KPYraMA. E c n ~  Mhl 6 y n e ~  0 ~ 0 6 p ~ a T b  BCe s e T b I p  ex- 
YrOnbHHKA  TO# O ~ J I & C T A  B AX C B O ~ O A H M X  CTOpOHaX, TO IlOnYrIAM 

o 6 n a c ~ b ,  O K p y X e H H y m  TPUJlUaTbIO IUeCTbIO KPYI'aMH, A T. A. Boo6- 
W e  IIOCJIe n TaKAX O T O ~ ~ ~ ) K ~ H H #  II0JIyYHTC.R o 6 n a c ~ b ,  OKpyXeHHaR 

4 .3"  KPYI'BMA. 

H ~ ~ O C ~ ~ A C T B ~ H H O  s c H o ,  YTo n p A  n o c n e A o B a T e n b H M x  o ~ o 6 p a m e -  
HARX H o B o e  nonomeme u e T M p e x y r o n b H m a  o ~ a 3 b m a e ~ c s  BHYTPH 

T0f i  OKPYXHOCTH, B KOTOPO# IIpOH3BOAHnOCb 0 ~ 0 6 p a > r t e ~ A e ,  a BCR 

COBOKYnHOCTb YXe IIOnyYeHHbIX YeTbIpeXyrOnbHAKOB - BHe a T 0 f i  

OKPYXHOCTA. M ~ I  BAAAM, TaKAM 0 6 p a 3 0 ~ ,  ZIT0 0 6 n a ~ ~ b  ~ H & Z I ~ H A #  

H m A e  He HaneI 'BeT C a M a  H a  c e 6 ~ .  ~ ~ M ~ T H M  n p A  BTOM, n T 0  A n R  HaC 

CYWeCTBeHHhlM RBJIReTCR nMllIb TO O ~ C T O R T ~ J I ~ C T B O ,  YTO OKPYXHO- 

CTA, 06pa3ymm~e CTOpOHhl rIeTbIpeXyI'OJIbHAKa, H e  nepeCeKaIOTCR 

IIpA IIpOAOnXeHAA. T ~ K H M  0 6 p a 3 0 ~ ,  B PaCCMaTPABaeMOM cnysae 
r p y I I r I a  YpaBHeHAR 6 y A e T  C O ~ C T B ~ H H O  n p e p ~ ~ ~ o k ,  M YIIOMRHYTM# 

BbIIUe rUeCTAYrOnbHHK ~ Y A ~ T  + Y H L [ & M ~ H T & ~ ~ H ~ ~ M  MHOrOYrOnbHHKOM 

r p y n m .  K p o ~ e  TOI'O, B aTOM C n y 4 a e  BCe IIOACTaHOBKIl 6 y w ~  npe- 
0 6 p a 3 0 B h l B a ~ b  B ce6s BemeCTBeHHyIo OCb (CM. PAC. 1) A rpynna 
6 y n e ~  + ~ K C O B O #  r p y I I I I 0 f i  C I IpeAenbHMM KpyI'OM (CM. § 14 r n .  I), a 
X 6 y n e ~  I $ ~ K C O B O ~ ~  (PYHWM~# OT )1. 



5 3. P a 3 6 e p e ~  T e n e p b  y c n o m e  (2). O n p e ~ e n a ~  q o n m b  no 4op- 
M y n e  (43). B a T o M  cnysae K O I I ~ O P M H O ~  ~ 3 0 6 p a x e ~ u e  nonynnocxo- 
CTH IIpeACTaBHTCsi B BHAe ~ e T b l p e X y r O J I b H H K a ,  H ~ O ~ ~ W ~ H H O I - 0  H a  

PHC. 3, KaK a T 0  HeIIOCpeACTBeHHO siCH0 H3 P ~ C C Y % A ~ H H #  3 12  rJI. 11. 

T o s ~ a  A ,  H a X O A H ~ a s i C s i  B H a s a n e  KOOpAUHaT, COOTBeTCTBYeT 

TOqKaM X = 0 W 2 = W ,  a 6 e c ~ o ~ e s ~ o  yAaneHHasi  TOrlKa J- 
TOsKaM 2 = a H X = 1. KOHTYPOM '4eTbIpeXYrOnbHHKa siBJIH- 

eTCsi ACJDEJBAFA22, I I p H s e M  IIOCneAOBaTenbHOCTb ~ Y K B  COOT- 

BeTCTByeT IIOlfOXHTenbHOMy 0 6 x 0 ~ ~  IIO KOHTYPY.  TOT s e T b l p e X -  

YrOJILHHK 6 y n e ~  HMeTb JIHUIb TPW Pa3JlHPHbIX O T O ~ ~ ~ ~ ~ H M H ,  a BCH- 

KH# n o c J I e ~ y I O ~ H f i - -  JlHIlIb ABa, ~ 6 0  ABe CTOpOHbI KamAOrO H3 se -  
TbIpeXYrOnbHHKOB ~ Y A ~ T  HaXOAHTbCsi H a  0 ~ ~ 0 %  H TO# X e  OKPYXC- 

HOCTH. B OCHOBHOM, '4eTbIpeXyrOJlbHHK- 3TO CYTb CTOpOHbI AC U 

AB.  E c n ~  6b1 M ~ I  CoBepLuHnH o ~ o 6 p a x e ~ ~ e  s e T b I p e x y r o n b H H K a  B 

o6eax 3THX CTOpOHaX, TO n o n y q H n H  6b1 A B a  H a n e r a m u a x  A p y r  H a  

A p y r a  '-IeTblpeXyrOJIbHHKa, HO IIpH 3TOM OAHHaKOBblM 3HitqeHHRM 7) 

COOTBeTCTBOBanH 6b1 H OAUHaKOBble 3HaqeHHII 2. 

n p ~  o ~ o 6 p a x e ~ a H  B A C  M ~ I ,  MCXOAH ~3 s e p x H e #  nonynnoceo- 
CTH, AOCTHraeM HOBOrO 3Ha9eHHsi 2, IIepeXOAR qepe3 OTpe30K (0, a ) ,  
a npu 0 ~ 0 6 p a x e ~ u u  B A B  MbI n p H  OAHHaKOBbIX 3HaqeHHffX 2 AO- 

c T H r a e M  T e x  me 3 ~ a s e ~ u #  2, nepexoarra sepes o ~ p e 3 0 ~  (1, m).  AH^- 
n o r H s H b I e  O ~ C T O I I T ~ J I ~ C T B ~  6 y ~ y ~  UMeTb MeCTO H B IIOCJleAyIoIIlHX 

W2TbIpeXyrOnbHHKaX. M ~ I  6 y ~ e ~  BMeCTO ABYX OAHHaKOBblX o ~ o 6 p a -  
X ~ H U #  P a C C M a T p H B a T b  OAHO 0 ~ 0 6 p a x e ~ u e .  

T ~ K  KaK T p H  OKpymHOCTH, 06pasyrouae ~eTbIpeXyrOJlbHHK,  H e  

nepeceKamTcj=i, TO 0 6 n a c ~ b  3 ~ a s e ~ u f i  q, IIonyseHHaj=I n p M  IIOMOIUH 

IIOCJleAOBaTeJlbHbIX 0 ~ 0 6 p a x e ~ a # ,  HHrAe H e  H a n s i x e T  C a M a  H a  ce611, 
H 2 6 y ~ e ~  O A H O ~ H ~ ~ I H O #  # I y ~ ~ I @ f e f i  7. 



Bce CTOPOHbI ZIeTbIpeXyI'OJIbHAKa OPTOrOHanbHbI B ~ W ~ C T B ~ H H O #  

OCH, H r p y I I I I a  YpaBHeHAJI (1) 6 y ~ e ~  ( P ~ K C O B O % ~  r p y I I I I 0 G  C rJlaBHbIM 

KpYrOM (CM. 8 14 rn. I), a X 6 y n e ~  ( P ~ K C O B O ~ ~  (PYHKUH~# OT 7). 

Ef3 8 10 m. 11 BHAHO, YTO B PaCCMaTPHBaeMOM CJIyYae  M e m A y  IIpO- 

H3BOAJTIUHMH IIOACTaHOBKaMH rPYIIIIbI AOJIXHbI CyIUeCTBOBaTb COOT- 

HOLUeIMR. 3a IIpOH3BOAJTIUHe nOACTaHOBKH MbI IIpHMeM IIOACTaHOB- 

KH Sl , S2 H S3, Y K ~ ~ ~ H H L I ~  B 8 10 rn.  11. 
113 B b I m e  IIpHBeAeHHbIX coo6paxe~uf i  06 0 ~ 0 6 p a m e ~ a a  B AB H 

A C  H e n o c p e n c T s e H H o  c n e A y e T ,  ~ I T O ,  ~m a3 ~ e p x ~ e f i  nonynnoceo- 
CTH B HUHCHIOIO Y e p e 3  OTpe30K ( 0 , ~ )  H B 0 3 B P a I U U C b  3 a T e M  OIIJITb 

B BePXHIOIO IIOnyIIJIOCKOCTb Y e p e 3  OTPe30K (1, CO), MbI BepHeMCJI K 

HCXOAHO# BeTBH ( P Y H K ~ H  77, T. e. M e m A y  I I p O H 3 B O ~ ~ H M H  n0ACl.a- 

HOBKaMH CyIUeCTByeT COOTHOIUeHHe 

~ o K U K ~ M ,  YTO HHKaKOrO APYrOrO COOTHOIUeHHR, OTJIHYHOrO OT 

BTOI'O, 6 b I ~ b  H e  MOmeT. 

~ Y C T ~  TaKOe COOTHOIUeHHe CYIUeCTBYeT. n o J I b 3 y J T c b  COOTHOIUe- 
1 

HHeM (4), HCKJIIOrIHM H 3  aTOrO COOTHOIUeHHJT IIOACTaHOBKH S3 H Si . 
BEHAY T o r o ,  ~ I T O  n p e A n o n a r a e M o e  cooTHoIIIeHHe o T n a r I H o  OT (4)) 
nocne TaKOrO HCKJlIorIeHHJI OH0 H e  IIpeBpaTHTCJI B TOWAeCTBeHHOe 

COOTHOIUeHHe M e X A y  IIOACTaHOBKaMH S1, S 2 ,  SF H SF l .  Kaxnas 
H3 I3TMX IIOACTaHOBOK PaCIIaAaeTCJT H a  A B a  o ~ o 6 p a x e ~ H a .  

I I p a s e ~ e ~  s a ~ e ~  neaym r I a c T b  n p e m o n a r a e M o r o  c o o T H o m e H H a  

M e X m  IIOACTaHOBXaMH K I I p ~ c ~ e f i I U e ~ y  BHAY, T. e. HCKJlIoYHM B03- 

MOmHOCTb HeIIOCpeACTBVlHHOI'O ClIeAOBaHHJT3a ~a~ofi-nk160 IIOACTa- 

HOBKO# IIOACTaHOBKM, efi 0 6 p a ~ ~ o i i ,  H BbIAeJIHM IIOTOM r p y I I n b I  S 2 S l  

H S I ~ S T ~ ,  eCnH OHM BCTpeTJTTCJT. H ~ ~ O C ~ ~ A C T B ~ H H O  JTCHO, YTO Ka- 

M3 TaXHX rpynn 6 y ~ e ~  COOTBeTCTBOBaTb ABa,  a H e  r IeTbIpe  

0 ~ 0 6 p a m e ~ ~ s .  

~ ~ M ~ H H M  ~ e I I e p b  B COOTHOIUeHHH OTAeJlbHbIe IIOACTaHOBKH H TOnb- 

KO YTO yKa3aHHbIe rpyI I I IbI  COOTBeTCTBYIOWHMH O T O ~ P ~ ~ ~ ( ~ H H R M H .  

MM n o n y n H M  nocne a T o r o ,  x a K  a T o  n e r K o  s H A e T b ,  T a K y m  nocneno- 
BaTeJIbHOCTb o ~ o 6 p a m e ~ ~ f i ,  B KOTOPOB ABa OAHHaKOBbIX o~o6pame-  
HHR H e  MOrYT CJIeAOBaTb OAHO 3a APYrHM. HO MM BbIIIIe BHAenH, 

rITO TaKaJT IIOCJleAOBaTenbHOCTb o ~ o 6 p a x e ~ a R  IIpHBeAeT HaC K HO- 

BbIM 3HarIeIIHRM 7)*, H IIOTOMY T e  IIOACTaHOBKH, KOTOPbIe CTOJTT B 

n e ~ o i i  v a c T H  n p e m o n a r a e M o r o  COOTHOIUeHHR H KOTOPbIe MH 3 a ~ e -  

*O s a M e H e  OCHOBHHX o ~ o 6 p a w e ~ ~ i i  n o c n e , q o s a T e n m r = a M n  0 ~ 0 6 p a m e ~ ~ f i ~ 1 . r  

B C e T H  Z l e T b l P e X Y r O J I b H H K O B  CM. 5 9 r J I . 1 .  



HHnH O T O ~ ~ ~ X ~ H H R M H ,  H e  MOrYT A a T b  B p e 3 y J I b T a T e  TOWAeCTBeH- 

~ 0 f i  IIOACTaHOBKH. C J I ~ A O B ~ T ~ ~ ~ H O ,  BCRKOe COOTHOIUeHHe MeW,lQl 

npOH3BOARUHMH IIOACTaHOBKaMH r p y n n b l  RBnReTCR CJIeACTBHeM CO- 

OTHOIUeHHR (4). 
C O B ~ ~ I U ~ H H O  TaK W e  Mbl MOrJIH 6~31 PaCCMOTPeTb ~ J I y q a f i  (3), no- 

P a c c y ~ c n e ~ u f i  n o c n e n H H x  ABYX n a p a r p a + o ~  npwBoART H a c  K cneny- 
muefi T e o p e M e :  

Teope~a 7. B lJpaf3HeHUU (1) npu O ~ H O M  U mOAbKO O ~ H O M  3HOYe- 
H U U  napawempa = Xo nesaeucuwax nepewennax 6ydem giy~coeoii 
qiyxxyuea c npebenbnuw rcpyzow vacmnozo deyz ne3aeucuMbzz unme- 
zpanoe emozo ypaenenux, npuvew e emow cnyvae w e x d y  npouseo- 
d x q u w u  n o d c m a n o e ~ a w u  Sl, S2 u S3 zpynnbz ypaenenux ne cyqe-  
cmeyem nurcarcuz coomnourenuii. B emow x e  ypilenenuu npu deyz u 
monarco deyz  s xavexuxz  napawempa X = p-1 u X = p1 nesaeucuwax 
nepewennax 6ydem qiy~coeoii  qiyx rcqueii c znaen bzw rcpyzow vacmno- 
zo deyz  He3aeUCUMbZZ unmezpanoe,  u e rcaxdow u3 3muz cnyvaee 
w e x d y  ebzurey~asannbtwu npouseodxquwu  nodcmanoe~awu  zpynnbz 
ypaenenux 6ydem cyqecmeoeamb eduncmeennoe nesaeucuwoe coom- 
notuenue, e cuny Komopozo npouseedenue nercomopbzz beyz u s  yrcasan- 
nblz ebzure nodcmanoeorc paenocunano moxdecmeenno i i  nodcmanoe- 
rce. 

O n p e ~ e n ~ ~  71 no + o p ~ y n e  (43) npen~nyuef i  r n a s b I .  IIpw X = Xo 
veTbIpeXyrOJIbHHK 6 y n e ~  HMeTb BHA, Y K ~ ~ ~ H H H #  H a  pHC. 1. H p H  

H3MeHeHHH BePlIlHHbl A H J ~ Y A Y T  OCTaBaTbCR HeH3MeHHbIMH1 a 
BeplIlHHbI B H C ~ Y A Y T  ABHritTbCR, IIPHrIeM JIerKO BHAeTb, rITO KOM- 

n n e K c H u e  K o o p A H H a T u  HX 6 y A y ~  a H a n H T H r I e c m M H  (P~HKUHRMH A.  
H a n p ~ ~ e p ,  KOOpAHHaTa BePIUHHbI C HMeeT BHA 

n p H  BCRKOM 3HarIeHHH TOrIKH A, B H C, KaK MbI YnOMHHanH B $ 12 
rn.  11, 6 y n y ~  HaXOAHTbCR H a  0 ~ ~ 0 3  n p R ~ 0 f i .  

B $ 9 rn .  11 MbI BHAeJIH, rIT0 n p H  YCJIOBHH (5) &(A) H P(X)- 
OTpHUaTeJIbHbI. K ~ o M ~  TOrO, I IpHHHMM BO BHHMaHHe c p o p ~ y n y  



P w c .  4 

(33) rn.11, a T a M e  TO,  VTO 7(X) H e  0 6 p a w a e ~ c f f  B H y n b  BHYTPH 

H H T e p s a n a  (pl , X o ) ,  MH BHAHM, VTO 7(X) n o n o m H T e n b H a  n p ~  ycno- 
BHH ( 5 ) ,  H OTpe30K AC 6 y ~ e ~  TaKHM 0 6 p a 3 0 ~  HaXOLUlTbCR B Wm- 
Hefi  n o n y n n o c K o c T H  H 6 y ~ e ~  0 6 p a 3 0 ~ h l B a T b  C OTPHUaTeJIbHbIM Ha- 

n p a s n e m e M  s e w e c ~ s e ~ ~ o i t  OCH yron, s a ~ n m u a w ~ f i c ~  M e x n y  0 H 

~ / 2 * .  ~ P H H H M ~ J I  BO BHHMaHHe TeOPeMY 6, MOmeMl TaKHM o 6 p a s o ~ ,  
YTBepXAaTb,  VTO VeTHPeXyrOJIbHHK 6 y n e ~  HMeTb BHA, Y K B ~ ~ H H ~ I #  

H a  pxc. 4. 

'Yr0Jl e T O T ,  KaK BHRHO H 3  B b l p a m e H H R  KOOPRHHBThl: TOYKH C, ~ Y A ~ T  He-  

n p e p b l B H 0  MeHRTbCR I l p H  H e n p e p h l : B H O M  H 3 M e H e H H H  H 6y ,qe~  n p H 6 J l H m a ~ b c ~  

K n /2 .  







M c c n e n y e ~  B o n p o c  o n e p e c e n e H a H  CTOPOH r I e T b I p e x y r o n b H u K a  

I IpH HX IIPOAOnXeHMH. ~ ~ P ~ C ~ K & T ~ C R  MOrYT JIHLUb IIPOAOnXeHMR 

IIpOTHBOIIOJlOXHbIX CTOPOH rIeTbIPeXYI'OJIbHHKa, HO IIpRM&JT CJ, He 

n e p e c e K a R  A y r M  AB,  OTCTOHT OT MHHMO# OCH H a  PaCCTORHHH, 6 0 n b -  

rueM A u a M e T p a  O K ~ ~ X H O C T M ,  KOTOPOG n p u H a A n e m u T  A y r a  AB,  H 

n o T o M y  npRMarr  3 ~ a  npu c B o e M  n p o A o n x e H m  H e  M o x e T  n e p e c e r I b  

TOnbKO rITO Y K B ~ ~ H H O %  OKPYXHOCTH. M T ~ K ,  MOXeT I~POI.I~O#TII 

n H m b  n e p e c e r I e H u e  O X ~ ~ X H O C T H ,  H a  K O T O P O ~ ~  n e x m  C T o p o H a  BC, c 
o ~ p ~ u a ~ e n b ~ o f i  r I a c T b m  M H H M O ~ ~  OCH. n e p e c e v e ~ ~ e  a T o  0 6 ~ 3 a ~ e n b -  

HO I I P o H ~ o # A ~ T ,  e C n H  Y r O n  M e X A y  OTpe3KaMI.r A C  H O T ~ H U ~ T ~ J ~ ~ H O #  

r IaCTbl0  B ~ U ~ C T B ~ H H O #  OCH CTaHeT PaBHbIM ~ / 4 .  
O ~ O ~ H ~ ~ I H M  ~ Y K B O K )  D TY TOrIKY IIepeCerIeHHH, KOTOpaR 6 y ~ e ~  

6 n ~ m e  K TOrIKe A (CM. p ~ c . 4 , d ) ' ~ .  ~ P O A O ~ X ~ H H R  A y r  AB, CB H 

MHHMO# OCH 06pa3y lo~  I lpH aTOM TPeYrOnbHHK ABD, ma yrna  KO- 

TOpOrO PaBHbI HYJIK), a BelIHrIHHy yrna IIpH BepIllHHe D 0603~a11.1~ 

~ Y K B O %  p. 
K , o M I I J I ~ K c H ~ I ~  KOOPAHHaTbI TOrIeK B H C MeHRIOTCR HeIIpepbIB- 

HO I l p H  HeIlpepbIBHOM H3MeHeHHH A ,  MOXHO HOBTOMY YTBepXAaTb,  

~ I T O  n p H  3 ~ a v e ~ 1 . r ~ ~  A ,  AocTaTorIHo 6 n ~ 3 ~ a x  K A o ,  ~ K ~ ~ ~ H H O I - o  BH- 

rue n e p e c e r I e H u s  npow3oii.r~ He M o m e T  H ~ I T O  npsi HanHrIHn T a K o r o  

IIepeCerIeHHR cp 6 y n e ~  H e I I p e p b l ~ H ~ #  $J'~KuHefi A H ~ Y A ~ T  YAOBJIe- 

TBOPRTb YCJIOBHRM 

0 < cp < n,  lim cp = n. 
X=p-1 

(6) 

3 5 .  M b r  BHAHM, TaKHM 0 6 p a 3 0 ~ ,  rIT0 npw c o 6 n m n e ~ u ~  YCnOBHR 

(5) cp n p w H H M a e T  nm6oe 3 ~ a r 1 e ~ ~ e ,  ynosneTBoprrlolrreeHepaseHcTBy 

(6). 
MH AOKaXeM CJIeAYIOUYK> TeOpeMY: 

T e o p e ~ a  8. I lpu  co6nmdenuu  y c n o e u a  (5) cp n p u n u u a e m  nm6oe 
3 n a r e n u e ,  y d o e n e m e o p a m q e e  n e p a e e n c m e y  (6), n u m a  o d u n  pas .  

L[nR n o x a 3 a ~ e n b c ~ s a  3 ~ 0 %  T e o p e M b r  y c T a H o s H M  c H a r I a n a  cneny- 
MlrryK) JleMMy: 

a e ~ ~ a  4. T p  e yzon a n u r ,  o zpanurenna t i l  b y 2 a ~ u  orpymcxocmeu',  
e n o n n e  o n p e a e n e n ,  e c n u  useecmna t  ezo  eepulunai ,  ymat  npu  eep -  
u lunax  u n o p a d o r  c n e d o e a n u a  eepu lun  n p u  nonomcumenbnoM 0 6 ~ 0 d e  
r o n m y p a .  

n p e , 5 I I 0 J l a r a e ~ ~ R ,  rIT0 TpeyrOJlbHcIK 6 y n e ~  OAHOCBR3HblMH H e  6y- 
AeT HMeTb TOrIeK pa3BeTBJleHHR BHYTpH H H a  CTOpOHaX. B~PLUHHLI 
6 y ~ y ~  TOrIKaMH pa3BeTBneHHfX1 eCnH COOTBeTCTByIOUHe y r n b r  6 o n b -  

rue 2n. 



~ ~ ~ ~ I I o J I o x M M ,  q T O  hZbI M M e e M  A B a  T p e y r O n b H M K a  C Y K a 3 a H H b I -  

MM B Y C n O B M f l X  n e M M b I  C B O ~ ~ C T B B M M .  ~ Y C T ~  7)(X) M 7 ) i ( X )  6 y n y ~  
~ Y H K ~ M M ,  n p e o 6 p a 3 y m m ~ e  K O H ~ O P M H O  B e p x H I O m  ~ O J I ~ ~ J I O C K O C T ~  B 

a T H  ma T p e y r O J I b H M K a  T a K ,  r I T 0  B e p l l r H H b I  T P e Y r O J I b H W K O B  (0aLi~a- 
K O B M ~ )  C O O T B e T C T B Y m T  T O r I K a M  X = 0, X = 1 M X = 03.  TO M O m H O  

c n e n a T b  B s M n y  y ~ a 3 a ~ ~ o r o  B YCJIOBMIIX n e M M u  nopan~a cnenosa- 
H n a  s e p m m .  

C 0 B e p l l I e ~ H 0  TBKMM W e  I I p M e M O M ,  K O T O P ~ I ~ ~  M b l  ~ I I O T ~ ~ ~ J I R J I M  B 

§ 13 rJI. 11, MOW130 I I O K a 3 a T b l  r I T O  7) M 7)l 6 y n y ~  r I a C T H b l M M  n B Y X  H e -  

~ ~ B M C M M ~ I X  M H T e r p a n o B  y p a ~ ~ e ~ u f i *  

E p M r I e M  M b l  0 6 0 3 ~ a r I ~ J l M  rIepe3 U l i T ,  UpiT M U3iT yrnbl T p e Y I ' O J I b H M K O B ,  

B e p l l r M H b I  K O T O P b I X  C O O T B e T C T B Y I O T  T O r I K a M  X = 0, 2 = 1 M X = 03. 

T ~ K H M  0 6 p a 3 0 ~ ,  7) M '71 n O n W H b I 6 b I ~ b  C B R 3 a H b l  I I M ~ e f i ~ o f i  3 a B M C H M O -  

C T b m ,  K O T O P a R  B n a H H O M  C J I Y r I a e  n p e B P & I U & e T C I I  B T O W L l e C T B e H H O e  

C O O T H O m e H M e  7)l = 7), T a K  K a K  B e p U M H b I  o6onx T P e Y r O n b H H K O B  CO- 

O T B e T c T B y m T  c a M H  ce6e. I lpu  TOM M ~ I  n p e n n o n a r a e M ,   TO B c e  T ~ H  

B e P I l l H H b I  T p e Y r O J I b H H K O B  n e ? K a T  B p a 3 J I M r I H b I X  T O r I K a X  I I J IOCKOCTH,  

M H a r I e  n e M M a  4 H e  M M e e T  M ~ c T ~ * * .  

§ 6. ~ ~ P ~ X O ~ H M  T e n e p b  K A O K a 3 a T e J I b C T B Y  T e O p e M b I  8. 
C n e n a e ~  n p e n n o n o w e H M e ,  o 6 p a ~ ~ o e  y T s e p m n e H H m  3 ~ 0 %  T e o p e -  

M ~ I ,  T. e. n p e n n o n o w M M ,    TO cp n p w w M a e T  H e K o T o p o e  3 ~ a r 1 e ~ ~ e  cpo 
npn n B y x  ~ ~ ~ ~ M ~ I H L I X  ~ H ~ ~ I ~ H M I I X  X I ,  y n o B n e T B o p r r m W M x  ycnosnm 
(5). 0 6 0 3 ~ ~ 4 ~ ~  3 T M  3 H a r I e H M I I  ~ Y K B ~ M M  A' M A". 

Q o p ~ y n a  (43) npenmnymefi rnasm onpenenm ~ ( x ,  A'),  ~ ( x ,  A"), 
M M b l  6 y n e ~  M M e T b  H a  I I J IOCKOCTH I I ~ ~ ~ M ~ H H o R  7) n B a  r I e T b l p e x -  

Y r O n b H M K a :  AlBlClJl M A 2 B 2 C 2 J 2  H n B a  T p e Y I ' O J I b H M K a :  AIBIDl 
M A 2 B 2 D 2 ,  BHA K O T O ~ ~ I X  MU onpenenunu B 4. 

B T p e y r o n b H m a x  AlBlDl H A 2 B z D 2  yrnbI npu s e p m m a x  Dl M 

D2 P a B H b I  no I l p e n I I O J I O W e H M I O  cpo, a O C T a n b H b I e  yrnbl p a B H b I  HYJI lO.  

C O B ~ ~ I U M M  H a n  B T O P b I M  T P e Y r O l l b H H K O M  H C B f 3 3 a H H b l M  C HMM Y e -  

T b I p e X y r O n b H M K O M  T a K O e  J I M ~ e f i H o e  n p e o 6 p a 3 o s a ~ ~ e ~  '4~0661 TOrIKM 

A2, B2 M D2 C O B n a n M  6b1 c T o r l K a M M  All  B1 M C1. B y n e ~  060- 
3 H a r I a T b  7)(X, A') I I P O C T O  ~ Y K B O H )  7), a n p e o 6 p a 3 0 s a ~ ~ b l e  3 H a r I e H H R  

7)(x, A") - ~ Y K B O ~  ~ 1 .  3 ~ a  6 y ~ s a  6 y n e ~  ~ 3 0 6 p a m a ~ b  r I a c T H o e  H e -  

K O T O P b l X  A B Y X  I I e 3 a B M C W M b l X  M H T e r p a A O B  Y P a B H e H M R  (1) npenbmy- 
u e r o  naparpa4a npu A = A". 

 TO e C T b  T .  H.  K L H O H H Z l e C K a R  @OPML Y p a B H e H H I I  Gauss'a. 
**CM. Schilling [IS, S. 208-2141; Klein [16, S. 841. 



B C M J I y  J I e M M b I  4 C T O p O H h I  T p e Y r O J I b H H K a  A2 B2D2 C O B n a A y T  CO 

C T O p O H a M H  T p e Y r O J I b H M K a  AIBID1. Y ~ T ~ I P ~ X Y ~ O J I ~ H H K  A2B2C2 J 2  

n p e o 6 p a 3 y e ~ c ~  n o a T o M y  C n e n y I o r r r H M  0 6 p a 3 0 ~ :  c T o p o H a  A2B2 co- 
B n a n e T  co CTOPOHOK) A I B 1 ,  C T O P O H ~  B2C2 n o # n e ~  no c ~ o p o i r e  BIC1 
H C T O p O H a  A2 Jz ~ O # A ~ T  no C T O p O H e  A1 J1 .  O T H O C U T ~ J I ~ H O  H O B O r O  

I I O J I O X e H U R  T O r I K H  C2 M O X H O  C A e J I a T b  T p H  I I p e A I I O J I O X e H I I I I :  

1) C2 C O B n a A e T  C C 1 ;  
2) C2 6 y n e ~  n e m a T b  H a  c T o p o H e  BlC1; 
3) C2 6 y n e ~  n e H t a T b  H a  n p o A o n m e H a H  c ~ o p o ~ i b r  BIC1. 

Pwc. 5 

B I I e p B O M  C J I y r I a e  n p e o 6 p a 3 0 ~ a ~ ~ b r i i  v e T b I p e X y r O J I b H H K  A O J I X e H  

C O B n a C T b  C ~ e T b I p e X y r O J I b H H K O M  A1 BICIJ1, H O ,  K a K  M b I  B H A e J I H  B 

5 14 r J I .  11, O A H O M y  U T O M Y  Xe r I e T b I p e X y r O J I b H H K y  M O X e T  COOTBeT-  

C T B o s a T b  n H m b  OAHO Y p a B H e H H e  B u A a  (1) n p e ~ b r n y ~ e i i  r n a B M ,  e c n H  

T p e M  er0 O I I p e A e J I e H H b l M  B e p I L l U H a M  C O O T B e T C T B y l O T  TO'IKU O , 1  U 00. 

C J I ~ A O B ~ T ~ J I ~ H O ,  B ZITOM C J I y l I a e  A O J I X H O  6b1~b 

A" = A'. 



3 T y  TOrIKY ~ Y K B O M  E. Y e ~ b ~ p e x y r ~ J l b H ~ K  A2 B2C2 J2 I I p e B p a T H T C R  B 

r I e T b I p e X y r O J l b H W K  A1 B1C3E, H 3 T O T  n 0 c I I e A H W f i  6 y ~ e ~  C O C T a B J l R T b  

J IHUIb  ' I a C T b  Y e T b I p e X y r O J I b H W K a  A1 B1 C1 J1 (CM. pWC.  5). 0 6 a  rIeTb1-  

P e X y r O J I b H H K a  R B J I R M T C R  K O H ~ O P M H ~ I M  H 3 0  6 p a r n e ~ ~ e ~  B e p x H e f i  no- 
n y n n o c K o c m ,  n p a r I e M  oco6b1e T O ~ I K W ,  nexiawae H a  s e ~ e c ~ s e ~ ~ o i i  
O C H ,  B O ~ O H X  C J l Y Y M X  ~ Y A Y T  OAHW H T e  me. Hanarrre~ C O O T H O I l I e -  

HWR, A a M l u W e  B T H  K O H ~ O P M H ~ I ~  n p e o 6 p a 3 0 s a ~ w ~ :  

@YHKUWR 3 T a  n p e o 6 p a 3 y e ~  ' I e T b I p e X y r O J l b H W K  Al BICl Jl B Y e T b I -  

p e X y r O J I b H W K  A1B1C3E, n p m e M  B c H n y  B b I U I e y K a 3 a H H O r O  T O Z A e -  

C T B a  O C O ~ ~ I X  T O ' I e K  H a  B ~ U ~ C T B ~ H H O ~ ~  O C H  B e p U I W H a M  I I e p B O r O  ' I e T b I -  

p e X y r O J l b l 3 W K a  C O O T B e T C T B Y M T  B e P U I W H b I  B T O P O r O  Y e T b I p e X y r O J I b -  

H H K a .  ~ O K ~ X ~ M ,  r I T 0  T a K O e  n p e o 6 p a 3 0 s a ~ ~ e  H e B 0 3 M O X H O .  

§ 7. Ecna M b I  C T a H e M  0 ~ 0 6 p a Z a T b  ' I e T b I P e X Y r O J I b H W K  AIBICIJl 
B ero C T O p O H a X ,  T O  (PYHKUMR (8) M O m e T  6 b 1 T b  H a  OCHOBBHWH IIpWHUW- 

na c a M M e T p e H  a H a n a T a r I e c x a  n p o n o n m e H a  BO B H O B ~  n o n y r I e H H b I e  

' I e T b I p e X y r O J l b H W K W  H n p e o 6 p a 3 y e ~  WX B ' I e T b I p e X y r O J l b H W K W ,  KO- 

T O p b I e  n O J I y r I a M T C R  W 3  ' I e T b I p e X y r O n b H W K a  A1B1C3E I I p W  n O M O l u W  

o ~ o 6 p a x e ~ a ~  B C O O T B e T C T B y M U W X  C T O p O H a X .  

O ~ C ~ H ~ ~ I H M  ~ Y K B O X )  &1 0 6 n a c ~ b ,  C O C T O R U ~ X )  ~3 ' I e T b I p e x y r o n b -  

H H K a  AIBICIJl W ero o ~ o 6 p a x e ~ a f i  B C T O p O H a X  AIJ1,  AIBl H 

BIC1, a ~ Y K B O M  &2 -06JI&C.Tb1 COCTOHL4YX) W 3  ' I e T b I p e X y r O n b H W K a  

A1B1C3E w ero o ~ o 6 p a m e ~ a f i  B c T o p o H a x  A I E ,  AIBl H B1C3, npa- 
' I e M  M b I  WCKJIM'IWM A 3  P a C C M O T P e H W R  B 0 6 e ~ x  O ~ J I ~ C T R X  B e p U I W H b I  

r I e T b I p e X y r O l I b H W K O B .  

H e n o c p e ~ c ~ s e ~ ~ o  BwAHO,  r I T o  o 6 n a c ~ ~  a f2  H e  H a n e r a m T  ca- 
M H  H a  c e 6 ~  W 9 T O  0 6 n a c ~ b  &2 JleXWT H a  K O H e ' I H O M  P a C C T O R H H W  H 

C O C T a B n R e T  J I H U I b  9 a C T b  o 6 n a c ~ ~  81. ~ P ~ H K U H H  (8) npeo6pa3ye~  B 

cany B b I U I e C K a 3 7 L H H O r O  o 6 n a c ~ b  &1 B o 6 n a c ~ b  E2. C n e n o s a ~ e n b ~ o ,  
(PYHKUWR 3 T a  6 y ~ e ~  ~ o J I o M o ~ + H o ~ ~  + y H K U W e f i  B o 6 n a c ~ a  81, 6 y ~ e ~  
I I p H H H M a T b  B 3 ~ 0 f i  0 6 n a c ~ w  B C R K O ~  C B O e  3 ~ a r I e ~ ~ e  H e  6onee O A H O r O  

pa3al H K ~ e f i  6 y n e ~  n p a n o m a M  a n r 0 p m h . r  sang 

2 = I (n = 31 4 , .  . .), 
1 C l n ( ~ )  = 1Cl[1Cln-l(~)]. 

(9) 

Bce + ~ H K ~ W W  $Jn (7) ~ Y A ~ T  ~ O J I O M O P + H ~ I  B O ~ J I ~ C T W  O r p a H W ' I e H b I  

B CBO& COBOKYIIHOCTW W K a m J I a R  H 3  HWX I I p H H H M a e T  B C R K O e  C B O e  



3 H a Y e H H e  H e  6onee O A H O r O  pasa. a T H M  ( P Y H K U H R M  6 y n e ~ ,  T a K H M  

0 6 p a 3 0 ~ ,  I l p M A O X U M  n p H H U H n  C X O A H M O C T H .  

&FI I I p O C T O T b I  I l M C b M a  C O X p a H H M  T O  Xe 0 6 0 3 1 1 a q e ~ ~ e  [ H H A ~ K C O B ]  

y ( P Y H K U M ~  H n o n o m u M  

E c n ~  q H a x o m T c f i  H a  ayre BICl unu n p f i ~ o f i  A1 J 1 ,  T O  s ~ a . r e ~ n ~  
G n ( ~ )  n p U  B C f i K O M  71 H a X O A f i T C f i  T a M  me, U  T I O T O M y  $o(7j') H e  M O m e T  

6 b l ~ b  ~ O C T O R H H O ~ ~ .  M ~ I  M O H ( e M  I I O B T O M Y  Y T B e p m a a T b ,  ' I T 0  $ 0 ( ~ )  H e  

M O m e T  I l p H H H M a T b  B  06nac~11 El H U K a K O r O  3 H a ' I e H H R  6onee O A H O r O  

pasa ( C M .  f 5 B s e a e ~ m ) .  QYHKUWR $(q)  n p e o 6 p a 3 y e ~  a y r y  AIB1 B 

c e 6 ~  ( K O H U O B   TOG A y r H  M b I  H e  ~ ~ C C M ~ T ~ H B ~ ~ M ) ,  H  MbI  M O X e M  OT- 

H o c H T e n b H o  a T o r o  n p e 0 6 p a 3 0 ~ a ~ ~ f i  c n e n a T b  asa npennonomesufi: 
1) C y U e C T B y e T  H a  nyre AlBl T a K a R  T O r I K a  0 ,  Y T O  = $(a) ;  
2 )  npu namueawu T O ~ K U  q no  nyre AIBl OT T O ~ K H  A1 K T o w e  

B1 Tows $(q)  n B u x e T c R  no  a ~ o i i  me nyre B T O M  me H a n p a B n e H u w ,  

O C T a B a R C b  n O C T O R H H 0  n ~ 6 0  B n e p e A H ,  n ~ 6 0  n 0 3 a A H  TOrIKH 77. 
L ~ O K ~ X ~ M  H e B 0 3 M O X H O C T b  O ~ O H X  a T H X  I I P ~ A I I O J I O X ~ H H ~ ~ .  ~ P H  

n e p B O M  n p e A n 0 A O X e H H H  M b I  H M e e M  B ~ J I H ~ H  T O ' I K H  p a 3 J I O ) K e H H e  

swna 
$ (q )  - a = a l ( q  - a) + az (q  - a ) 2  + . . . , 

me a 1  A O J I X H O  6 b l ~ b  B e U e C T B e H H b I M  n O J I O X H T e J I b H h I M  Y W C J I O M ,  T a K  

K ~ K  B T o w e  q = a H a n p a s n e H u e  ~ a c a ~ e n b ~ o i i  ~e M e H f i e T c R  n p H  KOH- 

( P O P M H O M  n p e 0 6 p a 3 0 ~ a ~ ~ u  npu n o M o u w  ( P Y H K U W H  $ ( q ) .  Co~epruafi  
a n r o p u T M  (9), n o n y w m  

O T C I O A ~  B H A H O ,  Y T O  a 1  H e  M O X e T  6 b 1 ~ b  6onbme e A H H M U b 1 ,  ~ 6 0  n p H  

a T o M  $;(a) 6 e ~ 1 1 p e a e J I b H 0  ~ o s p a c ~ a n o  6 6 1  n p w  s o s p a c ~ a ~ w w  n ,  HO 

M h I  A O n X H b I  W M e T b  

1im $;(a) = $;(a). 
n=w 

TO'IHO T a K  me I I p e A I I O J I O m e H U e ,  Y T O  a 1  M e H b I U e  e A H H W U b I ,  I I p U B e A e T  

H a C  K  p a B e H C T B y :  

lim $;(a) = $;(a) = 0, 
n=w 

a a T O r 0  H e  M O m e T  6 b 1 ~ b ,  T a K  K a K  $ 0 ( 7 j ) ,  K a K  6 ~ n o  Y K a 3 a H O  B b I m e ,  

I l p H H H M a e T  B  0 6 n a c ~ ~  &I B C f i K O e  C B O e  3 H a ' I e H M e  H e  6onee O n H O r O  

pa3a. 
O C T ~ ~ T C I I  npennonoxmb, ' I T O  a 1  pamo e n x a u u e ,  I I y c ~ b  npx 

B T O M  B p a 3 n o w e ~ ~ ~  $ ( q )  - a no C T e n e H f i M  ( q  - a) nocne a 1  cneny- 
mun# K O B ( P ( P H L I H ~ H T ,  He 0 6 p a u a m u ~ f i c ~  B H y n b ,  6 y n e ~  a b .  T a ~ o f i  



(k) O ~ c m n a  n a n ~ o ,  VTO $,, ( a )  6 e c n p e n e n b ~ o  ~ o s p a c ~ a e ~  n p a  ~ o 3 p a -  
CTaHWM n, s e r o  He MOmeT 6 H ~ b ,  TaK KaK Mhl  MMeeM 

M ~ I  p a 3 0 6 p a n ~  nce B O ~ M O ~ H H ~  npennonomemm o 3 ~ a s e ~ ~ 1 . r  a1 M 

no~a3anH,  TaKHM 0 6 p a 3 0 ~ ,  HeB03MOmHOCTb HaIlIerO nepBoro npen- 
nonomeHHH o n p e o 6 p a 3 0 s a ~ a a  nyrH AIB1*. 

I IepeZine~  Tenepb KO BTOPOMY npennonomeHnm H AJIR onpene- 
JleHHOCTM 6 y n e ~  CYWTaTb, YTO HpH n m 6 o ~  IIOllOmeHMM T O s K M  q  Ha 
nyre  AIBl Tosxa $(q ) ,  Tome nemaruax Ha a~oZi  nyre ,  HaxonaTcrr 
6name K KOHUY B1, seM ToYKa q. 

lim an = y,  
n=m 

*CM. Bieberbach [l7, S. 5561. 

105 



I I o c ~ p o w ~  Tenepb H a  n y r e  AIBl  psin Tovex: 

P 2  = $(Pl),  

P3 = $(P2) = $2(P1), 

m e  pl - K ~ K ~ I I - J I M ~ O  T O q K a  AyrM A1 B1, nemaIuaR MeXAy TOYKaMM 
ff1 I4 f f g .  

B CMny CBOGCTB @YHKUHH $ ( r ] )  MOmeM YTBePXAaTb, YTO Pn AOJIm- 
Ha JIeW(aTb MeXAY ff, M CYn+l M,  CJIeAOBaTeJIbHO, 

lim P,, = 7 .  
n=m 

I I p a ~ a ~ a s i  BO BHxMaHxe paBeHcTBo ( lo ) ,  3 a ~ n m s a e ~ ,  s ~ o  aToro 
He MOmeT 6b1~b, TaK K a K  $o(r]) ITpMHMMaeT B O ~ J I ~ C T H  BCIIKOe 
cBoe s ~ a s e ~ ~ e  rie 6onee  onHoro pasa .  T ~ K H M  0 6 p a s o ~ ,  ~ o ~ a s a ~ a  
HeB03MOZHOCTb BTOpOrO npeAllOJIOZeHHSi 0 n p e o 6 p a 3 o ~ a ~ ~ ~  AYrH 

AIB1 M BMeCTC C TeM BnOJIHe YCTaHOBJIeHa HeB03MOmHOCTb BTOpOrO 
c n y s m ,  y ~ a 3 a ~ ~ o r o  Ha c. 102. T p e ~ a G  cnysat i  MomeT 661~b n p m e -  
AeH K O  BTOPOMY, eCnM Mbl  BMeCTO T O r O ,  9 ~ 0 6 b 1  npeo6pa30sbrsa~b 
TPeYrOnbHHK A2B2D2 B TpeyrOJIbHHK A I B I D l r  6 y ~ e ~  npeo6pa30- 
BbIBaTb AIBID1 B TpeYrOnbHMK A2B2D2.  

M ~ I  MOXSeM CrILfTaTb IIOBTOMY TeOpeMy 8 BnonHe A O K ~ ~ ~ H H O ~ .  

5 8. I I e p e G n e ~  Tenepb K MccneAoBamm 3 a ~ a w i  0 6 p a u e ~ a s i  B 

npennonomeHaH,  TO napaMeTp X ynosneTBopIIeT ycnonaro (5). 
I I p e m a p ~ ~ e n b ~ o  p e 3 1 o ~ a p y e ~  Bce c ~ a 3 a ~ ~ o e  HaMH o veTbrpex- 

y r o n m m e  ~a n n o c ~ o c ~ ~ l  n e p e ~ e ~ ~ o 5  r ] ,  o n p e n e n e ~ ~ o f i  ~ ~ B ~ H C T B O M  

(43) [rn. 111. 
HpM = X o  M = p-1 BHA ~eTbIpeXYrOJIbHMKa 6b1n HaMM yKa3aH 

H a  PHC. 1 M 3,  a 3 a ~ a s a  06parrre11~rl MccneAosaHa ( c ~ . ~ e o p e ~ y  7). 
~ P H  OCTanbHbIX 3HaqeHHRX qeTbIpeXyrOnbHHK MMeeT BHA, yKa- 
3aHHblfi H a  PHC. 4. C T O ~ O H ~ I  qeTbIpeXyr0nbHHKa H e  HaJIeraHT CaMM 
rra ce6si a we nepecexaIoTcR oAHa c npyrofi. E c n ~  npoAonmuTb 
C T O P O H ~ I ,  TO MoryT nepecevbcR n x u b  npononmeausi CTOPOH B C  M 

A J .  



~ o M I I J I ~ K c H ~ I ~  K O O P A H H a T b I  B e P I U H H  B H C C Y T b  a H a J l M T H ' I e C K H e  

(PYHKUHH A .  n p M  3 H a ' I e H H R X  A ,  ~ I I H ~ K M X  K A o ,  ~ P O , L t O n X ( e H H I I  y K a 3 a H -  

H ~ I X  T o n b K o  'ITO CTOPOH H e  6 y ~ y T  n e p e c e K a T b c 8 .  I Ipa  n a n b ~ e # m e ~  
Y M e H b I U e H W H  A M b l  A O ~ ~ A ~ M  A 0  T a K O r O  3 H a ' I e H H R  A, I l p H  K O T O P O M  

r I p o A o n X e H H e  A y r H  BC 6 y n e ~  K a C a T b C R  n p o n o n m e a H . r l I  n p J X M 0 f i  AJ. 
0 6 0 3 ~ a n a ~  3 T 0  3 I I a ' I e H H e  A 3 H a K O M  ~ f ) .  npII J t W I b H e f i L U e M  Y M e H b -  

meau.ra A n p o n o n m e s H e  BC 6 y n e ~  n o c T o R H H o  n e p e c e K a T b c R  c npo- 
A O J I X e H W e M  AJ,  W yron, ~ o ~ o p b l f i  OHM ~ Y A Y T  0 6 p a 3 o ~ b l s a ~ b ,  6 y n e ~  
H e I I p e p b I B H O  B O 3 p a C T a T b  O T  0 A 0  H. 0 6 0 3 ~ a r 1 1 . 1 ~  3 H a K O M  A(:) T O  

s ~ a s e ~ ~ e  A ,  n p M  KOTOPOM yron  TOT p a B e H  cp. M ~ I  6 y n e ~  u M e T b  

~ O B T O P R I I  P a C C y X A e I I W I I  3 2 H ~ c T o H U I ~ ~ ~  r n a B b 1 ,  M b I  A O K a X e M ,  Y T O  

e c n M  A Y A O B n e T B O p R e T  YCJIOBMH) 

T O  n O C J I e A O B a T e J l b H b l e  o ~ o 6 p a m e l i ~ ~  O C H O B H O r O  ' I e T b I p e X Y r O J I b H H -  

K a  wme H e  I i a n R r y T  npyr  ria npyra. C n e n o s a ~ e n b ~ o ,  B a T o M  cny- 
'Iae, K a K  a T 0  6brno y K a 3 a H O  B 3 10 m. 11, X 6 y n e ~  0 ~ 1 1 0 3 ~ a ' I ~ 0 f i  a B -  

T O M O P @ H O ~ ~  [ P Y H K L I M ~ ~ ~  7), 0 6 n a c ~ b m  C y l U e C T B O B a H W f i  a ~ 0 f i  (PYHKUMW 
6 y n e ~  H e K O T O p a f l  O A H O C B R 3 H a I I  0 6 n a c ~ b ,  H M e m A y  T p e M I I  OCHOBHbI- 

M H  n O A C T a H O B K a M W :  S1, S2 W S3 r p Y n I I b I  Y p a B I i e H W f I  (1) H e  6 y ~ e ~  
C Y m e C T B O B a T b  H H K a K O r O  COOTHOIUeHMfI.  

UepeGne~  T e n e p b  K H c c n e n o B a H H H )  3 a n a s ~  0 6 p a w e ~ ~ f i  B T e x  

(rp) CJIY' Ia l lX,  K O r A a  A = A. . 
C o s e p I U u ~  H a n  n e p e ~ e ~ ~ o f i  f7 T a K o e  n ~ ~ e f i ~ o e  n p e o 6 p a 3 0 s a ~ ~ e ,  

'1~06bl T O ' I K a  D ,  RBJIfiIOUIaRCfi O A H O ~ ~  H 3  T O ' I e K  I l e p e C e ' I e H M I l  npo- 
A O J l X e H H b I X  C T O P O H  BC II AJ,  nonana 6b1 B H a ' I a n o  K O O p A W H a T ,  

a B T O p a f i  TO' IKB I I e p e C e ' I e H W R  a T H X  C T O P O H - B  6 e c ~ o ~ e r 1 ~ 0  YAa- 

J I e H H y H )  TO'IKY. O ~ O ~ H B ' I W M  H O B O e  n e p e M e H H O e  6 ~ ~ ~ 0 5  71.  TO 
6 y n e ~  T a K X e  ' I a C T H O e  A B y X  H e 3 a B H C W M b I X  L f H T e r p a n O B  Y p a B H e H M R  

(1) rn.  11. CTOPOH~I A J  M BC H a  n n o c K o c T W  n e p e ~ e ~ ~ o f i  71 6 y ~ y ~  
I I p R M b l M H ,  M ' I e T b I p e X y r O J I b H W K  I I p W M e T  B H A ,  y ~ a 3 a ~ H b l f i  H a  p H C .  6 ,  
n p M n e M  M ~ I  ynepmanm n p e m H e e  0 6 0 3 ~ a n e ~ u e  T o n e K ,  T a K  YTO 6ec- 
KOHe' IHO A a J I e K a f i  T O ' I K a  IIJIOCKOCTH I I e p e ~ e ~ H o f i  7)l A O n X H a  6b1~b  
0 6 0 3 ~ a s e ~ a  6 y ~ ~ o f i  E. Mbl W M e e M  

LADB = cp. 

n p 0 B e n e M  6 ~ c c e ~ ~ p ~ c y  DK yrna  ADB W B 0 3 b M e M  H a  ~ e f i  K a K y I O -  

n ~ 6 0  TO'IKY L ,  J I e X a l U y H )  B H Y T p H  ' I e T b I P e X Y r O n b H M K a .  n p 0 B e ~ e ~  



OKPY)KHOCTb, IIPHHHB TOqKY D 3 8  UeHTP, PaAWyCOM DL. a y r a  ~ ~ 0 f i  

0Kpy)KHOCTH MN,  nemawaa M e m a y  IIOnyIIpRMblMM DJ a DC, 6 y n e ~  
B c a  n p a H a n n e m a T b  s e T m p e x y r o n b H u K y .  

O ~ o 6 p a m a a  '4eTbIpeXyI'OJIbHHK B CTOpOHe BC, T. e .  n e p e r U -  

6as q e p T e m  no n p s ~ o f i  DC, n o n y q a M  npyrofi Y e T b r p e x y r o n b H a K  

BCJIA1, a nyra MN s a f i ~ e ~  H o B o e  n o n o m e H w e :  MN1, n p m e M  0 6 e  

a T a  nyra n p a H a n n e x a T  o n ~ o f i  a ~ o f i  x e  O K ~ ~ X H O C T W .  COB~PWHM 
T e n e p b  o ~ o 6 p a m e ~ u e  B c T o p o H e  A1 J1. a ~ a  CoBepWeHHbIx o ~ o 6 p a -  
XeHMH PaBHOCHJlbHbI ~ J I ~ ~ H I I T M z I ~ c K o ~ ~  IIOLICTaHOBKe 

npa~annexawefi  rpynne y p a B H e H a a .  

a y r e  NNI COOTBeTCTByeT H a  IIJIOCKOCTH X 3aMKHyTaJT, c a M a  ce- 
611 H e  I IepeCeKaIoKIaR K p k f B M ,  T. e. pa3JIHqHbIM TOrIKaM  TOE A y r H  

( K ~ O M ~  KOHUOB) COOTBeTCTBYlOT Pit3JIHrIHbIe 3HaqeHUR I. 

B y n e ~  IIpkfMeHJTTb K A y r e  NN1 yKa3aHHyIO TOnbKO qTO a n n a n T a -  

qeCKylO nOACTaHOBKy. ~ K B H B ~ A ~ H T H M M  3HaVeHHIIM 71  ~ Y A Y T  COOT- 

BeTCTBOBaTb OWHaKOBbIe 3HarIeHHH I. Bce HOBbIe IIOnOXeHJifl Ay- 

I'M CneAylOT HenOCpeACTBeHHO OAHO 3a APYrWM ki JIeX-CaT H a  O A H O ~ ~  

OKPYXHOCTH. 



~ Y C T ~  I I O C J I e  n p W M e H e H W J 3  ~ J I J I H ~ T W Y ~ C K O ~ ~  I I O n C T a H O B K W  k pa3 
H o B o e  n o n o m e H a e  nyru snepsbre H a n e r n o  H a  npemaee. Dna on- 
H O 3 H a r I H O C T W  0 6 p a r r r e ~ ~ a  Y p a B H e H W R  (1) H ~ O ~ X O W M O ,  ~ I T O ~ M  2pk 
6b1no K p a T H O  2 X ,  H O ,  I I p W H H M a R  B O  B H W M a l l W e ,  Y T O  (P < X  W  r I T O  

2p(k - 1) < 2n, n o n y s a M  2pk = 2?r, T .  e. nna O ~ H O ~ H ~ ~ H O C T W  3ana- 
ua 06parrresaa H ~ O ~ X O A W M O ,  r I ~ 0 6 b 1  p W M e n o  B w ~  

D O K ~ > K ~ M  T e n e p b  A O C T a T O r I H O C T b  a T O r 0  y C J l O B H f i .  0 6 p a ~ k i ~ c a  
O n f i T b  K  P H C .  6 .  0 ~ 0 6 p a 3 ~ M  O C H O B H O ~ ~  Y e T b l p e X y r O J I b H W K  B  C T O P O -  

H e  BC, n o J I y r I e H H b I #  r I e T b I p e X y r O A b H W K  o ~ o 6 p a 3 1 . 1 ~  B  C T O p O H e  A1 J1. 
~ Y C T ~  n p H  3 T O M  C T O p O H a  BC 3 a f i M e T  I I O J l O X e H W e  BIC1. O ~ o 6 p a -  
3 H M  B H O B b  n 0 J l y Y e ~ ~ b l f i  r I f 2 T b I p e X y r O J l b H W K  B  C T O p O H e  BICl W  T .  A. 

nocne (2k  - 1) o ~ o 6 p m e ~ w f i  T O Y K a  D 6 y n e ~  O K p y m e H a  K O J I b U e -  

~ 0 %  O ~ J I ~ C T ~ I O  A, C O C T O R I I I ~ ~ ~  H 3  2k r I e T b l p t 3 X y r O J I b H W K O B .  0 6 n a c ~ b  
a ~ a  6 y n e ~  H M e T b  4k C T O P O H ,  K a m n a a  w3 ~ o ~ o p a r x  n p e n c T a s n a e T  co- 
6 0 f i  w r y  o ~ p  y m E r o c T a ,  w HW a T a  C T O P O H M ,  HW wx npoAonmesaa H e  

n e p e c e K a r o T c n .  BCR 0 6 n a c ~ b  A nemm B H e  T e x  o ~ p y m ~ o c ~ e f i ,  H a  

K O T O P ~ I X  n e m a T  C T O P O H N .  I j y n e ~  n p W M e H a T b  K 0 6 n a c ~ ~  A nocne- 
A O B a T e n b H O e  o ~ o 6 p a m e ~ a e ,  K a K  a T 0  M b l  A e J l a J l H  C  r I e T b l p e X y r O J l b -  

H W K O M .  B B W ~ Y  T O n b K O  Y T O  Y K a 3 a H H b l X  C B O ~ ~ C T B  O ~ J I ~ C T W  d M b I  M O -  

m e M ,  paccymnaa T a K  me, K a K  H B § 2 ~ a c ~ o a u e f i  rnasbr, n p ~ f i ~ a  K 

3 a K J I I O r I e H W I o 1  r I T 0  I I O J I Y r I e H H U  T a K H M  0 6 p a 3 0 ~  C e T b  K O J I b I I e B H A H b l X  

o 6 n a c ~ e f i  H w r n e  H e  H a n a m e T  c a M a  H a  ce6a. 
0 6 0 3 ~ a s a ~  c o B e p r r r a e M M e  o ~ o 6 p a m e ~ ~ a  ~ H ~ K O M  us. Ilocnenosa- 

T e J I b H O C T b  T B K W X  o ~ o 6 p m e ~ w f i  M O m e T  n p W B e C T W  K ~ K ~ I O - J I H ~ O  K O n b -  

u e B y m  o 6 n a c ~ b  B n p e m H e e  nonomeaue namb B T O M  c n y r I a e ,  K o r n a  B 

a ~ o f i  n o c n e A o s a T e n b H o c T a B c e  O T O ~ ~ ~ > ~ ~ ~ H W ~ I I O I I ~ ~ H O  o n w H a K o s u .  

~ Y C T ~  B H Y T P W  C e T W  K O n b U e B b I X  0 6 n a c ~ e f i  H M e e T C f i  K O H T Y P .  OT- 
M e T H M  T e  I l O C J I e . l l O B a T e J I b H b I e  O ~ J I ~ C T W ,  r I e p e 3  K O T O P b I e  OH n p O X 0 -  

A H T ,  W  T e  o ~ o 6 p a m e ~ ~ ~ 3 ,  I l p W  I IOMOIUW K O T O p h I X  K a m A U  H 3  3 T W X  

o 6 n a c ~ e f i  n o n y r I a e T c a  a3 npenruec~~yrorrreii e f i  06nac~1.1. T ~ K H M  
0 6 p a 3 0 ~ ,  B C ~ K O #  n o c n e A o B a T e n b H o c T a  o ~ o 6 p a x e ~ ~ f i  6 y n e ~  COOT- 

B e T c T B o s a T b  K O H T Y P ,  n e p e c e ~ a r o r r r a f i  T e  nyra, B K O T O P H X  M M  CO- 

B e p r u a e M  o ~ o 6 p a m e ~ a a ,  n ~ a o 6 o p o ~ .  H 3  npenblnyuero acao,  TO 

B c S i K W f i  K O H T Y P  C, B b l ~ 0 ~ J l ~ W f i  H 3  K ~ K O # ~ W ~ O  K O J I ~ U ~ B H , I ~ H O ~ ~  o6na- 
CTW n B H O B b  B H e e  ~ 0 3 ~ ~ a I I l a I O I 4 W f i ~ l i  W  I I p W T O M  WAJ'IIlWfi B C e  B p e M a  

B H Y T P H  I ~ O C T P O ~ H H O ~ ~  C e T W ,  M O X e T  W  n e p e C e r I b  ~ a ~ y m - n w 6 0  rpa- 
H W U y  M e W A Y  K O J I b l l e B W L l H b l M H  o ~ J I ~ c T ~ ~ M w  J I H U I b  r I e T H O e  r I W C n O  pa3. 
I I o a c ~ a ~  a T o  6onee nonpo6ao. H Y C T ~  d l ,  d 2 ,  A3,. . . , An, d l  - T e  



o 6 n a c ~ ~ ,  V e p e 3  KOTOPbIe IIpOXOAHT KOHTYP l. Mbl MOXeM YTBeP- 

X A a T b ,  VTO n ~ 6 0  HaI Ik i~aHHb1f i  PsIA C O A e p X H T  JIHIIIb T P H  VJIeHa ,  JIH- 

60 CpeAEI 0 6 n a c ~ e i i  d 2 ,  d 3 , .  . . ,An e C T b  OAHHaKOBbIe, n ~ 6 0  B np0- 
THBHOM cnynae n o c n e n o s a T e n b H b I e  OTO 6 p a > r t e ~ ~ a  ~ o n b ~ i e e o f i  o6na- 
CTH I IpHBeJIH 6b1 H a C  K I l p e X H H M  3HaYeHHSIM ql. ~ Y C T ~  BO BTOPOM 

06nac~e f i  o 6 n a c ~ ~  d k  EI d l  - OAHHaKOBbI. PRAY o6nac~efi  
dk,  . . , d l - 1 ,  d l  IlPHMeHHMbI T e  Xe paCCyXAeHHII ,  H T. A. 

~ P E I H U M ~ ~ ~  BO BHHMaHHe,  VTO H ~ ~ 0 , Z l ~ b l f i  06nac~efi  H e  COAep- 

%KT IIOApRA AByX OAkiHaKOBbIX 06nac~ei i ,  MOmeM Y T B e p X A a T b ,  YTO, 

n p H M e H R a  I I p e A b I A y U H e  PaCCyXAeHHJ?, MbI BbI,LleJIHM, HaKOHerr, B HC- 

XOAHOM pane o 6 n a c ~ e i i  T a m e  TPH n o c n e A o B a T e n b H b I e  0 6 n a c ~ 1 . r :  A,, 
ds+l H d s + 2 ,  YTO A, EI A,+2 6 y n y ~  c o s n a n a T b .  

H a s o s e ~  npocmeu'ulunc xonmyponc ~ a ~ o i i  KOHTYP, K O T O P ~ I ~ ~  npo- 
XOAHT BHYTPEI c e m  EI H e  n e p e c e K a e T  Ass pasa n o n p a ~ ~ ~ ~ a ~ o f i  rpa- 
H H W  Me%AY KOJIbUeBEIAHbIMH O ~ J I ~ C T I I M H .  M3 nPeAbI,ZlYUIHX P a C -  

cy%AeHHfi  BHAHO, YTO B C I I K H ~ ~  KOHTYP, B ~ I X O A I I L ~ W #  W 3  H ~ K O T O P O ~ ~  

~ o n b u e s ~ n ~ o i i  o 6 n a c ~ w  EI B H O B ~  B H e e  ~03~paua101u~ficl1, H e  MO- 

X e T  6 b l T b  I I P o c T ~ ~ I H M .  J I m 6 b r e  A B e  KOJIbUeBHAHbIe 0 6 n a c ~ a  MOrYT 

6 b 1 ~ b  IIOAYYeHbI OAHa W 3  llpyrofi I I p H  IIOMOluH ~ A H H C T B ~ F I H O ~ ~ ,  BIIOJI- 

H e  o n p e n e n e ~ ~ o i i  npoc~efirrrefi n o c n e n o s a T e n b H o c T H  o ~ o 6 p a x e ~ ~ f i ,  
T. e. c y u e c T B y e T  s n o n H e  o n p e n e n e ~ ~ b l f i  npoc~efiruwfi KOHTYP, B ~ I -  

x o ~ a u ~ f i  ~3 o ~ ~ i o f i  ~3 BTHX o 6 n a c ~ e f i  H nonanamu~fi  B A p y r y I o  

o 6 n a c ~ b .  

~ ~ ~ c T B H T ~ J I ~ H o ,  e C n H  6b1 TaKHX I ~ P O C T ~ ~ ~ U I M X  KOHTYPOB 6 b 1 n 0  

A B a  H OHH 6b1 IIPOXOAHJIH Y e p e 3  p a 3 H b I e  0 6 n a c ~ u ,  TO MbI MMeJIH 6b1 

npocTefiLUr?fi  KOHTYP, B ~ I X O A ~ W A ~ ~  H 3  H ~ K O T O P O ~ ~  0 6 n a c ~ u  H DHOBb 

B H e e  B O ~ B P ~ L U ~ M L ~ I ? ~ ~ C I I .  

Bce 3 T H  C B O ~ ~ C T B ~  0 6 p a 3 0 s a ~ ~ f i  KOJIbUeBHAHbIX 06nac~ef i  6 y n y ~  
nna I i a c  c y r r r e c T s e H I I b r  B ~ a n b a e f i r u e ~ ,  H npn c c b r n K a x  H a  HHX M ~ I  

6 y ~ e ~  n p O C T 0  YIIOMHHaTb 0 eAHlICTBeHHOCTH 0 6 p a 3 0 n a ~ ~ a  KOJIbIle- 

B H A H ~ I X  06nac~ef i .  
P a s o 6 b e ~  T e I I e p b  OIlRTb 0 6 n a c ~ b  d H a  2k  qeTbIpeXyrOJIbHH-  

KOB. Bce A p y r H e ,  efi aKBEIBaJIeHTHbIe, KOJIbUeBHAHbIe 0 6 n a c ~ a  pa- 
3 0 6 b ~ T ~ f l  T a K X e  H a  2 k  VeTblpeXYrOnbHHKOB, H MbI n o n y V H M  TaKHM 

0 6 p a 3 0 ~  C e T b  VeTbIpeXyrOJIbHHKOD, K O T O p a a  I rHrAe  H e  H a n e r a e T  Ca- 

M a  H a  ce6a H KOTOPaR M O X e T  6b1Tb I lOJIyYeHa H 3  OCHOBHOrO 'IeTbI- 

P e X y r O J I h H H K a  I Iy  TeM IlOCJIeAOBaTeJlbHOrO o ~ o 6 p a m e ~ ~ a .  
I I o ~ a x e ~  T e n e p b ,  YTO B C I I K H ~ ~  ' I ~ M K H Y T ~ I ~ ~  KOHTY p ,  n e x a u ~ f i  BHY- 

TPEI ~ O C T P O ~ H H O ~ ~  c e w ,  n e p e c e K a e T  V e T H o e  n m n o  CTOPOH Y e T b I p e x -  

YrOJIbHHKOB. ~ O C T P O ~ H H ~ ~ ~  C e T b  COCTOHT H 3  KOJIbIleBHAHbIX 06na- 
K a X A a H  H.7 K0TOr)hIX COAep%HT 2k  qeTbIpeXYrOIIbHHKOB. Pa- 



3 0 6 b e ~  CTOpOHbI q e T b l P e X Y r O J l b H H K O B  H a  A B a  KJ IaCCa :  K I l e p B O M y  

K n a c c y  I I p M q H C n H M  CTOPOHbl ,  0 6 u ~ e  ABYM q e T b l p e X y r O J I b H H K a M ,  

I I p H H a A J I e X a U I H M  O A H O ~ ~  H TOR Xe K O ~ ~ U ~ B H A H O ~ ~  O ~ A ~ C T H ,  a KO BTO- 

p O M y  K n a c c y  - CTOpOHbI,  o6une  A B y M  KOnbUeBHAHbIM O ~ ~ ~ C T S I M .  

COOTB~TCTB~HH~IM 0 6 p a 3 0 ~  6 y n e ~  r O B O p H T b  H 06 o ~ o 6 p a m e ~ ~ ~ x  
I I e p B O r O  H B T O P O r O  KJIaCCOB. 

I I p o ~ y h a e p y e ~ n o  n o p H m y  q e T b I p e x y r o n b H m H ,  n e m a u H e ~  o6na- 
CTH d, T a K ,  q T O  BCSIKOMY q e T b I p e X y r O J l b H H K y  6 y n e ~  COOTBeTCTBO- 

B a T b  OAHO H 3  r IHCeJI  OT  1 A 0  2k ,  M W i C J l a ,  C O O T B e T C T B y I O ~ H e  A B y M  

COCeAHHM r e T b I p e X y r O n b H H K a M ,  6 y A y ~  OTJ lHr IaTbCR H a  1 HJIH (B OA- 

HOM cnysae) H a  2k-1. n p H  o ~ o 6 p a m e ~ ~ ~  o 6 n a c ~ ~  d 6 y ~ e ~  y eKBM- 

B a n e H T H b I X  ~ e T h I P e X Y r O J I b H H K O B  COXpaHf lTb  C O O T B e T C T B Y I O u H e  HM 

. r M c n a ,  M TaKHM 0 6 p a 3 0 M  YeTbIPeXYrOJlbHMKM KMAO# KOnblJeBHA- 

HO# o 6 n a c ~ ~  6 y ~ y ~  n p O H y M e p O B a H b l  no n O p H A K y .  H y ~ e p a m r r  a T a  

6 y ~ e ~  B n o n H e  0 n p e l I e J I e ~ ~ 0 8 ,  ~ 6 0  B c a K a S I  KOJIbUeBHAHaSI o 6 n a c ~ b  

M O X e T  6 b l T b  I I O n y q e H a  H 3  O ~ J I ~ C T H  d I I p H  I I O M O U H  B n o n H e  onpene- 
n e ~ ~ o f i ,  I I p o c ~ e % I I I e f i  I lOCJIeAOBaTeJlbHOCTH o ~ o 6 p m e ~ ~ f i .  

~ Y C T ~ . H ~ K O T O P ~ I ~ ~  KOHTYP C, J I e X a u M f i  B H y T p H  C e T H ,  BblXOAHT 

M3 TOqKH P H BHOBb B 0 3 B p a ~ a e T C R  B a T Y  T o Y K ~ ~ ~ .  n p H  KWKAOM 

nepeceqemm C T O P O H ~ I  n e p B o r o  K n a c c a  H o M e p  s e T b r p e x y r o n b H u K a  

M ~ M ~ H S I ~ T C R  H a  1 H n H  2k - 1, a npa  n e p e c e r e H n n  CTOPOHM B T o p o r o  

KJ IaCCa  O C T a e T C R  HeM3MeHHblM. ~ P M  o 6 x o ~ e  no KOHTYPY C H O M e p  

s e T b I p e X y r O J l b H H K a  OCTanCJI  I l p e W H H M ,  M, ClIe,l lOBaTeJIbHO, KOHTYP 

A o n m e H  6 b l n  nepeceyb q e T H o e  sncno CTOPOII n e p B o r o  K n a c c a  

He 6 y n e ~  T e n e p b  0 6 p a u a ~ b  B H H M a H H e  H a  CTOpOHbI n e p B O r o  

KJ IaCCa .  E Q H T ~ ~  C BbIXOAHT 113 H ~ K O T O P O ~ ~  K o J I ~ I I ~ B H A H o ~ ~  o6na- 
CTM H BHOBb B H e e  B 0 3 B P a I l I a e T C I I .  M3  ~ ~ C C ~ W L I ~ H H ~ ~ ,  I l p H B e A e H H b I X  

B u r r r e ,  H e n o c p e A c T s e H H o  c n e n y e T ,   TO KOHTYP BTOT A o n m e H  nepe- 
C e Y b  Y e T H O e  rIHCJIO CTOPOH B T O P O r O  K J I a C C a ,  H, CJIeAOBaTeJ lbHO,  OH 

~oo614e  n e p e c e s e T  s e m o e  s m n o  CTOPOH s e T u p e x y r o n b H H K o B .  

n e p e f i n e ~  T e n e p b  K A O K a 3 a T e J l b C T B y  OAHO3HasHOCTH (PYHKIIHH X 

~a n n o c ~ o c ~ ~  n e p e ~ e ~ ~ o f i  vl. B n R  a T o r o  6 y n e ~  a H a n M T H s e c K H  npo- 
A O J I X a T b  a T y  (PYHKLIMK) B A O n b  K O H T Y P a  C H I l O K a X e M ,  9 T O  n p H  B03-  

B p a U e H H H  B TOgKY P MbI  n P H A e M  K HCXOAHOMY 3 H a ' l e H H M  [PYHKUHH. 
OTM~THM B TO% K o J ~ ~ U ~ B H A H O ~ ~  0 6 n a c ~ ~ 1 ,  K ~ 0 ~ 0 ~ 0 %  n p H H a A n e -  

XEIT T 0 9 K a  P ,  T e  (2k  - 1) T O s e K ,  K O T O p b l e  I IOJlYYaIOTCR 113 TOgKH 

P n y T e M  o ~ o 6 p a m e ~ ~ ~ 1 ,  a B A p y r H X  KOnbUeBHAHbIX o 6 n a c ~ ~ x  OTMe- 

THM TOsKH,  I I O J I y s a e M b l e  M3 YXe OTMe'4eHHblX TOYeK I I p H  o ~ o 6 p a -  
X e H H H  K O J I b U e B H W b l X  06nac~efi .  T ~ K ~ M  0 6 p a 3 0 ~ ,  B K a X A O M  s e -  
T M p e x y r o n b m K e  6 y n e ~  H a x o A H T b c a  B n o n H e  o n p e A e n e H H a R  T o s K a ,  

3KBMBaJleHTHaJi  T O q K e  P n p H  I I p O U e C C e  o ~ o 6 p a x e ~ ~ ~ .  



' 
Y H C J I O  V e T b I p e X y r O J I b H H K O B ,  VePe3 K O T O P b I e  I I P O X O A H T  K O H T Y P  

c, e C T b  V H C J I O  V e T H O e ,  K a K  I I O K a 3 a H O  B b I I l I e .  0 6 0 3 ~ a V H ~  ~ Y K B O ~ ~  P 
C O  3 H a V K a M H  O T M e V e H H J d e  T O n b K O  q T O  T O V K H  B  a T H X  V e T b I p e X y r O J I b -  

H H K a X .  H ~ c T ~  a T O  ~ Y A Y T  T O V K H  PI ,  P2 ,. . . , PZs, PI, m e  M b I  A J I R  C H M -  

M e T p H H  I I O C T a B H n H  PI B M e C T O  P .  @YHKUHR 2 6 y n e ~  O A H O ~ H ~ V H O ~ ~  

@ ~ H K U H ~ #  7 1  B H Y T P H  B C R K O r O  V e T b I p e X Y r O J I b H H K a .  C J I ~ A O B ~ T ~ ~ ~ H O ,  

H e  M e H R R  O K O H q a T e J I b H O r O  3 H a r I e H H R  ( P Y H W H H  I I p H  a H a J I H T H V e C K O M  

I I p O A O J I S e H H H ,  M b I  M O S e M  A ~ ( P O P M H P O B ~ T ~  K m A y I O  u a C T b  K O H T Y -  

pa,  H a x o n B U y r o c R  B H Y T P H  K ~ K O ~ O - n ~ 6 0  r I e T m p e x y r o n b H u K a ,  T a K ,  

r 1 ~ 0 6 b 1  O H a  I I p O I l I n a  r I e p e 3  C O O T B e T C T B y l O U y l O  T O V K y  Pk. 
H T ~ K ,  M ~ I  M o m e M  n p e m o n a r a T b ,  V T O  K O H T Y ~  C I I ~ O X O A H T  Ve- 

pe3 T O V K H  Pk. ~ H ~ V ~ H H R  X  H a  C T O p O H a X  V e T b I p e X y T O J I b H H K O B -  

B e U e C T B e H H b I .  ~ Y C T ~  2 0  - 3 H a V e H H e   TO# ( P Y H K U H H  B  T O V K e  PI. B 
C H J I y  I I p H H U H I I a  C H M M e T P H H  3 H a V e H H e   TO% (PYHKUUH B  T O V K e  P2 6y- 
A e T  zO,  B  T O V K e  P3 - 1 0  H  T .  A. H ,  H a K O H e U ,  B  T O V K e  P2, - zo H  B  T O W  

K e  Pl - X o .  T ~ K H M  o 6 p a s o ~ ,  I I p H  B b I I I O J I H e H H H  y c n o B H R  (13)  X 6 y n e ~  
O A H O ~ H ~ V H O ~ ~  ( P Y H K U H ~ ~ ~  7 1 ,  a C n e A O B a T e n b H O ,  H  77 ( C M .  P H C .  4). 

H ~ ~ I H H ~ R  c 4 ,  M ~ I  p a c c M a T p u B a n H  ~ H ~ V ~ H H R  A ,  y n o s n e T B o p R I o -  

mwe y c n o B H r o  ( 5 ) .  H o n a r a ~  

M b I  M O r J I H  6b1 C O B e P L U e H H O  T a K  S e  P a C C M O T P e T b  3 H a r I e H H R  A ,  Y A O -  

B n e T B o p R r o U H e  Y C T I O B H H )  

Teope~a 9 .  H e s a e u c u ~ a x  nepeMenHax y p a e n e n u x  (1) npedbzdy- 
q e z o  napazpa$a 6 y d e m  o d n 0 3 n a ~ n o G  U ~ ~ O M O P $ H O ~ ~  $ynxyueu' w c m -  
n o z o  d e y z  n e s a e u c u ~ b z z  u n m e z p a n o e  amozo ypaenenux  n p u  e e q e -  
c m e e n n b z z  s n a r e n u x z  A ,  y d o e n e m e o p x l o q u z  ycnoeulo 

u n p u  ~ U C K ~ ~ ~ H O M  pxde  snauenuu' amozo napaMempa  A?) u A?), zde 



3nauenux  A?) y 6 a ~ e a w m  c  e o ~ p a c r n a n u e ~ i  cp, n p u u e a  

3nauenux x e  A?) eo3pacmawrn c  e o 3 p a c m a n u e a  cp, npuueM 

l i m X ( v )  = ( 0 )  
$7=0 1 A 1  . 

Hu npu xaxuz  dpyzux rcnauenuxx napaMempa A 3adaua 0 6 p a q e n u x  n e  
M o w e m  w e m a  odno3narnozo  peulenun. 

3 9. E ~ A ~ M  B ~ a n b H e # t U e M  0 6 0 3 H a q a T b  3HaKaMH A O , k  H 3Ha-  

seam A P )  H A(:) n p H  cp = r/k. 
0 6 n a c ~ b ,  B KOTOPO# O n p e A e n e H a  $YHKUHR X ,  I I p H  BbInOJIHeHMH 

YCJIOBHR (14) e C T b  OAHOCBR3HaH 0 6 n a c ~ b ,  A MeXAY OCHOBHMMH nOA- 

CTaHOBKaMH r P Y n n b I  B aTOM C J I y v a e  H e  C y m e C T B y e T  HAKaKHX COOT- 

H0IUeHHfi. 

P a c c ~ o ~ p w ~  T e n e p b  aTM x e  B o n p o c M  n p A  ~ H ~ ~ ~ H A J I X  A ,  p a n H M x  

A o , ~  H A 1 , k .  
0 6 p a ~ ~ ~ c a  OnRTb K p H C . 6 ,  ql.0 H e  BHeCeT HMKBKAX H3MeHe- 

HHE B IIOJIyrIeHHbIe p e 3 y n b T a T b 1 ,  TaK KaK IlJIOCKOCTb I I e p e M e H ~ o f i  

7 1  n o n y q a e T c R  ~3 n n o c K o c T H  n e p e ~ e ~ ~ o #  7 n p A  n o M o u a  n ~ ~ e f i ~ o i i  
II0ACTaHOBKI.I. ~ P O A O J I Z M M  B OCHOBHOM r IeTbIPeXyrOnbHHKe AYrM 

AB M JC. Mbl n o n y . r H M  A B a  TpeyrOJIbHHKa:  ABD H JCE, me 
E - ~ ~ C K O H ~ ~ H O  A a n e K a R  T o q K a  n n o c K o c T H .  C o ~ e p m ~ ~  T e n e p b  T e  

(2k - 1) o ~ o 6 p a m e ~ ~ # ,  n p H  n o M o u a  ~ o ~ o p b r x  M ~ I  0 6 p a 3 0 ~ b 1 ~ a n w  

A3 OCHOBHOrO ~ e T b I p e X y r O J I b H U K a  0 6 n a c ~ b  d. H3 TPeYrOnbHHKOB 

ABD A JCE 0 6 p a 3 y m ~ c ~  n P H  aTOM ABe O ~ J I ~ C T A ,  KOTOpble BMeCTe 

C o 6 n a c ~ b m  d COCTaBRT 0 6 n a c ~ b  a. 3 ~ a  nocnenam 6 y n e ~  ripen- 

CTaBJIRTb ~06010  IIJlOCKOCTb C Bblpe3aHHbIMH 4k KpYI'aMH, W KpYrW 

a T H  o 6 p a 3 y m ~  ABe IrenM no 2k K p y r O B  B ~ a m n o f i .  
H3 paccyx ine~~i i  f 2 ~ a c ~ o ~ w e f i  r n a s b r  y 6 e x n a e ~ c ~  B TOM,  TO 

n o c n e A o s a T e n b H b I e  o ~ o 6 p a x e ~ ~ ~  o 6 n a c ~ u  B B a T H x  K p y r a x  M B 

IIOJIyrIaeMbIX n p H  aTOM HOBbIX KPYPaX H H r A e  H e  H 8 n R r Y T  A P Y r  H a  

A p y r a .  O T C I ~ A ~  MbI MOXeM HenOCpeACTBeHHO 3aKTIIOqHTb, qTO OTO- 

6 p a x e m ~  OCHOBHOrO qeTbIpeXyPOJIbHHKa H e  TOJIbKO H e  HaJIRrYT Ca- 

MA Ha. c e 6 ~ * ,  HO A H e  HaJIRrYT H a  O T O ~ P ~ X ~ H M R  TpeYI'OJIbHHKOB 

*Mbl H C K n I O ' J a e M  n O C J I e A O B a T e J I b H O C T H  o ~ o 6 p a m e ~ ~ i i ,  I l p H B O A f l ~ I l e  K TO- 

W A e C T B e H H O M y  n p e o 6 p a s o a a ~ w m .  



ABD H JCE. E;yne~  C O B e p I U a T b  n o c n e n o B a T e n b H b I e  0 ~ 0 6 p X U e ~ H f l  

T p e y r O n b H U K a  ABD. K ~ K  H 3 B e C T H O  M 3  T e O P H H  Y P a B H e H M I I  Gauss'a 
(CM. 3 9 B B ~ A ~ H H H ) ,  o ~ o 6 p a m e ~ ~ f l  a T H  3 a I I O J l H f l T  ' I a C T b  IIJIOrCKOCTH, 

H a X O A f l U I y M C I I  B H Y T P M  OKPY*HOCTH, I I P o @ ~ A ~ H H o ~ ~  H 3  T0,'IKM D K a K  

U e H T p a  p a , l l H y C O M  DA. C J I ~ A O B ~ T ~ J I ~ H O ,  C e T b  ' I e T b I P e X Y r O n b H H K O B  

H e  M O X e T  H a X O A H T b C I I  B H Y T P M  a ~ 0 f i  O K P Y X H O C T M .  TO'IHO T a K  H(e 
O H a  H e  M O X e T  H a X O j I U T b C I I  B H e  O K P Y X H O C T H ,  OIIHC~HHO# H 3  TO'IKH 

D K a K  U e H T p a  P a A H y C O M  DJ, H B H Y T P M  T e X  O K ~ Y W H O C T ~ ~ ~ ,  KOTO- 

pble I I O J l y ' I a T C I I  H 3  A B Y X  T O n b K O  ' I T 0  Y K a 3 a H H b l X  0 ~ p y m H 0 c ~ e f i  I I p H  

rrpouecce O T O ~ ~ X U ~ H H I I .  

T ~ K H M  0 6 p a 3 0 ~ ,  B H Y T P H  H B H e  B C ~ ~ K O #  K O J I ~ ~ ~ B H A H O #  0 6 n a c ~ ~  
6 y n y ~  H a X O A H T b C R  ' I a C T H  I I J IOCKOCTH,  H e  I l O K p b I T h l e  C e T b M  ZIeTbI-  

p e x y r o n b H u K o B ,  H 3 T a  I I O C J l e A H I I R  6 y n e ~  H M e T b  ~ ~ C K O H ~ ~ I H Y M  CBII3- 

H O C T b .  

YCT~HOBHM T e I I e p b  C O O T H O U I e H H f l ,  K O T O P h I M H  C B R 3 a H b l  O C H O B H b I e  

I I O n C T a H O B K H  rpyIInbI Y P a B H e H H R  (1) rn.  11 (CM. $ 10 rJI. I). P~CCMO- 
T P H M  R O A C T a H O B K Y  

( S Z s 3 ) - ' .  (I5) 

Efi C O O T B e T C T B y M T  (CM. P H C .  4) O T O ~ P ~ U K ~ H H R  B A y r e  BC H B A y r e ,  

rronylrae~ofi nocne a T o r o  o ~ o 6 p a x e ~ u ~  ~3 ~ P I I M O ~ ~  A J .  IIonc~a- 
H O B K a  (15) 6 y ~ 1 . e ~  r ~ n e p 6 o n ~ ' 1 e c ~ o #  npH Y C J I O B H H  

n a p a 6 o n ~ ~ 1 e c ~ o f i  n p H  = ~ r )  a n n ~ n ~ ~ v e c ~ o f i  n p H  = A?), e c n H  

cp > 0 (CM. 3 2 rn. I). H ~ I I o A ~ H * H ~ I M H  T O ' I K ~ M H   TOW a n n w n ~ ~ . ~ e c ~ o i i  
I I O A C T a H O B K H  6 y n y ~  T O ' I K H  D H E (CM. P R C .  4). E c n ~  = X o , k ,  T O  

M b I  H M e e M  

( S 2 ~ 3 ) ~  = 1, (16) 

I l p H ' I e M  I I p H  k = 1 C O O T H O U I e H H e  a T 0  I I p e B P a I l l a e T C I I  B C O O T H O I U e H H e  

(4). 
0 6 p a ~ u ~ c r r  O n I I T b  K I I J I O C K O C T H  n e p e M e H ~ 0 f i  71 (CM. p H C . 6 ) .  

Ecnn U e c T b  n n ~ e f i ~ a ~  n o A c T a H o B K a ,  npeo6pa3ymua11 71 B 711, TO 

n106a11 r r O A C T a H O B K a  S rpyIIIIbl Y p a B H e H H I I  (1) H a  I I J IOCKOCTH IIepe- 
M ~ H H O G  7j1 I l p H M e T  B H A  USU-'. M ~ I  6 y ~ e ~  o 6 0 3 ~ a ~ r a ~ b  l T O C J l e A H l o M  

I I O A C T a K O B K y  ~ ~ K B O W  T, H e C J I H  S H M e e T  H ~ K O T O P ~ I ~ ~  [ H H A ~ K C ] ,  T O  H 

y T M b I  6 y ~ e ~  C T a B H T b  ~ a ~ 0 f i  H t e  [ H H A ~ K c ] .  BM~CTO C O O T H O I U e H H I I  

(16) M b I  6 y A e ~  H M e T b  

( T ~ T ~ ) ~  = 1. (161) 



~ O A C T ~ H O B K ~  ( T z T 3 ) - l  n p H B O A H T C R  K nOCJIeAOBaTeJ IbHbIM o ~ o b p a -  
X e H H R M  B I lPIIMblX BC H A1 JI. L U ~ C T M Y ~ O J I ~ H H K  A B A I J I C J  RBJIR- 

eTCR + ~ H A ~ M ~ H T ~ J I ~ H o ~ ~  o 6 n a c ~ b m  rpynnbI Y p a B H e H H R ,  H y K a 3 a H -  

H a R  TOJIbKO ' I T 0  I IOACTaHOBKa npeo6pa3ye~  CTOPOHY A J  B AIJ1.  
BCRKOMY COOTHOllIeHHIO M e m A Y  I lOACTaHOBKaMH COOTBeTCTBYeT 

KOHTYP, B ~ I X O A R U ~ W ~ ~  H 3  K ~ K O ~ O - J I U ~ O  LUeCTMYrOnbHMKa H BHOBb B 

H e r o  1 3 0 3 ~ p a U l a I O U l M f i ~ R .  H a n p w ~ e p ,  COOTHOUIeHUlO (161) COOTBeT- 

CTBYeT KOHTYP,  O ~ X O A R U W ~ ~  0 6 n a c ~ b  d B O T P H U a T e J I b H O M  H a n p a B n e -  

HHH. B C R K H ~ ~  T&KO# KOHTYP MbI M O m e M  B C e r A a  C q U T a T b  3aMKHYTbIM. 

~ Y C T ~  T - K ~ K B J I - ~ H ~ o  I IOACTaHOBKa r p y n I I b 1 .   OH^ npeo6pa3ye~ 
+ y ~ l I a ~ e ~ T a J I b ~ b I f i  LUeCTHyrOnbHMK B UIeCTMYrOJIbHHK, KOTOpbl f i  Ue -  

JIUKOM JIemMT B H ~ K O T O P O #  K o J I ~ u ~ B M A H o ~ ~  O ~ J I ~ C T H .  B e f i c ~ B l l ~ e J I b -  

HO,  n p H  BCRKOM ~3 T e x  0 ~ 0 6 p a m e a ~ f i ~  H a  K o T o p H e  P a c n a n a e T c R n o n -  

CTaHOBKa T ,  A B a  ~ e T b I p e X y r O J I b H H K a ,  C O C T a B n l I M U l H e  ( P Y H A ~ M ~ H -  
T a n b ~ b I f i  LUeCTHyrOJIbHHK, n ~ 6 0  06a OCTaIOTCR B TO# K o J I ~ I I ~ B M A H o ~ ~  

o 6 n a c ~ ~ ,  me OHM H 6 b 1 n ~  ( O T O ~ P & H ( ~ H M I I  n e p B o r o  ~ n a c c a ) ,  n ~ 6 o  
06a n e p e X O A R T  B A P Y r Y I O  KOnbUeBWAHYK) 0 6 ~ 1 a c ~ b  ( o T o 6 p a m e ~ ~ a  

B T o p o r o  ~ n a c c a ) .  P a c c y m n e ~ ~ e  a T o  OTHOCHTCR ~ 0 0 6 w e  KO B c e M  

r I e T b I p e x y r o n b I x m a M ,  c o c T a s n R m m H M  o 6 n a c ~ b  A ,  T a x    TO n o n c T a -  

H o B K a  T n ~ 6 0  npeo6pa3ye~ 0 6 n a c ~ b  d B c e 6 ~ ,  11x60 npeo6pa3ye~  
ee B A p y r y m  K o n b u e B H A H y m  0 6 n a c ~ b ,  H ecnw K ~ K ~ R - n ~ 6 o  n o n c T a -  

HOBKa r P Y M b I  npeo6pa3ye~ ( P ~ H f i a ~ e ~ T a J I b ~ b l f i  UIeCTHYrOJIbHHK B 

m e c T H y r o n b I x n K ,  nemamwfi B K O ~ ~ U ~ B M A H O #  0 6 n a c ~ ~  A,, TO 3 ~ a  x e  
IlOACTaHOBKa npeo6pa3ye~  d B A,. 

M ~ I  H M e e M ,  K a K  O'IeBHAHOe C n e A C T B H e  COOTHOUIeHHR (161), CJIe- 

A y I O U l e e  COOTHOLUeHHe: 

  TO MY COOTHOUIeHMIO COOTBeTCTBYeT ~ ~ M K H Y T H ~ ~  KOHTYP,  0 r ~ 6 a m -  
UIM# T Y  KOJIbU~BMAHYIO O ~ J I ~ C T ~ ,  K O T O P a R  IIOJIY'IaeTCR H 3  06nac~w 
A n p H  IlOMOUIH nOACTaHOBKH T ,  H H ~ O ~ O P O T ,  BCIIKOMY 3aMKHYTOMy 

K O H T ~ P ~ ,  o r ~ 6 a m u e ~ y  ~ a ~ y m - n H 6 0  K o n L u e B x m y m  0 6 n a c ~ b ,  COOT- 

B e T C T B y e T  COOTHOIIIeHHe B H A a  (171). 
~ ~ ~ A I I o J I o ~ H M  T e n e p b ,  q T O  WMeeTCR K ~ K O ~ - J I M ~ O  COOTHOUIeHHe 

M e W A y  OCHOBHbIMU IIOACTaHOBKaMH TI, T 2  W T 3  l?pYnIIbI Y p a B H e H H R  

(I), U A O K a X e M ,  ' I T 0  O H 0  RBnJ IeTCR CJIeACTBMeM COOTHOUI~HH# (161) 
H (171) U 'ITO, TaKI lM 0 6 p a 3 0 ~ ,  COOTHOUIeHHe (161) RBJIReTCR eAHH- 

CTBeHHbIM He3i tBHCHMblM COOTHOLUeHHeM M e m A y  Y K a 3 a H H b l M H  IIOA- 

CTaHOBKaMH. 

~ ~ ~ A I I o J I o H ~ ~ H H o M ~  COOTHOUIeHHIO COOTBeTCTByeT  H ~ K O T O P ~ I #  

KOHTYP,  B ~ I X O A R U I U ~ ~  H 3  K ~ K O F O - n ~ 6 0  LUeCTHyl?OJIbHHKa H BHOBb B H e -  



r o  ~ 0 3 s p a ~ a 1 0 1 q ~ i i c ~ .  P a 3 0 6 b e ~  I I o n c T a r i o B K H ,  B x o n R U M e  B npen- 
I I O J I a r a e M O e  C O O T H O I U e H M e ,  H a  C O O T B e T C T B y I O U M e  MM o ~ o 6 p a m e ~ a ~ .  
M ~ I  M O X e M  I I P M M e H M T b  K Y I I O M R H Y T O M Y  T O J I b K O  Y T O  K O H T Y P Y ,  KOTO- 

pb1fi M b I  M O X e M  C r l M T a T b  C O O T B e T C T B Y I O U H M  I K O J I Y ~ I ~ H H O ~ ~  I IOCJIeAO-  

B a T e J I b H O C T H  O T O ~ ~ W ~ H H ~ ~ ,  C J I e A y I o l U M e  A B a  cnoco6a y I I p O l 4 e H H R .  

1). E c n ~  K O H T Y P ,  B b I X O A R  H 3  K~KOI'O-11x60 Y e T b I P e X Y r O l I b H M K a  M 

nonanm T a K H M  0 6 p a 3 0 ~  B C O C ~ A H H ~ ~  Y e T b I p e X y I ' O J I b H H K ,  3 a T e M  H e -  

I I O C p e A C T B e H H O  B O 3 B p a l U a e T C R  B M C X O A H ~ I ~ ~  Y e T b l p e X y r O l I b H M K ,  T O  

M b I  M O X e M  Y H M q T O X M T b  Y a C T b  K O H T Y p a ,  B b I X O a R U Y I O  B O  B T O ~ O ~ ~  M 3  

Y I I O M R H Y T b I X  Y e T b I p e X y r O J I b H H K O B ,  ~ 6 0  B COOTHOl l IeHWH M e X A y  OTO- 

~ ~ ~ X ~ H M H M M  aT0fi Y a C T H  K O H T Y P a  C O O T B e T C T B Y I O T  ma O n H H a K O B b I X  

p R n O M  C T O H U M X  o ~ o 6 p a m e ~ ~ ~ .  
2). n o J I b 3 y R c b  C O O T H O I I I e H H e M  ( l y l ) ,  M b I  M O X e M  T a M e  YHMYTO- 

X a T b  T a K y I O  Y a C T b  K O H T y p a ,  K O T O P m ,  B b I X O n R  M 3  K ~ K O ~ O - J I M ~ O  Y e -  

T b I p e X y r O J I b E I H K a ,  o r ~ 6 a e ~  K O J I b U e B M A H y I O  o 6 n a c ~ b ,  K K O T O ~ O ~ ~  IIPM- 

H a A J l e X H T  a T O T  Y e T b I p e X y r O J I b H M K ,  M B H O B b  B H e r 0  B 0 3 B P a l U a e T C R .  

B 0 3 b ~ e ~  T e I I e p b  Y a C T b  K O H T Y p a ,  J I e X a U y I O  I l e J I H K O M  B ~ a ~ 0 f i -  
n ~ 6 0  K O J I ~ U ~ B H A H O ~ ~  o 6 n a c ~ ~ .  ~ P H M ~ H H I I  K ~ e 5  y K a 3 a H H b I e  T O J I b K O  

YTO nsa cnoco6a ynpomesns, M ~ I  M o m e M  n p e o 6 p a 3 o ~ a ~ b  ee T a K ,  

Y T O ~ ~ I  o H a  H e  npoxonxna HM vepea OAHH s e T a r p e x y r o n b H m  6onee 
O n H O r O  pa3a. n p e o 6 p a 3 y e ~  T a K M M  0 6 p a 3 0 ~  BCRKYIO r l a C T b  KOHTY- 

pa, H a X O n R r r l y I O C R  I l e n H K O M  B H Y T P M  OAHO# 113 K O J I b U e B H A H b I X  o6na- 
c ~ e i i .  

I I o n y s e ~ ~ b r f i  nocne a ~ o r o  n p e o 6 p a 3 o ~ a ~ ~ ~  H O B ~ I #  KOHTYP 6y- 
n e M  Y I I p O W a T b  C n e A y I O W a M  o 6 p a 3 0 ~ .  ~ Y C T ~  dl, A 2 , .  . , An , A1 
e C T b  P H A  I I O C J I e A O B a T e n b H b I X  K O J l b U e B H A H b I X  06nac~ef i ,  Y e p e 3  KOTO- 

PbIe I I p O X O n H T  3 T O T  K O H T Y P .  BBHAY e A M H C T B e H H O C T M  0 6 p a 3 o ~ a ~ ~ ~  
K O J I b U e B M A H b I X  o 6 n a c ~ e i i  M b I  M O X e M  H ~ E T H  B H a n H C a H H O M  T O J I b K O  

Y T O  P H A Y  06nac~e f i  T a K H e  T P M  I I O C J I e A O B a T e n b H b I X  0 6 n a c ~ 1 . r :  A,, 
d,+1 H d , + 2 ,  Y T O  AS 6 y n e ~  C O B I I a A a T b  C d , + 2 .  ~ P H H M M ~ R  B O  B H H M a -  

H M e  yXe C A e J I a H H b I e  y I I p O U e H H R  K O H T Y P a ,  M b I  MO?KeM Y T B e p X , l l a T b ,  

Y T O  K O H T Y P  I I p o f i ~ e ~  T O J I b K O  Y e P C 3 3  O n H H  r l e T b I p e X y r 0 J I b H H K  o6na- 
CTM d,+1. T ~ K W M  0 6 p a 3 0 ~ ,  n o n b 3 y ~ c b  c n o c o 6 0 ~  y n p o u e H M s I ,  M ~ I  

M O X e M  Y H M Y T O X M T b  Y a C T b  K O H T Y p a ,  B b l X O A R U Y l O  B 0 6 n a c ~ b  
n0cJIe TaKOI 'O n p e o 6 p a 3 o ~ a ~ ~ ~  r l H C n 0  r l J I e H O B  H a n H C a H H O r O  B b I I I I e  

p R A a  K O J l b U e B M H H b I X  o6nac~e f i  Y M e H b l l I M T C R  H a  A B e  eAHHMUb1.  

YII~OCTUM T e I I e p b  Y a C T b  IIOJIJ'YeHHOI'O K O H T Y p a ,  K O T O p a R  J I e X M T  

B 0 6 n a c ~ 1 . r  A,, T a K  me, K a K  a T 0  M b I  nenanw C MCXOAHbIM K O H T Y P O M ,  

M 3 a T e M  Y M e H b l U H M  O n R T b  Y M C n O  K O J I b 4 e B M n H b I X  06nac~e# ,  rlepe3 
K O T O P b I e  I I P O X O A M T  K O H T Y P ,  H a  n B e  enMHMUb1.  ~ o c T ~ I I ~ R  T a K  me M 

A a J I b I I I e ,  M b I  I I O J I y r l M M  B K O H U e  KOHUOB K O H T Y P ,  ~ 0 ~ 0 p b I f i  O C T a e T C R  



B H Y T P H  O A H O r O  H T o r 0  Xe q e T b I p e X y r O J I b H H K a ,  T .  e., A ~ ~ C T B K T ~ ~ ~ -  

HO, I I p e A I T O J I O X e H H O e  C O O T H O U l e H H e  M e X A y  n O A C T a H O B K a M H  R B n R e T -  

C R  C J I e A C T B H e M  COOTHOIl IeHMR (171). 
MLI M O m H  6b1 B I I p e A l I O J I O X e H H O M  COOTHOIIIeHHM M e X A y  I I O A C T a -  

H O B K a M H  H e  p a 3 6 a ~ a ~ b  I I O A C T a H O B O K  H a  o ~ o 6 p a > t t e ~ ~ f i ,  a onepu- 
P O B a T b  J IHUlb  C I l O A C T a H O B K a M H .  A J I R  aTOl'O H a M  A O C T a T O r l H O  YHM- 

r l T O X M T b  B ~ Y H A ~ M ~ H T ~ ~ ~ H O M I I I ~ C T H Y ~ O S I ~ H H K ~  A M a I ' O H a J I b  BC (CM. 

PMC. 6) H T e  C T O P O H h I  r l e T b I p e X Y r O J I b H H K O B ,  K O T O p b I e  I I O J I Y q a I O T C R  

a3 a ~ o i i  r i p ~ ~ o i i  npa o ~ o 6 p a x e ~ ~ u .  P a c c ~ a ~ p ~ ~ a ~  T e n e p b  me- 
C T H Y r O J I b H H K H  B M e C T O  q e T b I p e X y r O J I b H H K O B ,  M b I  M O F J I H  661 C O B e p -  

I I IeHHO T a K  Xe I l p O B e C T H  H a l r r e  A O K a 3 a T e J I b C T B 0 ,  I I p H q e M  BCRKOMY 

I I e p e C e q e H M l O  K O H T Y P O M  ~ a ~ o i i - ~ 1 ~ 6 0  C T O P O H b I  IUeCTHYl?OJIbHMKa CO- 

O T B e T C T B O B a J I a  6b1 J I H H ~ R H U  I I O A C T a H O B K a ,  npeo6pa3yw1uafi ' JTOT 

U I e C T M Y r O n b H H K  B T O T  C O C ~ A H H ~ ~ ,  B K O T O P ~ I ~ ~  I I O I I a A a e T  I I p M  ' JTOM 

n e p e c e s e H a M  H a m  KOHTYP. 

Bos~pamaficb K I I e p e ~ e ~ ~ o f i  7, M b I  M O X e M  Y T B e P m A a T b ,  q T O  CO- 

O T H O I I I e H H e  (16) 6 y n e ~  e A t r H C T B e H H b I M  H e 3 a B H C M M b I M  C O O T H O U l e H H e M  

M e X A y  OCHOBHbIMM I l O A C T a H O B K a M H  rPYIIIIbI Y P a B H e H H R  (1). B M ~ C T O  
COOTHOIIIeHI lR (171) M b I  6 y ~ e ~  H M e T b  COOTHOIIIeHHfi  

me q -- nm6oe uenoe Y H c n o ,  npeo6pa3ye~ B c e 6 ~  T y  K o n b u e B H A H y r o  

o 6 n a c ~ b ,  K O T O p a R  I l O n Y r l a e T C R  H 3  O ~ J I B C T M  d I l p M  I I O M O I u H  n 0 A C l . a -  

HOBKH S, H I l O A C T a H O B K a  a T a  6 y ~ e T  ~ J I J I U I I T M Y ~ C K O ~ ~ .  ~ ~ M H H M ~ R  B O  

B H H M a H M e ,  r l T O  B C R K B R  I l O A C T a H O B K a ,  n p e 0 6 p a 3 y 1 0 ~ ~  0 6 n a c ~ b  d 
B ce6fi, A O J I X H a  H M e T b  BLTA (SZS~)', M b I  M O X e M  Y T B e p X A a T b ,  q T O  

B C R K U  I I O A C T a H O B K a ,  npeo6pa3yrorua~ B c e 6 ~  H e K O T O p Y I O  K O n b u e -  

B H A H y l O  o 6 n a c ~ b ,  M O X e T  6 b l T b  I I p e A C T a B n e H a  B B U A e  (18). 
I I o ~ a m e ~  T e n e p b ,   TO n p H  X = X O , ~  B C f i K a R  a n n M n T u r I e c K a R  noA- 

C T a H O B K a  rpynnbr Y p a B H e H U R  (1) 6 y ~ e ~  I Ipe06pa30~b1~a~b  B c e 6 ~  
H e K O T O p y I O  K O n b U e B L T A H y I O  o 6 n a c ~ b ,  T. e. 6 y n e ~  B M A a  (18). 



C O B ~ ~ I I I M M  H a A  3 ~ 0 f i  I I O C J I e A O B a T e J I b H O C T b ~  O I I R T b  I I O A C T a H O B K Y  S4, 
M  T . A .  r p y n I I a  Y p a B H e H M R  ( 1 )  B  P a C C M a T p M B a e M O M  C n y Y a e  co6- 
C T B e H H O  I I p e p b I B H a ,  M  I I O T O M Y  I I O A C T a H O B K a  S.4 A O n X H a  6 b I ~ b  I I e p M -  

o ~ ~ s e c ~ o f i .  C n e n o ~ a ~ e n b ~ o ,  n p o A o n m a R  B ~ I U I ~ ~ K ~ ~ ~ I I H ~ I O  onepa- 
U M I o ,  M b I  A O J I X ( H b I  6 y ~ e ~  n p M f i ~ M  K  n O C J I e A O B a T e n b H O C T M  0 6 n a c ~ e f i  

B M A a  

A J , A , , 2 , A J , 3 , .  . . , A J , p , A 1 .  (199) 

nocne  B c e r o  3 ~ 0 r o  M ~ I  n o n y w m  113 B b I I U e y I I O M H H y T O r O  KOHTY-  

pa K O H T Y p ,  B ~ I X O A R W H ~ ~  M 3  O ~ J I ~ C T M  dl M  B H O B b  B  H e e  B 0 3 B p a U i L I O -  

~ M # C R .  KOHTYP  TOT 6 y ~ e ~  n p o x o A u T b  r l e p e s  n o c n e ~ o ~ a ~ e n b ~ o c ~ b  
o 6 n a c ~ e f i  

El3 e A H H C T B e H I I O C T M  O ~ ~ ~ ~ O B ~ H M H  K O J l b U e B M A H b I X  0 6 n a c ~ e f i  C J I e A y -  

e T ,  Y T O  B  a T O M  P R A Y  M b I  M O m e M  H a f i T M  T a K M e  T p M  I I O C J I e A O B a T e J I b -  

H b I e  o 6 n a c ~ ~ ,  Y T O  ~ p a f i H H e  M 3  HMX ~ Y A Y T  O A M H a K O B b I .  B 3 f i ~ b l f i  H a M M  

I I e p B O I l a Y a J I b H O  K O H T Y P  6b1n I I ~ O C T ~ ~ ~ U I M M ,  a I I O T O M Y  B  P R A Y  

H e  M O X ( e T  6 b 1 T b  O A M H a K O B b I X  0 6 n a c ~ e f i .  C J I ~ A O B ~ T ~ J I ~ H O ,  T e  O A M H a -  

K O B b I e  o 6 n a c ~ ~  p R A a  ( 1 9 ) ,  0 K O T O P b I X  M b I  T O n b K O  Y T O  Y n O M M H a J I M ,  

A O J I X ( H b 1  6 b 1 ~ b  B H A a  dnnp M  d n + i , 2 .  H O  T O r A a  M  0 6 n a c ~ ~  d l ,p  M  

A 2 , 2  A O J I Z H ~ I  6 b 1 ~ b  O A M H ~ K O B ~ I .  0 6 n a c ~ b  A 2 , 2 ,  T .  e. o 6 n a c ~ b  d l ,pr  
n o n y Y a e T c R  M 3  0 6 n a c ~ n  A 1 , 2  I I p M  I I 0 M O W l . r  I I O A C T a H O B K M  S4. 

M ~ I  M O m e M ,  T a K M M  0 6 p a 3 0 ~ ,  B M e C T O  I I O C J I e A O B a T e J I b H O C T M  ( 1 9 1 )  

p a C C M a T p M B a T b  6onee K O p O T K Y I o  I I O C J I e A O B a T e n b H O C T b :  

. . . , n o c n e ~ ~ n i t  ~ n e ~  ~ o ~ o p o f i  n o n y r l a e ~ c ~  ~3 n e p B o r o  npa no- 
M O W M  I I O n C T a H O B K M  S4. C a ~ 0 f i  I I O C J l e A O B a T e J l b H O C T b I o  M b I  M O m e M  

p a C C y X A a T b  T a K  me, K a K  M  C  I I O C n e A O B a T e J I b H O C T b I O  ( l g l ) ,  M  T . A .  

K a x n b ~ i i  pa3 6 y ~ y ~  O T I I a A a T b  I I O C J I e A H H e  Y n e H b I ,  M  B   HOBO^^ nocne- 
A o B a T e n b I l o c T w  n o c n e ~ ~ i i f i  r I n e H  6 y n e ~  n o n y . r a T b c H  ~3 n e p B o r o  n p M  



PaccyXna.J-3 C I I O C J I e A O B a T e J l b H O C T b I O  (20) T a K  Xe, K a K  C ( l g l ) ,  J I e r K O  

n o ~ a 3 a ~ b ,  q T O  l I O A C T a H O B K a  S4 npeo6pa3ye~ B c e 6 ~  o 6 n a c ~ b  dl,,. 
P a c c y ) ~ ~ ~  T ~ K  me c n o c n e n o B a T e n b H o c T b I o  (201), ~ ~ ~ A H M C R ,  . r ~ o  
o 6 n a c ~ ~  d l , ,  M A O n X H b l  6 b l ~ b  OAMHaKOBbI .  HO a T O r O  H e  MO- 

m e T  6b1~b, K a K  M ~ I  ywasbl~anu Bsbl rue .  

M T ~ K ,  n106a~ a n n M n T H q e c K a s r  n o n c T a H o B K a  r p y n n M  npeo6pasy- 
e T  B c e 6 ~  H e K O T O p y I O  KOJIbU€?BHAHYIO O ~ J I ~ C T ~ ,  II, C J I e A O B a T e J I b H O ,  

B c e  a n n H n T m e c K u e  n o A c T a H o B x M  r p  y n n M  s a ~ n l o s a ~ o ~ c ~  B B H n e  (18). 
Henonsnm~bre T O s K M  I I O A C T a H O B K H  (18) C Y T b  11pe06pa30~a~we 

T O V e K  D M E (CM. PMC.  4) I I p H  n O M 0 l u H  I I O A C T a H O B K M  S.  O A H ~  M 3  

B T H X  H e I l O A B M X H b l X  T O V e K  6 y ~ e ~  H a X O A H T b C R  B H Y T P U  O K p Y m H O C T H ,  

IIoJXy=iae~o# I I p H  I IOMOIUH I I O A C T a H O B K M  S M 3  O K P Y X H O C T M ,  O P T O r O -  

~ a n b ~ 0 5  K C T O p O H a M  A J ,  AB n BC, a A p y r a R  H e l T O A B H Z H M  T O s K a  

6 y n e ~  H a X O A M T b C R  B H Y T P M  O K P Y X H O C T M ,  I I O J I ~ ' - I ~ ~ M O #  I I p M  n O M O U H  

TO# me I I O A C T a H O B K M  S El O K P Y X H O C T H ,  O ~ T O ~ O H ~ ~ ~ H O %  K C T O P O -  

H a M  A J ,  J C  H CB. K p y r H ,  O r p a H H Y e H H b I e  O ~ ~ M M H  a T H M H  O K P Y X -  

HOCTRMM, ~ Y A Y T  I I O K P b I T b l  C e T R M H  T P e Y T O n b H M K O B ,  C O O T B e T C T B Y I O -  

U M X  H e K O T O P O M Y  Y P B B H e H M I O  Gauss'a, K a K  ZIT0 M b l  B b I I I I e  y K a 3 a n H 1  

II, C l I e A Q I 3 a T e l I b H 0 ,  HenOABEI).KKble T O P K U  B C e X  a J l J I R I l T I I P e C K H X  n 0 A -  

C T a H O B O K r P Y I I I I b l  ~ Y A Y T  H E k X O A U T b C R B H e  C e T M  ' - I e T b l p e X y r O J I b H H K O B ,  

T .  e. ~ Y A Y T  M A e a n b H b l M H  HWOABZl) f (HblMH T O ' 4 K a M M  (CM. f 13 rn .  I). 

n p ~  x = A?) nne T o n b K o  q T o  y K i t 3 a H H M e  H e n o D H m H M e  T o s -  

KH ~ J I J I H I I T M ~ ~ c K o ~  IIORCTiLHOBKH B M P O X A a I O T C R  B O A H Y  HeIIOL[BH%- 

l I Y M  TOrIKY rrapa60n~r1ec~ofi I I O A C T a H O B K H ,  I I p H s e M  T O s K a  a T a  6y- 
A e T  0 6 n a A a T b  T e M  C B O ~ ~ C T B O M ,  r ITO B ~ e f i  H e  6 y n e ~  nemaTb H H  O A H O ~  

B e p I l l M H b I  u e T h l p e X y r O J l b H M K O B .  B a T O M  C n y s a e  T09KI . I  D M E C n H B a -  

I O T C R  B OAHY TO'4KY D (CM. P H C .  4), H B H Y T P H  O K ~ ~ X H O C T ~ ? # ,  O A H a  H 3  

K O T O ~ M X  I I p O X O A H T  sepes T O ~ I K M  A, B YI D, a ~ p y r a n  sepea T O ~ K H  D, 
C H J ,  6 y ~ e ~  H a X O A H T b C R  C e T b  T p e Y r O J I b H H K O B ,  C O O T R e T C T B Y I O U H X  

y p a B H e m m  Legendre'a (CM. f 9 B s e n e ~ n ~ ) .  C e ~ b  T p e y r o n b H m o B  we 
6 y n e ~  n 0 K p b I B a T b  I I H  TOJIbKO B T O  YKa3FLHHblX K P Y r O B ,  H H  T e X ,  KOTO- 

pbIe I I O n y s a I o T C R  H 3  H H X  npw o ~ o 6 p a m e ~ ~ r r x .  



C o s e p m e ~ ~ o  Tax x e ,  xax M ~ I  paccMoTpenH o 6 n a c ~ b  (5) m ~ e -  
HeHHR IIapaMeTpa A ,  MbI MOrJIH 6b1 PaCCMOTpeTb H 0 6 n a c ~ b  (51). 

YeHHR A?) A a BMeCTO IIOACTaHOBKH S 3 s 2 - I I 0 ~ ~ ~ a ~ 0 B ~ y  S2s1. 
~ P W H W M ~ R  B O  BHHMaHHe PaCCyXAeHHR IIOCJleAHHX ABYX IIaparpa- 

(PoB, MOXHO BblCKa3aTb TeOpeMY:  

T e o p e ~ a  10. O6nacma cyqecmeoeanux aemo~op$nbzx  $ y n ~ y u C ,  
nonyraeMbtx npu peulenuu sadaru o6pau(enux ypaenenux (1) npedaz- 
dyqezo napazpa$a, 6ydem odnocex3noti o6nacmaw npu ycnoeuu 

u 6ydem unrema 6 e c ~ o n e r n y w  cex3xocma npu 

B 3mux cnyraxx n r e ~ d y  nodcmanoexanru zpynnbz 6ydem cyqecmeo- 
eamb eduncmeennoe coomnoulenue 

u ecskoe dpyzoe coomnoulenue 6ydem c.nedcmeuenr mOflbK0 rmo  na- 
nucannozo coomxoulexux. I'pynna 6ydem codeprncama 6ecruc.nennoe 
nrnorwcecmeo 3n .nunrnu~ec~ux  nodcmanoeox, u ece amu nodcmanoe~u  
6ydym 3 a x n ~ r a m b c x  e eude 

zde S - kakax-nu60 nodcmanoeka zpynnbz, a q --nw6oe yenoe rucno. 
Henodeurwcnbze morku  3mux nodcmanoeor 6ydym naxodumacx ene 
o6nacmu cyqecmeoeanux coomeemcmeywqeti  aemo~op$no t i  $ Y H K -  

yuu. 

3 11. M c c n e n y e ~  Tenepb cocTaB rpynnbx npH ~ H ~ ~ ~ H H R X  A ,  yno- 
sneTnopRmrnHx ycnoBHm (42) npenb~nyrnefi mas=. E c n ~  X yno- 
BJIeTBOpReT COOTHOmeHHIo (14), T O  MeJHAy nOACTaHOBKaMH rpyIIIIb1 

He  CyWeCTByeT H H K a K H X  COOTHOUI~HH~~,  H IIOTOMy B rpj'nne He  6y- 
AeT BnnHnTHrIeCKHX IIOACTaHOBOK, T a K  K a K  BTH IIOACTaHOBKH BBHAY 

C O ~ C T B ~ H H O ~ ~  IIpepbIBHOCTH rpyIIIIbI B PaCCMaTpHBaeMbIX c n y ~ a x x  
AOJIXHbl 6 b l ~ b  nepHOAHZleCKHMH. ~ P W  311BqeHHRX xP) rpynna 6y- 
neT conepmaTb annHnTHsecKHe noncTaHoBxa. 

IIpu Bcex s ~ a s e ~ ~ x x  A ,  ynosneTBopxrowax ycnoBwro (42) npe- 
nbxnymefi rnasbl,  rpynna 6 y n e ~  conepmaTb n a p a 6 0 n ~ s e c ~ u e ,  rH- 

n e p 6 o n ~ s e c x ~ e  H noKconpoMHYecKHe noncTaHoBKa. H o c n e n ~ ~ c  H e  



6 y n y ~  sxonu~b B rpynny  nrrrub n p w  s ~ a q e ~ ~ a x  X O ,  p H ,u-1, KO- 

m a  rpynna 6 y n e ~  + y ~ c o B o % .  ~ e % c ~ s u ~ e n b ~ o ,  H a n n s H e  napa6o- 
I I H s e C K P i X  n O n C T a H O B O K  H e I I O C p e A C T B e H H O  R C H O ,  runep60nusec~yl0 
I l O ~ C T a H O B K y  M b I  M O X e M  n O n y W 4 T b ,  o ~ o 6 p a m a f i  O C H O B H O #  ' I e T b I p e X -  

Y r O n b H H K  I I O C J I e A O B a T e J I b H O  B  T e X  er0 C T O p O H a X ,  K O T O p b l e  I l p H  np0- 
A o n m e H H H  H e  nepecexam-rca ( C M .  5 2 rn.I), n o x c o A p o M H s e c K a e  me 
n o A c T a H o B x H  A O ~ X H K I  B X O A H T ~  BO B c e x  cnyqaax, K p o M e  sbrrrreyxa- 
3 a H H b l X ,  B  C H n Y  T e O P e M b l  1. 

O ~ P ~ T U M C R  O n R T b  K  P a C C M O T p e H H K )  T e X  C n y q a e B ,  K o r n a  3anava 
o 6 p a w e ~ u f 1  M M e e T  o n ~ o 3 ~ a s ~ o e  p e u x e a H e .  B a T u x  cnysarrx rpynna 
Y p a B H e H H R  A O n m H a  6 M ~ b  C O ~ C T B ~ H H O  I I p e p b l B H o % ,  H  r r r e c T H y r o n b -  

H H K ,  nonysae~br% OT c o e n m e H m  K ~ K H X - ~ H ~ O  n ~ y x  c o c e n H a x  s e -  
T b I p e X y r O n b H H K O B  C e T H ,  6 y n e ~  n O n H b 1 M  I $ ~ H , U ~ M ~ H T ~ ~ ~ H ~ I M  M H O r O -  

Y r O n b H U K O M  r P Y n I I b 1  r Y P a B H e H H R  (1)  rn. 11. 

B 5 13 m. 1 M b l  y K a 3 b I B a n M  H a  T O ,  ' - IT0  o c o 6 ~ e  T O q K H  C O ~ C T B ~ H H O  

n p e p ~ a s o t i  rpynnbr nenm n n o c K o c T b  H a  pan C B R ~ H K I X  06nac~ei4,  
K a Z A a R  H 3  K O T O P b I X  M O X e T  6 b l T b  I I O K P b l T a  C e T b I O  ( P y H f i a ~ e H T a n b -  

H M X  M H O r O Y r O J I b H H K O B .  n p H  a T O M  B C e  a T H  C e T H  M O r Y T  6 b l T b  p a C -  

npeneneam no r p y n n a M  T a x ,  r T o  nm6bre Asa M H o r o y r o n b H H K a ,  n p H -  

H a n n e m a m r i e  on~oi4  H TOG me c e T H  nnw n B y M  c e T R M  O ~ H O #  ~3 rpynn, 
M O r y T  6 b 1 T b  npeo6pa30sa~bl O A K H  B ~ P Y ~ O G  np&f n O M O ~ M  H e K O T O -  

p 0 2  n O A C T a H O B K H  r p y n n b 1  r. T O ~ K U  me, H a X O n f f I I l H e C J 3  B H Y T P H  C e -  

T e # ,  I I p H H a f l n e m a U H X  p a 3 J I W l H b l M  r P Y n n a M ,  H e  M O r Y T  6 b l T b  a K B U -  

B a n e H T H b I .  P ~ C C M O T P M M  B C e  a T H  C B O ~ ~ C T B ~  B H C C J I e A O B a H H b l X  H a M H  

cnyqaax y p a B H e I i H a  ( I ) . ~ ~  



E c n ~  M b I  B a T H X  C J l Y r I a S l X  I I P O A O J I m H M  C T O P O H b I  OCHOBHOI'O Y e T b I -  

p e x y r o n b H H K a  ABCJ (CM. PHC. 7), T O  0 6 p a 3 y e ~ c ~  npyroR Y e T b I -  

p e X y r 0 n b H H K  C T e M H  me B e p l I l H H a M H ,  H M b I  a T O T  Y e T b I p e X y r O J l b -  

HHK 6 y ~ e ~  H ~ J M B ~ T ~  c o n p x w e n n b t ~  c o c n o e n b t ~  uembtpexyzonartu- 
XOM. ~ P H  n O C J I e A O B a T e J I b H O M  o ~ o 6 p a x e ~ ~ ~  C O n p H X e H H O r O  q€!TbI- 

p e x y r o n b H H K a  n o n y s a e T c r r  Ta  me rpynna r, s ~ o  a n p H  o~o6pame- 
H H a  o c H o B H o r o  (CM. 3 14 rn.1). 0 6 e  nonysembre c e T a  H e  6 y n y ~  
H M e T b  O ~ I U H X  T O q e K ,  K a K  3 T O  H e I I O C p e n C T B e H H O  H C H O  H 3  P a C C y m A e -  

HHC 3 2 H ~ C T O R I U ~ #  T J I a B b I .  

n o ~ a m e ~ ,   TO BCIIKU T o s K a  n n o c K o c T H  n ~ 6 0  n p H H a n n e m a T  on- 
~ 0 f i H 3 a T H X  c ~ T ~ # , J I M ~ o  R B J I R ~ T C R ~ ~ ~ A ~ ~ ~ H O # T O ~ K O # O ~ ~ H X ~ T H X  

ce~ef i .  0 6 p a ~ w ~ c r r  K P H C .  2 H I I y C T b  B H Y T ~ ~ H H C I #  ~ e T b I p e X y r O n b H H K  

6 y ~ e ~  O C H O B H b I M ,  a B H ~ U I H H # -  e M Y  C O I I p f i m e H H b I M .  E Y A ~ M  C O B e p -  

m a T b  H a n  K M A b l M  H 3  H H X  I I O C J I e A O B a T e J I b H b I e  0 ~ 0 6 p a ~ ( e ~ ~ f i .  &K 

6b1no B b I l l C H e H O  B 3 2 H ~ C T O H I U ~ #  r J I a B b 1 ,  I I O C J l e  T a K H X  o ~ o 6 p a m e ~ ~ i i  
B H Y T P e H H R l l  H B H e l I I H R R  C e T H  9 e T b I P e X Y r O J I b H M K O B  ~ Y A Y T  O T A e n R T b -  

CR oAIia OT npyroii uenbm En K P Y ~ O B ,  9 M c n o  K O T O P ~ I X  6 y ~ e ~  4 .3" ,  
I I p H r I e M  K m A b 1 f i  H 3  K P Y r O B  K a C a e T C R  A B Y X  C O C e A H H X .  

2JIll A O K a 3 a T e J I b C T B a  B b I C K a 3 a H H O r O  H a M H  Y T B e P m A e H H f i  A O C T a -  

T O s H O  I I O K a 3 a T b ,  9 T O  ~ a ~ 6 0 n b m ~ #  H 3  P a A H Y C O B  T O J I b K O  9 T O  YIIOMR- 

H y T b I X  4 .  3" K p Y r O B  C T p e M H T C f i  K H Y n W  I I p H  B O 3 p a C T a H H M  n. E c n ~  
6b1 a T O  O ~ C T O I I T ~ J I ~ C T E I O  H e  H M e J l O  M e C T a ,  T O  M O X H O  6b1~10 6b1 Y K a -  

3aTb T a K O e  I I O J I O m M T e J I b H O e  9 H C J I O  I ,  9 T O  n p H  B C f i K O M  7l HMeJICf i  6b1 
c p e n H  K p y r o n  s e n H  En no ~ p a # ~ e Z i  M e p e  onaa K p y r  c p a n H y c o M ,  

6 t ) J I b l I l H M  I .  n p H  3 T O M  M O X H O  661~10 6b1 ~ b 1 6 p a ~ b  T a K Y K )  nocJIeA0- 
B a T e J I b H O C T b  K P Y F O B  U n ,  s ~ 0 6 b 1  I l p H  B C f i K O M  7l K P Y r  U n + l  H a X O A H J l C f i  

B H Y T P H  U n ,  a T O T  I I O C J I ~ A H H ~ ~  B X O A H n  B C O C T a B  U e n H  En ,  H er0 p a A H y C  

6b1n 6onbme I .  
~ ~ ~ ~ c T B H T ~ J I ~ H o ,  e C n H  B U e n H  Er. H a X O A H T C R  H e C K O n b K O  K p Y r O B ,  

pamycw K O T O P ~ I X  60nbme I, TO no ~ p a # ~ e i i  M e p e  OAHH ~3 HHX Aon- 
X e H  06nana~b T e M  C B O ~ ~ C T B O M ,  9 T O  B H Y T p H  H e r o  6 y n y ~  H a X O A H T b C f i  

K p y r H  nro6oii C e T H  En nps  n > k ,  p a A H y C b I  K O T O p b l X  ~ Y A Y T  6onbme 
1 .  M3 U e n H  Eo B 0 3 b M e M  ~ a ~ o i i - n a 6 0  K p y r ,  0 6 n a ~ a r o r u ~ E  a T H M  CBO#- 

C T B O M ,  H I I p H M e M  er0 3a K p y r  U o .  BHYTPH H e r 0  A O J I X e H  H a X O A M T b C f i  

no ~ p a i i ~ e i i  M e p e   om^ ~3 K p y r o B  u e n H  El ,  06nanarolu~fi T e M  me 
C B O ~ ~ C T B O M .  ~ P H M ~ M  er0 3a K p y r  U l ,  H T .  A. 

T ~ K M M  0 6 p a 3 0 ~  O I I p  e A e J I R T C R  K P Y r M  O n ,  0 6 n a ~ a r n ~ [ ~ e  BbILLIeYKa- 

3 a H H b I M H  C B O ~ ~ C T B ~ M H .  ~ Y C T ~  Pn - - P a A H y C  K p y r a  O n .  n p H  Y B e J I H -  



YeHMH 12 pn YMeHbIIIaIOTCR,  HO AOJIXHbl  O C T a B a T b C R  6onbrue 1, a no- 
TOMY OHH ~ Y A Y T  C T p e M H T b C R  K npeneny p, ~ 0 ~ 0 p b 1 f i  A O n m e H  6 b I ~ b  

6onbme HYJIR. B 0 3 b M e ~  n HaCTOJIbKO ~ o J I ~ U I H M ,  r I ~ 0 6 b I  pn 6brno 
M e H b m e  2p. H e n o c p e n c ~ ~ e ~ ~ o  RCHO,  s ~ o  uemp F xpyra a, non- 
XieH 6 y n e ~  A p H  BTOM HaXOAWTbCR BHYTpM K p Y r O B  6, n p H  BCRKOM 

m > n ,  a, T a m M  o 6 p a 3 0 ~ ,  T o r I x a  F H e  M o m e T  n p H H a A n e m a T b  HH K 

B H Y T ~ ~ H H ~ ~ ~ ,  HH K B H ~ U H ~ ~  CeTH.  HO J I e r K o  n o ~ a 3 a T b ,  q T 0  B T a  TOrI- 

K a  A O n m H a  I I p H H a A J I e X a T b  B H ~ I I I H ~ ~  C e T a .  ~ ~ # c T B H T ~ J I ~ H o ,  eCJ IH  

M ~ I O T O ~ P ~ L ~ M M  TY q a C T b  ~ T O C  CeTH,  K O T O p a R  J I e m a T  B H e  U e n H  En, B 

OKpYWHOCTW K p Y r a  U n l  TO AOJIYWIM T a K X e  T O s K a ,  n p w H a f i n e m a u n e  

B H ~ I I I H ~ R  CeTM (CM. f 2 m. I), 110 A p H  3 T O M  6 e c ~ o ~ e s ~ o  y A a n e H H a R  

TOrlKa,  K O T O P a R  HaXOAHTCR B H Y T P H  C0IIPRfl)KeHHOrO ' 4 e T b I P e X y r O J I b -  

HMKa, I I e p e f i n e ~  HMeHHO B TOgKY F .  T ~ K H M  0 6 p a 3 0 ~ ,  B b I C K a 3 a H H O e  

H a M H  Y T B e p m A e H H e  LIOKa3aHO. 

f 12. ~ I T ~ K ,  rpyIIIIa r I l p H  BblnOJIHeHLiM yCJIOBLiR(23) 6 y n e ~  H M e T b  

H a  IUIOCKOCTH LIBa IIOJIHbIX ~ Y H A ~ M ~ H T ~ J I ~ H ~ I x  LUeCTHyrOJIbHHKa.  kI3 
HHX IIOJIyrIaTCJ3 A B e  CeTLT, KOTOpbIe  B C a n y  T e O p e M b I  3 A O n m H b I H M e T b  

OAHHaKOBbIe n p e A e J I b H b I e  TOrIKH, H BCRKU3 T O q K a  AJIOCKOCTH 111.160 

6 y n e ~  n p u I i a n n e m a T b  o n ~ o i i  a3 BTMX ce~eii ,  11x60 6 y f i e ~  MX npe- 
~ e n b a o g  T O ~ I K O ~ ~ .  C O B O K Y I I H O C T ~  I IpeAeJ IbHbIX TOrIeK o 6 p a 3 y e ~  rpa- 
HLi4Y L,  KOTOPBR A e n H T  IlJIOCKOCTb H a  LIBe OAHOCBR3HbIe r I aCTH.  B 
& a J l b ~ e % I l I e M  M b I  B e p H e M C R  K HCCJIeAOBaHHH) r p a H L i U b 1  L. 

I Iepei ine~ T e n e p b  K PaCCMOTPeHHH)  T e x  c n y r I a e B ,  K o r n a  X = X O , k  
H n w  A I p k  (CM. PHC. 6). 0 6 p a 3 y e ~ ,  K a K    TO 6b1no yxasaao B f 8 H a c T o -  

R w e R  r J I a B b I ,  KOJIbUeBHAHyIO 0 6 n a c ~ b  A. ~ P H  3TOM H 3  TpeyI 'OJ Ib -  

HMKoB ABD JCE MbI  n o n y s n M  MHOrOYrOnbHMKH GI G2, HMe-  

mmae 2k CTOpOH, C y r n a M a ,  PaBHbIMM H y n I O .  M ~ o r o y r o n b ~ a ~  GI 
HaXOAHTCR BHYTPH K P Y r a  C1, OIIHCaHHOrO M3 T O s K H  D K a K  K e H T p a  

p a A U y C O M  DA, U CTOPOHbT er0 O p T O r O H a J I b H b I  K 0KpY)KHOCTH BTOrO 

K p y r a ,  a G2 HaXOAMTCfl B H e  K p y r a  C 2 ,  O n H C a H H O r O  H 3  TOrIKH D K a K  

U e H T p a  PaAPlyCOM DJ, a CTOPOHbI er0 O P T O r O H a J I b H b I  K OKPYXHO- 

CTM a T o r o  K p y r a .  0 6 n a c ~ b  d I.r MHOrOYrOJIbHLiKH GI H G2 n0KpOW)T 

BCH) n n o c K o c T b ,  3a H c K n r n r I e H H e M  4k K P Y ~ O B ,  H HX n o c n e A o B a T e n b -  

w M e  0 ~ 0 6 p a m e H a a  mrne H e  H a n R r y T  npyr H a  jspyra. 
s y ~ e ~  c o s e p l n a T b  n o c n e A o n a T e n b m e  0 ~ 0 6 p a > r t e ~ ~ f l  T a x  me, EtaK 

U B C n y r I a e  (23). C ~ T H  KOJIbueBHAHbIX o6nac~efi  U MHOrOYrOnbHM-  

KOD nOKPOIOT BCH) IIJIOCKOCTb, 3a PfCKJIH)rIeHHeM 4k(4k - 1)" K P Y r O B ,  

TIOCne T O r O ,  K a K  MbI COBePIIIHM 12 BbIILIeYKa3aHIIbIX o ~ o 6 p a x e ~ a f i .  
C o s e p m e ~ ~ o  T a x  me, K a K  H B cnyvae (23), M o m H o  n o ~ a 3 a ~ b ,    TO 

~ a ~ 6 o n b m a i i  a3 P a A H y C O B  BTHX 4k(4k - 1)" K p y r o B  ~ Y A ~ T  c T p e -  

M a T b C R  K H y n M  n p H  B 0 3 P a C T a H H H  n. C I I ~ A O B ~ T ~ J I ~ H O ,  B p a C c M a -  



CTPOR, H a I I p H M e p ,  IIOCJIeL[OBaTeJIbHbIe O T O ~ P ~ U K ~ H H ~ ~  T p e y r O n b -  

HHKa ABD,  Mbl  3aIIOJIHHM B e C b  K p Y r  Clr  H B C e  TOYKH OKPYXHOCTH 

3 T O r 0  K P Y r a  ~ Y A Y T  IIpeAeJIbHbIMH TOPKaMH (CM. 5 14 m. I). TO Xe 
MOXHO C K a 3 a T b  H 06 OKPYXHOCTH K P Y r a  C2. T ~ K M M  0 6 p a 3 0 ~ ,  Ka- 

X A a R  H 3  YIIOMrlHYTblX BbIUIe ce~ef i  T p e y r O J I b H H K a  6 y A e ~  OrpaHHYe-  

H a  OKPYXHOCTblO. n p e ~ [ e J I b ~ b l M H  TOPKaMH CeTH YeTbIpeXyrOJIbHH- 

KOB ~ Y A Y T  TOPKH O K P Y X H O C T ~ ~ ~  KPYrOB C1 H C2, BCeX BKBHBaJIeHT- 

HbIX HM O K P ~ X H O C T ~ ~ ~  H TOYKH C r y U e H H r l  aTHX O K ~ ~ X H O C T ~ ~ ~ .  

B M ~ C T O  Y e T b I p e X y r O J I b H H K a  H AByX TPeYrOJIbHHKOB Mbl  MOrJIH 6b1 

p a C C M a T p H B a T b  o 6 n a c ~ ~  d, G1 H G2. C O ~ A H H ~ H H ~  o 6 n a c ~ ~  d H 

o ~ o 6 p a x e ~ ~ f l  a ~ o f i  o 6 n a c ~ ~  B K ~ K O G - J I H ~ O  ~3 ee CTOPOH n p e A c T a -  

BJIr leT co6ofi n 0 J I ~ b l f i  ~ y ~ ~ a ~ e ~ T a J I b l I b 1 f i  MHOrOyrOJIbHHK HeKOTO- 

p0fi r p y n n b l  r', KOTOPaR RBJIReTCrl I I ~ , Z V p y n n ~ f i  r p y n n b l  r H HMeeT 

T e  x e  n p e A e n b H b I e  TOYKH, PTO H rpynna r. rpynna  I" H e  6 y n e ~  
C O A e p X a T b  aJIJIHnTHPeCKHX IIOACTaHOBOK. 

C O B ~ ~ U ~ H H O  TaK Xe M b l  MOrJIH 6b1  P a C C M O T p e T b  H CJIyYaH A = 
(0) (0) 

A, H X = A, . B 3THX cnysarlx rpynna I' 6 y n e ~  HMeTb H a  nnoc- 
KOCTH OAHH I I o J I ~ b l f i  + y H A a ~ e ~ ~ a J I b ~ b l f i  ILIeCTHyrOJIbHHK H A B a  +YH- 

AaMeHTaJIbHbIX YeTbIpeXyrOJIbHHKa,  H pa3~wua  6 y n e ~  JIHLUb B TOM, 

YTO C e T b ,  I IOJIyYaeMarl  H 3  TOJIbKO YTO YIIOMrlHYTOrO LUeCTHYrOJIbHH- 

K a ,  6 y n e ~  O A H O C B ~ ~ ~ H O ~ ~ .  

f 13. P a c c ~ o ~ p w ~  B H a c T o a e M  naparpa+e 6onee nonpo6so 
r p a a H u y  C n ~ y x  ce~e i i ,  n o n y r I a e M b r x  n p H  B H n o n H e H H H  y c n o B H r l  

(23). E c n ~  A = A o ,  TO CTOpOHbI OCHOBHOrO H C o n p r l X e H H o r o  YeTbl- 

PeXyrOJIbHHKOB O P T O r O H a n b H b I  H ~ K O T O P O ~ ~  OKPYXHOCTH, H a T a  no- 
CJIeAHrlrl n p e A c T a B n R e T  co6oro r p a H H U y  l. 0 6 0 3 ~ a V H ~  ~ Y K B O H )  77 
TO VaCTHOe H H T e r p a n O B ,  3HaVeHHrl  KOTOpOrO A a M T  C e T b ,  HaXOArl- 

ilIyl0C.R BHYTPH TOJIbKO YTO YIIOMIIHYTO~ OKPYXHOCTH, H IIYCTb El 
6 y n e ~  K p y r ,  0 r p a H L i Y e ~ ~ b l f i  3 ~ 0 f i  OKPYXHOCTblO. 



~ P H H H M ~ R  BO B H H M a H H e ,  q T O  B 0 6 0 ~ ~  C n y s a R x  oco6bre TOP-  

KH L [ H + + ~ P ~ H L ( H ~ J I ~ H o ~ o  Y P a B I l e H H R  OAHHaKOBbI, MbI  M O X e M  Y T B e P -  

>KnaTb, ' I T 0  (PYHKUHR (24) npeo6pa3ye~  r I e T b I p e X y r O n b H H K ,  COOTBeT- 

C T B Y I O ~ H ~ ~  A H + + ~ ~ ~ H u H ~ J I ~ H O M ~  Y p a B H e H H I O  n p H  A = A o ,  B P e T b I -  

p e X y r O J I b H H K ,  C O O T B ~ T C T B ~ I ~ W H ~ ~  TOMY Xe Y p a B H e H H I o  n p H  A X 

TaKHM 0 6 p a 3 0 ~ ,  P T O  B e p u I H H e  OAHOrO P e T b I p e X y r O J I b H H K a  COOTBeT- 

CTBYeT B e p I I I H H a  A p y r O I ' O ,  a IIOTOMy B C H n y  I IpHHUHIIa  CMMMeTPMH 

MOXHO T a m e  Y T B e p X A a T b ,  q T O  (PYHKUHR (24) npeo6pa3ye~ K p y r  El 
BO BHYTpeHHIOIO C e T b  &2 P e T b I p e X y r O J l b H H K O B ,  COOTBeTCTBYIolUHX 

cnysam A = A'. 
n o ~ a m e ~  T e n e p b ,   TO +YHKL(HR a T a  6 y n e ~  H e n p e p b I B H a  B K p y r e  

El, BKJIIOuaR H er0 O K p Y X H O C T b ,  H q T O ,  TaKHM 0 6 p a 3 0 ~ ,  M e m a y  

TOPKaMH ~ T O C  OKPYXHOCTH H T O q K a M H  r p a H H U b 1  C e T H  f2  M O X e T  

6b1~b YCTaHOBneHO ~ H O A H O ~ H ~ P H O ~  H H e n p e p b I B H O e  COOTBeTCTBHe.  

Ha  IIJIOCKOCTRX I I e p e M e H H b I X  7 H 71 MbI  6 y ~ e ~  HhXeTb U e n H  En H 

X i ,  0 KOTOpbIX M b l  YIIOMHHaJIH B 5 11. ~ Y C T ~  q (k )  (k  = 1 , 2 ,  . . . )  - 
pJ3A 3 ~ a r I e ~ H f i  7, HaXOARLUHXCR B H Y T P H  K P Y r a  El H CTPeMIIIUHXCR 

K H ~ K O T O P O #  T O q K e  7)(0) OKPYXHOCTH a T O r O  K p Y r a .  E c n ~  7)(0) H e  

e C T b  B e p l I J H H a  HHKaKOrO q e T b I p e X y r O n b H H K a  CeTH,  TO MOXHO YKa-  

3 8 T b  n p H  BCHKOM U e n O M  IIOJIOXHTeJIbHOM 3 H a P e H H H  7l T ~ K O ~  K p y r  

u, , n p ~ ~ a n n e * a m ~ C  u e n H  C, , BHYTPW K o T o p o r o  6 y ~ y ~  H a x o m T b -  

CR TOPKH rl(k) I l p H  AOCTaTOqHO 6 0 n b U I 0 ~  3 H a q e H H H  k .  K p y r H  Un 

6 y n y ~  HaXOAHTbCR OAHH BHYTPW A P Y r O r O  H ~ Y A Y T  C T p e M H T b C R  K 

TOPKe  7l(O). HM ~ Y A Y T  COOTBeTCTBOBaTb  H a  nJIOCKOCTH 7)l K P Y r H  UA, 

n p H H a A n e m a r r [ H e  U e n a M  C;, t r  K p y r H  ~ T H  T a m e  6 y w ~  H a x o A m b c x  

OALIH BHYTPH I l p y r O r O .  ~ ~ H H H M ~ R  BO BHHMaHHe,  P T O  p a A M y C h l  a T H X  

K p Y r O B  CTPeMRTCfl  K H y n I O  I I p H  B O 3 p a C T a H H H  f l  H P T O  TOYKH (p(7)(k)) 

HaXOARTCR n p H  AOCTaTOPHO 60nbrrr~x 3HaqeHHJ3X k B H Y T p H  nm60ro 
K p y r a  a;, MbI M O X e M  H a I I H C a T b  



n p e m o n o m ~ ~  T e n e p b ,   TO T O ~ K H  17(k) C T p e M m c f i  K B e p m m e  A 
H e K o T o p o r o  4 e T b I p e x y r o n b H w K a  c e T w .  B a T o M  cnyyae nw6o YM- 

CJIO M H O r O Y I ' O J I b H H K O B ,  B H Y T p W  K O T O p b I X  H a X O A R T C X  T 0 4 K W  17(k), - 
K O H e 4 H 0 ,  n ~ 6 0  M O X H O  n O C T p O W T b  n O C J I e A O B a T e J l b H O C T b  K P Y r O B  Un , 
K a C a T e J I b H b I X  B T O 4 K e  A, B H Y T P W  K O T O P b I X  6 y ~ e ~  HaXOLLHTbCR 6ec- 
4 H C J I e H H O e  M H O m e C T B O  T O 4 e K  17(k). B O ~ O M X  CJIY ' I i tRX J I e r K O  B M A e T b ,  

q T O  T 0 4 K H  (O(q(k)) 6 y A y ~  C T P e M H T b C R  K B e p I I I M t i e  A1 H e K O T O P O r O  

4 e T b I p e X Y r O J I b H H K a  C e T W  H a  I I J IOCKOCTH 71. 
M ~ I  BWAMM, T a K W M  0 6 p a 3 0 ~ ,  q T O  B C R K O ~ ~  T O ' I K e  O K P Y X H O C T W  CO- 

O T B e T C T B Y e T  O I I p e A e J I e H H a R  T O q K a  I ' P a H I I U b I  C. T a ~ x e  M O X H O  IIO- 

K a 3 a T b l  4 T O  W, H ~ O ~ O P O T ,  B C R K O ~ ~  T O q K e  r p a H M U b I  C C O O T B e T C T B y e T  

o n p e A e n e H H a H  T o q K a  OKPYXHOCTM K p y r a  El. I~PHHIIM~II BO B H m a -  

H W e ,  q T O  P a A H y C b I  U n  M U; C T p e M R T C H  K HYJIH) I I p W  B 0 3 p a C T a H H W  

n ,  M O X e M  Y T B e P X A a T b ,  ' I T 0  y K a 3 a H H O e  T O n b K O  4 T O  C O O T B e T C T B H e  

6 y n e ~  H e I I p e p b I B H b I M  H 4 T O  r p a H M U a  C 6 y ~ e ~  ~ p ~ o o i i  Jordan'a. 
L I o ~ a m e ~  T e n e p b ,   TO n p H  n m 6 o ~  s ~ a q e ~ w w  A ,  y A o s n e T B o p R I o -  

m e M  y c n o B n r o  (23), c y M M a  nnomaaefi B c e x  K p y r o B  un-1, c o c T a B n R -  

lOLL[MX U e n b  En ,  C T P e M H T C X  K HYJIIO I I p H  B 0 3 p a C T a H W H  n. q ~ 0 6 b 1  
C A e J I a T b  3 T 0 ,  A O C T a T O 4 H O  A O K a 3 a T b  C Y l I l e C T B O B a H W e  T a K O r O  IIOJIO- 

X H T e J I b H O r O  4 W C n a  q ,  M e H b I I I e r O  eAMHMUb1, . I T 0  ~ a ~ 0 f i  6b1 K p y r  Un 

H a M  HM H a m ,  M ~ I  M o r n H  6b1 ~ a f i ~ a  T a K o e  uenoe s ~ c n o  m, 6onbmee 
n ,  4 ~ 0 6 b 1  OTHOLIIeHWe C Y M M b I  I I J I o I U a A e f i  B C e X  K P Y r O B  U m ,  3 a K J I l O -  

saromaxcx B H Y T P w  K p y r a  unl  K n n o u a A M  a T o r o  K p y r a  6b1no 6b1 
M e H b I I I e  q. 

Ha pac. 8 M ~ I  M ~ O ~ ~ ~ ~ M J I W  TPW n o c J I e A o B a T e n b H b I x  K p y r a  K l l  K 2  
H EC3, npaaannexalrrux u e n H  En, H TOT K p y r ,  n p ~ ~ a ~ n e x a u ~ f i  ue- 
I I H  En-ll  B H Y T P M  K O T O P O r O  H a X O A X T C X  3 T H  T P M  K p y r a .  ~ Y C T ~  Q- 

~ a ~ o e - n k i 6 0  q M c n o ,  y n o s n e T n o p m o u e e  H e p a s e H c T B y  

~ o K ~ X ~ M ,  4 T O  M O X H O  B b 1 6 p a ~ b  T a K O e  U e J I O e  4 M C l l O  m, 4 T O  OTHO- 

m e H a e  C Y M M ~ I  nnouanefi K P Y ~ O B ,  n p n H a A n e x a l r r H x  u e n M  Em w H a -  

xonmuaxcx BHYTPH O A H O r O  M 3  KPYI-OB EC, (s = l, 2,3),  K nnowam 
a T o r o  K p y r a  6 y ~ e ~  M e H b I I I e  q. 

E c n ~  A s e  OKPYXHOCTH O A M H a K o B o r o  p a A M y c a  n e p e c e K a I o T c a  op- 
T O r O H a J I b H O ,  T O  O T H O U l e H H e  ~ 0 f i  ZIaCTW I I l I O U [ a A H  O A H O r O  213 I I O n y 4 a -  

e M b I X  I I p H  3 T O M  KPYI 'OB,  K O T O P a R  H e  I I p W H a A n e X H T  APYI-OMY K P Y r Y ,  

KO ~ c e #  nnomaaa K p y r a  p a m a  B b I p a x e H H I o ,  c T o R u e M y  B n e ~ o f i  qa- 
CTH H e p a s e H c T s a  (25). 

~ Y C T ~  EC1 e C T b  T O T  K P Y r ,  O K P Y X H O C T b  K O T O P O r O  I I P O X O A H T  4epe3 
TOZIKW A M B, H n y c T b  r e c T b  p a n H y c  3~01-o K p y r a .  n p o ~ e ~ e ~  qepes 



T O ~ K Y  A rise OKPYXHOCTH: C1 H C2, H M e m u u e  p a A M y c  r M O p T o r o -  

, H a J I b H b I e  K O K P Y W I I O C T H  K p Y r a  K1. ~ o K = ~ M ,  -TO I IO ~ p a f i ~ e f i  M e p e  

Q A H a  H 3  a T H X  A B Y X  O K P Y X H O C T ~ #  H e  I I e p e C e s e T C H  C O K P Y W H O C T H M H  

K p Y r O B  K2 H K3. He M e H R R  O T H O U I e H H R  n J I 0 I U a A e g  nm6b1x A B y X  @H- 

r yp  H a  I I J IOCKOCTH,  M b I  M O m e M  n p e o 6 p a 3 0 ~ a ~ b  a T y  I I O C J I e A H Z O I o  I I p H  

I IOMOIUH I I O A C T a H O B K H  

'71 = a'7 + P. 

~ P H M ~ H R H  a T y  I I O A C T a H O B K y  K I I J I O C K O C T H  P H C .  8, M b I  M O W e M  A O C T H r -  

H Y T b  T O r O ,  r1~06b1 T O r I K a  A I I O I I a J I a  B H a s a J I O  K O O P A H H a T ,  K a C a T e J I b -  

H a R  K B H ~ I Y H ~ ~ ~  O K P Y W H O C T H  B a ~ 0 f i  T O ' I K e  6b1na 6b1 B ~ U ~ C T B ~ H H O #  

ocbm, p a m y c  K p y r a  K1, npoxo~nr r r~ f i  sepes T O P K ~  A, C o B n a A a n  633 
C I I O J I O m M T e J I b H O M  H a I I p a B J I e H H e M  M H H M O ~  O C H ,  H A H a M e T p  K p Y r a  K1 
p a B H H J I C R  6b1 e A H H M U e .  MbI 6 y ~ e ~  I I p e A r I O J I a I ' a T b ,  r I T O  I I J I O C K O C T b  

P H C .  8. Y A O B J I e T B O P I I e T  B C e M  a T H M  YCJIOBHHM. 

n p e o 6 p a 3 y e ~  a T y  I I J I O C K O C T b  n p H  I I O M O I U H  I I O A C T a H O B K H  



n o n x H b r  s a ~ n m s a ~ b c n  M e m a y  n p n M b r M H  y = 7 H y = 1 H n o n m H M  

K a C a T b C n  O A H a  npyrofi, H e T p y n H O  3 & K J I K ) r I H T b ,  r l T O  II0 K P ~ # H ~ #  M e -  

pe O A H a  H 3  I I p I I M b I X  Z = 1 H J I H  2 = -1 H e  H M e e T  O ~ W H X  T O s e K  C 

BTHMH O K ~ ~ ~ H O C T I I M M .  T ~ K H M  o 6 p a 3 0 ~ ,  H a m e  y T s e p m n e H H e  OTHO- 

C H T e J l b H O  O H P Y X H O C T ~ ~ ~  C 1  M C2 l I O K a 3 a H O .  

l l p e n n o n o m u ~  nnn O n p e n e n e H H o c T H ,   TO C1 H e  u M e e T  06uux 
T O s e K  C O K P Y X H O C T I I M H  K p Y r O B  K2 H K3. T o s ~ a  A e C T b  H e n o A B H X -  

H a n  T O s K a  H ~ K O T O P O #  n a p a 6 o n ~ s e c ~ o #  I I O n C T a H O B K H  S r p y I I I I b I  r. 
Ha O C H O B a H H H  p a c c y X n e ~ M #  8 10 rJI. I M O X e M  Y T B e p m n a T b ,  r I T 0  B C e  

T O r l K H  K p y r a  Kl ,  H a X O ~ R I L i H e C H  B H Y T P H  0 K P Y m H O C T I . I  C1, ~ Y ~ Y T  n p H -  

H a A n e X a T b  O ~ H O #  H 3  ~ e ~ e #  H q T O  e C n H  C e C T b  O K P Y X H O C T b ,  O n H -  

C a H H a f i  OKOJIO T O s K H  A K a K  U e H T P a  C K O J I b  Y r O n H O  M a J I b I M  p a L [ H y C O M ,  

T O  T a  V a C T b  K p Y r a  K1, K O T O P a f i  H a X O L I H T C R  B H e  O K P Y m H O C T H  C, H O  

B H Y T p H  O K P Y X H O C T M  C1, M O m e T  661~6 I l O K p b I T a  K O H e n H b I M  r IHCJIOM 

s e T b I p e X y r O J I b H H K O B .  

~ O ~ T O M ~ ,  e C n H  q y n O B J I e T B O p H e T  H e p a B e H C T B y  (25), T O ,  C O B e p -  

ZUHB L [ O C T a T O r I H O e  'XHCJIO o ~ o 6 p a m e ~ ~ # ,  M b l  I I O K p O e M  C e T b m  S e T b l -  

P e X Y r O n b H H K O B  T a K p  s a C T b  K p y r a  K1, q T O  O T H O l U e H H e  I I J I O U a n H  

TO# q a C T H  a T O r O  K P Y r a ,  K O T O P a H  O C T a J I a C b  H~I IOKP~ITO# I I O C J I e  Y K a -  

3 a H H b l X  o ~ o 6 p a m e ~ u # ,  K n n o u a A H  B c e r o  K p y r a  6 y n e ~  M e H b U I e  q. Te 
O K P Y X H O C T H ,  B  K O T O P b l X  H a M  I I p H  a T O M  I I p H n e T C S I  C O B e p W a T b  OTO- 

6 p a m e ~ u a ,  6 y n y ~  B 3 a H M H O  K a C a T b C I I  B  T O q K e  A H ~ Y A Y T  I I p H H a n -  

J I e m a T b  n O C l I e L I 0 B a T e J l b H b I M  U e I I R M  Cn+2 ,. . . , H ,  T a K H M  

0 6 p a 3 0 ~ ,  M ~ I  onpeaennew sucno m. 
T o s ~ o  T a K O e  Xe P a C C y X l I e H H e  I I p H M e H H M O  H K K p Y r Y  K3. 
n e p e # n e ~  T e n e p b  K L [ O K ~ ~ ~ T ~ J I ~ C T B Y  H a m e r o  n p e m o n o x e H H n  

nnn c p e n H e r o  K p y r a  K 2 .  I I y c ~ b  p e c T b  nnoqanb a ~ o r o  K p y r a .  OTO- 
6 p a 3 ~ ~  A B a  r I e T b l p e X y r O J I b H H K a ,  ~ 3 0 6 p a x e ~ ~ ~ d e  H a  P H C .  8, B O K p Y X -  

HOCTM a T o r o  K p y r a .  BHYTPH H e r o  n o n y s a T c n  nocne a T o r o  nsa se-  
T b r p e x y r o n b H u K a  H TPH K p y r a ,  a H a n o r H w m e  K p y r a M  K1, K2 H K3. 
0 ~ 0 6 p a 3 ~ ~  n B a  B H O B b  I I O J I Y r I e H H b I X  r I e T b I p e X y r O J I b H H K a  B O K p y m H O -  

CTM C p e n H e r o  u3 BTHX K p y r o B  H 6 y n e ~  T ~ K  n p o n o n m a T b  no T e x  nop, 
n o K a  nnouanb c p e n H e r o  ~3 K p y r o B  H e  c T a H e T  M e H b m e  ~ p ,  rne E -  

H a C T O n b K O  M a J I O e  I l O J l O X H T e J I b H O e  Y H C I I O ,  r I T O  Q - E Y A O B J I e T B O p H e T  

H e p a B e H C T B y  

K p 0 ~ e  3 T O r 0  K p Y r a  B H Y T p H  K2 6 y n y ~  H a X O n H T b C H  K p y r H  K ,  H e  no- 
K p b I T b I e  ~ e T b I p e X Y r O J I b H H K a M H ,  H ~ ~ l I b l #  H 3  a T H X  K p Y r O B  6 y n e ~  
a H a n o r H s e H  K p y r y  K1 p H C . 8 ,  T .  e. 6 y n e ~  K a C a T b C H  B H ~ K O T O P O #  

T O s K e  D TO# O K P Y W H O C T H ,  O T O ~ ~ ~ H U ~ H U ~  B KOTOPO# H n p H B e n O  K 



B T O M y  K p y r y .  K K a X A O M y  M 3  BTMX K P Y r O B  I I P H J I O H V l M b I  T e  P a C C y -  

X A e H H R ,  K O T O p b I e  M b I  I I p H M e H f i e M  K K p y r y  K1, H ,  C J I e A O B a T e J I b H O ,  

M b I ,  C O B e P I U a J I  Anfi K M A O r O  H 3  K P Y r O B  K A O C T a T O r I H O e  4 H C J I 0  OTO- 

6pame~ai i  B O K P Y X H O C T R X ,  K a C a T e n b H b I X  B 3 a H M H O  B T O r I K e  D, MO- 

X e M  A O C T H r H y T b  T O r O ,  rI~06b1 O T H O U e H H e  TO# Z I a C T H  K P Y r a  K ,  KOTO- 

p a J 3  O C T a e T C J 3  H e  ~ o K ~ ~ I T o #  C e T b K )  r I e T b I P e X Y r O n b H H K O B ,  K ITJIOII IaAH 

B C e r O  K p y r a  K 6 b 1 n o  M e H b I U e  ( q  - &). IIocJI~ B C e X  B b I I L I e y K a 3 a H H b I X  

o ~ o 6 p a m e ~ ~ i i  O T H O l u e H H e  TO# ' I a C T H  K p y r a  Kz,  K O T O p a R  O C T a e T C R  

l i e  I I o K ~ ~ I T o ~ ~  C e T b K )  ' I eTbIpeXJ ' rOJIbHHKOB,  KO B C ~ #  I I J I O I I I a A H  K P Y r a  

K2 6 y ~ e ~  M e H b l I I e  q .  T ~ K  K a K  r I H C J I 0  a T H X  0 ~ 0 6 p a x e ~ ~ f i  K O H e ' I H O ,  

T O ,  K a K  H P a H b I L I e ,  O T C r o A a  M b I  3 a K J I I O ' I H M  0 C Y I I I e C T B O B a H H H  ~ p e 6 y -  
e M o r o  w c n a  m. 

I IT~K,  K a K o e  661 M a n o e  n o n o m H T e n b H o e  r I H c n o  E H ~ M  HH 3 a ~ a n ~ ,  
M O X H O  H ~ # T M  T a K O e  r I H C n O  N ,  l l T O  C y M M a  n J I 0 ~ a ~ e f i  B C e X  K p Y r O B ,  

06pasyrouax uenb En, 6 y n e ~  M e H b l u e  & npu y c n o s H H  n > N .  OT- 
C I O A a  C n e A y e T ,  r ITO K P H B Y I O  t M O X H O  3 a K J I I O ' I M T b  B H Y T P H  O ~ J I ~ C T H ,  

~ ~ e r o m e #  c K o n b  y r o n H o  M a n y r o  nnomanb. 
~ ~ ~ # c T B H T ~ J I ~ H o ,  B 0 3 b M e M  12 H a C T O n b K O  ~ o J I ~ I U M M ,  ' I T O ~ M  C y M M a  

nnoluaneii B c e x  K p y r O B ,  06pa3yrou~x  uenb C n ,  6 ~ n a  M e H b m e  & / 2 .  
B ~ T O # U ~ ~ H  ~ ~ A ~ T K O H ~ ~ ~ H O ~ Y H C ~ O  T O r l e K K a C a H H R A B Y X  C O C e A H M X  

O K ~ ~ X H O C T ~ # .  OKPYXHM K a X A Y I O  H 3  a T H X  T O ' I e K  K P Y r O M  H B 0 3 b M e M  

p a A H y C b I  B T H X  K p Y r O B  H a C T O n b K O  M a n b l M H ,  '1~066I C y M M a I I n o u a ~ e #  

B C e X  B T H X  K p Y r O B  6b1na M e H b I I I e  & / 2 .  ICp~sarr C 6 y n e ~  H a X O A H T b -  

C R  B H Y T P H  O ~ ~ ~ C T H ,  K O T O P a R  C O C T O H T  H 3  T O r I e K ,  3 a K n I O r I a H ) I l l H X C R  

B H Y T P H  K P Y r O B  En H T O n b K O  ' I T 0  O I I H C a H H b I X  K P Y r O B ,  H I T J I O I I l a A b  

BTO# o 6 n a c ~ ~  M e H b I L I e  E .  

MM B H D I M ,  T a K H M  0 6 p a 3 0 ~ ,  r I T O  B H Y T P e H H R R  C e T b  ' I e T M p e X -  

Y r O n b H H K O B  6 y n e ~  I I p e A C T a B J I R T b  co6oro o 6 n a c ~ b ,  H M e W u y I O  onpe- 
n e n e H H y m  nnoua-. 0 6 0 3 ~ a r I ~ ~  ~ H ~ K O M  p n , k l  me k npoxonxT p ~ n  
3~arIe11~ii OT 1  AO 4 .  3", p a A H y c b I  K p y r o B  un. ~ I o K ~ ~ ~ H H o ~  smue 
y T s e p m n e H u e  M ~ I  M o m e M  3 a n ~ c a ~ b  C n e p y r o u H M  0 6 p a 3 0 ~ :  

*CM. Schoenflies [18, Bd. 11, S. 182-189; 2531; Fricke [14, S. 581). 
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EICCJIEJIOBAHHE I'PYIIIIbI YPABHEHHR 
BTOPOrOIIOPSIBICA 

C YETbIPbMR OCOBbIMH TOYICAMH 
H C PABHbIMH ICOPHRMEI 

@YHJIAMEHTAJIbHOrO 
OIIPEIIEJISIIOLUEI'O YPABHEHHR 

f 1. B ~ a c ~ o ~ u e i i  rnase  M ~ I  P a c c M o T p H M  6onee n o n p o 6 ~ o  c~of i -  
CTBa r p y I I n b I  YpaBHeHHR (1) m. IIZ6 IIpH Pa3nHYHbIX BeUeCTBeHHbIX 

3HaYeHHRX a H X .  
B y n e ~  ~ a s b ~ s a ~ a  ocnoenbmu n o d c m a n o e s a ~ u  e m o l  zpynnu T e  ee 

IIOACTaHOBKH, KOTOPbIe IIOlIYYalOTCR n p H  nOJIOmHTenbHOM o6xone 
~ a x y x - n ~ 6 o  T p e x  oco6b1x TorIeK y p a B H e H n r r  (1). IInn onpenenesso- 
c T a  n p e n n o n o m w M ,  YTO BTO 6 y n y ~  T O ~ I K H  0, a H 1 (CM. f 10 rn.11). 
~ o K C G ' K ~ M  OTHOCHTeJIbHO 3THX IIOACTaHOBOK TeOpeMY: 

Teope~a 11. O c n o e n b ~ e  nodcmanoexu zpynnbt ypaenenux (1) ne 
Mozym 6blmb odunasoebt npu pa3nuuna~z 3navenum napadempa X u 
O ~ U H O I C O B M Z  3HdYeHUJTZ a.  

T e o p e ~ y  a T y  MbI AOKameM I I p H  n106b1x 3HaYeHHRX X H a, H e  T p e -  

6 y ~  HX BelIIeCTBeHHOCTH. 

I I ~ o B ~ ~ ~ M  Y e p e 3  oco6 r~e  TOYKH YPaBHeHHR (1) 3&MKHYTYIO, CaMY 

c e 6 ~  H e  nep.eceeawuym nasmo C, K o T o p a R  pa3nenu~  BCIO nnoc- 
KOCTb H a  me YaCTH. E c n ~  a eCTb YHCJIO BelIIeCTBeHHOe, TO T ~ K O #  

n H ~ H e f i  H a M  6 y n e ~  CJIymHTb BelIIeCTBeHHaR OCb. 

0 6 m ~ i i  H H T e r p a J I  YpaBHeHHR (1) 6 y n e ~  O A H O ~ H ~ Y H O ~ ~  @ Y H K U H ~ #  

B K C G ' K A O ~ ~ H ~  ~ I I O M I I H ~ T ~ I X  T o n b x o  YTO r ~ a c ~ e #  n n o c K o c T H  n e p e M e H -  

~ o Z i  2 .  B n a n b s e i i r u e ~  M ~ I  6 y n e ~  o n p e n e n m b  H s T e r p a n b I  wx pa3- 
JIOmeHHRMH OKOJIO K ~ K O ~ - n ~ 6 0  o c o 6 0 #  TO'lKH YpaBHeHWR (I), H OHM 

6 y n y T  BnOJIHe OIIpeneneHHbIMH @YHKUHRMH B KCG'KAO# I53 YIIOMRHY- 

T ~ I X  ~ a c ~ e i i  IIIIOCKOCTH, a nx n a n b ~ e i i m a e  ~ H ~ Y ~ I I H R  M o r y T  6b1Tb 

IIOnYYeHbI aH&JlHTHYeCKHM IIpOAOJImeHHeM. 

B O ~ ~ M ~ M K ~ K ~ I O - J I H ~ O  TOYKY 2 B OAHO# W3 TOnbKO YTO YKa3aHHbIX 

nac~ei i  n n o c r c o c T H .  E13 a~oZi  TOYKH n p o B e n e M  ~ ~ M K H Y T ~ I Z ~  KOHTYP, 

or~6a1011laii OnHy H3 O C O ~ ~ I X  TOYeK YpaBHeHHR (I), KaK 3TO 6b1no 

y ~ a 3 a 1 i o  B 10 rn.  11. B naHHoM c n y r I a e  p a 3 ~ a u a  6 y n e ~  n u r u b  B TOM, 



rITO BMeCTO B ~ U I ~ C T B ~ I ~ H O E  OCH MbI H M e e M  JIHHHK) C. ~ ~ O B ~ A ~ H H O M ~  

KOHTYpY H 6 y n e ~  COOTBeTCTBOBaTb OAHa H 3  OCHOBHbIX IIOACTaHOBOK 

r p y n n b I  r y p a n r r e H H s I  (1). 
~ Y C T ~  n p H  3HarIeHHsIX A = A' H A = A" OCHOBHbIe IIOnCTaHOB- 

KH r p y n n b I  YpaBHeI IHR (1) ~ Y A Y T  OAHHaKOBbI, H IIyCTb 7)(X,Af) H 

T(Z, A'') - T e  YaCTHbIe  H H T e r p a J I O B ,  KOTOpbIe HCnbITbIBaIOT HMeH- 

I10 a T H  OCHOBHbIe IIOACTaHOBKH. He H a p y l U a R  O ~ U H O C T H ,  MOmHO 

n p e n n o n o w H T b ,  YTO n p H  o6xone K ~ K W X - ~ H ~ O  n ~ y x  T o u e K ,  HanpW-  

M e p  x = O H x = a ,  ~ ( x ,  A') H q(x, A") H c n u T u B a m T  n a p a 6 o n ~ s e -  
CKUe n0ACTaHOBKI.I C H e l l O ~ B H X H b I M H  TOYKaMH 0 H 00. M ~ I  H e  MOrJIH 

6b1 C A e n a T b  T a K o r o  n p e n n o n o m e H H a  n u r u b  B TOM cnyqae, ecna 6b1  

H e n o m H m H b I e  TOPKH B c e x  T p e x  O C H O B H ~ I X  n a p a 6 o n a ~ e c ~ ~ x  n o n c T a -  

HOBOK 6 b 1 n ~  661 OAHHaKOBbI. B 3TOM C n y Y a e  MbE MOI'JIH 6b1 CYHTaTb,  

PTO a T o  e c T b  Tows 7 = O ,  w H H T e r p a n ,  C T O ~ U H #  B sacnmene B ~ I -  

pWKeHHJ3 7 ) ( ~ ,  A'), n o n m e H  6b1n 6b1 6 b l ~ b  ~oJIoMoPI#JH~IM B TOPKaX 0, 
a ,  1 H, c n e n o s a T e n b H o ,  H B T o Y x e  x = CO, a n o T o M y  n p e n c T a s n a n  

6b1 ~06010 llOCTOJTHHYIO BeJlHYHHy, Y e r O  H e  M O m e T  6 b 1 ~ b .  

M T ~ K ,  H a U e  npeAIIOJIOXeHHe 3aKOHHO. M3 H e r 0  HenOCpe,LICTBeHHO 

n o n v z I a e M  

V ( X ,  A') = k l  
yo(x, A') 
~a (2, A') ' 

q(xl A") = k 2  
yo(x, A") 
y a  (x,  A'') 

$J(x) = Y ~ ( x ,  A")Yo(x, A') - YO(., A u ) y a ( z l  A'). (2) 
3 ~ a  + ~ H K U H ~  s n o n ~ e  onpenenma B TO# Y ~ C T H  n n o c K o c T u  n e p e M e H -  

~ 0 f i  2, 113 ~ 0 ~ 0 ~ 0 %  MbI IIPOBOAHM 3aMKHYTbIe KOHTYpbl, COOTBeT- 

c T B y r o u a e  OCHOBH~IM IIOACTaHOBKaM, w n p H  a H a n H T w n e c K o M  npo- 
n o n m e H H H  OHa M O X e T  HMeTb o c o 6 b 1 e  TOYKH JIHLUb B O C O ~ M X  TOYKaX 

ypaBHeHHJ3 (1). 
P ~ C C M O T ~ H M  n n f i  n p H M e p a  TOPKY 2 = 1. B ~ J I M ~ H  a ~ o f i  TOYKH 

6 y n e ~  HMeTb 

$(.) = ~ 2 ( " )  1g2(x - 1) + P ~ ( x )  lg(x - 1) + PO(X), (21) 
me p2(x), pl(x), po(x) - + y ~ ~ r r a a ,  r o n o ~ o p + ~ b r e  ~ 6 n a 3 ~  x = 1. 
n y c ~ b  n p H  n o n o m H T e n b H o M  o6xone a ~ o f i  TOYKH HHTeI 'paJIbI  yO(X, A') 
H Y,(x, A') MCnbITbIBaMT n0ACTaHOBKI.I 

~ I ~ Y O ( X ,  A') + a 1 2 y a ( ~ ,  A'), 

~ Z I Y O ( X ,  A') + a 2 2 ~ a ( x ,  A'). 
(31)  



n e p e ~ e ~ ~ b ~ e  ~ ( 2 ,  A') H ~ ( 2 ,  XI1) n p U  BTOM o6xone HCnbIThIBaMT OAHy 

H TY W e  J I H H ~ ~ ~ H ~ I O  IIOACTaHOBKy, a IIOTOMy HHTerpaJIbI  yo(2, XI1) H 

ya (x, XI1) AOnWHbI I I p H  BTOM HCnbITbIBaTb IIOACTBHOBKU BKAa 

me k - H e ~ 0 ~ 0 p Z i . R  IIOCTORHHZU3. ~ o A c T ~ B J I R R  BbIpa>rteHHR (31) H 

(32) B ~ O P M Y J I Y  (2), MbI HeIIOCpeACTBeHHO Y ~ ~ A U M C R  B TOM, rITO 

npa o6xone T O ~ I K H  z = 1 ( P Y H K ~ R  $(z) n p ~ o 6 p e ~ a e ~  I I O C T O R H H ~ I ~ ~  

MHOWHTeJIb, ~ 0 ~ 0 p b l f i  MOXeT 6 b 1 ~ b  P a B e H  U eAUHHLle. 

~ ~ H H U M U  BO BHUMaHHe B b I P M e H U e  (2 i ) ,  MbI AOnWHbI 6 y ~ e ~  
3aKJTMrIHTb U3 TOnbKO rITO CKa3aHHOr0,  rITO ~ ~ ( 2 )  H P ~ ( z )  PaBHbI 

TOWAeCTBeHHO H y n m  H rITO, CJIeAOBaTenbHO, $(z) --~OJIOMOP(PH&J~ 

(PYHKUMR ~ 6 n ~ 3 ~  TOrIKH 2 = 1. COB~PIII~HHO TaK Xe MOWHO y6e- 
AHTbCR B TOM, ZIT0 $(z) AOJIWHa 6b1~b ~ O J I O M O P ( P H ~  H B ~ J I H ~ H  APY- 

r H X  O C O ~ ~ I X  TOrIeK YPaBHeHHR. 

T ~ K H M  0 6 p a 3 0 ~ ,  $(x) AOJIWHa 6 b l ~ b  ~ o J I o M o ~ ( P H o #  H a  Bcef i  nnoc- 
KOCTH H, CJIeAOBaTeJIbHO, IIpeACTaBJIReT ~ 0 6 0 f i  HeKOTOPYIO IIOCTO- 

RHHYM. ~ O C T O R H H ~ R  a T a  A o n W H a  6 b 1 ~ b  p a B H a  HyJIM, ~ 6 0  0 6 ~ u a #  

a H T e r p a n  y p a B H e H n R  (1) 0 6 p a ~ u a e ~ c a  B H y n b  n p H  z = m. IIPHHH- 
MaR BO BHHMaHHe (POPMYJIY (I), MbI 6 y ~ e ~  UMeTb 

HO BTO TOWAeCTBO MOWeT CyIIleCTBOBaTb JIHmb n p H  A' = XI1, rITO He- 

IIOCpeACTBeHHO BHAHO H3 T o r 0  YpaBHeHHR 3 - r ~  nOPRAKa, KOTOPOMY 

YAOBJIeTBOpReT 7j'(z, A). 

T ~ K H M  0 6 p a 3 0 ~ ,  T e o p e M a  11 no~asaaa. 

§ 2. I; y n e ~  p a c c M a T p H s a T b  ncr(P(Pepe~unanb~me y p a B H e H H a  BTO- 

p O r 0  IIOpRAKa C rIeTbIpbMR O C O ~ M M H  TOrIKaMU, C IIPaBHJIbHbIMU HH- 

T e r p a J I a M H  H n p H  TOM TaKHe,  rITO ( P Y H A ~ M ~ H T ~ ~ ~ H O ~  OIIpeAeJIRM- 

W e e  YpaBHeHHe B ~ a W n 0 f i  oco6ofi TOrIKe HMeeT K P ~ T H ~ I ~ ~  KOpeHb. 

C o s e p l r r a a  s a ~ e ~ y  ~ ~ B H C H M O ~ ~  n e p e ~ e ~ ~ o f i  

H e  MeHIIIOUyM IIOACTaHOBOK rpyI I I IbI  YpaBHeHHR, MOWeM IIpeACTa- 

BHTb BCRKOe TaKOe YpaBHeHHe B OAHOM H 3  CJIeAYIOIlIHX ABYX BMAOB: 



TO MOW(H0 n J I R  HHX TaK B b 1 6 p a ~ b  q a C T H O e  LlBYX H H T e r p a J I O B ,  s T 0  

n p H  o6xone COOTBeTCTByIoIIlHX O C O ~ ~ I X  TOrleK IIOACTBHOBKH rpynnbI 
BTHX y p a ~ ~ e ~ H f i  6 y n y ~  OnHHaKOBbI. 

B y n e ~  H ~ ~ ~ I B ~ T L  d e a  ypaenenux, cex3annbte ~ t e x d y  codoil nod- 
cmanoercou' (5), coomeemcmeyw.yuMu ypaenenuxMu. 

E c n ~  BCe s e T b I p e  [oco6b1e] TOsKH K ~ K O ~ O - J I H 6 0  YpaBHeHHR BM- 

na (4) n e m a T  H a  o n ~ o f i  OKPYXHOCTH, TO M ~ I  B c e r n a  MOXieM H ~ # T H  

TaKOe Y p a B H e H H e ,  COOTBeTCTByIoIl lee  n a H H O M y ,  B KOTOPOM 0c06b1e 
TOrlKH-BeUeCTBeHHbI H nPHTOM T P H  H 3  HHX COBIIaLIaIoT C TOqKa- 

MH 0 1 1  H 00. B J I R  IIOJIyqeHHR BTOrO YPaBHeHHR AOCTaTOrIHO COOT- 

BeTCTBeHHbIM 0 6 p a 3 0 ~  ~ b 1 6 p a ~ b  K O B # ~ H U H ~ H T ~ I  J I H ~ e i t H o f i  n o n c T a -  

HOBKH, B X O L [ R I I ~ ~ ~ ~  B P a B e H C T B a  (5). ~ o J I ~ ~ ~ H H o ~  Y p a B H e H I l e  6 y n e ~  
MMeTb BHl l  YpaBHeHHR (1) rJI. 11. B n a J I b ~ e f i I I I e ~  Mbl  H 6 y n e ~  p a C -  

C M a T p H B a T b  JIHIIIb YpaBHeHHR BTOrO B H n a  H n p H  TOM 6 y n e ~  C q H T a T b  

Q H BeIIleCTBeHHbIMH. 

E y n e ~ ~ a ~ b I ~ a ~ h  O C H O ~ H M M  ~ e m b t p e ~ y z o n a n u ~ ~ o ~ ,  c o o m e e m c m e y -  
X)WUM YPaeHeHUX) (I), TOT ' I eTbIpeXyrOJIbHHK,  B ~ 0 ~ 0 p b I f i  VaCTHOe 

w y X  H H T e r p a J I O B  BTOrO YpaBIfeHHR npeo6pa3ye~ BepXHIoIo  lTOJIy- 

I I J I O C K O C T ~ ,  a d o n o n n u m e n a n b t ~ - T O T  s e T M p e x y r o n b H u K ,  B KOTO- 

pb~fi s a c m o e  H H T e r p a n o B  npeo6pa3ye~ HHXHIOIO n o n y n n o c K o c T b .  

3a n o I I 0 n ~ H ~ e J I b ~ b I f i  s e T b I p e X y r O J l b H H K  MbI MOXieM IIpHHRTb nm60e 
o ~ o 6 p a x e ~ ~ e  OCHOBHOI'O ~ e T b I p e X y r 0 J I b H H K a  B O ~ O #  H 3  er0 CTO- 

POH. 

~ O K W ~ M ,  q T O  LIJIR TOrO, ' 4 ~ 0 6 ~  n B a  YpaBHeHHR BHn& (1) 6b1n~ 
COOTBeTCTBYfOIIlHMH, H ~ O ~ X O L I H M O  H LIOCTaTOrIHO, V T O ~ ~ I  OCHOBHbIe 

seTbIpeXyI 'OnbHHKH,  COOTBeTCTByIoIUHe BTHM YPaBHeHHRM, MJIH Xie 

O C H O B H O ~ ~  r l e T b I p e X y r O n b H H K  OLlHOrO H 3  BTMX Y P & B H ~ H H #  M nonon- 
H H T ~ J I ~ H ~ I E  A P Y r O r O  MOrJIH 6 b 1 ~ b  npe06pa3o~a~b1  OnHH B L I p y r o f i  

n p H  n O M O 4 H  J I H H ~ B H o ~ ~  n0nCTaHOBKH. 



B ~ ~ ~ c T B H T ~ ~ ~ H o ,  I I p e A n O J I O X H M ,  ZlTO O C H O B H b I e  r I e T b I p e X y r O J I b H H -  

KH A B Y X  Y P ~ B I I ~ H W ~ ~  B H A a  (1) M O r Y T  6 b 1 ~ b  I I O n y r I e H b I  O A H H  H 3  APY- 
roro n p H  n o M o l u n  n a ~ e f i ~ o r o  n p e o 6 p a 3 0 ~ a ~ w a .  B a T o M  c n y r I a e  

M O W H O  T a K  ~ b 1 6 p a ~ b  Y a C T H O e  H H T e r p a n O B  A B y X  A a H H b I X  Y p a B H e -  

H H f i ,  q ~ 0 6 b I  O C H O B H b I e  Z I e T b I p e X y ~ O J I b H H K U ,  H M  C O O T B e T C T B Y I O U W e ,  

cosnaaanx. 
~ Y C T ~  7 H  7 1  - a T H  r I a C T H b I e ,  a X  H  X l  - H e 3 a B H C H M b I e  J I e p e M e H -  

H b I e  y p a ~ ~ e ~ ~ f i .  Y ~ ~ B H ~ H H ~  

Y C T a H O B H T  T a K Y I O  a H a J I H T H r I f 3 C K Y I O  3 a B H C H M O C T b  M e X A Y  X  H  X I ,  n p H  

K O T O P O ~ ~  B ~ P X H R R  I I o J I ~ ~ J I o c K o c T ~  npeo6pa3ye~ca  B ce6a. H O  T a K a f l  

3 a B H C H M O C T b ,  K a K  H 3 B e C T H 0 ,  M O W e T  6 b 1 ~ b  J I H l l I b  A P O ~ H O - ~ M H ~ ~ ~ H O ~ ~ ,  

T .  e .  x l  6 y n e ~  n o n y q a T b c a  ~3 x n p H  n o M o w u  n a ~ e f i ~ o f i  n o n c T a H o B -  

K H ,  H  O C O ~ ~ I M  T O Z l K a M  O A H O r O  Y P a B H e H H I I  ~ Y A Y T  C O O T B e T C T B O B a T b  

oco6b1e T O r I K H  A P Y r O r O  Y P a B H e H H R ,  ~ 6 0  K a K  T e ,  T a K  H  A P Y r H e  COOT-  

B e T C T B Y I O T  B e P l l I H H a M  Z l e T b I p e X y r O n b H H K a .  

H a x o x n e ~ a e  + ~ H K U H H  $ ( X i )  B  C O O T H O l l I e H H J I X  ( 5 )  H e  I I p e A C T a B H T  

H H K a K O r O  T P Y A a ,  e C n H  M b I  n p H M e M  B O  B H H M a H H e ,  Y T O  K O P H H  + Y H A ~ -  

M e H T a J l b H O r O  O I I p e A e J I J T I O U e r O  Y p a B H e H H R ,  C O O T B e T C T B y I O U e r O  OCO- 

6 b 1 ~  T O r I K a M ,  J I e W a U H M  H a  K O H e Z l H O M  P a C C T O R H H H ,  A O J I W H ~ I  6 b 1 ~ b  
B C e  P a B H b I  H Y J I I O  ( C M .  3 1 rn. 11). 

E c n ~  6b1 M b 1  n p e A n o n O x H n H ,  ~ I T O  O C H O B H O ~ ~  r I e T b I p e x y r o n b f r m  

O A H O r O  Y P a B H e H H J l  C B R 3 a H  C  A O n O n H H T e J I b H b I M  A P Y r O r O  J I H H ~ ~ ~ H ~ I M  

n p e o 6 p a 3 0 ~ a ~ H e ~ ,  T O  C o o T H o m e H H e  ( 6 )  n p H B e n o  6b1 K npeo6paso- 
B a H H K J  ~ e p x ~ e f i  n 0 n y n n o c K o c T E . r  B  H H X H I O I O ,  T .  e. Z 1  6b1no 6b1 H  B  

3 T O M  C n y r I a e  C B I I 3 a H O  C  X  n H H e f i H 0 f i  ~ O A C T ~ H O B K O ~ ~ .  ~ O A C T ~ H O B K ~  

a T a  B  0 6 0 ~ ~  C J I Y r I U X  ~ Y A ~ T  H M e T b  B e U e C T B e H H b I e  K O ~ + + H ~ H ~ H T ~ ~ ,  

H B n e p B o M  c n y r I a e  ee onpenenmenb 6 y n e ~  n o n o x n T e n b H m M ,  a B O  

B T O p O M  - O T p H U a T e J I b H b l M .  

~ ~ ~ A I I o J I o x H M  T e n e p b ,  H ~ O ~ O ~ O T ,  t I T 0  A a H H b I e  A B a  Y p a B H e H H a  

B H A a  ( 1 )  ~ Y A ~ T  C O O T B e T C T B y I O U H M H .  ~ ~ ~ A I I o J I o x H M ,  K p O M e  T O r O ,  

Ana o n p e A e n e m o c T H ,  ~ I T O  onpeaenmenb n x ~ e f i ~ o f i  n o A c T a H o B K w ,  

B X O A H W ~ ~ ~ B  n p e o 6 p a 3 o ~ a ~ ~ e  ( 5 ) ,  6 y ~ e ~  I I O n O W H T e J I b H b I M .  KoB++H-  

U H e H T b l  a ~ 0 f i  n ~ ~ e f i ~ ~ f i  I I O A C T a H O B K H  A O J I W H h T  6 b I ~ b  B e U e C T B e H H b I  B  

c H n y  c n e n a H H o r o  H a M n  n p e A n o n o x e H H a  06 oco6b1x T o w a x  ypame-  
H H a .  B P a C C M a T p H B a e M O M  C J I y r I a e ,  K a K  a T 0  H e I I O C p e A C T B e H H O  H C H O ,  

M O W H O  T a K  ~ b 1 6 p a ~ b  V a C T H b I e  H H T e r P a n O B  A a H H b I X  Y P ~ B H ~ H ~ ,  r ITO-  

6b1 O C H O B H b I e  r I e T b I p e X y r O n b H H K H  0 6 0 ~ ~  3 T H X  y p a ~ ~ e ~ ~ f i  C o B n a A a -  

n H ,  a C n e A O B a T e J l b H O ,  I I p H  n 1 0 6 o ~  ~b16ope  a T H X  Y a C T H b I X  O C H O B H h T e  

Y e T b I P e X Y r O n b H H K H  ~ Y A Y T  C B R 3 a H b I  n H H e f i H 0 f i  3 a B H C H M O C T b H ) .  



T ~ K  Xe MOXHO PaCCMOTpeTb H cnyqafi OTpHIIaTeJIbHOrO O n p e A e -  

JlHTenJl, HI  TaKHM 0 6 p a 3 0 ~ ,  HaIIIe YTBePXAeHHe BnOJIHe AOKa3aHO. 

H e n o c p e n c ~ s e ~ ~ o  JXCHO, ZITO AJIR TOrO, Z I ~ 0 6 b 1  YpaBHeHHJl 

6b1nw COOTBeTCTBYIOIUHMH, H ~ O ~ X O A H M O ,  q ~ 0 6 b I  C y I U e c T B o B a n a  Ta-  

Karl J I H H ~ # H ~ J X  IIOACTaHOBKa, KOTOpaJX n p e o 6 p a s o ~ b r ~ a n a  6b1 oco6b1e 
TOZIKH OAHOrO H3 BTHX Y ~ ~ B H ~ H H #  B oco6b1e TO'IKH L[pyrOrO YPaB-  

HeHHR. ~ O L [ C T ~ H O B K Y  BTy B C e r A a  MOXHO ~ b 1 6 p a ~ b  TaKHM 0 6 p a 3 0 ~ ,  
q ~ 0 6 b I  TO'IKa a YpaBHeHWl (1) YAOBJIeTBOpRJIa HepaBeHCTBy 

3. K ~ K  MU yme y n o M n H a n H ,  a H X MU 6 y ~ e ~  CrIHTaTb B e m e -  

CTBeHHbxMH. I C p o ~ e  T o r o ,  MM 6 y n e ~  B nanbae#me~  B c e r n a  npemo- 
J I a r a T b ,  ' IT0  ZIeTBePTaR 0 ~ 0 6 ~ ~  T O Z I K ~  a Y P ~ B H ~ H H R  (1) 3aKJIK)'IaeTCII 

BHYTPH HHTePBaJIa (0, I), ZITO H e  OrpaHH'IHBaeT O~LI IHOCTH,  KaK BTO 

MbI TOnbKO 'IT0 BHAeJIH. 

~ O C T P O H M  BCe T e  J l H ~ e f i H b I e  n p e o 6 p a 3 o ~ a ~ ~ ~  He3aBHCHMOrO ne- 
PeMeHHOrO, I IpH IIOMOWH XOTOPbIX MbI MOXeM I I e p e f i ~ H  OT OAHOrO 

M3 y p a ~ ~ e ~ ~ f i  BHAa (1) K A p y r O M y  YpaBHeHHIO T o r 0  Xe BHAa. n p H  

3TOM MbI AOJIXHbI IIPHHRTb BO BHHMaHHe, ZITO TO'IKH 0, a ,  1 H KI 

AOnWHbI npeo6pa30sb1sa~bc~ B TOqKH a,  b, 1 H 03, IIpHZIeM TO'IKa 

b nonxaa s a ~ n m z r a ~ b c ~  BHYTPH H H T e p s a n a  (0, l ) .  I I e p e 6 a p ~  B c e  

B03MOXHbIe C n y Z I U ,  IIOJlyqHM CJleAyIOWHe CeMb ~ O A C T ~ H O B O K * :  

a - 1  
(I) 2 1  = -. a(x - 1) 

(11) 2, = -. x - a  
] (111) 21 = -- 

x -  1' x - a  2 

a 
(IV) 21 = -. x - a 

2 
(V) 21 = -z + 1; (VI) 2 1  = -. 

2 -  1' 

(1 - a)x 
(VII) 21 = 

x - a  
~ O A C T ~ H O B K H  (II), (IV) H (VI) npeo6pa3ym~ YpaBHeHHe (1) B c e 6 ~ .  
Hanpmep, B CJIyZIae IIOXCTaHOBKH (11) c p o p ~ y J I b 1  (5) ?TPHHHMaIoT 

BHA 
a(x - 1) 

21 = 
x - a  I Y = ( x l - a ) y l .  

*CM. Heun [19, Bd. 33, S. 1671. 



O C T ~ ~ ~ H M ~  Y e T M p e  I I O n C T a H O B K H  npeo6pa3ym~  Y p a B H e H H e  ( 1 )  B  

y p a B H e H H e  T o r 0  H t e  B H n a ,  HO C  O C O ~ M M H  T O Y K a M H  0 ,  1 - 0 ,  1 H  00 

H  CO 3 H a Y e H H e M  n a p a M e T p a  /J, P a B H b I M  - ( I  + A ) .  B a T H X  C J I Y Y U X  

n p e o 6 p a 3 0 ~ a ~ H o e  Y p a B H e H H e  6 y n e ~  T O H c n e C T B e H H O  C  H C X O A H b I M n p H  

E y n e ~  H b 3 b l B a T b  Yem8epm0u' 0 ~ 0 6 0 2  m0Ylc0u' Y p a B H e H H R  ( 1 )  OCO- 

6ym T O Y K Y ,  OTJIHYHYIO OT T o r I e K  0 ,  1 H 00. I43 n p e m n y u e r o  R C H O ,  

V T O  n J I R  T O r O ,  Y ~ 0 6 b 1  A E a  Y P a B H e H H R  B H n a  ( 1 )  6 ~ n w  C O O T B e T C T B y -  

I O U H M H ,  H ~ O ~ X O A H M O  H  A O C T a T O Y H O ,  Y T O ~ I J :  C y M M a  HX Y e T B e p T b I X  

o c o 6 ~ x  T o Y e K  6 ~ n a  p a m a  1 ,  a c y M M a  3 ~ a n e ~ u i - i  n a p a M e T p o B ,  sxo- 
a R I u H X  B  B T H  Y P a B H e H H R ,  6b1na P a B H a  -1. &a C O O T B e T C T B Y I O I U H X  

Y P a B H e H H f i  M M  B  . l I a n b ~ e # L L I e M  H e  6 y n e ~  C Y H T a T b  C Y I I l e C T B e H H O  pa3- 
J I H Y H M M H .  

Bb~rue M b I  B H L I B I I H ,  Y T O  B  C J I y Y a e  C Y W e C T B O B a H H R  M e H t A y  H e 3 a -  

B H C H M b I M H  n f 2 p e M e H H b l M I . I  H B Y X  y p a B ~ e ~ H f i  ~ H H ~ # H o ~ o  COOTHOlI le -  

H H R  c n o n o m u T e n b H b I M  O n p e n e n H T e n e M  O C H O B H O ~ ~  Y e T M p e x y r o n b -  

H H K  o n H o r o  y P a B H e H H s i  npeo 6 p a 3 y e ~ c ~  B OCHOBHO# Y e T u p e x y r o n b -  

H H K  L I p Y r O r O  Y P a B H e H H R  n p H  n 0 M O I U H  J ~ H H ~ ~ ~ H o ~ o  n p e o 6 p a 3 o ~ a ~ ~ ~ ,  
If ~ a o 6 o p o ~ .  Ecnu H t e  y K a 3 a H H U  3 a B K C M M O C T b  MemnJ' H e 3 a B H C H M b I -  

M H  I I e P e M e H H b I M H  H M e e T  O T P H U ~ T ~ J I ~ H ~ I #  O n p e n e J I H T e I l b ,  T O  n H H e # -  

H o e  npeo6pa3osa~ue  6 y n e ~  C B R 3 b l B a T b  OCHOBHO# Y e T M p e X Y r O n b H H K  

O A H O r O  Y p a B H e H H R  C  A O n O J I H H T e J l b H M M  n p y r O r 0 ,  H  H ~ O ~ O ~ O T .  

B n o c n e n H e M  cnyzrae OCHOBHO# Y e T b I p e x y r o n b H n K  o m o r o  y p a B -  

H e H H R  M O M e T  6 M ~ b  n p e o 6 p a 3 0 s a ~  B  OCHOBHO# Y e T M p e X y r O n b H H K  

n p y r O r 0  Y p a B H e H H R  n p H  I IOMOIUH ~ H H ~ # H O #  I I O n C T a H O B K H  B T O P O -  

ro  pona ( C M .  3 2 m . 1 ) .  H ~ O ~ O ~ O T ,  e c n H  nns ~ B Y X  O C H O B H M X  Y e T b I -  

P e X y r O n b H H K O B  B 0 3 M O X H O  T a K O e  n p e o 6 p a 3 o ~ a ~ ~ e ~  T O  H e 3 a B H C H M b I e  

n e p e M e H H M e  C O O T B e T C T B y I O W H X  y p a B H e H H #  M O r Y T  6 b 1 ~ b  C B R 3 a H b I  

A M H ~ # H O #  ~ O ~ C T ~ H O B K O #  C  O T p H U a T e n b H M M  O l T p e n e n H T e J l e M .  Ecnu 
H a M  3 a A a H b l  A B a  O C H O B H M X  r I e T M p e X y r O J l b H H K a ,  C B R 3 a H H b l X  J I H H ~ %  

HOE I ~ O L ( C T ~ H O B K O #  n e p B 0 r 0  H n H  B T O p O r O  P O A a ,  T O  B  n e p B O M  C J I y Y a e  

M M  M O H t e M  C Y H T a T b ,  Y T O  C O O T B e T C T B Y I O I u H e  B T H M  Y e T b I p e X y r O J I b -  

H H K a M  Y p a B H e H H R  O I I H H a K O B b l ,  a B O  B T O p O M , - Y T O  H e 3 8 B H C H M M e  

n e p e M e H H b I e  B T H X  y p a B H e H H #  C B R 3 a H M  C O O T H O l I l e H H e M  (V). 
5 4. M ~ I  6 y n e ~  B n a n b ~ e # r r r e ~ ~ a 3 ~ ~ a ~ b  o c n o e n b l ~ u  nodcrnanoe- 

lcaMu nepeozo poba H n x  n p o c T o  ocnoenaLMu nodcrnanos lca~u T e n o n -  

C T a H O B K H  S1, S2 H  $ 3 ,  K O T O p M e  l I O n Y Y a I O T C R  n p H  I I O n O X H T e n b H O M  

o6xone T O Y e K  0, 1 H  00 n0 K O H T Y P Y ,  B b l X O f i R U e M Y  H 3  K ~ K O # J I H ~ O  

T O Y K H  ~ e p x ~ e f i  l T O n y n J I 0 C K O C T H .  ~ P H  ~ O n O H c H T e J l b H O M  o6xoae BO- 



IIPA a T o M  M ~ I  n p e n n o n a r a e M ,  K a K  y H t e  6b1no y ~ a 3 a ~ o  BbIrr re ,  ~ I T O  

r I e T B e p T a R  0 c 0 6 a ~  TOrIKa 3aKJIIOrI i teTCR B H Y T P A  A H T e p B a J I a  ( 0 , l ) .  
B y n e ~  H a 3 h I B a T b  06~acmbw O ~ X O ~ H ~ Y H O Z O  06paqenux TOT H H T e p -  

B a n  ( P - ~ ,  pl) A ~ M ~ H ~ H A R  n a p a M e T p a  A ,  ~ o ~ o p h ~ i i  M ~ I  n c c n e n o B a n x  

B n p e m A y W e M  naparpa+e. E c n ~  3 ~ a q e ~ ~ e  A ,  B x o n R W e e  B m++e- 
p e H u A a n b a o e  y p a m e m e ,  npmannexm a T o M y  H H T e p s a n y ,  TO 6y- 
A e M  r O B O P H T b ,  rITO Y p a B H e H H e  I I p A H a A J I e X A T  0 6 n a c ~ A  OAH03HarIHO- 

r0 0 6 p a m e ~ ~ ~ .  B a T O M  C l I y r I a e  r I e T b I p e X y r O J I b H H K ,  COOTBeTCTByIO- 

W A f i  Y p a B H e H A I O ,  H e  6 y n e ~  A M e T b  H a J I e r a I O W E I X  CTOPOH. 

P~CCMOTPAM BOIIpOC 0 TOM, CKOJIbKO M O X e T  6 h I ~ b  Pa3J IAr IHbIX 

y p a B ~ e ~ &  B A A a  (I), I I p A H a A J I e X a W A X  O ~ J I ~ C T A  OAH03Har IHOrO o6pa- 
W e H A R  A HMeIOWAX OAHHaKOBhIe OCHOBHbIe IIOACTaHOBKA S1, S2 A S3. 

~ Y C T ~  A M e e T C R  Y p a B H e H E l e  C TaKHMH OCHOBHhIMA IIOACTaHOBKa- 

MA. I I p e m o n o x ~ ~  caasana, ~ I T O  H e n o n s w m H m e  TO~IKA a T A x  napa- 
~ O I I A ~ I ~ C K H X  IIOACTaHOBOK B C e  pa3JIArIHb1,  T .  e. r I T 0  A H e  p a B H 0  H A  

PI, H A  p-1. He O r p a H A r I A B a R  O ~ W H O C T H ,  MOXHO I IpeAI IOJ IOXATb,  

rITO H e n O A B H X H b I e  TOrIKA IIOACTaHOBOK S1, S2 A S 3  ~ Y W T  COOTBeT- 

CTBeHHO TOqKH 0, 1 H 00. ~ Y C T ~  I I p A  BTOM IIOACTaHOBKa S3 U M e e T  

BAA 

71 = 7 + c. 

B y n e ~  C T P O H T ~  OCHOBHOZS r I e T h I p e x y r o n b H m  n p e n n o n a r a e M o r o  

Y p a B H e H A R .  H3 H a r I a J I a  K O O p A U H a T  I I p O B e A e M  B e K T O p ,  ~306paxa10- 
WA# KOMIIJIeKCHOe rIHCJI0 c/2, A B KOHUaX a T O r O  B e K T O p a  I I p O B e A e M  

I I p R M b I e ,  K HeMY I I ep I I eHAAKyJIRPHbIe .  Ha TOG A 3  a T H X  I IpRMbIX,  KO- 

T O p a R  I I p o f i A e ~  ' X e p e 3  H a r I a J I O  K O O p A A H a T ,  A O J I X H a  J I e X a T b  C T O p O H a  

r I e T m p e x y r o n b H m a ,  C o o T B e T c T B y m w a J i  0 ~ p e 3 ~ y  (w,O) B e W e c T s e H -  

HO# OCH n n o c K o c T H  n e p e ~ e ~ ~ o Z t  x ,  H a  npyro# x e  n p s ~ o e  nonx- 
H a  J I e X a T b  C T O p O H a ,  COOTBeTCTBYIOWaR O T P e 3 K Y  ( 1 , ~ )  YK&~&HHO# 

TOJIbKO rITO OCA. ~ ~ ~ # c T B u T ~ J I ~ H o ,  O T p e 3 K a M  (1, 00) A (00,o) B e w e -  

C T B ~ H H O #  OCH IIJIOCKOCTH I I ~ ~ ~ M ~ H H o #  X AOJIHtHbI COOTBeTCTBOBaTb  

H a  n n o c K o c T A  n e p e ~ e ~ ~ o f i  71 nonynpmme, myrune ~3 T o r I e K  1 A 0 B 

~ ~ C K O H ~ ~ I H O  YAaJ IeHHyIO TOrIKY. K ~ o M ~  T O r O ,  o ~ o 6 p a x e ~ ~ e  B T O ~ O #  

A 3  a T A X  IIOJIYIIPRMbIX B I I ePBYIO AOJIXHO I I p H B e C T H  K IIOACTaHOB- 

K e  S3, T a x  KaK KOHTYP, B~IXOARWAE ~3 aepx~ef i  n o n y n n o c K o c T A ,  

npx n o n o x m e n b H o M  o 6 x o ~ e  T O ~ K A  x = 00 n o n m e H  c H a r I a n a  nepe- 
C e q b  O T p e 3 0 K  (1,00), a 3 a T e M  O T p e 3 0 K  (00,o) B ~ L U ~ C T B ~ H H O ~ ~  OCH. 

~ ~ M ~ T H M ,  K p O M e  T O r O ,  rITO BePUIAHhI  r I eTbIpeXyI 'OJ IbHAKa  AOJIXHbI 

HaXOAATbCR B HeIIOABHXHbIX TOrIKaX OCHOBHbIX IIOACTaHOBOK. 



~ O C T ~ O ~ H H ~ I ~  ABe IIpRMbIe M me OKPY%HOCTH AOnWHbI 0 6 p a 3 0 -  

B a T b  O C H O B H O ~ ~  'IeTbIpeXyrOJIbHHK T o r 0  YpaBHeHHR, KOTOpOe HMeeT 

OCHOBHbIe IIOACTaHOBKH S1, S2, S3. T a ~ o e  YpaBHeHHe no npeAII0-  

n o m e H u m  c y m e c ~ ~ y e ~ ,  a c n e n o a a T e n b s o ,  MU A O J I ~ H  ~ Y A ~ M  nony- 
rIIlTb M YIIOMIIHYT~I$? 'ZeTbIpeXyrOnbHHK. Ecnn npOAOJI>KeHHII CTO- 

POH aTOrO VeTblpeXYrOJIbHHKa H e  IIepeCeKYTCII, TO OHH 06pa3y10~ 
B T O ~ O ~ ~  rleTbIpeXyrOJIbHMK, 150 JIerKO BHAeTb, YTO 3TOT I I o c J I ~ A H M ~ ~  

H e  MOXeT 6 b I ~ b  OCHOBHbIM ~eTbIPeXYrOJlbHHKOM, COOTBeTCTBYIOwHM 

YpaBHeHHIO C OCHOBHbIMH IIOACTaHOBKaMH S1, S2, S3.* 
~ ~ ~ ~ c T B M T ~ J I ~ H o ,  O C H O B H O ~ ~  s e T b I p e X y r O n b H H K  IlBJIIIeTCII KOH- 

~ O P M H H M  n30 6 p a x e ~ ~ e ~  s e p x ~ e i i  n o n y n n o c K o c T u ,  a IIOTOMY 0 6 -  

xon K o H T y p a  a T o r o  s e T M p e x y r o n m m a  B n o n o m H T e n b H o M  H a n p a -  

BJIeHHH e C T b  T ~ K O E  0 6 x 0 ~ 1 ,  IIpH KOTOPOM AOJIXHbI 6 ~ b 1 b  I I P O % A ~ H ~ I  

IIOCJIe,ZIOBaTeJlbHO BepIIlHHbl 1, CO, 0.  TO O ~ C T O I I T ~ I I ~ C T B O  HMeJIO 

MeCTO B IIePBOM H 3  IIOCTPOeHHHX rIeTbIpeXyrOnbHUKOB, a OTCIOAB 

HeIIOCpeACTBeHHO IICHO, PTO OH0 H e  6 y ~ e ~  HMeTb MeCTa BO BTOPOM 

rIeTbIpeXyr0JIbHHKe. 

H T ~ K ,  MOXeT CyUIeCTBOBaTb JIMIlIb OAHO YpaBHeHPIe, IIpHHaA- 

nemawee 0 6 n a c ~ a  o m o 3 ~ a s ~ o r o  0 6 p a w e ~ ~ 1 1  H u ~ e m m e e  n a a a b I e  

OCHOBHble IIOACTaHOBKH, 1160 1 1 0 J I y P e ~ ~ b 1 f i  O C H O B H O ~ ~  rIeTbIpeXyrOJlb- 

HHK MOXeT 6 H ~ b  n p e o 6 p a 3 0 B a ~  B BepXHIOIO nOJIynn0CKOCTb TaK, 

~ I T O ~ M  e r 0  BepIlIHHaM 0, 1 H CO COOTBeTCTBOBaJIH T e  me TOPKH JIHUIb 

eAnHcTseHHbrM 0 6 p a 3 0 ~ .  I Iocnen~ee  H e n o c p e A c T s e m o  c n e n y e T  ~3 

TOrO, qTO BCfiKOe K O H ~ O P M H O ~  n p e 0  ~ P ~ L ~ O B ~ H M ~  IIOJIYIIJIOCKOCTH B 

ce6s1 MOHteT 6b1~b COBePUleHO JIMIlIb npIl IIOMOWH I l H ~ e f i H 0 %  n0A-  

CTBHOBKH. 



3 5. P~CCMOTPHM T e I I e p b  T O T  ~ J I y V a f i ,  K O r A a  H e I I O A B H X H b I e  T O Y -  

K H  I I O A C T a H O B O K  S1 H S3 HTIH S 2  H S 3 - O A H H a K O B b l .  B 3 T O M  C n y -  

qae, K a K  M ~ I  B H A e n u  B npenb~nyxuefi rnase, c o c e n H H e  B e p r r r w H b I  

n o n a p H o  c0snanam.r. n p e n n o n o m ~ ~  AJIH o n p e n e n e H H o c T H ,  VTO 

C T O p O H b I  Y e T b l p e X y r O J I b H W K a ,  C O O T B e T C T B y I o r r [ W e  O T p e 3 K a M  (CO,  0) 
H (a,  1) B ~ I I I ~ c T B ~ H H o ~ ~  O C H ,  I I p e A C T a B J I H I O T  ~ 0 6 0 f i  n O n H b I e  O K p Y X -  

HOCTM. He O r p a H H r I W B a H  O~IIIHOCTII, M O X e M  C V H T a T b ,  V T O  O C O ~ ~ T M  

T O V K a M  Z = 0,  a ,  1 M 00 C O O T B e T C T B Y I O T  B e P I l I W H b I  7) = CO, 0, 0 M 00. 

~ Y C T ~  n p M  3 T O M  I I O A C T a H O B K a  S3 H M e e T  y ~ a 3 a ~ H b 1 f i  B  I l p e A b I A y I I I e M  

naparpa+e BWA. 

O T J I O X W M  O T  H a V a J I a  K O O P A W H B T  B e K T O P ,  ~306pamam11111fi KOM- 

I I J I e K C H O e  VWCJIO c / 2 ,  H I I p O B e A e M  Y e p e 3  e r O  K O H U b I  I I p H M b I e ,  e M y  

I I e p I I e H A W K y J I H p H b I e .  Haqano K O O p A W H a T  p a 3 0 6 b e ~  O A H y  113 3 T W X  

I I p H M b I X  H a  A B e  n o n y n p H M b I e ,  n p M V e M  O A H a  W3 HWX 6 y n e ~  C O O T B e T -  

C T B O B a T b  O T p e 3 K Y  (0, a) ,  a A p y r a H -  O T p e 3 K Y  (1, CO) B ~ W ~ C T B ~ H H O ~ ~  

oca. B ~ o p a ~  113 I I p O B e A e H H b I X  I I p H M b l X  6 y n e ~  C O O T B e T C T B O B a T b  OT- 

p e 3 K y  (00, 0) B ~ I I I ~ c T B ~ H H o ~ ~  OCW. O K P Y ~ H O C T ~ ,  C O O T B e T C T B Y K l I I I a J I  

O T p e 3 K Y  (a, I), A O J I X H a  K a C a T b C H  1 1 e p B 0 f i  W 3  I I p O B e A e H H b I X  I I p H M b I X  

B H a V a J I e  K O O p A W H a T  W I X a X O A H T b C H  C TOE C T O p O H h I  O T  3 ~ 0 f i  I I p H ~ o f i ,  

C  K O T O P O ~ ~  I I a X O A W T C H  W B T O p a R  W 3  I I p O B e A e H H b I X  I I p H M b I X .  

~ Y C T ~  I I O A C T a H O B K a  W M e e T  B W A  

~ O A C T ~ H O B K ~  3 T a  COCTOWT W 3  o ~ o 6 p a m e 1 1 ~ ~  B I I e p B o f i  113 I I p O B e A e H -  

H ~ I X  n p H M m x  H B TOE OKPYXHOCTW, K o T o p a H  n o n y r I a e T c H  nocne  TO- 

r o  o ~ o 6 p a ~ e ~ a ~  W 3  O K P Y X H O C T W ,  C O O T B ~ T C T B Y I O ~ ~ [ ~ ~ ~  O T p e 3 K Y  (a ,  1). 
~ P W M ~ H R R  I I O A C T a H O B K Y  ST' K ~ ~ C K O H ~ V H O  y A a J I e H ~ 0 f i  T O V K e ,  I l O J I y -  

q W M ,  V T O  U e I I T P  npeo6pa30sa1111ofi O K P Y X H O C T W  H a X O A W T C H  B TOV-  

K e  e-', a n O T O M y  U e I 1 T p  O K p y X I I O C T W ,  C O O T B ~ T C T B ~ I ~ U ~ ~ ~ ~  O T p e 3 K Y  

(a, I) ,  A O J I m e H  H a X O A W T b C H  B T O V K e  -(e-I), W O K p Y W H O C T b  a T a ,  T a -  

KWM 0 6 p a 3 0 ~ ,  nnonse o n p e n e n H e T c r r .  

T O ~ H O  T a K  x e  o n p e n e n H e T c H  B n o n H e  O C H O B H O ~ ~  . r e T b I p e x y r o n b -  

HMK, a B M e C T e  C H M M  W y p a B H e H W e  (1). 
C J I ~ A O B ~ T ~ J I ~ H O ,  W B P a C C M a T p M B a e M O M  C l I y V a e  M O X e T  C y W e -  

C T B O B a T b  T O n b K O  O A H O  Y p a B H e H W e ,  I I p W H a A n e X a U e e  0 6 n a c ~ w  OAHO- 

3 H a q H O r O  0 6 p a w e ~ 1 1 ~  W W M e K l r r [ e e  A a H H b I e  O C H O B H b I e  I I O A C T a H O B K W .  

H a s o s e ~  ocnoenawu  nodcmanoexaau emopozo poda T e  n o A c T a -  

HOBKW, K o T o p b I e  n o n y s a m T c H  npw n o n o m m e n b H o M  o6xone B o K p y r  

T O q e K  0 ,  1 W I I O  K O H T Y P Y ,  B b I X O A H I I I e M Y  W 3  ~ a ~ o f i - n ~ 6 0  T O q K W  

H W X H ~ ~ ~  n o n y n n o c K o c T a .  



~ O A C T ~ H O B K M  a T M ,  K a K  M IIOACTaHOBKH I I e p B O r O  p O A a ,  6 y ~ e ~  IIH- 

c a T b  B O n p e n e n e H n o M  nopsme, T a x ,  Y T O ~ M  nepsas n o n c T a H o B K a  

COOTBeTCTBOBaI Ia  O C O ~ O #  TOYKe 2 = 0, B T O p a J I - 2  = 1 M T p e T b R -  

Z = 00. ~ O C T P O ~ H M ~  Y e T M P e X  CTOPOH, K O T O P M e  M M  IIPOH3BeJlH 

BbIUle ,  M b I  CMOrJlM 6~ IIPOM3BeCTM M B TOM C J I y Y a e ,  K O r A a  3 a A a H H M e  

IIOACTaHOBKH Sl, Sz H S3 ~ M J I M  6~ IIOACTaHOBKaMH B T O p O r O  p O A a .  

B a T o M  cnyqae H a M  n p M r u n o c b  6b1 OT H a Y a n a  K O O P A M H ~ T  o T x n a A M -  

B a T b  B e K T O p  -c /2  BMeCTO B e K T O P a  ~ / 2 ,  H T. A. 

~ P M H M M ~ R  BO BHMMaHMe, YTO TOYKa 1 A O n X H a  HaXOAMTbCH H a  

0 ~ ~ 0 f i  M3 IIPIIMbIX,  I IepIIeHAMKYJlXpHbIX K IIOCTPOeHHOMY BeKTOPY M 

I IpOXOaAWMX Y e p e 3  el?O KOHUbI, MbI  M O X e M  Y T B e p X A a T b ,  YTO B TOM 

C n y q a e ,  K O r A a  3 a A a H H h I e  IIOACTaHOBKM- I I e p B O r O  P O A a ,  BeWeCTBeH-  

H a s  Y a C T b  C A O J I X H a  6 b I ~ b  I IOJ IOXMTeJ IbHa ,  B CJ IyZIae  me IIOACTaHO- 

BOK B T O p O r O  p O A a -  O T p M U a T e J I b H a .  

m3 B C W O  TOJlbKO YTO C K a 3 a H H O r O  M M  M O X e M  3aKAK)YMTb,  YTO 

3 a A a H H b I M  OCHOBHbIM IIOACTaHOBKaM B T O P O r O  P O A a  M O m e T  COOTBeT- 

C T B O B a T b  JIHUlb ~ M $ @ e p e ~ ~ a J I b ~ o e  Y p a B H e H M e  BMAa (1)) I I p M H a A n e -  

mawee o 6 n a c ~ ~  OAHO3HaYHOrO 0 6 p a u e ~ ~ s ,  H YTO eCAM HeHOTOpbIe  

T P M  n a p a 6 o n ~ ~ e c ~ ~ e  IIOACTaHOBKH JlBJIJ3IOTCJ3 OCHOBHMMH IIOACTa- 

HOBKaMM K ~ K O ~ O - J I H ~ O  P O A a ,  TO T e  me IIOACTaHOBKM H e  M O r Y T  6 M ~ b  

OCHOBH~IMM n o n c T a H o B x a M H  A p y r o r o  pona. C n e n o s a ~ e n b ~ o ,  BO- 

o 6 ~ e  T p e M  3 a A a H H M M  IIOACTaHOBKaM 6e3 y K a 3 a H M s  HX POL[&* H e  

M O m e T  COOTBeTCTBOBaTb  ABYX pa3JIMYHbIX Y P ~ B H ~ H M ~ ~ ,  npMHaAJIe -  

m a 4 ~ x  0 6 n a c ~ u  OAHO3HaYHOrO 0 6 p a ~ e ~ ~ s .  

5 6. B ~ I B ~ A ~ M  T e I I e p b  H e K O T O p b I e  COOTHOmeHHJl  M e m a y  K O ~ $ @ M -  

W e H T a M M  OCHOBHMX IIOACTaHOBOK. MM 6 y ~ e ~  n p H  a T O M  IIpeAIIoJIa- 
r a T b ,  YTO HeI IOABMXHhIe  TOYKM aTMX IIOACTaHOBOK B C e  pa3JIMYHM. 

He O r p a H H Y M B a f i  O ~ L L I H O C T H ,  M M  M O X e M  C Y H T a T b ,  ZIT0 a T O  6 y . 4 ~ ~  
TOYKH 0, 1 H 00, T a K  YTO IIOACTaHOBKH S1, S2 M S3 IIPKMYT BHA 

~ O A C T ~ H O B K ~  Sq, I IOJ IyYaMI l t a l ICI I  I I p H  I IOJ IOXHTenbHOM o6xone Ye-  

T B ~ P T O ~ ~  oco6oii TOYKH A H $ $ ~ P ~ H L ( H B J I ~ H O I ' O  Y P a B H e H H l I ,  B M p a X a -  

e T c s  $ o p ~ y n o f i  (8), e c n M  s a ~ a ~ ~ b ~ e  ~ O A C T ~ H O B ~ M - ~ ~ ~ B O ~ O  pona, 

*T.e. e C n W  H 3 B e C T H O  T O n b K O ,  V T O  Sl, S2 W  S3 - 0 C H O B H b t e  nOACTaHOBKW. 
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e C n H  BTO - n0nCTaHOBKH BTOpOrO ~ O ~ C T ~ H O B K ~  ST' HMeeT 

H n H  
( 1  + b + b c ) z  + ( C  - b - bc)  

z' = 
( d  + b + db  + d b c ) z  + ( 1  - b + d c  - d b  - dbc)  ' 

2 + d c  + bc - d b  f dbc  = f 2 ,  (9) 
me B ~ ~ X H -  3HaK Y dbc H a n o  6 p a ~ b  B C J l y q a e  IIOACTaHOBOK IIepBOrO 

pona, a H H ~ H H # - B  cnysae n o n c T a H o B o K  B T o p o r o  pona. 
~ ~ M ~ T H M ,  KpOMe TOrO, YTO ABYM IIOCJIeAOBaTeJIbHbIM 0 ~ 0 6 ~ - e -  

HHRM B OAHO# H 3  CTOPOH YeTbIpeXyI'OJIbHHKa H B n p e o 6 p a 3 o ~ a ~ ~ o Z i  
nocne more o ~ o 6 p a m e ~ ~ ~  n p o ~ ~ ~ o n o n o m ~ o Z i  c T o p o H e  s e T M p e x -  

YrOnbHHKa AOJImHa COOTBeTCTBOBaTb H e  IIOKCOApOMHseCKaR IIOA- 

CTaHOBKa (CM. 8 2 'm. I). B b I m e y ~ a 3 a ~ ~ h I M  o ~ o 6 p a m e ~ ~ f 1 ~  COOTBeT- 

CTBYIOT IIOACTBHOBKH S~SF'ST~S;~ , S;'S;'  ST'S^ HJIH 

S~'S~'S;'S~, S~S~'S~'S, ' .   TO n e r K o  n o n y w T b ,  e c n H  o6pa- 
THTbCfi K HCCJIeAOBaHHRM npenbInymeR rJIaBbl  H 3aMeTHTb,  qTO 

npemHfifl lTOACTaHOBKa S 2  0603~asae~cf i  T e n e p b  3HaKOM S4, a IIOA- 

CTaHOBKa S3 - 3HaKOM S 2 .  T o n b ~ o  s T 0  HanHCaHHbIe IIOACTaHOBKH 

IIO X a p a K T e p y  OAHHaKOBbI C IIOACTaHOBKaMH S3S1, S2S3 HJIW S1S3, 
S3S2, a a m  nocnemxe n M e l o T  sun 

z1 = ( 1  + d c ) z  + c 
z1 = z + c  

d z + l  ' d z  + ( 1  + d c )  ( 1 0 )  

HJIH 

( 1  + b ) ~ .  + ( c  - b + bc )  ( 1  + b + b c ) z  + ( c  - b - bc )  
z' = 

b z + ( l - b + b c )  ' " =  bz  + ( 1  - b )  
~ P H H H M ~ J I  BO BHHMaHHe, VTO lTOACTaHOBKH a T H  H e  MOrYT 6 h I ~ b  JIOK- 

COAPOMH'IeCKHMH, HeIIOCpeACTBeHHO 3aKJIIOYaeM, qTO lTPOH3BeAe- 

HHfi 

d c ,  bc ( 1 1 )  

AOJImHhI 6 b 1 ~ b  BeIUeCTBeHHbI. 

P~CCMOTPHM T e I I e p b  BOnpOC 0 CyIUeCTBOBaHMH ~ H + + e p e ~ J l H a n b -  

HOrO YpaBHeHHfi BHAa ( I ) ,  HMeloIUerO T y  me COBOKyITHOCTb OCHOB- 

H ~ I X  ~ O A C T ~ H O B O K ,   TO H 3 a n a ~ ~ o e  y p a B H e H H e ,  HO T o n b K o  B ~ [ p y ~ - O M  

no panwe. 



~ O K = ~ M  T e I I e p b ,  V T O  B 0 3 M O W H O C T b  O C T a J I b H b I X  C J I y s a e B  LiCKJIIo- 

seaa. P~CCMOTPEIM, H a n p H M e p ,  cnyqafi (122). 
C O B ~ ~ U I ~ H H O  T a K  W e ,  K a K  Li  B b I U I e ,  y6ena~c11, Y T O  B P a C C M a T p L i -  

B a e M O M  C J I y q a e  I T O A C T a H O B K a  S2S1 LiJlLi O A M H a K O B a I I  C ~ e f i  no X a -  

p a K T e p y  I I O A C T a H O B K a  S1S2 A O n W H b l 6 b l ~ b  H e  J lOKCOApOMMqeCKUMLi .  

B b r ~ L i c n f i ~  K O ~ @ @ E ~ U H ~ H T ~ I  3 ~ 0 f i  I IOACTaHOBKLi ,  M b I  I I P L i A e M  K 3aKJl IO-  

Y e H L i I o ,  V T O  I T P O U 3 B e A e H L i e  db A O n W H O  6 b l ~ b  B e U e C T B e H H b I M .  Ho, 
K a K  M b l  BLiAeJILi B b I I I I e ,  dc Li  bc T a . K X e  AOJIWHbI  6 b 1 ~ b  B e U e C T B e H H b I .  

~ P H H E I M ~ I I  B O  BHLiMaHLie  P a B e H C T B O  (9), M b I  M O W e M  O T C I o A a  3aKJl IO-  

r iL iTb,  V T O  B C e  T P L i  YLiCJIa:  d, b Li C A O J l W H b I  6 b 1 ~ b  B e U e C T B e H H b I .  

C n e n o ~ a ~ e n b ~ o ,  B P a c c M a T p L i B a e M o M  cnysae  rpynna y p a B H e H L i R  

A O J I W H a  6b1~b  B e U e C T B e H H a ,  H C T O P O H b I  q e T b I p e X y r O J I b H M K a  AOJIW- 

H b l  6b1~b  O P T O r O H a J I b H b l  B ~ W ~ C T B ~ H H O ~ ~  OCM, a B e p I l I H H b I  Y e T b l p e X -  

Y r O J I b H L i K a  A O J I W H b I  J I e W a T b  H a  a ~ 0 f i  OCLi (CM. $ 2  r J I .  11). CTOPOH~I 
. i e T b I p e X y r O J I b H H K a  A O J I W H b I  6 h l ~ b  B3aLiMHO P a C I I O J I O W e H b I  TBK,  K a K  

3 T O  y K a 3 a H O  H a  PLiC. 1, C ~ 0 f i  JIHIIIb p a 3 ~ H L I e f i ,  r i T 0  I i e K O T O p b I e  H 3  

C T O P O H  MOJ?YT H B J I e r a T b  CaMLi  H a  c e 6 ~ .   TO H e I I O C p e A C T B e H H O  IICHO 

U 3  T O r O ,  V T O  Y r J I b I  V e T b I p e X Y r O J I b H L i K a  AOJIWHbI  6 b 1 ~ b  P a B H b l  HYJIH). 

~ P E I H H M ~ H  B O  B H M M a I I M e ,  q T O  BePILILiHbI r I e T b I p e X y I ' O J I b H M K a  AOJIW- 

H b l  6 b l ~ b  HeI lOABLiWHbIMLi  TOYKaMLi  C O O T B e T C T B Y l O U M X  OCHOBHbIX 

n O A C T a H O B O K ,  M O W e M  Y T B e p W A a T b ,  Y T O  B C J I y . i a e  (1z2) C T O p O H b I  

Y e T b I p e X y r O J I b H L i K a ,  K a C a T e J I b H b I e  B3aLiMHO B Ha'-I&JIe K O O p A M H a T ,  

A O J I W H b I  6 b l ~ b  C J I e A Y H ) U L i e -  M H M M a R  O C b  Li Ayra  OKpYWHOCTLi,  O p -  

T O ~ O H ~ J I ~ H O ~ ~  B ~ U ~ C T B ~ H H O G  OCLi H ~ P O X O A H ~ ~ ~ ~  sepe3 TOVKLi 0 Li 1. 



B cnyrae me O C H O B H ~ I X  n o a c T a H o B o K  S1,  S2 u S3 C T O P O H ~ I  B T H  6 y -  
,Q'T J I e X a T b  H a  M H H M O ~  O C H  H  H a  O K P Y X H O C T H ,  O ~ T O ~ O H ~ J I ~ H O %  B e -  

u e c ~ ~ e ~ ~ o i i  ocu H n p o x o ~ ~ x u e j i  sepes  H a s a n o  K o o p n u l i a T  u repes  
H e K O T O p y M  T O V K Y  B ~ I U ~ C T B ~ H H O G  O C H ,  J I e X a I U y M  M e m a y  T O q K a M H  

0 H  1.  TO I I p O T H B O p e r H T  T O M Y  ( P ~ K T Y ,  r I T O  B  0 6 0 ~ ~  Y K a 3 a H H b I X  

C J I Y q a H X  O C H O B H a H  I I O L I C T a H O B K a ,  H M e I O I U a H  H e I I O L I B & i X H Y M  T O g K Y  B  

H a s a n e  K o o p n m a T ,  6 y n e ~  o n H a  &i T a  me- S 1 .  

T ~ K H M  0 6 p a 3 0 ~ ,  C O B O K y n H O C T b  O C H O B H b I X  n O n C T a H 0 B O K  ( 1 2 2 )  H e  

M O m e T  B C T P e T H T b C H .  T ~ K  X e  M O X H O  I I O K a 3 a T b  H e B 0 3 M O X H O C T b  U  

O C T a n b H b I X  T p e X  C J I y r a e B .  M ~ I  M O X e M ,  C J l e L I O B a T e J I b H O ,  Y T B e P -  

W L I a T b ,  s T 0  e C J I H  Sl , S2 H  S3 C Y T b  O C H O B H b l e  I I O L I C T a H O B K H  H e K O T O P O -  

ro y p a B H e H H a  snna ( I ) ,  T O  c y m e c T B y e T  y p a B H e H H e  T o r o  x e  m n a ,  
U M e I O I U e e  O C H O B H b I e  n O L I C T a H O B K H  S2, S1 H  S3, H O  H e  C Y I U e C T B Y e T  

Y p a B H e H U H  B T O r O  B M A a  C  T a K H M H  )Ke O C H O B H b I M H  n O L I C T a H O B K a M H ,  

H O  p a c n o n o m e H H m H  B U H O M  I I O p H A K e .  

Bossparrraacb K  0 6 n a c ~ 1 . r  O L I H O 3 H a r l H O r O  0 6 p a m e ~ ~ ~ ,  M O X e M  

Y T B e p X A a T b ,  . I T 0  T p e M  3 a L I a H H b I M  O C H O B H b I M  n O L I C T a H O B K a M  6e3 
y K a 3 a H U H  H X  p O n a  H  n O p H L I K a  M O r Y T  C O O T B e T C T B O B a T b  JIHLUb L I B a  

y p a B H e H u B ,  n p n H a n n e x a r r r u x  o 6 n a c ~ ~  o n ~ o 3 ~ a s ~ o r o  0 6 p a w e ~ ~ a .  
H e 3 a ~ u c u ~ b 1 e  I I e p e M e H H b I e  3 T H X  Y ~ ~ B H ~ H U ~  L I O J I X H b I  6 b 1 ~ b  C B H 3 a -  

H b I  C O O T H O L U e H H e M  ( 1 3 ) ,  T a K  q T O  3 a L I a H H b I M  O C H O B H b I M  I I O n C T a H O B -  

K a M  6 y ~ 1 e ~  C O O T B e T C T B O B a T b  T O J I b K O  OLIHO Y p a B H e H H e ,  e c n H  M b I  no- 
C T a B U M  ycnosue, q ~ 0 6 b 1  s e T B e p T a H  o c o 6 a ~  T O r I K a  Y p a B H e H U H  Y A O -  

B J I e T B O p H J l a  H e p a B e H C T B y  

§ 7. on pen en^^ T e n e p b  T O  s a c T H o e  H H T e r p a n o B ,  npn K O T O P O M  

O C H O B H b I e  n O L I C T a H O B K H  H M e M T  Y K B ~ ~ H H ~ I ~ ~  B b I L U e  BHLI .  P ~ C C M O T P H M  
H H T e r p a n a r  yo(z ,  A) H y ,  ( z ,  A) ( C M .  § 1 rn. IT). 

~ Y C T ~  H H T e r p a J I b I  3 T H  n p U  a H a J I H T H r I e C K O M  I I p O A O J I X e H H U  no 
B e p x ~ e f i  I I O J I Y I I J I O C K O C T H ,  e C n H  3 a A a H H b I e  I l O L I C T a H O B K H  H B J I H M T C H  

O C H O B H b I M H  n O L I C T a H O B K a M H  I I e p B O r O  polla, HJIH no H H ~ H ~ %  I I O J I Y -  

I I J I O C K O C T H ,  e C n H  3 T O  I I O A C T a H O B K U  B T O p O r O  P O A a ,  6 y ~ y ~  H M e T b  

~ 6 n u s ~  T O q K H  Z  = 1 BHLI 



~ J I R  OIIpeAeJleHHOCTH OI'PaHHqHMCR PaCCMOTPeHWeM HHTepBaJIa OA- 

H03HarIHOrO 0 6 p a u e ~ n ~ .  ECJIH 3aKnIOPaeTCSl BHYTPH 3TOrO HH- 

T e p B a J l a ,  TO M3 TeOpeMhI  2 CJIeiQ'eT, rIT0 &2(X) H e  M O S e T  O ~ ~ ~ T H T ~ C R  

B HyJlb. 

~ O K ~ X ~ M ,  rITO E I ( X )  H e  MOmeT O ~ P B T H T ~ C J ~  B HyJIb HH n p H  KaKOM 

BeIUeCTBeHHOM 3HaqeHHH A. ~ [ ~ ~ ~ C T B H T ~ J I ~ H O ,  IlyCTb IIpH HeKOTOPOM 

BeIIleCTBeHHOM 3HarIeHHH = A' .zl(X1) 0 6 p a u a e ~ c ~ l  B H y n b .  M H T ~ -  
P p a J I b I  yo(z, A') H y , ( ~ ,  A') AOJIXHbI 6 b l ~ b  n p H  aTOM J I H H ~ ~ ~ H O  He3a-  

BHCHMhlMH, ~ 6 0  B IIPOTHBHOM CJIYrIae CYUeCTBOBaJI 6b1 H H T e r p a n ,  

I ' o J I o M o ~ ( P H ~ I ~ ~  H a  B c ~ #  IIJIOCKOCTH. 

O n p e ~ e n w ~  Y a c T H o e  ABYX H H T e r p a n o B  cneAyrorr[HM 0 6 p a 3 0 ~ :  

M ~ ~ e p ~ a n  (00, 0) ~ e u e c ~ s e ~ ~ o f i  OCH n p e B p a T n T c a  npa aToM B n p R -  

MYIO, nemauym H a  M H H M O ~ ~  OCH. O T ~ ~ ~ O K  (1, 00) A o n m e H  npespa- 
TWTbCSl, TBKHM 0 6 p a 3 0 ~ ,  B IlpRMYIO, IIapaJIJIenbHYIO MHMMO# OCW, 

a IlOTOMy BepLUHHa rIeTbIpeXyI'OnbHHKa, COOTBeTCTByIorr[&SX TOrIKe 

X = 1, H e  MOXeT OKa3aTbCR B H a Y a J I e  KOOPAHHBT. HO eCJIH CIlpa-  

B e A n m o  H a m e  npeanonomeane, TO 9 = 0 npw x = 1 .  

B b I p a x e ~ w e  (14) rOAHTCSl, TBKHM 0 6 p a 3 0 ~ ,  BO BCeM MHTepBaJIe 

OAHO3HarIHOI'O o 6 p a u e ~ ~ ~ .  B e n a r I w ~ b r  d, b H C, KaK a T 0  HeTpYAHO 

BHAeTb, 6 y ~ y ~  ~ O J I O M O P ( P H ~ I M H  (PYHKUHRMH B BTOM HHTepBaJle,  a 
HH OAHa H3 HMX H e  MOHteT 0 6 p a ~ ~ ~ b c ~ l  B HYJIb, TaK KaK R p H  BTOM 

OAHa H3 IlOACTaHOBOK I l p e B p a T H J I a C b  6b1 B TOmAeCTBeHHyIO IlOACTa- 

HOBKY, r Ie rO H e  MOmeT 6 b l ~ b  HH AJIR K ~ K O #  OCHOBHO# IIOACTaHOBKH. 

Mbl HMeeM, H a n P H M e P :  

me 6(X) e c T b  K O ~ ( P ( P H U H ~ H T  npw Ig x-', nonysae~brfi  n p H  pa3nome- 
HWH H H T e r p a J I a  yo(t ,  A )  R ~ J I H ~ H  TOYKM X = 0. 



M ~ I  3 H a e M ,  Y T O  C Y I I l e C T B Y I O T  R H H T e p B a n e  O A H 0 3 H a r I H O r O  o6pa- 
( 0 )  

I I l e H H R  T a K H e  3 H a Y e H H f i  ~ f )  H  X I  , n p I l  K O T O p b I X  O A H a  H 3  I IOLICTaHO-  

BOK (10 )  C T ~ H O B H T C R  n a p a 6 o n ~ ~ e c ~ o E ,  T .  e .  OAHO ~3 ~ b ~ p a x e ~ ~ t i  

2 + dc, 2 + bc ( 1 5 )  

no M O n y J I I o  C T a H O B H T C I I  P a B H b I M  L I B Y M ,  T .  e .  M b I  H M e e M  d~ H n H  

bc = -4. O T C I O ~ ~  H e n O C p e A C T B e H H O  S C H O ,  Y T O  ~ p O I l 3 B e A e H H I I  (11 )  
A O J I X H b I  6 b I ~ b  O T P H U a T e n b H b I  n p I l  BCJ3KOM 3HaUeHHE.I A ,  HaX0,ZlIIII leM- 

C R  B H Y T P H  umepsana O A H O ~ H ~ Y H O ~ O  06pawe~arr. 
Onpenena~ T e n e p b  3 ~ a ~  n p a ~ 0 8  Y a c T u  B B b I p a x e H w u  ( 9 ) .  JIesaR 

Y a C T b  a T O r O  B b I P Z G X e H H R  e C T b  a H a n H T H r I e C K a R  $YHKUHJI  A ,  a n O T 0 -  

MY M ~ I  M o m e M  npa onpenenemx J H ~ K ~  nonommb nna n p o c T o T b I  

X = Xo .  
l l n ~  o n p e n e n e H H o c T H  P a c c M o T p a M  c H a s a n a  TOT cnyqaii, K o r n a  

3 B A a H H b I e  I I O A C T a H O B K H  IIBIIIIIOTCII O C H O B H b I M H  I I O A C T & H O B K & M U  nep- 
B O r O  P O D & .  B a T O M  C J I y Y 8 e  M b I  6 y ~ e ~  M M e T b  C  = 2 ,  T a K  K a K  O ~ I Q H #  

n e p n e H n n K y n R p  K napannenbmm c T o p o H a M  n e T b I p e x y r o n b H u K a  6y-  
A e T  I I p e A C T a B J I I I T b  co608 B e K T O p - e A U H H U y  ( C M .  P H C .  1). K ~ o M ~  T O -  

ro, 06a B b I p a w e H H H  (15)  A O n m H b I  6 b 1 ~ b  no M O A Y I I I O  6onb111e A B Y X ,  

T a K  K a K  B  P a C C M a T p H B a e M O M  C n y Y a e  O K P Y m H O C T H  E.lJIH I I p f I M b I e ,  H a  

K O T O P ~ I X  n e x a T  n p o T H B o n o n o m H b I e  C T O P O H ~ I  Y e T b I p e x y r o n b m K a ,  

H e  H M e I o T  O ~ I Q H X  T O Y e K .  C J I ~ L I O B ~ T ~ J I ~ H O ,  B  B T O M  C J I y Y a e  H M e I o T  

M e m o  H e p a s e H c T B a  

d <  -2,  b <  -2, (16 )  

E.I J I e B a R  Y a C T b  B b I p a w e H H I I  ( 9 )  I I P H H H M a e T  B H A  

2 + 2 d + 2 b + d b .  

H o  n p H  ycnosaax ( 1 6 )  nocnemee  B b I p a x e H H e  n o n m H o  6 h l ~ b  6onb- 
me, r I e M  -2, u, c n e A o s a T e n b H o ,  B n p a ~ o t i  V a c T w  B b l p a x e a a a  ( 9 )  
H a A O  B  C J l Y r I a e  OCHOBHbIX I l O A C T a H O B O K  I I e p B O r O  p O A a  6 p a ~ b  3 H a K  

nnmc. K TOMY we p e 3 y n b ~ a ~ y  M ~ I  npwmna 6m H B cnyvae n o A c T a -  

HOBOK B T O P O r O  P O L I a .  B a T O M  I I O C n e A H e M  C n y Y a e  M b I  6 y ~ e ~  U M e T b  

npu A = Xo 
c =  -2 

dc + bc - db =t dbc = 0 ,  ( 9 1 )  



me B ~ ~ X H H #  3HaK COOTBeTCTBYeT CnYrlaK) OCHOBHbIX nOL[CTaHOBOK 

n e p B o r o  pona, a m m ~ ~ t i -  B T o p o r o  pona. T a ~ o r o  me npasxna 3 ~ a -  
KOB M ~ I  6 y n e ~  n p t r n e p m H s a T b c a  H B n a n b ~ e R m e ~ .  

O n p e n e J I H ~  HenOABHXHyK, TOsKY IIOACTitHOBKH Sq. 0 6 p a ~ ~ ~ c a  
nna a T o r o  K Y K ~ ~ ~ H H O M Y  B n p e n b l n y u e M  naparpa+e B u p a w e H H x o  

ST', H, IIOnb3YJTCb PaBeHCTBOM (gl), IIOJIysHM, s T 0  TOrlKa a T a  MOXeT 

6 b l ~ b  I I p e n C T a B n e H a  B BHAe 

C O O T B ~ T C T B Y H ) W ~ R  BepUIHHa r leTbIpeXyrOnbHHKa A O n X H a  HaXOAHTb- 

CJI H a  B ~ ~ ~ C T B ~ H H O #  OCH MeXAY TOrlKaMH 0 H 1. B b ~ p a w e ~ ~ e  AJIR 

p n O n X H 0  6 b 1 ~ b  IIOaTOMY BeWeCTBeHHO, H Mbl AOnXHbl HMeTb H e p a -  

3 a ~ e ~ 1 . i ~  T a K m e ,  r l ~ o  n a p a n n e n b H b I e  C T O P O H ~  s e T U p e x y r o n b H m a  

n O n X H b 1  IIPOXOAMTb sepe3 TOrlKH 0 H 1, a ITOTOMY C AOJIXIIO YnO- 

BJleTBOPRTb HepaBeHCTBy I c ~  ,< 2, H 3HaK PaBeHCTBa 6 y n e ~  HMeTb 

M e m o  n H m b  B c n y r l a e  s e w e c ~ s e ~ ~ o f i  r p y n n b I .  

$ 8. P a 3 6 e p e ~  T e n e p b  BOIIpOC 0 ~ e o 6 x o n ~ ~ b 1 x  H nOCTaTOrlHbIX 

YCJIOBHRX, KOTOpbIM AOJIXWbI YAOBJIeTBOPRTb d ,  b M C AJIR TOrO, rlTO- 

6~ IIOACTBHOBKH S1, S2 H $3, YKa3aHHbIe HaMH B $ 6, 6 b l n ~  OCHOB- 

HblMH IIOACTBHOBKBMH HeKOTOPOrO A H ~ ~ ~ P ~ H ~ ~ H ~ J I ~ H o ~ o  YpaBHeHHR 

B H n a  (I), COOTBeTCTByloWHMH TOrlKaM X = 0, 1 H 00. B HaCTOII- 

WeM I I a p a l ? p a + e  OrpaHHrlHMCR PaCCMOTpeHHeM nOACTaHOBOK nep- 
BOrO p O n a  H 6 y n e ~  IIpeAIIOJlaTaTb, PTO YpaBHeHHe IlpHHaAJIeXHT 

o 6 n a c ~ ~  OAHO3HarlHOrO 0 6 p a w e ~ ~ a .  
Bbrrrre MM B b I s e n H  C n e n y l o W H e  nsa y c n o s H a :  

(I) dc  H bc- B ~ W ~ C T B ~ H H ~ I  H OTpHIIaTenbHbI;  

(11) dc  + bc - db + dbc = 0. 

c =  a + P i ,  

d = -k (a  - Pi), 
b = -!(a - Pi), 

(111) 2a = (r2 +p2 ,  IC + I  = k l .  



H ~ ~ O C ~ ~ A C T B ~ H H O  OseBHAHO, rIT0 YCJIOBHII (111) H e  RBAIIH3TCII CneA- 
CTBHeM ycJI0BHfi (I) H (11). 

H ~ T ~ ~ A H O  n0Ka3aTbJ rIT0 COBOKYnHOCTb ~ c J I o B H ~ ~  (I), (IT) H (111) 
rIpeACTaBAIIeT co6oii H e  TOJIbKO H ~ O ~ X O A M M O ~ ,  H O  H AOCTaTOrIHOe 

ycnoBHe T O r O ,  V T O ~ ~ I  BbIUIeYKa3aHHbIe IIOACTaHOBKH Sl , S2 H S3 6b1- 

~ Y C T ~ ,  K a K  H PaHbUIe, TOqKH A,  C H J npeACTaBJIIIH3T ~ 0 6 0 f i  
TOYKH 0, 1 H CO. OTM~THM TOVKy B,  HMeIOWYK) KOOpAHHaTy p, KO- 

Topall OnpeAeAIIeTCII PaBeHCTBOM (17). B CHny HepaBeHCTBa (18) 
T O s K a  3Ta 6 y n e ~  JIeXaTb H a  B ~ W ~ C T B ~ H H O ~ ~  OCH MeWAy TOsKaMH 0 
H 1. ~ P O B ~ A ~ M  rIePe3 TOrIKH A H C B ~ e p ~ ~ e f i  lTOJIYIIJIOCKOCTHnOJly- 

npmble  A J  H CJ,  nepneHnmynfipHme K s emopy ,  w 0 6 p i t m a m ~ e ~ y  

KoMnneKcHoe w c n o  c. f i p o s e n e ~  s a ~ e ~  B s e p x ~ e f i  me nonynnoc- 
KOCTH ABe AyrH OKPYWHOCTM sepe3 TOVKY B: OAHY, KaCaTeJIbHYK) 

K nepB0fi 1.13 BblUIeYKa3aHHbIX IIOJIyIIpRMbIX B T O q K e  A ,  a APYryK), 
KacaTenbHyIo KO B T O P O ~ ~  nonynprr~ofi  B TosKe C. l I n ~ ~ a  nepnea- 
mmynrrpa, onywerworo ~3 TosKn A H a  npHMyro CJ, BbrpaxaeTcn 

np06bm c ~ / d w .  HO B cany paBeHcTBa (111) npo6b aTa p a m a  
lc)/2. P a n ~ y c b l  O K ~ ~ X I ~ O C T ~ ~ ~ ,  H a  K O T O P ~ I X  nemaT AyrH AB H BC, 
paBFIblp/(cl H (1 -p)/ l~l ,  a KOOpAHHaTbI LIeHTpOB 3THX O K ~ ~ X H O C T ~ ~ ~  

~ Y A Y T  
P PP 

2 ' 2cY 



n o J I b 3 y R c b  IIepBbIM H 3  C O O T H O U ~ H M ~ ~  (Ill), JIerKO IIpOBepHTb, YTO 

OKPYmHOCTH BTH ~ Y W T  KaCaTbCR B TOYKe B. MM IIOJIYYHM, Ta- 

KMM 0 6 p a 3 0 ~ ,  B ~ e p x ~ e f i  n o n y n n o c K o c T H  r I e T m p e x y r o n b H H K  ABCJ, 
H CTOpOHbI BTOrO YeTbIpeXyrOJIbHHKa H e  ~ Y A Y T  IIepeCeKaTbCR, KaK 

BTO HeIIOCpeACTBeHHO BHAHO H3 Y C J I O B H ~ ~  (111) (CM. PHC. 7). Y ~ T M -  
PeXyrOJIbHHKy aTOMy 6 y n e ~  COOTBeTCTBOBaTb YpaBHeHHe BHAa (I), 
npaaannemauee o 6 n a c ~ ~  O A H O ~ H ~ ~ I H O ~ O  o 6 p a m e ~ ~ ~ .  

Bb16epe~ He3aBHCHMOe I IepeMeHHOe B BTOM YpaBHeHHH TaK, YTO- 

6b1 BepIIIHHaM A, B H J COOTBeTCTBOBaJIH TOYKH 2 = 0, 1 H 00. 

B h n r r e  MbI HBIIIJIH, YTO PaCCTORHHe M e m a y  IIapaJIJIeJIbHbIMH CTOPO- 

HaMH YeTbIpeXYrOJIbHHKa paBHO J c ) / ~ .  K p o ~ e  TOrO, 06e BTH CTOpO- 

HbI I IapaJ IJ IeJ IbHbI  BeKTOpy,  ~ 3 0 6 p a w a m u e ~ y  KOMIIJIeKCHOe YHCnO C. 

O T C I ~ A ~  CJIeaJ'eT, YTO nOACTaHOBKa S3 HMeeT BHA 

O I I p e n e J I R R  H 3  reOMeTPHYeCKHX c 0 0 6 p a w e ~ ~ f i  KOOPAHHaTbI OTO- 

6 p a m e ~ ~ f i  TOYKH B B n o n y n p R M h l x  A J  H CJ, y 6 e n ~ ~ c ~ 6 e 3  T p y n a  

B TOM, YTO IIOACTaHOBKH S1 H S2 ~ Y A Y T  HMeTb BMA 

H TaKHM 0 6 p a 3 0 ~  AOCTaTOYHOCTb y c J I 0 ~ H f i  (I), (11) H (111) AOKa3a- 

H a .  C O B ~ ~ I I I ~ H H O  TaK me MOWHO p a 3 0 6 p a ~ b  H ~ J I y Y a f i  OCHOBHbIX 

IIOACTaHOBOK BTOpOrO POAa.  

3 9. B HaCTORIIIeM H CJIeL[YMLIIHX I I a p a r p a t $ a x ,  rOBOpR 06 YpaB-  

HeHHH BHAa (I),  MbI 6 y ~ e ~  ~ a m A b X f i  pa3 I IOApa3yMeBaTb,  YTO YpaB-  

H e m e  a T o  n p H H a n n e m w T  o 6 n a c ~ ~  O A H O ~ H ~ Y H O ~ O  0 6 p a m e ~ ~ ~ .  
~ Y C T ~  S1 , S 2  H S3 - OCHOBHbIe IIOACTaHOBKH TaKOrO YpaBHeHMR. 

PBCCMOTPHM BOIIPOC 0 CyIUeCTBOBaHHH TaKHX Y P ~ B H ~ H H ~ ~  BHAa (I), 
COBOKYnHOCTb OCHOBHbIX IIOACTaHOBOK KOTOphIX 6 y ~ e ~  ST', ST' H 

 ST^. Dns o n p e n e n e H H o c T H  n p e n n o n o m w M ,  YTO n o n c T a H o B K H  s1, s2 
H S3 CYTb OCHOBHbIe IIOACTaHOBKH I IepBOrO POAa.  

E c n ~  IIpOAOlIWeHHR CTOPOH YeTbIPeXYrOJIbHHKa, IIpHBOAJ3merO K 

BTHM OCHOBHbIM IIOACTaHOBKaM, H e  I IepeCeKaMTCRH H e  KaCamTCR, TO 

OHM 0 6 p a 3 y m ~  B T O P O ~ ~  YeTbIpeXyrOJIbHHK (CM. pHC. 7). npeo6pa- 
3 y e M  e r 0  B HHXHIOH) IIOJIyIInOCKOCTb TaK, Y T O ~ M  BepUIMHaM A, C H 

J COOTBeTCTBOBaJIH TOYKH 2 = 0, 1 H 00. T ~ K H M  IIyTeM MbI IIpHAeM 

K YPaBHeHHKI BHAa (I),  H OCHOBHbIe IIOACTBHOBKH BTOrO YpaBHeHHR 



 TO ~ Y A Y T  IIOACTaHOBKH B T O p O r O  P O A a .  Ecnu M b I  n p H M e H H M  K 

BHOBb nOJIYVeHHOMY Y p a B H e H H H )  n p e o 6 p a 3 o ~ a ~ ~ e  (13), TO I I O n y V H M  

Y p a B H e H H e  C OCHOBHbIMH nO.IlCTaHOBK&MH 

s;l, s;l, s;l, (191) 

H HHKaKHX A p Y r H X  Y P ~ B H ~ H H #  B H A a  (1) C T ~ K O ~  me COBOKYnHOCTbH) 

OCHOBHbIX IIOACTaHOBOK 6b1~b  H e  M O m e T  (CM. $ 6). 
I I p e ~ o n o m w ~  T e n e p b ,  VTO n p o A o n m e H m  CTOPOH O c H o B H o r o  V e -  

T M p e x y r o n b H m a  n e p e c e w a r o T c n  H n H  K a c a r o T c f i .  I I y c ~ b  H B BTOM 

C n y v a e  C y U e C T B y e T  Y p a B H e H H e  B H A a  (I), H M e I o U e e  OCHOBHbIe n 0 A -  

CTaHOBKH (19). P ~ B ~ H C T B O  (91) n O K a 3 b I B i t e T ,  VTO a T O  A O n m H b I  6 h l ~ b  

n0ACTaHOBKH B T O p O r O  p O A a .  M3 ~ ~ C C ~ X A ~ H H #  5 4 H ~ C T O J ~ U ~ ~ ~  ma- 
BbI  MbI  BHAHM, VTO BTHM OCHOBHbIM nOACT8HOBKaM M O m e T  COOTBeT- 

CTBOBaTb  e m H C T B e H H a J 3  COBOKYIIHOCTb q e T h I p e X  nOCJIe , l IOBaTeJIbHO 

K a C a I O U H X C R  O K ~ ~ ~ H O C T ~ # ,  H B P a C C M a T p H B a e M O M  C n y V a e  BTO 6y- 
A y T  n p O A O n m e H H R  CTOPOH r I eTbIpeXyI 'OJ IbHHKa ,  COOTBeTCTBYIOUerO 

HCXOZWOMY Y p a B H e H H I O .  HO AJTH a T H  H e  6y ,Q '~  0 6 p a 3 0 B b I B a ~ b  V e -  

T b I p e x y r o n b H u K a ,  ~ 6 0  nse n p o T H B o n o n o m H M e  nyrn n e p e c e K a m T c f i  

HJIH KaCaIOTCR.  

T ~ K H M  0 6 p a 3 0 ~ ,  M b I  M O m e M  Y T B e p m A a T b , r I T O  B BTOM C n y V a e  H e  

C y U e C T B y e T  Y p a B H e H H R  BHAL (1) C OCHOBHbIMH IIOACTaHOBKaMH (19). 
TO'IHO T a K  me H e  6 y n e ~  C y U e C T B O B a T b  y p a B H e H H J 3  B H A a  (1) C OCHOB- 

HbIMH nOACTaHOBKaMH (191), ~ 6 0  n p e o 6 p a 3 0 s a ~ ~ e  (13) n p H B e n o  6b1 
T a K O e  Y p a B H e H H e  K Y p a B H e H H H )  C OCHOBHbIMM IIOACTaHOBKaMM (19). 

O C T ~ ~ T C R  P a C C M O T p e T b  cnenymwae n o c n e n o s a T e n b H o c T H  OCHOB- 

HbIX IIOACTaIiOBOK: 

s-1 s-1 s-1 
3 , 2 1 1 1  ( l 9 2 )  

s-1 s - I  s-1 
2 , 3 1 1 ,  (193) 

s;l,~;l,s;l, ( 1 9 4 )  

s-1 s-1 s-1 
1 , 3 1 2 '  ( 195 )  

P a c c ~ a ~ p t i s a ~  OAHH u3 a T u x  vewpex  c n y s a e B ,  M ~ I  M o m e M  T ~ K  me, 
KaK H B $ 6 ,  Y 6em~bc11, YTO d, b H C A O n m H b I  6 b I T b  BeWeCTBeHHb1 ,  HO 

B P a C C M a T p H B a e M O M  C n y ' I a e  BTOrO H e  M O X e T  6 b I ~ b ,  T a K  K a K  npo- 
nonmems CTOPOH V e T b I p e x y r o n b H m a  n e p e c e K a m T c R .  I I o c n e ~ ~ e e  
me O ~ C T O R T ~ J I ~ C T B O  H e  M O m e T  H M e T b  M e C T a  B CJIyrIZLe B e U e C T B e H -  

~ 0 f i  rpynnbI. T ~ K M M  0 6 p a 3 0 ~ ,  B03MOWHOCTb YKa3aHHbIX V e T b I p e X  

c n y r I a e B  x c K n m V e H a .  



f 10. P ~ C C M O T ~ U M  T e n e p b  TOT cJIyZIa#, KOrAa CyUeCTByeT YpaB- 

HeHHe BMAa (1) C OCHOBHbIMH IIOACTaHOBKaMH S 1 ,  S 2 ,  S 3  H YpaBHeHHe 

T a r 0  >Ke BHAa C OCHOBHbIMH IIOACT&HOBKaMH ( l g l ) .  n e p B 0 e  YpaBHe- 

HHe 6 y ~ e ~  0 6 0 3 H a Z I a ~ b  3HaKOM (I), a BTOpOe-3HaKOM (11). 
~ P U  CAeJIaHHOM sb160pe HeIIOABHXHhlX TOZIeK OCHOBHbIX IIOACTa- 

HOBOK MbI 6 y ~ e ~  HMeTb H a  IIIIOCKOCTH 7 A B a  ZIeTbIpeXyrOJIbHHK&, 

~ 3 0 6 p m e ~ ~ b 1 e  H a  p ~ c .  7, n p H q e M  TOZIKM A M C neHtaT B T O V K ~ X  0 
H 1. l l n ~  O n p e n e n e H H o c T u  n p e n n o n o m u M ,  ZITO s e p x ~ u i i  VeTMpex-  

YrOnbHHK COOTBeTCTBYeT YpaBHeHWO (I), T. e. ZITO IIOACTaHOBKH S1, 
S2, S3 CYTb OCHOBHbIe IIOACTaHOBKH IIepBOrO p O A a  a T O r 0  YpaBHe- 

HHII. M ~ I  MOXeM CZIHTaTb, ZITO H H ~ H U G  ZIeTbIPeXYrOnbHHK flBJIReTCII 

K O H # J O P M H ~ I M  ~ 3 0 6 p m e ~ ~ e ~  H U ~ H ~ G  IIOAYIIJIOCKOCTH IIpH IIOMOlrrH 

ZIaCTHOrO HHTerpaJIOB YPaBHeHHfl (11) H ZITO TOZIKH A M C COOTBeT- 

CTBYIOT TOYKaM X = 0 H X = 1. 
TOrO, V T O ~ ~ I  YpaBHeHHe (11) 6b1no COOTBeTCTByIOUHM y p a B -  

HeHMK) (I), H ~ O ~ X O A H M O  H AOCTaTOZIHO, v ~ 0 6 b 1  HHX(HH% YeTbIpeX- 

YrOJlbHHK MOr 6 b 1 ~ b  IIOAyZIeH H3 BepXHerO IIpH IIOMOUH n H ~ e i i H 0 f i  

n o A c T a H o B K u  nepnoro H n H  B T o p o r o  pona.   TO c n e n y e T  H e n o c p e a -  

CTBeHHO M3 p a c c y > K ~ e H L i f i  $ 2 H ~ c T o I I I I I ~ ~ ~  SJIaBbI. Ecna S p y I I l I a  YpaB- 

HeHHJ? (I) BeUeCTBeHHa,  TO IIpHMble AJ H CJ nepneHAXKYJIIIpHb1 K 

B ~ U ~ C T B ~ H H O ~ ~  OCH, M H H Z H U ~ ~  4eTbIpeXyrOJlbHHK MOmeT 6 b I ~ b  no- 
n y r I e H  1.13 B e p x H e r o  npa n o M o u a  IIOACTaHOBKH B T o p o r o  pona 771 = f j .  

~ I o K ~ ~ M ,  ZITO ~ J l y Z I a f i  3TOT IIBJIIIeTCII eAHHCTBeHHbIM CJIyYaeM, 

B KOTOPOM HIIXHH# 4eTbIPeXYFOJlbHHK MOmeT 6b1~b IIOJIyYeH H 3  

B e p X H e r O  I l p H  nOMOUH J I H H e f i ~ o f i  IIOACTaHOBKH BTOpOrO POAa, eCnH 

T o n b K o  AB H e  p a B H o  BC.  
~ Y C T ~  77 = LY eCTb KOOPAHHaTa TOZIKH B. E c n ~  yKa3aHHaII TOnbKO 

4TO IIOACTaHOBKa CYUeCTBYeT, TO OHa AOJImHa n p e o 6 p a a o ~ ~ ~ a ~ b  B 

c e 6 ~  COBOKyIlHOCTb TOseK 0, LY,  1 H 00, a IIOTOMY OHa AOJImHa UMeTb 

OAHH H 3  CJIeAYIOlUHX g e T b I p e X  BHAOB (CM. $ 3)*: 



n p H n e M  BTOPaR H T p e T b R  IIOACTaHOBKM B03MOX(HbI XHLUb B TOM C n y -  

nae, KOrAa 0 = 1/2, T .  e. K O r A a  AB = BC. f l p H H H ~ a f Z  BO BHH- 

MaHHe,  qTO IIPH n L l H e E ~ 0 f i  IIOnCTaHOBKe BTOpOrO p O A a  y r n b l  ,UOnX(- 

Hbl COXpaHRTbCR, y 6 e n m c ~  6e3 T p y n a ,  u T 0  nOACTaHOBKM n e p B a R  U 

r I e T B e p T a R  MOrYT l I p e 0 6 p a 3 0 B J d ~ a ~ b  B ~ ~ x H H E  r IeTbIpeXyrOnbHHK B 

HUX(HH# AHlUb B TOM C J I y q a e ,  K O r A a  CTOPOHbI rIeTbIPeXYrOnbHHKOB 

OpTOrOHanbHbI  B ~ ~ U ~ C T B ~ H H O E  OCH. 

0 6 p a ~ ~ ~ c r r  T e n e p b  K H C K ~ ~ ~ ~ H H O M ~ ~ ~  [ p a ~ e e ]  cnysaro cr = 1/2.  
B DTOM C n y n a e  C y U e C T B y e T  IIOnCTaHOBKa I IepBOrO P O A a  

n p e o 6 p a 3 y m l ~ a ~  s e p x ~ ~ i i  q e T H p e x y  r o n b H m  B H H ~ H H ~ ~ .  f l o ~ a m e ~  
T e n e p b ,  s T 0  T a K U  IlOACTaHODKa MOXeT CYUeCTBOBaTb nHUIb B P a C -  

CMOTPeHHbIX HiLMM ABYX CJIYqaRX. 

O ~ P ~ T H M C R .  K IIOACTaHOBKaM, YKa3aHHbIM HaMH D 5 3 H ~ C T O R U ~ ~ ~ ~  

r n a B b I .  E c n ~  yIIOMRHyTaR IlOACTaHOBKa n e p B O r 0  pona CylUeCTBy- 

e T ,  TO o H a  A o n m H a  MMeTb BHA (IV), (V), (VI) H ~ W  (VII). HO e c n H  

OHa H M e e T  BHA (V) H n H  (VII), TO Mbl l IOnmHb1 HMeTb (Y = 112. 
E c n ~  XN! OHa H M e e T  BHA (IV) H n H  (VI), TO, n p m H M a R  BO B H m a H H e  

K O H ~ O P M H O C T ~  COBePUIaeMOT'O n p e 0 6 p a ~ o ~ a m ~ ,  MbI MOmeM YTRep- 

W a T b ,  rITO AJ H CJ AOnX(Hb1 6 b l ~ b  I I e p n e H m K y n R p H b I  K BeUeCTBeH-  

HOE OCU. T ~ K M M  0 6 p a 3 0 ~ ,  HaLUe y T B e p m n e H H e  nOKa3aHO.  

T o n ~ a  B eCTb HelIOAEIHXCHaR T O q K a  IXOACTaHOBKSi S4, a IIOTOMy 

ycnome a = 1/2 ~ a r  M o m e M  H a n H c a T h  B stme 

K ~ f l 0 e  H 3  HepaBeHCTB,  BXOARLUHX B J'CJIOBHe (111) 5 8, B b I p m a e T ,  

VTO W a M e T p  o n ~ o f i  H 3  o w p y m ~ o c ~ e i i ,  H a  KOTOPUX n e m a T  C T O P O H ~ I  

AB H BC, MeHblrre  PaCCTORHHR MemAJ' I IapaJIJIeJlbHblMH CTOpOHa- 

MH r I e T M p e x y r o n a H m a .  l l n ~  TOrO, u~o6ar  n p o n o n H e H u R  c ~ a p o ~  
. r e T H p e x y r o n b H m a  H e  n e p e c e K a n a c b ,  ~ e o 6 x o m ~ o  H AOCTaTOrIHO 

EIblnOJlHeHMe O ~ O H X  Y C ~ O B I I #  (111) BHe 3aBHCMMOCTH OT 3 H a K a  P.  
P a c c y m ~ e n u ~  nocnenmx naparpa4oa I I P M B O ~ T  H ~ C  K cnenym- 

rue3 T e o p e M e :  

Teope~a 12. mozo, umo6a~ nodcmonoexu Sl, S2 u S3, uMe- 
wyue eud 



6blnu ocnoenwMu n o d c m a n o e r a ~ u  nepeozo poda neromopozo ypaene- 
H U N  euda (I), n p u n a d ~ e x a q e z o  o 6 ~ a c m u  odno3naunozo o 6 p a q e n q  
n e o 6 x o d u ~ o  u bocrnamovno eblnoAnenue y c ~ o e u i l  ( I ) ,  (11) u ( I I I ) ,  yxa- 
3annb~x e $ 8 .  Ecnu maroe ypaenenue cyqecmeyem,  mo npeo6paso- 
eanue ( 1 3 )  npueodum r d p y z o ~ y  ypaexexuw euda ( 1 )  c ocxoexuMu 
n o d c m a n o e r a ~ u  emopozo poda: 

u ne  cyqecmeyem 6onee nurarozo ypaenenun euda ( 1 ) )  npunadne- 
x a q e z o  o6nacmu odno3narnozo 06pazqenunl c marou' x e  coeoryn- 
nocmbw ocnoenblx nodcmanoeor. 

ECRU,  rpoMe m020, ebtnonnenbt 06a nepaeencmea, sxodnque e 
ycnoeue ( I I I ) ,  m o  cyqecmeyem ypaenenue euda ( I ) ,  npunadnexa-  
q e e  o6nacmu odno3naunozo 06paqenun c ocnoen b t ~ u  nodcmanoerea- 
M U  emopozo poda: 

s;l, s;l, sil. (22)  

Ypaenenue  amo 6ydem coomeemcmeyloqunc nepeonauanbnoMy ypae- 
nenulo mozda u monbro mozda, xozda a ,  b u c 6ydym eeqecmeennbl 
unu rozda 6ydem eblnonneno ycnoeue (20 ) .  

Ecnu x e  odno u3 nepaeencme, exodsrqux e ycnoeue (111), ne ebl- 
nonnnemcsr, m o  ne  cyqecmeyem ypaenenun euda ( I ) ,  npunadnexa-  
q e z o  o6nacmu odno~naunozo  06paqenun u uMewqezo coeorynnocmb 
ocnoenbtx nodcmanoeor SF', ST' u S;'. 

Boo6qe,  ecnu raxoe-nu60 ypaenenue euda ( 1 )  uMeem ocnoenble 
n o d c m a ~ o e r u  S1, S 2  u S3, mo npeo6pa3oeanue (13)  npueodum x 
ypaenenuw c O C H O B H ~ ~ M U  n o d c m a n o e x a ~ u  (21 ) )  u ne cyqecmey- 
e m  ypaenenun euda ( I ) ,  romopoe uMeno 6 u  m y  x e  coeorynnocma 
ocnoenbtx nodcmanoeor,  no e d p y z o ~  nopndre. 

S 11. O~PBTHMCR B H O B ~  K PAC. 7. H a s o s e ~  n B a  n e T b r p e x y r o n b -  

HMKa, a 3 0 6 p a ~ e ~ ~ b 1 e  H a  a T O M  PEICYHKe, COnPSTXeHHblMU 'LemblpeX- 
YZORbHUKaMU. T O ~ H O  T a K  Xe H a 3 0 B e M  COnPXrWCeHHblMU YPaBHeHRf l  

( I )  a (11), o K O T O P ~ I X  MM y n o M w H a n a  B n p e m n y u e ~  naparpa+e a 
K O T O P b I e  COOTBeTCTBYIOT YKa3aHHbIM ABYM Y e T b I p e X y r O l I b H A K a M .  

M ~ I ,  K a K  H pasbzue, 6 y ~ e ~  n p e A n o n a r a T b ,  -TO nepx~a i l  a e T b I -  

P e X y r O J I b H M K  C O O T B e T C T B y e T  Y p a B H e H M M  ( I )  U n T 0  BepI I IHHaM A,  C 
I? J B 0 6 0 ~ ~  Y p a B H e H H R X  COOTBeTCTBYIOT oc06b1e TOrIKM 0 ,  1 Pi oO. 



~ Y C T ~  YO(X,  A )  H ~ ~ ( 2 ,  A ) - - I . I H T ~ ~ P U I ~ I  YpaBHeHHfl (I) U IIyCTb 

OHU npa a H a n a T a v e c K o M  n p o n o n m e H a a  no ~ e p x ~ e i i  n o n y n n o c ~ o c ~ a  
UMeIOT ~ 6 x 1 ~ 1 3 ~  TOrleK X = a H X = 1 pa3nOHteHHJ3 

I C ~ K  MM B a n e n H  B $ 7, q o n p e n e n s e T c f i  n n s  cnyvas pac. 7 no 
cpophfyne 

Ecna MbI 6 y n e ~  MeHIITb A HeIIpepMBHO B HHTepBaJIe  OAHO3HaWO- 

r o  0 6 p a u e ~ a f i ,  TO KOOpAHHaTa a T a  6 y n e ~  HenpepblBHO W3MeHIITbCR. 

n p ~  n p a 6 n a m e ~ a a  A K pi TO'IKa B 6 y n e ~  CTpeMMTbCfI K A, TaK KaK 

yo(z, pl) - r o n o ~ o p @ e  B T o v K e  z = a. npa A = p - 1  a H T e r p a n m  

5/o(z, p-i) H ~ ~ ( 2 ,  p - 1 )  OTAH'IaIOTCII JIElIIIb IIOCTOIIHHMM MHOmHTe- 

n e M ,  H, CJIeAOBaTeJIbHO, IIpH aTOM KOOPAMHZLTa TO'IKM B O ~ P ~ T H T C I I  

B eAMHE1IlY. BHYTPLI HHTepBaJIa  OAH03HarIHOrO 0 6 p a u e ~ a s  6 y n e ~  
IIOaTOMy C y u e C T B O B a T b  IIO ~ p a f i ~ e f i  M e p e  OAHO TaKOe 3HarleHAe A ,  
I IpH KOTOPOM KOOPlWHaT& TOZIKM B 6 y n e ~  p a B H a  112. npa TaKOM 

nonomeaaa TOVKH B n p o n o n m e a a f i  CTOPOH ' I e T M p e x y r o n b H a K a  H e  

MOrYT IIepeCe'IbCfl, TaK KaK npOAOJIHteHHfi3Ta MOrYT 6b1~b IIOJIyrIe- 

HM E13 CTOPOH 'IeTbIpeXyrOJIbHkiKa n p H  IIOMOWH J ~ H H ~ ~ ~ H o #  IIOACTa- 

HOBKH. 

B c n e n y m u e ~  naparpa+e MFJ H c c n e n y e M  nonpo6eo H ~ M ~ H ~ H H ~  

s e ~ ~ e p ~ o f i  o c o 6 0 8  TO'IKW a n a p a M e T p a  B y p a B H e H a a  (11) npa He- 

IIpepIdBHOM H3MeHeHMEI IIZLpaMeTpa A YpaBHeHIlfi (1) OT A?) A 0  A?). 

l l peneapw~enb~o  n o K a x e M  cnenymuym neMMy:  

n e ~ ~ a  5 .  Ecnu e ypaenenuu (1) zn.11 a u w e e m  nw6oe snare-  
nue, s a ~ n w r a w q e e c s  enympu unmepsana (0, I), mo w o x n o  naiimu 
maxoe, ne s a e u c s q e e  om a ,  nonoxumenanoe  nocmosnnoe rucno m ,  
r m o  nw6oe snarenue A, n p u n a d n e x a q e e  unmepsany odnosnarnozo 
o6paqenus ,  6ydem no a6conwmnowy snavenuw wenaure m. 



K O T O p O e  RBJIfleTCfl n p e o 6 p a 3 o ~ a ~ u e ~  YpaBHeHMR (1) (CM. 3 7 m. 11). 
B03bMeM ~ a ~ o # n u 6 0  MHTepBitJI (a, P) ,  JI€!x~IUU# BHYTPH UHTePBa- 

n a  (1, m). n p ~  n m 6 0 ~  ~ H ~ Y ~ H U U  a,  3aKnm~amrrre~cs BHYTPH HH- 

TepBaJIa (0, I) ,  MOXHO YKa3aTb TaKHe A B a  H e  3aBHCRLIIPiX O T  a YMCJIa 

7721 H mz, A3 KOTOPbIX BTOPOe IIOJIOWUTeJIbHO, YTO CyMMa nepBbIX 

TpeX CnaraeMhIX, CTOIIIUMX B KBaAPaTHbIX C K O ~ K ~ X ,  ~ Y A ~ T  MeHb- 

me ml , a p(x) MeHbme mz, ecna x npaHannexwT mTepsany (a, P). 

E c n ~  6 y n e ~  YnOBJIeTBOpflTb HepaBeHCTBy 

T O  B CHnY M ~ B ~ C T H O ~ ~  TeOpeMbI Sturm'a MOWHO YTBepXnaTb, YTO 

nm6ofi s e r r r e c ~ s e ~ ~ b r i i  amerpan  y p a B H e H a s  (23)) a cnenoaaTenbso, 

H YpaBHeHHfl (I), 6 y n e ~  06parrra~bcs B Hynb B MHTepBaJIe (a, P). 

B03bMeM Tenepb ~ a ~ o # n a 6 o  aHTepsan (all PI), nemawaii BHY- 

TPH umepsana  (co, 0), H onpenenaM ma rIacna n l  a n2, a3  K O T O P ~ I X  

BTopoe nonomuTenbHo, T ~ K ,  Y T O ~ ~ I  CyMMa nepsbrx Tpex cnaraeMHx, 

CTOswHX B K B ~ A ~ ~ T H O ~ ~  c ~ o 6 ~ e  B YpaBHeHMM (23), 6mna 6onbrue nl , 
a p(x) 6mno 6onbme -n2 npu Bcex s ~ a ~ e ~ a s x  x ,  npmannemarrrax 
HHTepBaJIy (a1, Pi),  H B C e X  BbILUeYKa3aHHbIX 3HaYeHmX a. Ecna 
YAOBJIeTBOpfleT HepaBeHCTBy 

T O  BCRKME UHTerpaJI YPaBHeHMJI (1) 6 y ~ e ~  0 6 p a ~ a ~ b ~ ~  B Hynb B 

amepsane  (XI, PI). 

Ecnu YAOBneTBOpReT HepaBeHCTBy (241) HJIU (%I2), T O  H e  

MOXeT IIPWHaAneWZLTb WHTePBaSIY OAH03HaWOrO 06paue~wri  (CM. 

$ 11 rn .  11). O ~ c m n a  ~ C H O  CywecTBoBaHae uacna m, ywasarmoro 
BbIUIe. 

5 12. 0 6 p a ~ a ~ c s  K p U C . 4  H 6 y n e ~  MeHJITb B YpaBHeHMW (I), CO- 

OTBeTCTBYMIUeM BePXHeMY UeTbIpeXyrOJIbHWKY, naPaMeTP X O T  3Ha- 

(0) YeHLiR A0 3HaYeHMs A?). H a w ~ e M y  YeTbIpeXyI'OJIbHMKy 6 y n e ~  
COOTBeTCTBOBaTb COIIpJTWeHHOe C YpaBHeHHeM (I) YpaBHeHPie (11). 
Mbl 0 6 p a ~ u ~  BHIlMaHHe H a  E13MeHeHHe Y e ~ ~ e p ~ o f i  oco6ofi TOYKH 

H II&P&MeTP& B 3TOM YPaBHeHMW npH yKa3aHHOM BhIlUe E13MeHeHEIEI 



I I a p a M e T p a  B  Y p a B H e H H t r  ( I ) .  M b l  6 y n e ~  I I p H  3 T O M  C Y H T a T b ,  U T O  

B e p I I I H H a M  A, C tr J C O O T B e T C T B y I O T  B  O ~ O H X  Y p a B H e H H R X  0c06b1e 
TOUKH O , 1  H m. Y a c ~ ~ o e  H H T e r p a n o B  y p a B H e H u a  (I) M ~ I  O n p e A e n u M  

no + o p ~ y n e  77 = iyoly,. 
M o m ~ o  y K a 3 a T b  B  B e p x ~ e f i  I I O n y I I J I O C K O C T H  T a K y m  T O U K Y  H ,  U T O  

K p y r  K ,  0 I I H c a H ~ b I f i  OKOJIO a ~ 0 f i  T O U K H  K a K  U e H T p a ,  n O C T a T O U H 0  

M a J l b I M  P a A H y C O M  r ,  6 y n e ~  I I p H  B C R K O M  H 3  Y K i L 3 a H H b I X  B b I U I e  3 H a -  

Y e ~ H f i  A H a X O n H T b C R  B H Y T P H  B e p X H e r O  U e T b I p e X y r O J I b H H K a .  CO- 
s e p m H M  H a n  n n o c K o c T b m  P H C .  4 T a K o e  n a ~ e t i ~ o e  n p e o 6 p a 3 o ~ a ~ ~ e ,  
q ~ 0 6 b I  M H H M U  O C b  I I e p e l l I J I a  B  H e K O T O P Y I O  O K p Y X H O C T b  M  T O U K a  

H - B  U e H T P  a ~ 0 f i  O K P Y X H O C T H .  ~ o ~ + + H u H ~ H T ~ I  a T O r 0  A P O ~ H O -  

n H ~ e f i H o r 0  n p e o 6 p a 3 0 ~ a ~ u a  H e  6 y n y ~  3 a B H C e T b  O T  A ,  H  O T C l O n a  H e -  

n O C p e A C T B e H H 0  RCIXO, U T O  K O O P A H H a T h l  U e H T P a  H  P a A H Y C b I  O K P Y X -  

H O C T ~ ~ ,  06pasymuax A B a  U e T b I p e X y r O J I b H H K a ,  I I O n y U a e M b I X  I I O C J I e  

n p e o 6 p a 3 0 ~ a ~ ~ a ,  6 y n y ~  H e I I p e p b I B H b I M H  ( P Y H K U M J T M H  A .  

TIocne n p e o 6 p a 3 0 ~ a ~ a ~  c o n p f i m e ~ s ~ f i  Y e T M p e x y r o n b H a K ,  nony- 
r l a e ~ ~ f i  u3 H H x H e r o  U e T b I p e x y r o n b H m a  p ~ c .  4 ,  H B c e  ero nocneno- 
B a T e n b H b I e  o ~ o 6 p a x e ~ a ~  6 y n y ~  H a X O A H T b C R  I I p H  B C R K O M  3 H a U e H H H  

( 0 )  ( 0 )  A,  n p a H a n n e m a q e M  u H T e p s a n y  (Ao  , ), H a  K o H e r I H o M  p a c c T o R -  

HMH. L [ ~ ~ ~ c T B H T ~ J I ~ H o ,  M H H M U  O C b  n p e 0 6 p a 3 y e ~ c ~  B  O K p Y X H O C T b ,  

K O T O p a R  H e  6 y n e ~  M e H R T b C R  I I p H  t r 3 M e H e H H U  A, H  o ~ o 6 p a x e ~ w e  B  

a ~ o #  O K P Y X H O C T H  T o r 0  K p y r a ,  K O T O P ~ I ~  n o n y w i T c R  u3 K p y r a  K ,  
6 y n e ~  c o n e p m a T b  B H Y T P H  ce6a B c e  n o c T a T o m o  ynaneasue TOUKH 

IIJXOCKOCTH H  6 y n e ~  H a X O A H T b C R  B H Y T P H  C e T H ,  n 0 n y U a e ~ 0 f i  H 3  Ye- 
T b I p e X y r O J I b H H K a ,  C O O T B e T C T B y I O I 4 e r O  Y p a B H e H H I O  (I). 



IIocne y ~ a 3 a ~ ~ o r o  npeo6pa30sa~~11  n n o c K o c T w  p ~ c .  4 M ~ I  nony- 
YHM ma YeTblpeXyI 'OAbHHKa, ~ 3 0 6 p a m e ~ ~ ~ e  H a  pHC. 9. M u  YAep- 

m a n H  n p H  a T o M  npemaee 0 6 0 3 ~ a r 1 e n n e  B e p u x a a .  

~ Y C T ~  ZIeTbIpeXYrOnbHHK A D I B E I C F I J G I A  COOTBeTCTByeT 

YpaBHeHHEO (II), a YeTbIpeXyrOAbHHK ADBECFJGA YPaBHeHHIO 

(I). B e p m ~ ~ b I  A, C H J COOTBeTCTByEOT, KaK MbI yKa3aJIH PaHb-  

me, O C O ~ ~ I M  TOZIKaM 0, 1 H 03, H B ~ I I I I ~ Y K & ~ ~ H H ~ I #  YeTbIpeXyrOAbHHK 

JTBnfieTCR AOIIOJIHHTeJIbHbIM YeTbIpeXYFOnbHHKOM YpaBHeHHR (11). 
B e p m n ~ a  B 6 y n e ~  COOTBeTCTBOBaTb Z I e T B e p ~ o f i  0 ~ 0 6 0 8  TOZIKe b 
a T O r 0  YpaBHeHHJT, H TOZIKa a T a  6 y n e ~  3aKJIIOYaTbCII BHYTPH HHTeP- 

sana (0 , l ) .  
0 6 0 3 ~ a Y ~ ~  ~ Y K B O I O  V I I a p a M e T p ,  BXOARUH# B YpaBHeHHe (11). 

~ P H  H3MeHeHHH I I a p a M e T p a  A TOVKH A H J H BHeIIIHRJT OKPYXHOCTb 

H a  pHC. 9 H e  ~ ~ A Y T  MeHIITbCII. B o ~ a m e ~ ,  ZITO b H V ~ Y A Y T  H e n p e -  

P ~ B H ~ I M H  @YHKUHIIMH A .  
~ Y C T ~  A CTPeMHTCII K HeKOTOPOMY 3HaYeHHIO A', JIemaIIleMy BHY- 

(0) (0) T p H  H H T e p B a A a  (A, , Al ). n p H  BTOM b 6 y n e ~  HaXOAHTbCII BHYTPH 

H H T e p s a n a  (0, I ) ,  a ~ H ~ Y ~ H H I I  v 6 y n y ~  o r p a H H u e H m ,  KaK a T o  cne- 
A y e T  H 3  JIeMMbl. M b l  MOXeM nOaTOMy B b 1 6 p a ~ b  TaKYIO IIOCneAOBa- 

TenbHOCTb 3HaZIeHHfi A n ,  CTPeMIIUHXCfl K A', ZITO COOTBeTCTBYIOl4He 

3HaYeHHfI bn H Vn T a K X e  ~ Y A Y T  CTpeMHTbCII K npeneny. 0 6 0 3 ~ a w ~  

lim b, = b', lim vn = v'. 
n = w  n = w  

B y n e ~  OIIHCbIBaTb H a  IIJIOCKOCTH I I e p e ~ e H H o f i  Z OKOJIO TOZIKH b' 
KaK I l e H T p a  OKPYmHOCTH Cn PaAHYCOM Tn TaK,  ~ ~ 0 6 b 1  TOZIKH bn ne- 
m a n H  BHYTPH O K P Y ~ H O C T ~ #  Cn H Y T O ~ M  lTpH YBeJIHZIeHHH 72 Tn CTpe- 

MHJIOCb K HyJIIO. B 0 3 b ~ e ~  HHXHIOEO IIOJIynJIOCKOCTb H lTpHLUbeM 

K He# Y e T M p e  a ~ 3 e ~ n n 1 1 p a  ~ e p x ~ e #  n o n y n n o c K o c T H  B n o n b  o ~ p e 3 -  
KOB (03, o), (0, b'), (b', 1) H ( 1 , ~ )  B ~ I U ~ C T B ~ H H O #  OCH. HcKJIIOYHM 

H3 I I o J I Y Y ~ H H o ~ ~  TaKHM 0 6 p a 3 0 ~  06nac . r~  TOZIKH 0, 1 H 03, a TaK- 

me TOYKH, nemaluae BHYTPH O K P Y ~ H O C T H  Cn . n0JIyYeHHyIO nocne 
a T O r 0  o 6 n a c ~ b  Ha3OBeM ~ Y K B O W  an. B Y A ~ M  0 6 0 3 H a Y a ~ b  3HaKaMH 

v ( Z ,  A )  H 7 ) 1 ( ~ ,  V )  YaCTHbIe HHTerpaJIOB ypaBHeHH# (I) H (II), ripe- 

06pa3ymw~e  n o n y n n o C K O C T H  B YeTbIpeXYrOJIbHHKH, ~ 3 0 6 p ~ e H H b I e  

H a  PHC. 9. @YHKLIHH ql(x, v,) n p e o 6 p a 3 y m ~  KOH+OPMHO 0 6 n a c ~ b  an 
B Y a C T b  ZIeTblpeXyrOJIbHHKa A D I B E I C F J G I A  H ee o ~ o 6 p a x e ~ m  B 

CTOpOHaX a T O r 0  YeTbIpeXyrOnbHHKa.  @YHKLIHH v l ( Z ,  Vn) npHHKMa- 

IOT nOTOMy B 0 6 n a c ~ s x  an BCRKOe CBOe 3HaZIeHHe OAHH JIHLUb pa3 
H IIBJIIIIOTCII (PYHKUHIIMH, OrPaHHZIeHHbIMH B C B O ~ #  COBOKYnHOCTH. 



I I p H J I o m H M  K  ( P Y H K U H I ~ M  v l ( X ,  V,) I I P H H U H I I  C X O A H M O C T H .  P ~ B H O M ~ P -  
H o e  C T p e M J I e H H e  a T H X  ( P Y H K U M ~ ~  K  l T p t ? ~ e J I b H 0 #  6 y n e ~  H M e T b  M e C T O  

B H Y T P H  0 6 n a c ~ ~  B, K o T o p a I i  I i s n r r e T c I i  n p e n e n o M  o 6 n a c ~ e f i  B, H 

C O C T O H T  H 3  H H ) K H ~ %  I I O J I Y I I J I O C K O C T H  H  V e T b I p e X  3 K 3 e M n J I I i p O B  B e p X -  

H e #  n o n y n n o c K o c T H  ( C M .  3 5 B s e n e ~ a ~ ) .  '?)TO# o 6 n a c ~ a  6 y n e ~  npw-  
H a n J I e m a T b  H  B C I i  B e I U e C T B e H H a f l  O C b  38  U C K J I I O q e H H e M  T O q e K  a, b', 
1 H  03. 

l l o e a m e ~ ,  V T O  n p e n e n m u  ( P ~ H K W I I I  H e  M o s e T  0 6 p a ~ u ~ b c ~  B no- 
C T O f I H H Y H ) .  f l e f i c ~ B H ~ e J I b H 0 ,  3 H a q e H H I I  ( P Y H K U M #  H a  O T p e 3 K a X  ( 0 ,  b') 

( 1 , ~ )  B ~ U T ~ C T B ~ H H O ~ ~  O C H  J t e m a T  H a  JIJ'I'aX ADIB H  J F I C .  KO- 
O p A H H a T b I  U e H T p a  H  P a A H Y C b I  a T H X  AYr I i B J I I i I O T C I i  H e I I p e p b I B H b I M U  

( P ~ H K I I H H M H  A ,  H n o T o M y  ~ H ~ Y ~ H H I I  npenenb~oii  ( P Y H K U H H  H a  y K a -  

~ ~ H H ~ I X  B b I L u e  o ~ p e 3 ~ a x  s e m e c ~ s e ~ ~ o i 2  o c ~  n o n m H b r  n e z a T b  H a  ny- 
rax ADIB &f J F I C ,  C O O T B e T C T B y I o I l I M X  3 H a q e H H I o  A = A'. ~ ~ M ~ T H M  

n p H  a T O M ,  r l T 0  K o r n a  M b I  I ' O B O P H M  0 K ~ K O E - J I H ~ O  nyre P H C .  9 ,  C O O T -  

B ~ T c T B ~ I O I U ~ ~ ~  3 a n a H H O M y  3 H a q e H H I o  n a p a M e T p a ,  T O  M b I  n p H  a T O M  

n o ~ p a 3 y ~ e s a e ~  T O  n o n o m e H M e ,  K o T o p o e  a T a  nyra  s a ~ ~ ~ a e ~  npu 
~ K ~ ~ ~ H H O M  a ~ a q e ~ a ~  n a p a M e T p a .  

a y r ~  ADIB H  J F I C  n p H  A = A' H e  H M e K I T  O ~ I U H X  T O Y e K ,  O T K y A a  

H  c n e n y e T ,  Y T O  n p e A e n b H u  ( P Y H K U H I I  H e  M O W e T  6 b 1 ~ b  ~ O C T O I I H H O ~ ~ .  

K p o ~ e  T O r O ,  H e I I O C p e n C T B e H H O  I I C H O ,  V T O  ( P Y H K U H I I  a T a  Y A O B J I e T B O -  

p I I e T  y p a B H e H H I o  

27y7; - 37y2 - - 1 
X 

27'1 x ( x  - l ) ( x -  b') 
b' ( b  - 1 1 - b' +- 
x I - b '  x - 1  

+ 4A' + x + ( 1  + b') 

~ H ~ V ~ H H I I  (PYHKUHH 7 1 ( t , v 1 )  A O J I W H b I ,  K a K  a T O  I i C H O  M 3  T O J I b K O  

r l ~ o  n p H B e A e H m x  coo6pa>rte~a#, n p e o 6 p a 3 0 s b 1 ~ a ~ b  H H ~ H ~ M  no- 
J I y n J I O C K O C T b  B  r I e T b I p e X y I ' O n b H H K ,  C O I I ~ R ~ ~ H H ~ I ~ ~  C  O C H O B H b I M  qe- 
T b r p e x y r o n b H u x o M  y p a B H e H m  ( I )  npu A = A', T .  e. b' a v' npeAcTa- 
BJI I I IOT co6o# 3 H a r l e H H f l  b U  V  n p H  A = A'. 

3 13. ~ o K ~ X ~ M  T e n e p b ,  r l T 0  b H e  M O m e T  6 b I ~ b  p a B H 0  H y J I I o  H J I U  

e A H H H U e .  l lpennonoma~,  H a n p H M e p ,  s ~ o  b' = 0.  
n p a r u b e ~  K ~ a m ~ e j S  n o n y n n o c K o c T H  T P H  a ~ 3 e ~ n n r r p a  s e p x ~ e i i  

nonynnocrtocm B n o n b  u H T e p s a n o B  (03, 0 ) ,  ( 0 , l )  H ( 1 ,  co) B e m e -  

C T B ~ H H O #  O C H  H  O K P Y m H M  T O Y K Y  X  = 0 O K P Y m H O C T I I M U  C,, 0 KO-  



TOpbIX MbI YIIOMHHaJIU BbIIJIe. O 6 n a c ~ b  B 6 y ~ e ~  COCTOflTb H3 HHW- 

~ e i i  n o n y n n o c K o c T u  H T p e x  ~ K ~ ~ M I I ~ R ~ O B  s e p x ~ e f i  n o n y n n o c K o c T M  

H 6 y ~ e ~  C O A e p X a T b  BeUIeCTBeHHyH) OCb, 3a MCKJIIoqeHHeM TOrleK 0, 
1 w o o .  

n p e A e J I b ~ a f l  (PYHKWR, OTJlHqHaR OT I IOCTOJIHHO~~ H YL[OBneTBOPfi- 

IQUIaR YpaBHeHHH) (25), AOJImHa 6 b l ~ b  rlaCTHbIM HHTeI'panOB YpaB- 

P ~ ~ H O C T ~  K O P H ~ ~ ~  BTOrO YpaBHeHHSI MOXeT 6 b I ~ b  n ~ 6 0  BeUeCTBeH- 

HO#, J I H ~ O  qHCTO M H H M O ~ .  Y ~ ~ B H ~ H H ~  (26) HMeeT BeWeCTBeHHbIe 

K O ~ + + H U H ~ H T ~ I ,  a IIOTOMy n p H  CTpeMJIeHHH 2 K HyJIH) BAOJIb Be- 

U I ~ C T B ~ H H O ~ ~  OCH UaCTHOe HHTerpaJIOB 71 BTOrO YpaBHeHHFi AOJIX- 

HO OIIHCblBaTb HeKOTOPYH) OKPYXHOCTb B OAHOM HaIIpllBJIeHHH (CM. 

$ 11 rJI.11). E c n ~  6b1 TOJIbKO qTO YIIOMRHYTaR pa3HOCTb 6b1na qti- 

CTO M H H M O ~ ~ ,  TO n p H  yKa3aHHOM CTpeMJIeHHH 2 K HyJIIo 71 npo6erana 
6b1 OKPYWHOCTb 6 e c s ~ c n e ~ ~ o e  MHOWeCTBO pa3. ~ ~ # c T B H T ~ J I ~ H o ,  B 

3TOM C n y r I a e  HeKOTOpOe YaCTHOe MHTerpaJIOB YPaBHeHHR (26) me-  
JIO 6b1 BHA B ~ J I M ~ H  TOqKH 2 = 0 

r A e  a0 - OTnHqHO OT HyJIR H $2 - BeUIeCTBeHHO H TaKme OTJIHqHO OT 

HyJIfl. B b I p a m e ~ ~ e  a T 0  I IpH CTpeMJIeHHH 2 K HyJIH) H e  CTpeMHTCR HH 

K KaKOMY I I p e A e J I y ,  OTKyAa H BbITeKaeT HeIIOCp.eACTBeHH0 BbImeCKa- 

3aHHOe HaMH YTBepXAeHHe.  B PaCCMaTpHBaeMOM CJIyrIae qaCTHOe 

HHTerpaJIOB YPaBHeHHR (26) H e  MOXeT npo6era~b  OKPYXHOCTH 60- 
J I e e  OAHOrO pa3a, TaK KaK IIpeAeJIbHaR ( P Y H K ~  MOXeT IIPHHHMaTb 

B 0 6 n a c ~ ~  B BCRKOe CBOe 3HaUeHHe H e  6onee OAHOrO pa3a. 
P ~ ~ H O C T ~  K O P H ~ ~ ~  YpaBHeHHR (27) AOJIXHa 6 b I ~ b  B ~ U ~ C T B ~ H H O ~ ~ ,  

H IIOTOMY IIPH I I P H ~ J I H X ~ H H H  2 K HYJIH) C ~ 0 f i  HJIH A p y r 0 f i  CTOPOHbI 

BAOnb B ~ U I ~ C T B ~ H H O ~ ~  OCH rIaCTHOe HHTerpaJIOB 6 y n e ~  CTPeMHTbCfl 

K o n p e A e n e H H o M y  npeaeny, T. e. a T o  Y a c T H o e  A o n m H o  npeo6pa- 
3OBbIBaTb IIOJIyIIJIOCKOCTb B TpeYrOJIbHHK, O ~ ~ ~ H H ~ I ~ H H ~ I #  A y r a M H  



KPYI'OB. B PaCCMaTPHBaeMOM CJIyr Iae  ABe BepllrHHbl TpeyrOJIbHM- 

Ka AOAWHbI J IeWaTb B TOrlKaX A H J ,  ~ p e ~ b e %  Xe BePIIlHHbI H e  MO- 

X e T  CylUeCTBOBaTb, TaK KaK OKPYmHOCTH, H a  KOTOPblX JIeWaT A y r H  

AGIJ H BEIC, H e  HMeloT O ~ L W H X  TOrIeK I l p H  A = A'. M ~ I  BHAHM, 

TaKMM 0 6 p a 3 0 ~ ,  rITO b' H e  MOXeT 6b1~b ~ & B H O %  HYJIK). T O ~ H O  TaK 

x e  MOZHO nOKa3&Tb, ZIT0 b' H e  MOmeT 6 b 1 ~ b  PaBHO eAHHH4e. 

~ I T ~ K ,  IIpH CTpeMJIeHHH A K A' b H V HMeWT eAHHCTBeHHble TOzIKH 

CrYueHMR b' M v', KOTOPbIe H RBJIRK)TCR 3HarIeHHRMH b H V n p H  A = 
A', T. e. ~ p e 6 y e ~ a ~  HenpepbIBHOCTb H3MeHeHHR b H V YCTaHOBJIeHa. 

5 14. kIccnenye~ ~ e n e p b  H ~ M ~ H ~ H H ~  a T u x  B e n w s H H  npu c T p e M n e -  

HkfH A K A?). H~IIOMHWM, '-IT0 n p H  A = A?) A y r a  BEIC K a c a e T c s  

AYrH AGIJ .  0 6 0 3 ~ a s u ~  TOqKY KaCaHHR ~ Y K B O H )  H. 
MM MOmeM, KaK H PaHbII le ,  IIOCTPOHTb BeJIHrIHHbl b' H v'. OTHO- 

CHTeJIbHO b' Mbl MOmeM CAeJIaTb T P H  npeAIIOJIOXeHMII: 

1) 0 < b ' <  1; 
2) b ' =  1; 
3) b' = 0. 
~ O K ~ > K ~ M  HeB03MO)KHOCTb IIepBbIX AByX I I ~ ~ A I I O J I O Z ~ H H % .  

I I y c ~ b  HMeeT M e m o  nepnoe npemonomeaiie. ~ ~ O C T P O H M ,  K ~ K  H 

pamure, o 6 n a c ~ ~  B, H n p e A e n b H y m  ( P Y H K ~ H M  ql(z, v'). 3 ~ a  no- 
CJIeAHJTH 6 y n e ~  OTnMsHa OT IIOCTORHHO#, 6 y ~ e ~  IIpHHMMaTb B o6na- 
CTM B B c m o e  c B o e  3 ~ a s e ~ ~ e  H e  6onee o n H o r o  pasa H 6 y ~ e ~  ynosne- 
TBOpRTb YpaBHeHHH) (25).  OH^ RBJlJleTCR, TaKMM 0 6 p a 3 0 ~ ,  rIaCTHb1M 

HHTerpaJIOB YpaBHeHHR 

n p a H a n n e x a u e r o  o 6 n a c ~ ~  O A H O ~ H ~ ~ H O ~ O  0 6 p a r u e ~ ~ s ,  H A o n x H a  

n p e o 6 p a 3 0 ~ b I ~ a ~ b  HM)KHK)H) IIOJIyIIJIOCKOCTb B ~ e T b I p e X y r O J I b H H K .  

CTOPOHH 3TOrO ZIeTbIpeXyI'OJIbHMKa AOJIXHbl HaXOJlHTbCR H a  CTO- 

p o H a x  q e T M p e x y r o n b H u K a ,  c o n p m e H H o r o  c OCHOBHMM s e T M p e x -  

YrOJIbHHKOM YpaBHeHHX ((I IIPM ~ f ) .  HO IIpH aTOM 3HarIeHHH na- 
P a M e T p a  Y I I O M I I H Y T ~ I ~ ~  rIeTbIpeXyrOnbHHK pa36mae~cs  H a  A B a  T p e -  

Y r o n b H m a ,  H O T C M A ~  n e r K o  BHAeTb, n ~ o  n p e m o n o m e H x e  1) H e n p a -  

BHJIbHO. 

P a 3 6 e p e ~  n p e n n o n o m e H H e  2). r l p ~  a T o M  o c T a H e T c s  c n p a s e A n H -  

BHM B c e ,   TO M ~ I  c ~ a 3 a n ~  B cnysae n p e n n o n o x e H m  I), c TO% n H w b  

p a 3 ~ M ~ e # ,  rIT0 BMeCTO YpaBHeHHII (261) M b l 6 y ~ e ~  HMeTb YpaBHeHHe 



H  0 6 n a c ~ b  B 6 y ~ e ~  C O C T O R T b  H 3  H H ~ H ~ R  I IOJIYI IJ IOCKOCTH H  T p e X  

a x 3 e ~ n n ~ p o ~  s e p x ~ e f i  nonynnocxoc-rw H 6 y ~ e ~  c o A e p m a T b  B e w e -  

C T B e H H Y I o  O C b ,  3a H C K J I I o Y e H H e M  T O Y e K  0 ,  1 H  CO. 

T ~ K  X e ,  X a K  H  B  I I p e A b I A Y I U e M  I I a p a r p a ( P e ,  M O X e M  y 6 e w ~ b c r r ,  
n ~ o  n a c T H o e  H H T e r p a n o B  Y p a B H e H m  ( 2 6 2 )  nonmuo npeo6pa30sb1- 
B a T b  H H X H I o I o  I I O ~ y ~ n O C K O C T b  B  T p e y r O J I b H K K ,  o I ' ~ & H H Y ~ H H ~ I #  AY- 
r a M H  o ~ p y m ~ o c ~ e i i ,  c o n p e n e n e H H b r M H  B e p m u H a M H ,  H c ~ o p o m   TO- 

ro T p e y r o n b H H x a  nonmar n e m a T b  H a  nyrax AGIJ, ADIB H JFlC, 
C O O T B e T C T B y I o m H X  3 H a n e H H I o  = A?). H O  a T O r O  H e  M O m e T  6 b l ~ b ,  
T a K  K a K  I I O C J I e A H H e  A B e  A y r H  H e  H M e I o T  O ~ L U H X  T O Y e K .  

P ~ C C M O T P H M  I I O A P O ~ H O  e A H H C T B e H H 0  B 0 3 M O m H O e  I I p e A I I O J I O m e -  

m e  3) .  0 6 n a c ~ b  B m e e T  B a T o M  c n y r I a e  TOT x e  BHA, YTO H B 

n p e A b I n y m e M  cnynae. 3 ~ a s e ~ ~ s  n p e ~ e n b ~ o #  ( P Y H K U H H  B T o r I K a x ,  

n p H H a n n e x a m H x  H H T e p s a n a M  (ca, 0 ) ,  ( O , l )  H ( 1 , ~ )  B ~ ~ ~ C T B ~ H H O #  

o c ~ ,  A O J I m H b I  H a X O A H T b C R  H a  Ayrax AGIJ ,  BEIC H C F I J ,  C O O T B e T -  

C T B y I o w M x  3 H a Y e H M I o  x = A?). ~ T H  T p H  A y r H  H e  n e p e c e K a m T c R  B  

o ~ ~ o i i  T o s K e ,  a n o T o M y  npenenmas ( P Y H K U H R  ~ ~ ( 2 ,  v') O T n u r I H a  OT 

~ O C T O R H H O ~ ~ ,  I I p H H H M a e T  B  o 6 n a c ~ ~  B B C R K O e  C B O e  3 H a n e H H e  O A H H  

J I H I l I b  pa3 H  I I s n R e T C R  n a C T H b I M  H H T e r p a J I O B  y p a B H e H H J 3  (26) .  
K ~ K  H  P a H b m e ,  M O m e M  Y ~ ~ A E . I T ~ C I I ,  Y T O  ( P Y H K U H R  a T a  A O n m H a  npe- 

0 6 p a 3 o s b 1 s a ~ b  H H ~ H M K I  n o n y n n o c K o c T b  B T p e y r o n b H H K  c onpene- 
J I e H H b I M H  B e p I I I M H a M H .  C T O P O H ~ I  a T O r O  T p e Y r O n b H H K a  A O n X H b I  JIe-  

m a T b  H a  nyrax A G 1  J ,  BElC H CFIJ  H H e  M o r y T  H a n e r a T b  c a M H  

r I a  ce6s. T ~ K H M  o 6 p a 3 0 ~ ,  H e n o c p e n c T B e H H o  R C H O ,  ' I T 0  a T O  6 y ~ e ~  
T P e Y r O n b H H K  J C H ,  H  B e p I l I H H a  H 6 y n e ~  C O O T B e T C T B O B a T b  oco6o# 
T O n K e  2 = 0 Y p a B H e H H R  (26) .  Yr0n T p e y r O J I b H H K a  I I p H   TO# B e p -  

I l I H H e  P a B e H  H y J I I o ,  H  I I O T O M Y  K O P H H  Y p a B H e H H R  (27)  A O J I X H b I  6 b I ~ b  

O , l V f H a K O B b I ,  T .  e .  V '  = -114. M ~ I  M O X e M  I I O a T O M y  H a I I H C a T b :  

1 
lim b = O ,  lim v = - - .  

x=xjp) x=xjp) 4 

C O B ~ ~ I ~ I ~ H H O  T a K  me M b I  M O r J l H  6b1 A O K a 3 a T b ,  Y T O  

6 
lim b = 1 ,  lim v = - - .  

x=xP)  x = x p  4 

B a T o M  n o c n e m e M  cnynae npoasomno 6b1 n p H K o c H o B e H H e  Ayr 
ADIB H  C F I J ,  H  n p e A e n b H a R  ( P Y H K U H R  6b1na 6b1 Y a C T H b I M  H H T e -  

I ' p a J I O B  Y P a B H e H H R  (262) .  
M b I  B H m M ,  T a K H M  0 6 p a 3 0 ~ ,  Y T O  I I p H  H e I l p e p b I B H O M  H 3 M e H e H H H  

(0) I I a p a M e T p a  A B  Y p a B H e H H H  (I) O T  3 H a Y e H M R  A?) A0 3 H a Y e H M R  X 1  



Y e T B e p T a R  o c o 6 a ~  TOYKa b C O n p R X e H H O r O  YpaBHeHMR MeHReTCR He- 

IIpepbIBHO OT 3HaYeHMR b = 0 no 3HaYeHHR b = 1. 

3 15. L l o ~ a m e ~  B HacToHlr reM naparpa+e, YTO npa p a s n w ~ s b r x  

3HaYeHMRX A 3HaYeHMR b T a K X e  LIOJIXHbI 6 b I ~ b  pa3JIMYHbI. 

l l p e n n o n o m a ~ ,  YTO npa LIBY x P ~ ~ J I M Y H ~ I X  ~ H ~ Y ~ H W I I X  n a p a M e T p a  

A = A' LI A = A" B YPaBHeHMM (I) Y e T B e p T a R  o c o 6 a ~  TOYKa COllpR- 

XeHHOrO YpaBHeHWR 6 y n e ~  OnMHaKOBa. BbInwrue~ BCe BTM Y p a B H e -  

HMR: 

B b 1 6 e p e ~  YaCTHOe M H T e r p a J I o B  y p a ~ ~ e ~ ~ f i  (301) a (302)  TaK,  YTO- 

661 OCHOBIIbIe YeTbIPeXYrOJIbHWKH, COOTBeTCTBYMIllWe aTWM Y p a B H e -  

HWRM, WMeJIH B a n ,  Y K ~ ~ ~ H H ~ I S  H a  PHC. 2, I IpHYeM BepIUMHaM A,  C H 

J I IyCTb COOTBeTCTBYMT, KaK B C e r n a ,  0c06b1e TOYKW: 0, 1 H 00 AH+- 

+ e p e ~ u a a n b ~ b r x  y p a ~ ~ e ~ w S .  
~ Y C T ~  B H ~ L U H M ~ ~  YeTbIpeXyrOJIbHLTK BTOrO PHCYHKa COOTBeTCTBY- 

e T  YpaBHeHMW (301), T O r n a  B H Y T P ~ H H M ~ ~  6 y n e ~  COOTBeTCTBOBaTb 

Y p a B H e H H M  (311). Y ~ ~ B H ~ H M R M  ( 3 0 2 )  a (312)  6 y n y ~  COOTBeTCTBO- 

B a T b  YeTblpeXyrOJIbHLlKM, aHaJIOrLTYHbIe TOJIbKO YTO YKa3aHHbIM. 

~ J I O C K O C T ~  PHC. 2 6 y n e ~  H a 3 b I B a T b  nAOCKOCmblo nepeA4eTiTiou' 7, a 
IIJIOCKOCTb, B KOTOPOW J I e X a T  rIeTbIpeXyrOJIbHWKH, COOTBeTCTBYM- 

U H e  YpaBHeHMRM ( 3 0 2 )  a (312), Ha3OBeM nAOCKOCmblo nepeA4eTinou' 7 1 .  

ETc~nrorIa~ a3 r I a c T H b r x  a r i T e r p a n o B  y p a ~ a e e a i i  (301) H (302) He- 

~ ~ B H C W M O ~  n e p e M e H H o e ,  M ~ I  n o n y s a M  a H a n H T m e c K y m  +YHKUWKJ 

npeo6pa3ym1qym KOH~#~OPMHO B H ~ I I I H W ~ ~  rIeTbIpeXyrOJIbHMK IIJIO CKO- 

CTH I) BO B H ~ I U H W ~ ~  YeTbIpeXyrOJIbHHK IIJIOCKOCTH T]] TaK, YTO B e p -  

UlHHaM I I e p B O r O  r IeTbIpeXyrOJIbHHKa COOTBeTCTByMT BeprUHHbI x e  
BTOpOrO. n p o n e J I b 1 ~ a R  TO He C YPaBHeHMRMH (311) L l  (312), MbI no- 
n y m M  a H a n a T M s e c K y r o  + ~ H K ~ L I M  



npeo 6pa3yrouym B H Y T ~ ~ H H H ~ ~  rIeThIpeXyrOJIbHHK BO B H Y T ~ ~ H H U ~ ~ ,  

I I p H n e M  COOTBeTCTBKe MeXAY BepILIHHaMH 6 y n e ~  TaKWM Xe, qTO H BO 

BHeIIIHHX ~ e T b I p e X y r O J I b H M K a X .  @YHKLIMSI ( 3 2 I )  MOXeT 6 b l ~ b  IIpOAOJI- 

m e H a  c o r n a c H o  npasmny c w M M e T p a H ,  o H a  6 y n e ~  ( P ~ H K U M ~ #  asanw- 
T H ~ ~ C K O ~  B O  B C ~ #  B H ~ I U H ~ ~ ~  C ~ T H  ~ ~ T ~ I P ~ X Y ~ O J I ~ H W K O B  IIJIOCKOCTH 7]* 
H npeo6pa3ye~ 3TY CeTb BO BHeIIIHIOIO CeTb IIJIOCKOCTH 71. TO me 
CaMOe MMeeT MeCTO OTHOCHTeJIbHO (PYHKUHH (322) H BHYTpeHHHX Ce- 

~eZi. Paccymna~i  c o s e p m e H H o  TaK me, KaK H B 5 13 n p e n b ~ n y r r r e f i  

r J IaBbI ,  Mbl MOWeM YCTaHOBHTb BnOJIHe Onpe,UeJIeHHOe ~ H o ~ H o ~ H ~ ~ I -  

H o e ,  HeI IpepbIBHOe COOTBeTCTBHe MelKAy TOYKaMH r p a H H U  C M C1 
c e ~ e f i  H a  IIJIOCKOCTRX IIepeMeHHbIX r]  H r]i**. 

~JOCTPOKM T e n e p b  (PYHKUHIO 

OIIpeneJIki~ a T y  (PYHKuHIO CJIeAYIOllIHM 0 6 p a 3 0 ~ :  B TOYKaX BHeIlI- 

H e E  CeTH OHa C O B n a n a e T  C (PyHKuHefi (321), B TOYKaX B H Y T P ~ H H ~ ~  

ten- c (Pyr~~uaefi (322) ,  a H a  r p a H w u e  .C n y c T b  ee 3 ~ a n e ~ ~ ~  6 y n y ~  
PaBHbI  KOOPAHHaTaM COOTBeTCTBYIOllIHX TOY eK rPaHHUbI  C1. @YHK- 

UKR 3 T a  npe06pa3ye~ IIJIOCKOCTb KOMIIJIeKCHOrO IIepeMeHHOrO r]  B 

ce6.13. B y n e ~  0 6 0 3 H a r 1 a ~ b  6 y ~ o f i  T,, KOHTYp uenw En H a  IIJIOCKOCTH 

7] (CM. 5 11 I I p e ~ b l ~ y l l I e #  rJIaBb1). ~ Y K B O I O  T,!, O ~ O ~ H ~ Y H M  VaCTb 

a T o r o  K O H T Y ~ ~ ,  nemamym BO ~ ~ e r r r ~ e i i  uenx, a ~ Y K B O I O  ~ ; - s a c ~ b ,  
J IeXal l Iy IO BO B H Y T ~ ~ H H ~ ~ ~  CeTH. ~ P H  HHTerpHPOBaHHH II0 aTHM KOH- 

T y p a M  Mbl 6 y n e ~  CYHTaTb IIOJIOXHTeJIbHblM TO H a n p a B n e H H e ,  I l p H  

KOTOPOM IIJIOllIaAb COOTBeTCTBYIOllIerO K p Y r a  OCTaeTCR CJIeBa. CO- 
OTBeTCTByIOIllKe KOHTYpbI H a  IIJIOCKOCTH 71 0 6 0 3 ~ a s b i ~  ~ Y K B ~ M H  T,, , 
?=A H 7;. 

E;YKBOIO T p )  ( S  = 1 , 2 , .  . . , 4 . 3 " )  O ~ O ~ H ~ Y H M  pa,UHYCbI KpYrOB ue- 

n H  En, H IIYCTb &nS) 0 6 0 3 ~ a s a e ~  p a A H y C  COOTBeTCTByIOUerO K p y r a  

H a  IIJIOCKOCTH 711 ~ J o K ~ ~ M ,  q T O  eCJIH C eCTb K ~ K ~ J T - n u 6 0  TOYKa, 

n p n a a n n e m a u a R  ~ ~ y ~ p e ~ ~ e f i  c e m ,  TO 

* @ y ~ ~ q n ~  m a  6 y ~ e r  n M e T b  OAHH nonmc n e p B o r o  n o p a A K a .  

**COOTB~TCTBH~ WTO H e I I O C p e A C T B e H H O  B H T e K a e T  H 3  TOCO, q T O  L H L1 C Y T b  

K p n s t s e  Jordan'a ( C M .  5 4 Baene~na) .  



O ~ c m n a ,  n o n b s y ~ c b  @ o p ~ y n o f i  (27) r n .  III,  y 6 e m n a e ~ c ~  B cnpasen- 
JIHBOCTH @0pMyJlb1 ( 3 3 ) .  

@YHKUHR G(7)) ~ O J I O M O P @ H ~  BHYTPH 06nac~efi ,  3aKJIIo.IeIXHblX Me- 

may ABYMR K ~ K H M H - J I H ~ O  KOHTYpaMH Tk H n ,  a IlOTOMy 

B 0 3 b M e M  TOqKY C B HCXOAHOM BHYTpeHHeM ~ e T b I p e X y r O J l b H H K e .  B 
BTOM C J I y s a e  Mbl 6 y ~ e ~  HMeTb 



I I Y C T ~  d -K&K&H-AM~O TOYKa, n e x a u a R  BHYTPH a T o r O  K O H T y P a  

H n p H H a A n e m a u a s  ~ ~ e m e f i  c e T H .  B 0 3 b M e ~  VHCJIO k H a c T o n b K o  

6 0 n b m u ~ ,  q ~ 0 6 b I  T O q K a  d nexana Bl Ie  U e n H  X I . .  M ~ I  HMeeM 

E ~ K  H P a H b I U e ,  Mbl  M O X e M  n O K a 3 a T b  

C ~ ~ B H H B ~ R  a T y  + 0 p M y J I y  C + o p M y n o f i  (34). 3 a M e Y a e M ,  YTO ~ Y H K -  

UHfl ~ ~ ( 3 )  n p M  aHaAHTMqeCKOM npOAOA*eHHH nPHBOAHTCR K (PYHK- 
UHH ( ~ ~ ( 7 ) ) .  3HaYeHMfl  +YHKUHW $(q) B TOVKaX r p a H H I l b I  L, 3a HC- 

KJIIOYeHHeM H e  HCCJIenOBaHHblX n O K a  TOYeK A, B ,  C H J ,  COBnaAa- 

IOT CO 3HaVeHWflMH +YHKUWII ( P ~ ( T ] ) ,  TaK KaK n p H  n p a 6 n w m e ~ ~ ~  K 

~ a ~ o f i - n ~ i 6 0  T O s K e  rpaHLiUb1 L $(3) CTpeMHTCII K OnPeneJIeHHOMY 

npeneny (CM. $13 r n .  111), ~ o ~ o p b r f i  H 6b1n HaMH npHHf iT  3a 3 ~ a -  
V e H H e  +YHKUHA B C O O T B ~ T C T B Y I O ~ ~ ~ ~  TOYKe r p a H H U b I .  M ~ I  BHAHM, 

TaKHM 0 6 p a 3 0 ~ ,  YTO $(3) 6 y n e ~  ~ H ~ J I H T H V ~ C K O ~ ~  @ y H ~ I l H e f i  H a  B C ~ #  

IIJIOCKOCTH*, 3a HCKAlOYeHHeM BbIUIeYnOMRHYTbIX V e T b l p e X  TOYeK, H 

npeo6pa3ye~ n n o c K o c T b  B ce611. ~ H ~ Y ~ H H I I  $(3) ~ 6 n ~ 3 ~  ~ a x ~ o i i  ~3 

yKa3aHHbIX Y e T I d p e X  TOYeK O r p a H H V e H b I ,  ~ 6 0  V a C T b  IIJIOCKOCTM 71, 
n e m a u a s  B H e  K p y r a ,  o n H c a H s o r o  ~3 H a v a n a  K o o p A H H a T  KaK ueH-  

T p a  nOCTaTOYH0 6 0 n b m ~ M  PaAHyCOM,  COOTBeTCTByeT BnOJIHe onpe- 
neneasofi s a c T w  n n o c K o c T H ,  nexauefi B H ~ T ~ H  H c x o m o r o  B H e m H e r o  

q e T b I p e X y r O J I b H H K a  nJlOCKOCTH 3. B b ~ U I e y n ~ M f l ~ y ~ b ~ e  Y e T b l p e  TOVKH 

6 y n y ~  IIOaTOMy O ~ ~ I K H O B ~ H H ~ ~ M W  TOVKBMH +YHKUWM $(7)), a a T a  no- 
c n e n H I I I I  nonxsa,  TaKHM 0 6 p a 3 0 ~ ,  6 b 1 ~ b  n p 0 6 ~ 0 - n H H e f i H 0 f i  (PYHKLW- 
efi. T ~ K O B ~ I M H  W e  ~ Y ~ Y T  H +YHKUMM ( P ~ ( v )  H ( ~ ~ ( 3 ) .  H a  OCHOBaHHH 

paccy*ne~LTfi 5 2 H ~ C T O I I W ~ #  r J I a B b I  MbI MOmeM YTBePH(AaTb,  VTO 

YpaBHeHHII  (301) H (302), a T a K m e  YpaBHeHHII  (311) H (312) AOJIXHbI 

* O H a  6 y ~ e ~  U M e T b  O A H H  nonmc IICpBOI-o  I I o p l ( n K a .  



6b1~b COOTBeTCTBYIOtIlMMM. HO M3 P ~ C C Y X J I ~ H M #  5 3 I ~ ~ c T o I I U ~ ~ ?  rna- 
B b l  B b l T e K a e T ,  rITO A B a  Y P a B H e H M R  BMAa (1) C O ~ H H a K O B b l M M  0 ~ 0 6 ~ -  
MM TOrIKaMH M O r Y T  6 b 1 ~ b  COOTBeTCTBYIOUHMH JIHIIIb B TOM C n y r I a e ,  

K O r n a  r I e T B e p T b I e  oco6b1e T O s K H  3 T H X  y p a ~ ~ e ~ ~ f i  e C T b  X = 112. M ~ I  
AOJIHcHbl, TaKWM 0 6 p a s o ~ ,  H M e T b  

OAHO M3 3 ~ a r I e ~ ~ #  X I  HJIH XI' LIOJIWHO 6 b l ~ b  OTJIHrIHO OT T o r 0  3 H a r I e -  

HHII /\ = X, KOTOPOe HaXOAHTCII  BBHYTPH H H T e p B a J I a  OAHO3HarIHOrO 

06pawe~a11 Y p a B H e H U I I  

H n p H  KOTOPOM rpynna Y p a B H e H H R  6 y n e ~  ~ ~ K C O B O ~ ~ .  ~ Y C T ~  3 T O  

6 y n e ~  A = A'. 
B 0 3 b ~ e ~  B Y p a B H e H H I I X  (302) H (312) A'' V" = X .  Bce H a -  

IIIH I I p e A b I A Y U H e  P a C C y m A e H H R  6 y ~ y  IIPHMeHWMbl M B a T O M  C J I y V a e ,  

T a K  KaK Y p a B H e H U I I  (302) H (312) MOmHO Cr IHTaTb  COnpI ImeHHbIMH 

B3aHMHO Y P ~ B H ~ H H I I M H * .  M ~ I  IIOJIyrIHM, TaKMM 0 6 p a 3 0 ~ ,  rITO A B a  

Y P a B H e H H R  BMAa (35) ~ Y ~ Y T  COIIP I IXeHHblMH n p H  A = A' H = X ,  
r I e r 0  H e  M O X e T  6 b I ~ b ,  T a K  KaK B I I e p B O M  C J I y r I a e  rpynna Y P a B H e H H R  

6 y n e ~  K J I ~ ~ ~ H o B o # ,  a BO BTOPOM- I$YKCOBO#. MOXHO C s H T a T b  no- 
DTOMy AOKa3aHHblM H a I I I e  Y T B e p X A e H H e ,  r I T 0  Pa3J IHVHblM 3 H a Y e H H -  

RM l T a p a M e T p a  A B Y p a B H e H H H  (1) r J I .  11 COOTBeTCTBYMT p a 3 J I H V H b l e  

r I e T B e p T b l e  o c o 6 ~ e  TOrIKH C O n p I I X e H H O r O  Y p a B H e H H I I .  

H ~ ~ O M H H M ,  rITO B f 11 MbI IIOK&3aJIH, VTO AOJIXHO C Y U e C T B O B a T b  

T a K o e  s ~ a s e ~ ~ e  A, npu K O T O ~ O M  C O n p I I m e H H o e  y p a B H e H u e  6 y n e ~  co- 
O T B e T C T B Y M U H M  Y P a B H e H H e M ,  H "pH a T O M  r I e T B e p T a I I  TOr IKa  a T O r O  

YpaBHeHMII  6 y n e ~  X = 1 - a.  
Pi3 p a c c y m ~ e ~ ~ f i  n o c n e n H w x  n a p a r p a 4 0 ~  MN n o J I y r I a e M  cneay- 

IoUyro T e o p e M y :  

T e o p e ~ a  13. f lpu HenpepbienoM yeeRuvenuu  napaMempa  e 
ypaenenuu  (1) o m  a n a v e n u a  Af )  a .  a ~ a v e n u a  Xi0)  v e m e e p m a a  oco-  
6 a n  moulca c o n p a n c e n n o z o  y p a e n e n u a  y e e R u v u e a e m c a  Henpepaleno 
o m  nyRn do  edunuya i .  f lpu a m o ~  u 3 ~ e n e n u u  odun  pa3 n p u  X = Xo 
c o n p n x e n u o e  ypaenenue  6 y d e m  c o e n a d a m a  c ypaenenueM (1) u o d u n  



pas npu moM snarenuu A ,  npu lcomopoM remeepman oco6an mo.rxa 
conpnxennozo  ypaenenun 6ydem x = 1 - a ,  emo nocnednee ypaene- 
nue 6ydem coomeemcmeylotquM ypaenenulo (I)*. 

5 16. P a c c ~ o ~ p w ~  ypaBseHHe (35). I I o n c ~ a ~ r o n ~ a  (I), y ~ a 3 a ~ -  

rlan B fj 3 sac~omuei i  r n a s q  npeo6pa30sb lsae~  aTo ypanaeane B 

ypaBIreHae c TeMa x e  o c o 6 b r ~ a  TO-KBMW, EO co 3 ~ a q e ~ ~ e ~  napa- 
MeTpa p = -(1 + A ) .  Ecnw nonoxHM A = A ,  TO n p e o 6 p a 3 0 s a s ~ o e  

ypaBHeHI.re T a m e  nonxso  npwHannexaTb o 6 n a c ~ a  o n ~ o 3 s a s s o r o  

06parrrellw~ H aMeTb c ~ o e i i  rpynnoii (PYKCOBY rpynny c npenenbHmi 

KPYI'OM. Mbl WMeeM, CJIeAOBaTeJIbHO, 1 = -(1 + A), T. e. 1 = -112. 
B ~ R  ypaBHeHaR (35) Te nsa 3sa-~HWR napaMeTpa A ,  o K O T O P ~ I X  

ynoMaaanocb B TeopeMe 13, cosnanamT H P~BH~I-112.  Y p a ~ ~ e s ~ e  

6 y n e ~  npHaannexaTb o6nac~w O A H O ~ H ~ ~ I H O ~ O  0 6 p a w e ~ a ~ ,  a ero 
rpynna ecTb ( P y ~ c o s a  rpynna c npenenbsrm KpyroM. 

M3 CAeJIaHHOrO 3aMeZlaHWR RCHO, qTO O C H O B I I O ~  qeTbIpeXyrOJIb- 

HMK, C O O T B ~ T C T B Y I O ~ M ~ ~  3TOMY YPaBHeHHH3, MOmeT 6blTb 0 6 p a 3 o s a ~  

IIOJIyIIpaMbIMW, BbIXOARWHMW W3 TOVeK 0 W 1 H IIeplIeHAWKyJIIlpHblMW 

K B ~ U ~ C T B ~ H H O ~ ~  OCW, H IIOnYOKPYXHOCTfiMW, IIPOXOAIIUHMW Yepe3 

TO-KW 0, 112 H 112, 1. O C H O B H ~ I ~  IIOACTaHOBKW rPYnnb1 aTOrO YPaB- 
HeHWR 6 y n y ~  npW 3TOM WMeTb BHA 

BOCCT~HOBHM ~3 T O ~ H  77 = 112 nepneHmKynRp K s e r r r e c ~ ~ e ~ ~ o i i  
OCW. Y ~ O M I I H Y T ~ I ~ ~  BbIIIIe -eTbIPeXYrOJIbHWK p a 3 0 6 b e ~ c ~  npH 3TOM 

H a  ABa TpeyrOJIbHHKa C Y m a M W ,  PaBHbIMH HYJIH). * O H + O P M H O ~  ripe- 

0 6 p a 3 o s a ~ ~ e  O n H O r O  W3 HWX B IIOJIynJIOCKOCTb MOHteT 6 b I ~ b ,  K a K  H3- 

BeCTHO, CoBepmeHO npH IIOMOUH rIaCTIIOr0 AByX HHTerpaAOB YpaB- 
HeHMR Legendre'a: 

* H a n o ~ n n ~ ,  'ITO M M  C q n T a e M  npn WTOM, u ~ o  OAHH n T e  me aepmn- 
l l b l  C O n P R X e H H h I X  ' I e T b l p e X Y r O J I b H H K O B  C O O T B e T C T B Y I O T  0 ~ 0 6 ~ ~  TO'IKLM T = 
0, 1, 00. 



O ~ c l o n a  H e n O C p e A C T B e H H O  c n e A y e T ,  YTO rpynna y p a B H e H H s r  (36) 
H B n H e T C H  IIo~rpyIInofi y p a B H e H H i 3  (37), H HHAeKC a ~ 0 f i  IlOAI'pynIIbl 

p a s e H  ABYM. 

r pynna  Y p a B H e H H H  (37) COCTOHT H 3  nOACTaHOBOK I'pYIIIIbI Y P a B -  

HeHHH (35) H H 3  n p O H 3 B e A e H H H  3 T H X  IIOACTaHOBOK H a  IIOACTitHOBKY: 

H e 3 a ~ H c a ~ o e  n e p e M e H H o e  y p a B H e H H a  (37) 6 y ~ e ~  4 y ~ c o ~ o f i  ~ Y H K -  

uaefi Y a C T H O r O  n ~ y x  u H T e r p a n o B  a T o r o  y p a B H e H m ,  H npu cnenaa- 
HOM ~b160pe OCHOBHOI'O T p e y r O n b H H K a  ~ Y H K U H I I  a T a  6 y ~ e ~  C y U e -  

C T B o s a T b  B s e p x ~ e f i  n o n y n n o c K o c T a  (CM. 5 9 B ~ e n e ~ ~ a ) .   OH^ H e  

6 y n e ~  MeHf iTbcR,  ecna M ~ I  npeo6pa3ye~  Y a c T H o e  H H T e r p a n o B  n p H  

n O M O U H  ~ a ~ o f i - n a 6 0  IIOACTaHOBKH rPYI I I Ib I  Y P a B H e H U R  (36). Cne- 
A O B a T e n b H O ,  K a K  M b I  YKa3bIBaJ IH  B 5 15 r J I . 1 ,  21 AOJIXHO 6bI~b pa- 
~ H o ~ a J I b ~ o f i  ~ Y H K U H ~ ~ ~  2. ~ ~ ~ ~ C T B H T ~ J I ~ H O ,  MbI  M O X e M  l I e p e f i ~ H  OT 

Y p a B I i e H H R  (37) K Y p a B H e H H l o  (36), I IOJ Ib3yHCb  ~ O A C T ~ H O B K O #  

3 17. E c n ~  S1, Sz II S3 CYTb OCHOUHble IIOACTaHOBKH n e p B O r O  p O A a  

Y p a B H e H H R  (I) ,  TO I I p H  C A e n a H H O M  H a M H  sb160pe AOIIOJIHHTeJIbHOrO 

Y e T b r p e x y r o n b H H K a  nna conpxueaaoro y p a B H e H H i 3   TO n o c n e A H e e  

6 y n e ~  H M e T b  OCHOBHbIMH IIOACTaHOBKaMH B T O P O r O  p O A a  S;', SF', 
 ST^, H rpynna c o n p f i m e H l i o r o  y p a B H e H a H  6 y ~ e ~  c o s n a n a T b  c rpyn- 
nos  Y p a B H e H H R  (1). 

I I o ~ a m e ~  T e n e p b ,  YTO e c n H  y p a B H e H H e  

H M e e T  TY )KC? rpynny, r I T 0  H A B a  B H I L I e y K a 3 a H H b I e  Y p a B H e H H H ,  TO 

OH0 6 y ~ e ~  COOTBeTCTByIOUHM n ~ 6 0  Y p a B H e H H l o  (I),  nw6o y p a B H e -  

H a l o  C HHM COIIpHXeHHOMY ( Y P ~ B H ~ H H ~  (38) I I p H H a A J I e X H T  o 6 n a c ~ ~  
OAHO3HarIHOrO o 6 p a ~ e ~ ~ ~ ) .  

O ~ O ~ H ~ Z I H M  ~ Y K B B M H  p r )  H p ? )  3 H a q e H H H  n a p a M e T p a  p B y p a B -  

HeHEiH (38), a H a l I O r M Y I I b l e  3 H a q e H H H M  A = A?) H A = A?) B Y P a B -  

HeHHH (1). B P a C C M a T p H B a e M O M  C n y Y a e  rpynna Y p a B H e H H H  (38) 
H e  6 y n e ~  C O A e p m a T b  3JIJIHIITHlIeCKHX IIOACTaHOBOK H 6 y n e ~  M M e T b  

H a  IIJIOCKOCTH A B e  o 6 n a c ~ ~  I I p e P H B H O C T H ,  O r p a H H Y e H H b I e  K P H B O ~ ~  

Jordan'a L (CM. T e O p e M y  10). M ~ I  M O m e M  IIO3TOMY Y T B e p ) K A a T b ,  

YTO 3 H a Y e H H e  pl B X O A H U e e  B Y p a B H e H H e  (38), 3 a K J I l o r I a e T C H  BHY- 

(0) (0)  
TPH H H T e p B a n a  (po ,p i  ) a YTO o 6 n a c ~ a  a ~ a q e ~ w f i  Y a c T H o r o  HH- 

T e r p a n o B  Y p a B H e H H R  (38) n p e A c T a s n R e T  co6oii O A H ~  ~3 T e x  ABYX 

06nac~efi ,  H a  KOTOpbIe  K p H B a R  L A e n H T  nJIOCKOCTb. 



O o n p e n e n e H H o c T H  n p e n n o n o x n M ,  ~ I T O  BTO 6 y a e ~  0 6 n a c ~ b ,  3a- 
I l O J I H e H H U  r I e T b I P e X Y r O J I b H H K a M H ,  C 0 O T B e T C T B Y H ) l I l H M H  J'paBHeHHIO 

(1) .  0 6 0 3 ~ a q ~ ~  ~ Y K B O I O  7) r I a C T H O e  H f I T e r p a n o n  y p a ~ ~ e ~ ~ f i  ( 1 )  a 
(38 )  a ~ Y K B O I O  ~ ) - Y K ~ ~ ~ H H Y I O  T O n b K O  Y T O  0 6 n a c ~ b .  B BTO# o6na- 
C T H  MEJ H M e e M  

2 = ~ ( 7 ) ) ~  2 1  = w 1 ( 7 ) ) ,  

m e  ~ ( 7 ) )  H  ~ ~ ( 7 ) )  - a H a n M T H s e C K H e  ( P Y H K U H H ,  H  I I p O H 3 B O A H b l e  B T H X  

( P Y H K U H #  H e  06parrram~c~ B  H Y J I b .  O A H H ~ K O B ~ I ~  3 H a q e H H I I  2 M O r Y T  

I I O J I y ' 4 H T b C I I  J lHI I Ib  I I p H  3 H a ' I e H H R X  71, C B I I 3 a H H b l X  I I O A C T a H O B K a M H  

r p y n n b 1 ,  HO I I p H  B T O M  H  3 H a r I e H H R  2 1  ~ Y A Y T  O A H H B K O B E J .  M c ~ n m q i t ~  
7) H 3  B b l l I I e H a I I H C a H H b l X  Y P ~ B H ~ H H # ,  M b I  I I O n y q H M  (PYHKUHH)  

O A H 0 3 H a r I H Y I O  H  Z L H a J I H T H ' I e C K Y H )  H a  B C ~ #  I l n O C K O C T M ,  K p O M e  T O ' I e K  

X i  = 0, C, 1 H  W ,  H  (PYHKUMR B T a  ~ Y A ~ T  I I p H H H M a T b  no O A H O M Y  pa3y 
B C R K O e  3 H a ' I e H H e ,  K p O M e  3 ~ a q e ~ H f i  X  = 0, a, 1 H  W .  O T C W A ~  H e n o -  

c p e n c T s e H H o  I I C H O ,  ~ I T O  n p H  n p ~ 6 n n x c e ~ ~ ~  11,  H a n p n M e p ,  K H y n r o  

X 6 y ~ e ~  C T P e M H T b C I I  K  O A H O M Y  H 3  T O n b K O  q T O  Y K a 3 a H H b I X  q e T b 1 p e X  

~ H ~ ' I ~ H H # ,  H  M b I  M O Z e M  Y T B e P X C A a T b ,  q T O  w 2 ( x 1 )  6 y ~ e ~  ( P Y H K U H ~ #  
a ~ a n ~ ~ n r ~ e c ~ o f i  ~a ~ c e #  ~ ~ O C K O C T H *  H 6 y ~ e ~  n p e o 6 p a 3 0 ~ b r ~ a ~ b  a T y  

I l J I O C K O C T b  B  ce611, T .  e.  6 y ~ e ~  A ~ O ~ H O - ~ H H ~ ~ ~ H O #  ( P y ~ ~ u H e f i .   TO, 
K a K  H 3 B e C T H 0 ,  H y K a 3 b I B a e T  H a  T O ,  s T 0  Y P a B H e H H R  ( 1 )  M  (38)  C B R 3 a H b l  

O m 0  C  A p y r M M  n p e o 6 p a 3 o ~ a ~ ~ e ~  ( 5 ) .  
C O B ~ ~ I I I ~ H H O  T a K  me M O W H O  I I 0 K a 3 a T b l  r I T 0  e C J I H  A B a  Y p a B H e -  

HHSI B H A a  ( I ) ,  I I p H H a A J l e m a L U H X  0 6 n a c ~ n  O A H O 3 H a l I H O r O  o6parrre- 
H H R ,  H M e m T  r p y n n y ,  H e  conepxcarrrym e n n n n ~ ~ q e c ~ ~ x  n o n c T a a o -  

B O K ,  I I p H l r e M  0 6 n a c ~ n  I I p e p b I B H O C T H  B ~ 0 f i  rpynnbr C O C T O R T  H 3  6ec- 
V H C J I e H H O r O  M H O Z e C T B a  K P Y r O B  W H 3  O A H O C B R ~ H O #  O ~ J I B C T H ,  O r p a -  

H M ~ ~ H H O ~ ~  B T H M M  K P Y r a M H ,  T O  B T H  A B a  Y P a B H e H H S i  ~ Y A Y T  C O O T B e T -  

C T B Y I O L U H M H  ( C M .  3 12 rn. 111). B B T O M  C n y r I a e  o 6 n a c ~ b  3 ~ a q e ~ l l f i  

q a C T H O r 0  M H T e r P a J I O B  K Z i X A O r O  H 3  y p a B ~ e ~ H f i  A O n W H a  I I p e A C T a -  

B n f i T b  co608 T O n b K O  ' I T 0  Y K a 3 a H H Y I O  O A H O C B R 3 H Y l O  06nac~b .  a&- 
C T B H T e n b I I O ,  I I p e A e n b H b I e  T O q K H  0 6 n a c ~ n  A O J I m H b I  6 b 1 ~ b  O C O ~ ~ I M H  

T O r I K a M H  r p Y n n b I  ( C M .  T e O P e M Y  3 ) ,  H O  HH O A H H  H 3  K P Y r O B  H e  M O Z e T  

6 b l ~ b  0 6 n a c ~ b m  ~ H ~ Y ~ H H #  V a C T H O r O  H H T e r P a n O B ,  ~ 6 0  B  B T O M  cny- 
sae  B c e  n o n c T a H o B K w  r p y n n b I  n p e o 6 p a 3 o ~ b 1 ~ a n ~  6 b 1  a T o T  K p y r  B 

c e 6 q  T .  e. rpynna A o n m H a  6b1na 6 b 1  6 b 1 ~ b  ( P Y K C O B O ~ ~  rpynno#, qero 
H e  M O m e T  6 h l ~ b .  

M ~ I  M O X e M ,  C J I e A O B a T e n b H O ,  B b I C K a 3 a T b  C J I e A Y I O W Y I O  T e O p e M Y :  

*CM. Schlesinger [ lo ,  Bd. 11, S .  1831. 
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Teope~a  14. Bce ypaenenux euda (I), npunadnexayue o6nacmu 
od~03na. t~ozo  06payenux u uwewu;ue odny u my x e  zpynny r, ne 
codepxayyw 3nnunmu.tecxuz nodcmanoeox, 6ydym coomeemcmey- 
wyuwu odnowy u3 deyz ypaenenuu' monaxo umo yxasannozo zapax- 
mepa, ecJzu zpynna l7 uweem na nnocxocmu dee o6nacmu npepbleno- 
cmu. 

B .tacmnow cny.tae, xozda zpynna r 6ydem g5yxcoeou' zpynnou' unu 
xozda nocne npusedenua OClrOeHblz nodcmanoeox obnozo u3 ypasne- 
nuu' K eudy, yxa3annowy e meopewe 12, oxaxemca sbtnonnennuw 
ycnoeue (20), yxa3annbte dea ypa8HeHUJ7 6ydym 83aUMnO coomsem- 
cmeywyuwu. 

Ecnu o6nacmu npepbtsnocmu zpynnu cocmoam u3 6ecuucnenno- 
zo wnoxecmea xpyzos u odnou' odnocea3nou' 06nacmuJ ozpanuuen- 
H O G  3muwu xpyzawu, mo ece yxasannue ypasnenux ~ ~ d a  (1) 6ydym 
coomsemcmeywyuwu w e x d y  co6ou'. To x e  6ydem u s mow cnyuae, 
xozda zpynna r 6ydem @yxcosou' zpynnou' c znasnuw xpyzow. 

(0) (0) 18. K p o ~ e  3 ~ a r I e ~ a i i  A ,  npaaannemauax w H T e p n a n y  ( A o  , ), 
~ o ~ o p b r i i  MbI BbILUe HCCJIeAOBaJIH, 3 a A a r I a  06paue~a11 6 y n e ~  H M e T b  

OAHO3HarIHOe PeILIeHHe I I p H  A = Ao,k H = A l , t  ( c M . T e O P e M Y  10). 
~ P H  BTHX 3AaseHHIIX A O ~ ~ ~ C T I I M W  IIPePbIBHOCTH r P Y n n b I  ~ Y A Y T  
6 e c s a c n e ~ H o e  MHOriteCTBO KpYrOB H OAHa 0 6 n a c ~ b  ~ ~ C K O H ~ ~ H O $ ~  

CBII3HOCTH. 0 6 n a c ~ b  ~ H ~ Y ~ H H #  rIaCTHOrO ABYX H H T e r p a n O B  B 3THX 

C n y s a R x  6 y n e ~  I IpeACTaBnI ITb  co6ofi TOJIbKO rlTO YKa3aHHYM 

o 6 n a c ~ b  6 e c ~ o ~ e r 1 ~ o t i  CBII3HOCTH1 H T e O p e M a  14 MOmeT 6 b l ~ b  AOKa- . 

3 a H a  H B BTOM C n y s a e .  ~ P H  BCeX OCTanbHbIX 3HarIeHHIIX A ,  I IpHHaA- 

n e m a u H x  amepsany O A H O ~ H ~ ~ H O ~ O  o6pa1ue~~11, sanasa o6paue- 
HHII H e  ~ Y A ~ T  HMeTb OAH03HasHOrO Pel l leHHII ,  H B CJIyr Iae  C O ~ C T B ~ H -  

HO# IIPePbIDHOCTH rPYIIIIbI  B BTHX CnYZlaIIX IIIeCTHYrOJIbHHK, n O n y -  

rIaeMbI# OT COeAHHeHHR AByX COCeAHHX r IeTbIpeXyrOnbHHKOB,  H e  6y- 
AeT ~ y ~ , L l a M e ~ ~ a n b ~ b I M  MHOrOYrOJIbHHKOM r P Y n n b I  YPaBHeHHII.  

Y ~ a 3 a H ~ b I e  3HaZIeHHII A H M e M T  BHA x P )  H A?) (CM. $ 8 r n .  III), 
~ 6 0  (P H e  M o m e T  6 b 1 ~ b  n p e A c T a B n e H o  B B a n e  r / k  (k-uenoe sacno).  
~ ~ O , L ~ O J I > K ~ H H I I  AByX npOTHBOnOJIOXHbIX CTOPOH r IeTbIpeXyrOJ lbHHKa 

n e p e c e K a m T c s  B  TOM cnysae n o A  y r n o M  (P, H, e c n H  yron a T o T  H e  

C O H ~ M ~ P H M  c r, TO I I o A c T a H o B K a  rpynnbl, n o n y s a e M a a  n p H  nocneno- 
BaTeJlbHOM o ~ o 6 p a m e ~ ~ ~  B yKa3aHHbIX TOnbKO rITO CTOpOHaX, ~ Y A ~ T  

a n n ~ n ~ ~ s e c ~ o i i  r ~ e n e p ~ o ~ ~ s e c ~ o i i  n o n c ~ a ~ o ~ ~ o i i ,  H, c n e A o s a T e n b -  

HO, rpynna 6 y n e ~  C O A e p x t a T b  6 e c x o ~ e s ~ o  M a J I y M  IIOACTaHOBKy. 



P~CCMOTPHM ewe TOT ~ ~ C T H H #  ~ J l y ~ a f i ,  KOrAa p HMeeT BHA 

me k --uenoe H e s e T H o e  sacno,  6 o n b m e e  e n a m i u b r .  f l o c ~ p o a ~  
OCHOBHO# .IeTbIpeXyI'OJIbHHK TaK, KaK a T 0  MbI AeJIanH H a  pac. 6, n 
6 y ~ e ~  nOJIb30BaTbCH 0 6 0 3 ~ a q e ~ H f i ~ H  aTOrO PHCYHKB. B p a c c M a -  

a IIOTOMy IIOCne k o ~ o 6 p a m e ~ ~ f i  MbI ITOCTPOHM KOJIbUeBHAHYM 

o 6 n a c ~ b ,  HO H e  ITPMAeM IIpH aTOM K I I p e ~ ~ e f i  BeTBM ( P Y H K ~ H H  
711(2 , / \~ ) ) ,  TaK KaK k-~IHcJIo  HerleTHOe. YTOGH n p H f i ~ H  K npem- 
~ e f i  B e T s n ,  M ~ I  A o n m H b I  c o s e p r u m b  e u e  k o ~ o 6 p a m e ~ ~ 8 ,  nocne s e ro  
KonbUeBHAHaR o 6 n a c ~ b  6 y n e ~  ITOKpbITa seTbIpeXyr0JIbHHKaMH ma 
paaa. 

B y n e ~  T e n e p b  0 ~ 0 6 p a ~ a T b  KOJIbUeBHAHyM o 6 n a c ~ b  B ee CTOpO- 

H a x  H T. A. T ~ K  Xe, KaK H B 5 8 rJI .  111, MbI Y ~ ~ A M M C R ,  YTO o ~ o 6 p a m e -  
HHR 3TH HHrAe H e  H a J l R r y T  A p y r  H a  A p y r a ,  H MbI IIOJIyrlHM, TaKHM 

0 6 p a 3 0 ~ ,  BClO CeTb rIeTbIpeXyI'OJIbHHKOB. 

E c n ~  6b1 rpynna YpaBHeHHR H e  6 ~ n a  C O ~ C T B ~ H H O  I I p e p b I B ~ o f i  

rpynnofi, TO, KaK M ~ I  BHAenw B 3 7 rn .  I, n ~ 6 0  rpynna A o n m H a  6mna 
6b1 C O A e p X a T b  ~ ~ C K O H ~ ~ H O  MaJIylO IIOACTaHOBKy, na6o TOsKH, no- 
JIyrIaeMbIe H 3  nmGofi TOrIKM JIJIOCKOCTH n p H  IIOMOWH IIOACTaHOBOK 

r P Y n n b I ,  3allOJIHRIOT IIJIOCKOCTb IIOBCIOAY IIJIOTHO. ~ ~ H M ~ H H M  K On- 

HO# H 3  BePIlIHH OCHOBHOrO qeTbIpeXyI'OJIbHHKa IIOACTaHOBKH rpyn- 
nb1. M ~ I  AOJIXHbI I IpH aTOM IIOJIysHTb TOYKH, KOTOPbIe CJIyXaT B e p -  

IIIHHaMH rleTbIpeXyrOJIbHHKOB ~ a l r r e f i  CeTH. 

E c n ~  6b1 rpynna H e  6mna C O ~ C T B ~ H H O  n p e p m ~ ~ o i k ,  TO n ~ 6 0  a m  
BePZUHHbI 3aIlOJIHHJIH 6b1 IIJIOCKOCTb IIOBCIOAY IIJIOTHO, naGo B3R- 

T a R  BepUlHHa OCHOBHOrO ~ e T b I p e X y r O J I b H H K a  6 b r n a  6b1 TOqKOM C r y -  

IIleHMR aTMX BePUIHH, H B 3TOM IIOCJIeAHeM C n y s a e  MbI MOrJIH 6bI, 
He o r p a H H r I m i a R  O ~ U H O C T H ,  n p e n n o n o m m b ,   TO B ~ R T ~ R  BepruMHa 

OCHOBHOrO ~ e T b I p e X y I ' O n b H H K a  H e  RBnReTCR H ~ I I o A B H ~ H o ~ ~  T O ~ K O ~ ~  

TeX IIOACTaHOBOK r p y n n b I ,  KOTOPbIe IIPHBOAIIT K ~ ~ C K O H ~ ~ H O  M ~ J I O #  

IIOACTaHOBKe. HO H 3  yKa3aHHOrO BbILUe npOUeCCa o ~ o 6 p a m e ~ w s  cne- 
n y e T ,  ~ I T O  H n  T o r o ,  HH A p y r o r o  c n y s a R  G ~ I T ~  H e  M o m e T ,  T. e. rpynna 
AoJImHa 6 b 1 ~ b  C O ~ C T B ~ H H O  I I p e p b ~ B H o f i  rpynnofi. 

Bce paccymneam r n .  111 06 0 6 p a 3 0 s a ~ ~ ~  n y T e M  o ~ o 6 p a r n e ~ n a  
P R A a  KOJIbUeBHAHbIX 0 6 J I a c ~ e f i  OCTaHYTCR B CHJIe C TOE JIHUIb pas- 
HHUe#, qTO s H C n 0  rIeTbIpeXyI'OJIbHHKOB B ~ a s n 0 f i  K O J I ~ U ~ B H A H O ~ ~  



0 6 n a c ~ w  6 y n e ~  H e r I e T H O .  B c n e n c ~ ~ w e  3 T o r o  ~ ~ M K H Y T ~ I ~ ~  K O H T Y p ,  

Ilp0~0~JilIlkifi B H Y T P H  I I O C T P O ~ H I S O ~ ~  C e T H ,  M O X e T  I I e p e C e r I b  H e Y e T -  

H o e  Y w c n o  C T O p O H  q e T b I p e X Y I ' O J l b H k i K O B ,  H X H e  6 y n e ~  O A H O ~ H ~ ~ H O ~ ~  

c p y ~ ~ ~ ~ e f i  7'1. H ~ ~ O C ~ ~ A C T B ~ H H O  R C H O ,  r I T 0  npLi a H a n H T H r I e C K 0 M  

I I p O A O ~ l K e H M L f  a ~ 0 f i  (~)YHKUWW B A O n b  3 a M K H Y T O r O  K O H T Y p a  M b l  MO- 

m e M  nn6o n p ~ f i ~ ~  K I l p e X i H k i M  3 H a q e H H R M  X ,  nw60 K C O I l p R X e H H b I M ,  

T .  e. X 6 y n e ~  A B Y ~ H ~ Y H O ~ ~  ( P Y H K U M ~ ~ ~  r ] l .  B P a C C M a T P U B a e M O M  C n y -  

qae npw 0 6 p a 3 o s a ~ w w  ~ o n b u e I 3 u A ~ o f i  o 6 n a c ~ w  (CM. pwc. 6) O A H a  1.13 

I I ~ R M o J I L ~ H ~ ~ ~ H ~ I x  C T O P O H  YeTbIpeXJ'rOJlbHHKOB I I o f i A e ~  I I p O A O J I -  

m e H w m  n p ~ ~ o i i  D K .  I IPRM~R a T a  n e p e c e K a e T c R n o n  ~ P R M ~ I M  y r n o M  

co C T O p O H a M W  AB M CJ O C H O B I I O r O  Y e T b I p e X y r O J l b H H K a .  ~ O ~ T O M ~  

B p a c c M a T p w B a e M o M  cnyqae B rpynne, K p o M e  a n n w n T w s e c K n x  non- 
C T a H O B O K  n e p H O A a  k ,  6ym~ PI a n n H I I T H Y e C K L l e  I I O A C T a H O B K M  IIepLl- 
O A a  2. Henon~wmrIbre T O Y K H  3 T H X  I I O A C T a H O B O K  6 y ~ y ~  n e m a T b  H a  

T e X  A B y X  C T O p O l l a X  . I e T b I p e X y r O J l b H L i K O B  C e T M ,  K O T O P b I e  H e  I I e p e C e -  

K a m T c R  npw npononmeanw. IIpw n O M O U L I  p a c c y x ~ e ~ n f i ,  a H a n 0 r n . r -  

H b I X  P a C C y X A e H M R M  I I p e A b I ~ y ~ e f i  r n a B b 1 ,  M b I  M O r I I W  6b1 Y C T a H O B W T b ,  

Y T O  y K a 3 a H H b I e  B b I l I I e  a ~ J l H ~ T M . I e C K L l e  l I O A C T a H O B K M  n e p H O A O B  k Lf 2 
n p e A C T a B J I R l o T  co60fi B C e  aJ I J IHI lTLi . IeCKMe I I O n C T a H O B K L l  r p y I I n b 1 .  

C O B ~ ~ I I I ~ H H O  T a K  me, K a K  kl B  5 12 rn.  111, M b I  M O m e M  B P a C C M a T p w -  

B a e M O M  C J l y r I a e  I l O C T P O H T b  I l O A r p y n n y  r, H H e I I O C p e A C T B e H F i O  R C H O ,  

YTO nonrpynna a T a  6 y n e ~  n M e T b  T e  me oco6b1e TOYKH, YTO w c a M a  

rpynna y p a B H e I I u R .  C n e n o n a ~ e n h ~ o ,  w B p a c c M a T p w B a e M o M  cnysae 
0 6 n a c ~ ~ i ~ w  n p e p b I B I i O C T H  rpynnbl 6 y n y ~  6 e c ~ u c n e ~ ~ o e  M H O m e C T B O  

K p Y r O B  M O A I S a  0 6 n a c ~ b  6 e c ~ o ~ e q r i o f i  C B J i 3 H O C T H .  

§ 19. P~CCMOTPMM T e I I e p b  rpynny Y p a B H e H L i R  (1) npkl 3 H a q e H H R X  

A ,  nemauwx srre wmepeana O A H O ~ H ~ ~ I H O ~ O  0 6 p a u e ~ w ~ .  
H a s ~ e ~  C p a C C M O T p e H H R  H H T e p B a J I a  

O n p e n e n u ~  . r a c T H o e  n H T e r p a n o B  no + o p ~ y n e  (43) rn .  II. 3 a ~ e ~ w ~  
n p H  a T O M ,  Y T O  e C n H  6b1 M b I  n O J I b 3 0 B a J I M C b  3 ~ 0 f i  cpop~yJI0fi n p H  B C e X  

s ~ a . r e ~ w ~ x  A ,  nemauwx BHYTPM nmepsana  ( p - 1 ,  pl) ,  TO npn  3 ~ a -  
Y e H U s r X  A ,  66nbmwx X o ,  M b I  I l O J l Y r I M J l H  6br q e T b I p e X Y r O J l b H H K ,  a I S a -  

J I o r l l ~ H b ~ f i  y K a 3 a I i H O M y  H a  p H C .  4,d, C TO# pa3~LIuefi, . I T 0  B e p U l M H b I  

B H C nemanw 6b1 B ~ e p x ~ e f i  n o n y n n o c K o c T M ,  H npw a ~ a r ~ e ~ n ~ x  A ,  
A O C T a T O s H O  6nw3~wx K P I ,  I I p O A O J I m e H M e  C T O P O H b l  CJ I I e p e C e K n O C b  

661 c n p O A O n m e I ~ M e M  C T O p O H h l  AB M 0 6 p a 3 0 s a n c ~  6b1 1 1 3 ~ e c ~ H b l f i  

H a M  T p e y r O J I b H M K  C Y r J I a M U  0,  0 kl 9. Bce 3 T 0  J le I 'KO I I O J l Y Y W T b ,  

wccnenyfi s e n w q n H b 1  cr(X), /?(A) n r(X) npw X > X o .  
npLl Y C n O B H H  (39) M b I  TIOJIYYWM O C H O B H O ~ ~  r I e T b I p e X y r O j i b I I W K ,  



CTopoHbI  KOTOpOrO AB H C J  6 y A y T  H a n e r a m u H M H .  B e p r ~ H ~ b 1  A 
H J ~ Y I I Y T  n o - n p e m ~ e ~ y  n e m a T b  B TorIKax 0 H CQ, seprumbl me B H 

C 6 y ~ y ~  HaXOAMTbCR B s e p x ~ e f i  ~ o J I ~ I ~ J I o c K o c T H ,  B H M Z H ~ ~ ~  HJIH H a  

B ~ ~ ~ ~ C T B ~ H H O #  OCH, CMOTpR no TOMY, 6 y ~ e ~  JIH A 6 o n b r u e ,  MeHbIUe 

HJIH p a B H 0  A-1.  

B C I I O M H H ~ R  CKa3aHHOe B KOHLIe rJI .  11, MbI MO*eM YTBepmAaTb,  

s T 0  CTOpoHbI AB H CJ H e  6 y A y ~  IIpOXOAHTb sepes OAHy H T y  me 
TOsKY IIJIOCKOCTH I I ~ ~ ~ M ~ H H o #  7. n p H  3HaseHIlsIX A ,  AOCTaTOlIHO 

~ J I H ~ K H X  K p-1, KOOPAHHaTa BePIIIHHbI C 6 y ~ e ~  CKOJIb YrOAHO 60nb- 
IU0# IIO a 6 c o n m ~ ~ o ~ y  3Ha'XeHHlo, a BeplUHHbI B -  CKOJIb YrOAHO Ma- 

~ 1 0 3 ,  H CTOpOHbI, BbIXOARIUHe H3 BePUlHHbI A, ~ Y A Y T  CKOJIb YI'OAHO 

~ J I H ~ K H  K TeM IIOJIOmeHHRM, KOTOpbIe OHM 3aHHMaIOT IIpH A = p-l*. 
Y ~ T ~ I ~ ~ x ~ I ' o J I ~ H H K  6 y n e ~  HMeTb BHA, Y K & ~ & H H ~ I #  H a  PHC. 10. CTO- 
p O H a  BC n e p e c e s e T c R  CO c ~ o p o ~ o f i  AJ,  H seTbIpeXyI'OJIbHHK 6 y n e ~  
J I e m a T b  B ABYX JIHCTaX, IIOCTpOeHHbIX H a  IIJIOCKOCTM I I e p e ~ e ~ ~ o f i  7. 
T o n b ~ o  rITO YKa3aHHbIe ABe CTOpOHbI ~ Y A Y T  J I e m a T b  B pa3JIHsHbIX 

n H c T a x ,  T ~ K   TO, r o B o p R  o H e p e c e s e H H H  a m x  CTOPOH, M ~ I  JIHIII~ 

n o ~ p a 3 y ~ e ~ a e ~  TO, ~ I T O  C T O ~ O H M  aTH n p o x o A I i T  sepes o n ~ y  H ~y 
me T O ~ K Y  ~ J I O C K O C T H .  

~ T O ~ O  IIepeCerIeHHR COBCeM H e  6 y n e ~  IIpH 3HaseHHRX A ,  AOCTa- 

TOrIHO ~ J I W ~ K H X  K A - 1 ,  H I IpH BCeX 3HarIeHHRX A ,  MeHbUIHX A-l. n p H  

* C ~ o p o n a  A J  He MenReTcR npn n s ~ e n e n n n  A. 



3 H a s e H a a x  A ,  A o c T a T o s H o  6 n a 3 ~ w x  K p - 2 ,  n e p e c e K y T c a  npononme- 
Has CTOPOH BC H A J .  

C O B ~ ~ I X ~ H H O  T Y  K a P T H H Y  M b l  nOJIYrIWM H B T O M  C J I Y r I a e ,  K O r A a  

A 6 y n e ~  3 a ~ n m s a ~ b c a  B H Y T P W  H H T e p B a n a  ( p - k ,  p - k - 1 ) .  T o n b ~ o  B 

 TOM n o c n e A H e M  cnysae C T O P O H ~ I  A B  H CJ 6 y ~ y ~  k pa3 H a n e r a T b  

C a M H  H a  ce6a. C O B ~ ~ I X ~ H H O  T a K  me M O m H O  H C C J I e A O B a T b  H H T e p -  

B a n  (pk,  pk+i). M ~ I  M O m e M  Y T B e p m A a T b ,  s T 0  B O  B C e X  CJIyVaJXX,  I IO 

~ p a t i ~ e f i  M e p e ,  o n H a  napa o ~ p y m ~ o c ~ e 2 i ,  H a  K O T O P ~ I X  n e m a T  npo- 
T a B o n o n o W H b I e  C T O P O H ~ I  s e ~ b l p e x y r o n b ~ ~ ~ a ,  H e  n e p e c e K a e T c a .  

K p o ~ e  T o r o ,  BO B c e x  cnysaax O K P Y ~ H O C T M ,  H a  K O T O P ~ I X  n e m a T  

C T O p O H b l  ~ e T b I p e X y r O J I b H H K a ,  06pa3y ro~  O A H H  H J I H  A B a  q e T b l p e X -  

Y r O J I b H H K a  6e3 H a n e r a H ) U H X  C T O P O H .  ~ T W M  ~ e T b I p e X y r O J I b H H K a M  

6 y ~ y ~  C O O T B e T C T B O B a T b  Y p a B H e H H S T ,  n p H H a A n e m a J m 4 e  o 6 n a c ~ ~  OA- 

H 0 3 H a q H O r O  06pa~ue~k ia ,  H rpynna B T H X  y p a B ~ e ~ L &  6 y n e ~  T a  me, 
s ~ o  H rpynna A a H H o r o  y p a B H e H w a ,  H e  npasannemauero 0 6 n a c ~ w  
O,UHO3HasHOI'O 0 6 p a u e ~ a a .  Y K ~ ~ ~ H H ~ I X  ' 4 e T b I p e X y r O J I b H H K O B  6 y ~ e ~  
A B a ,  e C n H  OKPYH(HOCTH,  H a  K O T O P b I X  J I e X a T  ~ p O T I l B O ~ O J I O ~ H b I e  CTO- 

POHM s e T b I p e x y r o n b H H K o B ,  H e  n e p e c e K a r O T c a ,  T. e. e c n H  rpynna H e  

C O A e p m H T  B n n H n T H r I e C K H X  I I O A C T a H O B O K  H H M e e T  H a  n J l O C K O C T H  A B e  

0 6 n a c . r ~  I I p e p b I B H O C T H .  

B s e n e ~  T e I I e p b  n O H a T H e  0 T a K  H a 3 b I B a e M O M  mpaHC6epCaAbHOM 
npucoedunenuu (transversale Einhangung)*. 

H ~ c T ~  O K p y X H O C T H  C1 H Cz, H a  K O T O P b I X  J I e m a ?  A B e  n p O T H B 0 -  

I I O J I O m H b I e  C T O P O H b I  Y e T b I p e X y r O n b H H K a ,  H e  H M e l O T  O ~ I U H X  T O ' I e K ,  

H I I p e A I I O n O X H M ,  Y T O  MOWHO COe,LWHHTb H e K O T O P Y H )  TOVKY OKPYXi- 

H O C T H  C1 C TOrIKOlO O K p Y H ( H 0 C T H  C 2  T a K H M  K O H T Y p O M  1, ~ 0 ~ 0 p b l f i  
H e  n e p e c e K a e T  c a M  ce6a H B ~ I L I I ~ ~ K ~ ~ ~ H H ~ I X  o ~ p y m ~ o c ~ e i i  H n e m m  
B H Y T P H  A a H H O r O  s e T b 1 p e X y r O n b H H K a .  

B 0 3 b ~ e ~  q a C T b  IIJIOCKOCTH K, O r p a H H r I e H H Y H )  O K P Y W H O C T R M H  C1 
H C 2 ,  H I I p O B e A e M  H a  ~ e j i  K O H T Y p  it, T O ~ A ~ C T B ~ H H ~ I #  C K O H T Y p O M  1. 
C O B ~ ~ U I H M  K y n l O p b I  B A a H H O M  ~ e T b I p e X y r O J l b H H K e  B A O J I b  K O H T Y P a  1 
H B o 6 n a c ~ ~  K: B A O n b  I l H H H H  1' H I I p H C O e A H H H M  0 6 n a c ~ b  K: K H a m e -  

M Y  Z I e T b I P e X Y r O J l b H H K Y ,  COeAWHRJ3 ~ p e c ~ 0 0 6 p a 3 ~ 0  KOHUbI  n p o B e A e H -  

HbIX KYIIIOP.  T ~ K M M  0 6 p a 3 0 ~ ,  M b I  I I O J l y W l M ,  K a K  H e T p y A H O  B H A e T b ,  

O A H O C B I I ~ H ~ ~ ~ ~  Y e T b I p e X y r O n b H H K  C Y r n a M H ,  P a B H b I M H  HYJIH). C a ~ a  
onepauaa H ~asb r sae~ca  mpanceepcananaiM n p u c o e d u n e n u e ~ .  

B O ~ M O W H O C T ~  B b I I I O n H e H H I I   TO# O n e p a m H  0 6 y ~ n 0 B n H ~ a e ~ ~ f l H a -  

n H V H e M  JIHHHH 1 C Y K a 3 a H H b I M H  B b I U I e  CBO#CTB&MH. E c n ~  C T O p O H b I  

s e T m p e x y r o n b l r a r c a  nemarrrwe H a  o K p y m H o c T a x  C1 H C2, H e  6 y a y ~  

*CM. Jhlenburg [20, S. 321. 



H a J I e r a I o U M M M ,  T O  B ~ I U I ~ Y I I O M R H Y T O ~ ~  IIMHMM 1 H e  M O m e T  CYIUeCTBO-  

B a T b ,  e C n H  A B e  A p y r M e  C T O P O H b I  5IBJI5IH)TCfI H a J I e r a l O I l l M M M ,  T a K  K a K ,  

ecnn 6b1 T a K a n  n m m i  c y w e c T R o s a n a ,  TO M ~ I  npmunn 6b1 K s e T b l p e x -  

Y r O J I b H M K Y ,  Y K O T O P O r O  B C e  q e T b I p e  C T O P O H b I  H a J I e r a l O I l l M e ,  Y e r O  H e  

M O m e T  6b1~b, K a K  3 T 0  M b I  B M A e J I M  l3 K O H U e  r J I .  11. 
Ecna C T O P O H b I  q e T b l p e X y r O J I b H M K a ,  H e  J I e m a U l M e  H a  O K p y m H O -  

CTfIX C1 M C q ,  H e  ~ Y A Y T  H a n e r a l O I l l W M W ,  T O  JlMHHfl 1 H a B e p H O  6 y ~ e ~  
C y U e C T B O B a T b .  B a T O M  n e r K 0  y 6 e ~ ~ ~ b c f 1  H e n O C p e A C T U e H H O .  

C 0 B e p I l l W ~  H a l l  I I J I O C K O C T b I o  7] T a K O e  J I W ~ e f i ~ 0 e  1 1 p e o 6 p a a o ~ a ~ ~ e ~  
q ~ 0 6 b 1  OKpY?KHOCTW C1 M C 2  I I p e B p a T M J l M C b  6 b 1  B  A B e  K O H U e H T p M s e -  

C K M e  O K p y X H O C T M .  Henocp ~ A C T B ~ H I I O  f I C H 0 ,  q T 0  A B e  A p y r M e  C T O P O -  

H b I  A O J I X H b I  n P M  3 T O M  J I e W a T b  B K O J I b U e ,  0 6 p a 3 o s a 1 1 ~ 0 ~  3 T M M H  KOH- 

U e H T p M q e C K M M W  O K P Y X H O C T R M M ,  W q e T b I p e X y r 0 n b H H K  n p M M e T  BMA, 

y ~ a 3 a ~ ~ b l f i  H a  p M C .  11 M 12. 

O ~ ~ ~ T M M C R  K PWC. 11. M ~ I  M M e e M  B  TOM cnyqae m a  qemlpex- 
Y r O J I b H M K a ,  K O T O P b I M  C O O T B e T C T B Y l O T  A B a  Y p a B t I e H H f l ,  I I p M H a A n e -  

mawae 0 6 n a c ~ a  O A H O 3 H a ~ f H O r O  0 6 p a u e ~ ~ f l  W M M e l O l l l M e  O A H y  M T y  

me rpynny r. 3 ~ a  n o c n e a H m  H e  coaepmm a n n n n T M . r e c K M x  non- 
C T a H O B O K  M W M e e T  H a  IIJIOCKOCTW A B e  o 6 n a c ~ ~  n p e p b 1 B H O C T M .  Has 
K a X n b I M  M 3  Y K a 3 a H H b I X  ~ e T b I p e X y r O J I h H M K O l 3  Mil1 M O m e M  nw60e s M -  

cno pa3 n p o ~ 3 s e c ~ ~  npoilecc T p a H c B e p c a n l r l o r o  I I p n c o e a n H e H M n ,  

n p n l I l i B  3a O K P Y ~ H O C T H  C1 M C2 nm6b1e antJ  n p o T M t j o n o n o m H b l e  

C T O P O H L I  ' I e T b I P e X Y r O J l b H H K O B .  R c e ~  B r I O B b  n O J I y Y t ? l ~ H h I M  q e T b I p e X -  

Y Z ' O J I b H H K a M  ~ Y L I Y T  C O O T B e T C T D O B a T b  Y p a B H e H I I R ,  I I h f e H ) I U U e  T Y  %f? 



rpynny r. T ~ K U M  0 6 p a 3 0 ~ ,  M b l  U c r l e p n a e M  B C e  Y p a B H e H H H  B H A a  

(I), H M e m u w e  rpynny I'. 
~ ~ ~ ~ c T B H T ~ ~ ~ H o ,  n y C T b  H a M  A a H O  T a K O e  Y p a B H e H W e .  K ~ K  M b l  BH- 

A e n n  sbrme, o ~ p  y m H o c T a ,  H a  K O T O P ~ I X  n e m a T  CTOPOIIM Z I ~ T ~ I ~ ~ X -  

YrOJIbHWKa,  COOTBeTCTBYIOIUerO aTOMY Y p a B H e H H K J ,  o 6 p a 3 y m ~  A B a  

r l e T b I p e X y r O n b H H K a  C H e H a J I e r a K J U W M W  CTOPOHBMH. ~ T H M  I IOCneA-  

HWM ' 4 e T b I p e X y r O J I b H A K a M  COOTBeTCTBYKJT YPaBHeHWR,  I lpWHaAJIe-  

m a u H e  o 6 n a c ~ ~  o n ~ o 3 ~ a . 1 ~ o r o  0 6 p a u e ~ u ~  H u M e r o u H e  rpynny I'. 
B C W n y  T e O p e M  12 W 14 M b l  M O m e M  IIOBTOMY Y T B e p m A a T b ,  '4TO '4e- 
TbIpeXYrOJlbHHKW 3TM C O B n a A a K J T  C ' 4 e T b I p e X y r O n b H L i K a M W  pHC.  11, 
W, CJ l eAOBaTeJ lbHO,  M b l  I IOJlyr lHM ' - i e T b l p e X y r O ~ b H W K ,  COOTBeTCTByIo-  

4~fi 3 a n a ~ ~ o ~ y  y p a s r r e H m o ,  H M e r o u e M y  rpynny I', coeepwas npo- 
uecc T a p H c s e p c a n b H o r o  n p H c o e n m e H H s  H a n  OAHWM w 3  r I e T b I p e x -  

YrOnbHWKOB PWC. 11. 
0 6 p a ~ n ~ c s  K PWC. 12. 3necb M b I  WMeeM T O n b K O  OAWH ' 4 e T M p e X -  

YrOnbHWK C HeHaneI 'aKJlI lHMW CTOpOHaMH.  0 6 p a ~ w ~  BHWMaHWe H a  

B T O P O ~ ~  rIeTMpeXyI 'OJIbHHK, I IpOTWBOnOJIOXHbIe CTOpOHhl  K O T O p O r O  

O n H H  pa3 H a n e r a K J T  CaMW H a  c e 6 ~ .   TO ~ Y A ~ T  '4eTbIpeXyI 'OnbHWK 

AGDFCEBHA. Han K a X A b I M  a3 a T k i x  .IeTbIp€?XyI'OnbHHKOB M b I  

M O m e M  n106oe .IHCnO pa3 n p O M 3 B e C T H  I lpOI IeCC T p a H C B e p C a n b H O -  

r o  npwcoenaseam. T o n b ~ o  B ~ T O M  c n y r I a e  ponb o ~ p y m ~ o c ~ e #  C1 
W Cz MOI'YT W r p a T b  JlWLLIb KOH4eHTpW.IeCKWe OKpYmHOCTH. Ecnu, 
H a n p U M e p ,  T e  A B e  OKPY>KHOCTW, K O T O P b I e  HaXOAHTCH BHYTPH K O n b -  

ua, K a c a m T c R ,  TO T a K  me, KaK H pasbrue, MM M o m e M  n o ~ a 3 a ~ b ,  .ITO 

o n a c a ~ ~ b ~ f i  npouecc T p a H c s e p c a n b H o r o  n p W c o e n m e H m  n a c T  B c e  

'4eTbIp€?XyrOJIbHHKW, KOTOPblM COOTBeTCTBYKJT Y P a B H e H H R  B H A a  ( I ) ,  
H M e m u w e  OAHY w TY me rpynny r. 

M b l  M O m e M  T e n e p b  HeCKOnbKO AOnOnHWTb p e 3 y n b T a T b I  § 8 H a -  

c~omuefi rnasbr. n p e n n o n o m ~ ~ ,  s ~ o  B b r n o n H e H m  y c n o s m  (I) a (11) 
a T o r o  naparpa4a w , K p o M e  T o r o ,  B b I n o n H e H o  OAHO ~3 H e p a s e H c T B ,  

s x o m u n x  B ycnome (III), HO c a M o  a T o  ycnome H e  B M n o n H e H o .  

A n f i  o n p e a e n e m o c T H  n p e n n o n o m n M ,  ~ I T O  B ~ I ~ O ~ H ~ H O  n e p B o e  H e p a -  

BeHCTBO, HO '4TO n p W  3TOM P < 0. 
~ ~ O C T P O H M ,  K a x  a T o  6 b 1 n o  y ~ a s a ~ o  B § 8, s e T b r p e  n o c n e n o s a T e n b -  

HO K a c a T e n b H M e  O K P Y ~ H O C T H .  B c m y  B M n o n H e m o r o  H e p a s e H c T s a  

A B e  W3 3TWX O K ~ ~ ~ H O C T ~ #  H e  ~ Y A Y T  WMeTb O ~ ~ W X  TOrIeK. ripe- 
o 6 p a 3 y ~  a T H  A B e  OKPYmHOCTH B KOHUeHTPH'4eCKWe OKpYmHOCTH, M b I  

n o n y r I w M  nsa . ~ e ~ b ~ p e x y r o n b ~ n ~ a  p ~ c .  12. C n e n o s a ~ e n b ~ o ,  w no 
n p e o 6 p a 3 0 s a ~ w ~  M ~ I  a M e n n  nnsa s e T b x p e x y r o n b H m a ,  H I z e n o c p e A -  

CTBeHHO RCHO, '4TO OAHOMY H 3  HWX COOTBeTCTBYeT Y p a B H e H H e  BWAa 

(1) C 3aAaHHbIMW OCHOBHbIMH nOACTaHOBKaMW S1, S2 W S3. Tonbxo 



n p H  CAeJIaHHhIX I IpeAnOJlOmeHHRX y a T O r 0  YeTbIpeXyrOJIbHHKa 6y- 
A ~ T  H a J r e r a m u H e  C T O P O H ~ I .  ~ ~ M ~ T H M  npn a T o M ,  YTO p a c c y m n e H w R  

fj 7 o c T a m T c R  6e3 H ~ M ~ H ~ H H S I ,  e c n H  X a H e  n p H H a A n e w c n T  M H T e p s a n y  

OAHO3HaYHOrO o 6 p a u e ~ ~ ~ .  ~ ~ ~ % c T B H T ~ J I ~ H o ,  BHYTPH K W A O r O  HH- 

T e p s a n a  ( p k ,  p k + l )  6 y n y ~  ~ H ~ Y ~ H H H  A ,  a H a n o r n Y H M e  TeM ~ H ~ Y ~ H H -  

SIM )LIP), x'~') H Xg, KOTOPbIMM MbI nOJIb30BaJIHCb I IpH PaCCymAeHHRX 

B $ 7. 
Mbl M O X e M  TaKHM 0 6 p a s o ~  YTBepHcAaTb:  

A o 6 a ~ n e ~ a e  K TeopeMe 12. J n a  mozo, umo6bt nodcmanoexu S1, 
S2 u S3 6wnu ocnoenb t~u  nodcmanoexa~u nepeozo poda nexomopozo 
ypaenenua euda ( I ) ,  neo6xodu~o u docmamouno ebtnonnenue ycno- 
euii ( I )  u (11) u odnozo u3 nepaeencme, ezodaquz e ycnoeue (111). 

Ha OCHOBaHHH BbIl l lenPHBeAeHHbIX ~ ~ C C Y ~ A ~ H H %  MbI MOXeM TaK- 

wte B b l C K a 3 a T b  CJIeAYIOILlYIO TeOPeMY:  

Teope~a 15. Ecnu dano xaxoe-nu60 ypaenenue euda (1 )  zn. 11, mo 
ecezda ncoxno naiEmu maxoe ypaenenue mozo x e  euda, npunadne- 
x a q e e  o6naccmu odn03na~nozo 06paqenua, xomopoe 6ydem uMemb 
my x e  zpynny, umo u dannoe ypaenenue: Ecnu zpynna sma ne 6ydem 
codepxama annunmuuecxuz nodcmanoeotc, mo maxuz npueedennuz 
ypaenenuii, npunadnexaquz o6nacmu odno3naunozo 06paqenuq 6y- 
den  odno unu dea. B nocnedne~  cnyuae uembtpezyzonanux, coom- 
eemcmeyloquu' xaxo~y-nu60 ypaenenuw euda ( I ) ,  uMeloqeMy my x e  
zpynny, umo u sadannoe ypaenenue, M o x e m  6btma nonyuen u3 odno- 
20 u3 uembtpezyzonanuxoe, coomeemcmeywqux npueedennbt~ ypae- 
nenuaM, npu noMoqu mpanceepcananozo npucoedunenua. 

B cnyrae x e  odnozo npueedennozo ypaenenua M O X H O  nonyvuma 
ece uembtpezyzonanuxq coomeemcmeywque ypaenenum c maxoii 
x e  zpynnoii, npuMenax mpanceepcananoe npucoedunenue unu x ue- 
mbtpezyzonbnuxy, coomeemcmeywqeMy npueedenno~y ypaenenuw, 
unu x e  x uembtpezyzonbnuxy, cmoponbt xomopozo n e x a m  na mez 
x e  oxpyxnocmaz, umo u cmoponbt npedbtdyqezo uemwpezyzonanu- 
xu, u e xomopoM dee npomueononoxnate cmoponbt odun pa3 nane- 
zawm C ~ M U  na ce6.v. 

~ ~ M ~ T H M ,  YTO eCJlH MhI H a A  YeTbIPeXYrOJlbHHKOM, COOTBeTCTBYIO- 

UHM y p a B H e H H m  ( 1 )  r n .  11, c o s e p m a e M  npouecc T p a H c s e p c a n b H o r o  

npHCOeAHHeHHSI, TO HOBOe Y P a B H e H H e ,  COOTBeTCTBYIOUee BHOBb no- 
JlyYeHHOMy . IeTbIpeXyrOJ lbHHKy,  6 y n e ~  HMeTb T e  wte OCHOBHbIe nOA- 

CTaHOBKH, YTO H Y P a B H e H H e  (1 ) .  ki3 T e O p e M b I  11 HeIIOCpeACTBeHHO 

CJIeAyeT,  YTO Y e T B e p T a R  o c o 6 a ~  TOYKa 3TOrO HOBOrO YpaBHeHHR H e  

MOHteT C O B n a A a T b  C Y ~ T B ~ ~ T O #  oco6oii TOVKO# YPaBHeHHR (1). 



EICCJIElIOBAHHE HEKOTOPbIX OBLUHX CJIYYAEB 
JI~~HE~~Ho~o~I~~@@EPEHLI~~AJI~HO~OYPABHEHLISI 

BTOPOrO IZOPSILTKA 
C YETbIPbMSI OCOBbIMkl TOYICAMkl 
ki C IZPABklJIbHbIMkl HHTErPAJIAMkl 

$ 1. Y p a ~ ~ e ~ w e  (1) rn. 11, KOTOpOe M ~ I  p a c c M a T p m a n u  no cwx 
nop, n p e n c T a s n R e T  co6om s a c ~ r ~ b r f i  cnysafi n w ~ e f i ~ o r o  ~w(P(Pepe~- 
UHaJIbHOrO YpaBHeHMfl C VeTbIPbMR O C O ~ M M H  TOVKaMH M C n p a B H n b -  

HblMH H H T e r p a J I a M H .  P~CCMOTPHM 0 6 ~ ~ 5  Bkin TaKOrO YpaBHeHHR.  

IIpw IIOMOWH r r p e o 6 p a 3 0 ~ a ~ w ~  H ~ ~ ~ B M C M M O ~ O  n e p e M e H H o r o  w HCKO- 

~ o f i  (PYHKUMCI swna 
a x + p  

21 = -- 
y x + 6 '  (1) 

1 - a  1 - p  
Y' + Alx + X 

y = o .  (2) 
x - a  2 - 1  x(x - a)(x - 1) 

B A a n b ~ e f i L U e M  MbI 6 y n e ~  CqWTaTb,  ZlTO a, /\ H B c e  KOPHH ( P Y H A ~ -  
M ~ H T ~ J I ~ H ~ I X  o n p e n e n f i m r r r w x  y p a ~ ~ e ~ n f i -  qwcna B e r r r e c T s e H H b l e  n 
qTO BMnOnHRH3TCR H e P a B e I I C T B a  

O < a < l ;  O < p < l ;  O < y < l ;  0 < 6 < 1 ;  

O < n < l ;  (3) 

*CM. Klein [21, S. 51. 
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M ~ I  6 y ~ e ~  npEl BTOM CVUTaTb ,  VTO Yo H M e e T  TOnbKO VTO Y K & ~ ~ H H &  

BMA npa  x > 0. I I p a  x < 0 MM n o n o x u M  

61 m k 

m = () C d k  (f) (do = 1). 
k=O 

~ Y C T ~  Y K a 3 a H H b I e  TOnbKO VTO BbIPa3f(eHMR H M e M T  MeCTO n p M  X > 0. 
npLi X < 0 3 a M e H H M ,  KaK H BbIUIe, B MHOXMTeJIe ,  CTORUeM I I e p e A  

3HaKOM CYMMbI, X H a  -X. BO BCeX BbIUIe HanMCaHHbIX BbIPZtXeHHRX 

M ~ I  6 y ~ e ~  6 p a ~ b  a p a + ~ e ~ a r ~ e c ~ o e  3 ~ a ~ e ~ a e  c T e n e H a .  

H3 y c n o s m  (4) B b I T e K a e T ,  VTO b1 a b2 - - n o n o x u ~ e n b ~ b ~ e  I r a c n a ,  

EI -TO, CJleAOBaTeJIbHO, A1 > 0. Ecna MbI, IIpPiMeHRR npeo6paso- 
B a H M e  (1)) I I p H B e A e M  Y p a B H e H M e  (2) K Y p a B H e H H M  T o r 0  Xe BI.IA&, 

TO B n p e 0 6 p a 3 0 B a ~ ~ o ~  YpaBHeHUM K o E ~ + $ ~ H u P ~ ~ H T  A1 T a W e  A O n X e H  

6b1Tb IIOnOXPiTeJIbHbIM. 

Ha OCHOBaHHW T e O p e M b I  4 Mbl  M O X e M  Y T B e p X A a T b ,  IrTO B C e  H a -  

IIPiCaHHbIe BbIUIe H H T e r p a J I b I  CYTb I I e n b I e  +J'HKII~H I I a p a M e T p a  A. 



O ~ c l o n a  HenocpencTseHHo cnenyeT, K a K  H B f 7m. 11, r l ~ o  ya(x, A )  
nonomwTenbso, a yh(x, A )  - o ~ p u u a ~ e n b s o  BO n c e ~  u s ~ e p s a n e  (0, a)  
npH YCJIOBHH (61). TO X e  M O m e M  YTBepXnaTb H OTHOCHTeJIbHO 

Y ~ ( x ,  A )  H Yh(z, A).  
~ Y T ~ M  aHaJIOrHrlHbIX paCCyXae~Lifi MbI MOrJIH 6b1 Y ~ ~ A H T ~ C X  B 

TOM, YTO Y O ( X ,  A ) ,  ~ o ( x ,  A ) ,  Y;)(x, A )  M Y;)(Z, A )  - I IoJIoxHT~JI~H~I B HH- 

Tepsane (0, a)  npH c o 6 n l o n e ~ ~ ~  ycnomrr (61). 
I I p e ~ n o n o m ~ ~  Tenepb, YTO A YaoBneTBopfieT YCJIOBMKJ 

me C - ~ e ~ o ~ o p a ~  nocTosiaaa+ ~ o ~ o p y m  nerKo o n p e n e n m b  npx 
BCRKOM YacTHoM ~ 6 1 6 0 p e  MrlTerpana y(x, A ) ,  K a K  H p a m m e ,  noKa- 
meT, '-IT0 Y,(z, A ) ,  y a ( X ,  A ) ,  yh(%, A )  H &(x,  A )  AOnXHbI 6b1Tb nonoma- 
TenbHbI B HIITepBaJIe (a,  1) npH c o 6 n 1 o a e ~ w ~  YCJIOBHR (62). T o s ~ o  
TaK me nerKo y 6 e n ~ ~ b c r i  Ll TOM, YTO npH 3TOM yl (x ,  A )  H y l ( X ,  A )  
6 y a y ~  TaKHte nOnOmHTenl~Hb1, a y;(X, A )  H &(x,  A)-OTpHUaTenbHbI 

B XHTepBane (a ,  1). 
n p o n o n m r i ~  aHanHTauecKn HHTerpanbI y,(x, A )  H y, (x ,  A) s a o n b  

B ~ W ~ C T B ~ H H O ~  OCH A0 TOqeK X = 0 M Z = 1, H IIYCTb ~ 6 n ~ 3 ~  3THX 

TOYeK MbI nOJIYrIHM 

K ~ K  H B § 5 r n .  11, JIerKO Y ~ ~ ~ I H T ~ c X ,  YTO BCe KoZI($($HUH~HT~I m, R ,  p 
I? q - UeJIbIe ($y~%~uHtl A .  flC130, KpOMe TOrO, qTO OHM BeIUeCTBeHHbl 



me A1 w A2-UenbIe + ~ H K U W H  A ,  HwxorAa H e  06parrraro~uwecrr B 
Hynb, Tax K a K ,  e C n W  6b1 npW HeKOTOPOM 3HaYeHHK A O A H a  W3 a T W X  

$ y ~ X u W i ?  0 6 p a ~ ~ n a c b  B Hynb, T O  IIpW  TOM WHTerpanbI y,(X, A) W 

y a ( X ,  A )  6 b 1 n ~  6b1 ~ W H ~ # H O  3aBWCWMJd, Yero H e  MOmeT 6Jd~b. 

B n a n b ~ e i i u r e ~ ,  xorna aTo npencTamTcR H ~ O ~ X O ~ M ~ M ,  M ~ I  6y- 
AeM RWCaTb apryMeHT A y K O ~ ~ + + W ~ W ~ H T O B ,  BXOARUlWX B paBeHCTBa 

(81). 
H a n ~ u r e ~  ypaBHeHna: 

= ( A ~ X  + A ~ ) X - ~ ( X  - a)-P(1- 2)-ry,(x, A]). (s2) 
YMHOX~R.  ypaBHeHae (51) H a  y,(x, A1) a ypaBHeHHe (52) - ~ a  ya(x, A),  
BbIYWTaR n0nyYeHHbIe YpaBHeHUR OAHO W3 A p Y r O r O  W WHTerpWpYR 

nonyveHHym P ~ ~ H O C T ~  OT x = a no x = 1, nonyswM 

7(1- a)[~l(A)ql(Al) - ~l(Al)!Il(A)l = 

I I ~ w  All nocTaTosHo 6 n a 3 x ~ x  K A ,  wmerpan, CTORLUW~? B n p a ~ o #  
YaCTU PaBeHCTBa,  6 y n e ~  IIOJlOmHTeJlbHbIM, U IIOTOMy W3 aToro pa- 
BeHCTBa MOMeM 3aKJIK)YHTb, YTO YaCTHOe g1(A)/pl(A) y6bmae~ npa 
~ 0 3 p a c ~ a ~ ~ a  A .  TOYHO Tax x e ,  noncTasnm B paseHcTsa (51) a (S2) 
BMeCTO Y ~ ( x ,  A )  aaTerpanbr ya(z, A ) ,  yl(x, A )  w yl(x, A) ,  nonysaeM 
paBeHCTB0 ( 5 ~ )  , a3  K O T O p O r O  y 6 e x ~ a e ~ c ~ ,  YTO YaCTHbIe 



T a K m e  y 6 h l s a m ~  npu ~ o s p a c ~ a ~ u u  A .  IIpu nepexoae sepe3 6 e c ~ o -  
H e q H O C T b  B C e  BTU s a C T I I b l e  A O n m H b I  I I e p e X O a W T b  OT O T P U U a T e n b H b l X  

3 ~ a q e ~ M c  K nOJIOSWTeJ lbHbIM.  P ~ C C ~ X A ~ R  T O s H O  T a K  me, y 6 e m ~ c ~  
B TOM, ZITO Y a C T H b I e  

f l o ~ a r n e ~ ,  ZITO Y p a B H e H H R  a T U  H e  M O r Y T  WMeTb  K P a T H b I X  K O ~ H ~ R .  
0 6 0 3 ~ a q n ~  3HitKOM Y X ( X ,  A) n p O U 3 B O A H Y M  d/dA ~ ( 2 ,  A).  3 ~ a  no- 

CJIeAHRR Y A O B n e T B O p R e T  HeOAHOpOAHOMy Y p a B H e H H K )  

- (Alx + A)x-"(x - a)-O(l- X ) - ~ ~ X ( X ,  A) = 

= x-"(x - ~ ) - ~ ( 1  - x)-'y(x, A) .  

n3 a T O r O  Y P a B H e H H R  W Y P a B H e H M R  (5) IIOJIYrIWM 

X ' - ~ ( X  - a)'-P(l- X ) ' - ~ [ ~ ' ( X ,  A)yx(x, A )  - y;(x, A)y(x, A)] = 

= I' x-"(x - a)-P(1 - X ) - ~ [ Y ( X ,  A)]'dx + C, 

me C-~OCTORHH~H,  K O T O P Y ~  n e r K o  onpenenmb npu o n p e A e n e s -  

HOM ~ a r 6 o p e  amerpana  y(x, A). 
~ ~ O A C T ~ B H M  B nOJIY '4eHHOe  P a B e H C T B O  ~ ( 2 ,  A )  = Q a ( Z ,  A) W ripen- 

IIOJIOmMM, '4TO Y p a B H e H W e  ( 9 2 )  U M e e T  K P ~ T H ~ I ~  K O P e H b  A. ~ P U  CAe-  

n a H H O M  sb16ope MHTeI 'paJIa  n e B a H  q a C T b  p a B e H C T B a  0 6 p a m a e ~ c ~  B 

H Y n b  I IPH X = a,  H,  CJ l eAOBaTeJ IbHO,  C = 0. B cllny C A e n a H H o r o  

R P e A n O n O X e H W I I  n e B i t R  s & C T b  p i ~ ~ e ~ ~ ~ ~ a ' 0 6 p a I l l i t e ~ ~ f l  B H y n b  H n p W  

X = 1 (CM. H e p a B e H C T B a  (3)) ,  U M M  nPMXOAMM K H e B 0 3 M O S H O M Y  

PaBeHCTBY:  



C O B ~ ~ U I ~ H H O  T a K  me M O m H O  I I O K a 3 a T b ,  q T O  M O C T a n b H b l e  T p M  Y p a B -  

I feHMH H e  M O r Y T  M M e T b  K P a T H b l X  K 0 p H e f i .  

H3 B b I U I e H a n M C a H H O r O  p a B e H C T B a  T a K  me, K a K  M B 5 7 m. 11, C n e -  

A y e T ,   TO KOPHM M H T e r p a n o B  y,(x, A )  M y,(x, A )  B w H T e p B a n e  (a, 1) 
y6b lnam~  n p H  Y ~ ~ I B ~ H M H  A. Mbl M O m e M  T a M e  n e r K O  Y ~ ~ A M T ~ C I I  

B T O M ,  V T O  M H T e r p a n b I  3 T M  I I p U  A O C T a T O q H O  M a J I b l X  3 H a q e H U R X  A 
~ Y A Y T  M M e T b  C K O n b  Y r O A H O  M H O r O  K O ~ H ~ #  B U H T e p B a n e  (a, 1). P ~ c -  
C y x A a R  A a J I b I L I e  T a K  me, K a K  M B rJl. 11, Y ~ ~ A H M C R ,  Y T O  Y H C n O  ~ 0 p ~ e f i  
ya(x, A) BHYTPM M H T e p B a J r a  (a, 1) c o s n a n a e T  c w c n o M  ~ o p ~ e i i  y p a B -  

H e H M H  (91) B H Y T P M  M H T e p B a n a  ( A ,  -aA1). TO x e  M O x H O  C K a 3 a T b  06 
H H T e r p a n e  y, (x ,  A )  n Y p a B H e H H M  ( 9 2 ) .  

M b 1  BMAMM, T a K H M  0 6 p a 3 0 ~ ,  Y T O  Y p a B H e H M H  (91) M ( 9 2 )  H M e I o T  

6 e c ~ n c n e ~ ~ o e  M H O m e C T B O  K O ~ H ~ # .  ~ ~ u H M M & ~ I  B O  BHMMaHMe Y K a -  

3 a H H O e  B b l U I e  C B O ~ ~ C T B O  V a C T H b l X  q1(A)IP1(A) M q2(A)/P2(A),  y6exna- 
e M C H  B C y r r [ e C T B O B a H M U  ~~~~~~~~~~~~0 M H O m e C T B a  K O ~ H ~ #  Y p a B H e -  

HM# (g3) M (gq). KOPHH B C e X  3 T M X  y p a B ~ e ~ M #  ~ Y ~ Y T  MeHbILIe ,  q e M  

-aAl.  TO H e n O C p e A C T B e H H O  IICHO M3 T O r O ,  V T O  ~ ~ ( 2 ,  A) ,  ~ ~ ( 2 ,  A) ,  
Y ~ ( x ,  A )  M y h ( X ,  A )  A O n m H b l  6 b l ~ b  ITOJIOmMTeJIbHbI  B M I I T e p B a J l e  (a, 1) 
npn s b I n o n f l e l r n u  y c n o s x R  ( 6 2 ) .  

P a c c ~ a ~ p n ~ a ~  M H T e p B a n  (0, a), M o m H o  T a K m e  n o ~ a 3 a ~ b  cyme- 
C T B O B a H M e  6 e c ~ u c n e ~ ~ o r o  M H O X e C T B a  K O ~ H ~ #  y y p a B ~ e H M f i  

Bce 3~11 KOPHM 6 y ~ y ~  I I p O C T b I e  M 60nbrue, . r e M  -aA1 

5 3. ~ ~ M H M M ~ R  B O  B H M M a H U e  C K a 3 a H H O e  B I T p e A b I A y 4 e M  lIaparpa- 
4e O T H O C H T e n b H O  3 H a K a  M H T e r p a n O B  M MX l I p O H 3 B O A H b I X  B M H T e p B a -  

Jle (0,  a), M O l K e M  Y T B e p m A a T b ,  q T 0  I I p M  BbIlIOJlHeHMM y C J I 0 B M R  (61) 
M b I  6 y n e ~  M M e T b  



p2 ( A )  
P ( A )  = - Q 2 ( X )  

pI  ( A )  . q ( A )  = m> 

~ ~ M ~ T U M ,  KpOMe TOrO, YTO HU IIpU OAHOM 3HaYeHUH A n(X) H e  MOXCeT 

PaBHflTbCII m(X) M q ( X )  H e  MOXCeT PaBHJiTbCfl p ( A ) ,  TaK YTO yKa3aH-  

H H e  T o n b K o   TO H e p a a e H c T s a  n ( X )  > m ( X ) ;  q ( X )  > p ( X )  n e p e c T a H y T  

CytUecTBoBaTb,  e c n H  n ( A )  MnM q ( A )  O ~ ~ ~ T K T C R  B ~ ~ C K O H ~ ~ H O C T ~ .  

P a c c y x c ~ e ~ u f i  n o c n e n H H x  n ~ y x  naparpa+o~ n p H B o m T  H a c  K cne- 
~ymme2i  T e o p e M e :  

Teope~a  16. Dpu eo3pacmanuu n ( A )  u m ( A )  eo3pacmalom, p ( A )  
u Q ( X )  y6atealom, npu-ieM n ( X )  ne & o x e m  N U  npu KaKOM 3navenuu 
A  coenacma c m ( A )  u p ( X )  - c q (X) .  

Ilpu X < -aA1 n ( A )  u m ( A )  nocmosnno nonoxumenbnbz, n ( A )  > 
m ( A )  u unmezpanat y a ( x ,  A) u y,(x,  A)  we uMelom ropneii e unmepea- 
ne ( O , a ) ,  a npu X 3 -aA1 p ( X )  u q ( X )  nocmoanno nonowurnenanat, 
q ( X )  > p ( X )  u unmezpanat y a ( z ,  A )  u ga(z,  A )  ne uMelom ropneii e 
urtmepeane ( a ,  1 ) .  

17pu eospacmanhu X n ( A )  u m ( A )  6ecuucne~noe A n o x e c m e o  pa3 
nepezodam vepe3 nynb, a npu y6bteanuu A  mo w e  6ydem c p (X)  u 
!7(A)' 

npu  nepexode m ( A )  vepes nynb unmezpan @,(z ,A)  npuo6pemaem 
odun xopenb e unmepeane ( O , a ) ,  a npu nepexode m ( X )  .tepe3 6ecxo- 
nevnocma y a ( x ,  A)  npuo6pemaem odun ropena e y r a 3 a n n o ~  unmep- 
€Jane. T O  w e  M O X H O  CKa3Bmb 120 OmHOUleHUlo X p ( A )  U YKa3aHHbtM 
monaro umo unmezpanaM, ecnu yMenbtuama A  u o6paqamb enuMa- 
Hue na ropnu unmezpanoe, 3arnlovawquecs e unmepeane ( a ,  l ) * .  

5 4. Y ~ C T H O ~  V ( X ,  A) K ~ K H X - ~ H ~ O  D Y X  He3aBMCMMblX MHTerpa-  

n o B  y p a B H e H n f i  ( 2 )  n p e o 6 p a 3 y e ~  n o n y n n o c K o c T b  n n o c x o c T a  nepe- 
M ~ H H O ~  X B qeTblpeXYrOJIbHMK, o ~ ' P ~ H M Y ~ H H ~ I & %  AYrZLMH KPYrOB, C 

y r n a M s  

an, fin, Y T ,  iin. ( 1 2 )  

*CM. Hilb [22, Ed. 66, S. 2151. 



0 6 0 3 ~ a r 1 ~ ~  B e P I L I W H b I  r I e T b l p e X y r O J l b H W K a  C O O T B e T C T B e H H O  6y- 
K B a M W  A, B,  C U D. 

n p W  a H a n U T U . I e C K O M  n p O A O l I X e H W U  + ~ H K ~ ~ U U  ~ ( 2 ,  A )  r l e p e 3  ~ a ~ o f i -  

nw60 W 3  O T P e 3 K O B  B ~ U ~ C T B ~ H H O #  O C U  B A p Y r Y I O  I I O J I y I I J I O C K O C T b ,  

( P Y H K U W R  a T a  n p e o 6 p a 3 y e ~  n o c n e A H r o r o  n o n y n n o c K o c T b  B s enxpex-  
Y r O n b H U K ,  ~ o ~ o p b r f i  n O n Y r I & e T C R  W 3  Y I I O M R H Y T O r O  BbI ILIe  Y e T b I p e X -  

Y r O n b H W K a  n p U  n O M O U W  o ~ o 6 p a x e ~ ~ ~  B TO# W 3  er0 C T O P O H ,  KO- 

T O p a R  C O O T B e T C T B y e T  O T P e 3 K Y  B ~ U ~ C T B ~ H H O ~ ~  O C H ,  r I e p e 3  K O T O P M ~ ~  

6 b 1 n o  c o B e p m e H o  a H a n w T W Y e c K o e  n p o n o n X e H b i e .  T ~ K H M  0 6 p a 3 0 ~ ,  
n o c n e n o s a T e n b H M e  ~ H ~ I I ~ H U R  77 o 6 p a 3 y r o ~  c e T b  r I e T m p e x y r o n b H M -  

K O B ,  n o n y s a e M b r x  n p w  n o M o u u  o ~ o 6 p a m e ~ ~ f i  ~3 H c x o A H o r o  n e T m -  

p e x y r o n b H u K a  ( C M .  5 11 rn. 11). C O B O K Y ~ H O C T ~  Y e T H o r o  w c n a  a T u x  

o ~ o 6 p a ~ e ~ ~ f i  6 y ~ e ~  n p e A c T a B n R T b  ~ 0 6 0 1 0  H e K O T O p y I O  n O A C T a H O B -  

K Y  r P Y n n b I  Y P a B H e H W R  ( 2 ) .  O ~ X O A ~ M  B O K P Y r  O C O ~ H X  T O r I e K  Y P a B H e -  

H W R  ( 2 )  C O O T B e T C T B y I O T  a J I J I L i I I T U r I e C K L i e  I I O A C T a H O B K W  S1,  S2,  S3, S 4 ,  

W M ~ I O U W ~  M H O ~ W T ~ ~ U  ezcrai ,  eZpa i ,  e Z y a i ,  e26ai . O A H ~  W 3  H e I I O A B U X -  

H b I X  T O q e K  K ~ K O # - n W 6 0  H 3  B T U X  I I O A C T B H O B O K  H a X O A W T C R  B  C O O T B e T -  

c ~ B y I O U e f i  s eprume s e T m p e x y r o n b H m a .  M ~ I  6 y ~ e ~  ~ a s ~ e a ~ b  a T y  

H e n o n t 3 w x H y r o  ~ o s ~ y  nepeoii nenodeuxnou '  mouh-oii nodcmanoeh-u, a 
Apyryro H e n o n s n x m y m  T O ~ I K Y  - emopou'. 3 ~ a  n o c n e A H m  R s n a e T c R  

~ ~ o p o f i  T O ~ K O E  I l e p e C e q e H U R  C T O P O H  r I e T b I p e X y r O J I b H W K a ,  B b I X O A R -  

U M X  U 3  B ~ I I L I ~ Y ~ o M R H Y T o ~ ~  B e P U l L i H b I .  

T ~ K  W e ,  K a K  H B  5 12 rn. 11, M O X H O  n O K a 3 a T b ,  . I T 0  BCHKH# O A H O -  

~ ~ 1 1 3 ~ b l f i  r I e T b I p e X y r O J I b H L i K ,  o r p a ~ k i ~ e ~ ~ b ~ f i  A y r a M L i  O K P Y X C H O C T ~ ~ ~ ,  

H e  L l ~ e ~ U L i f i  T O r I e K  p a 3 B e T B J I e H W R  W W M ~ M U ~ M ~ ~  Y r J I b I  ( 12 ) ,  MOXCeT 

6 6 1 ~ 6  nonysea ~3 n o n y n n o c K o c T w  n p w  n o M o u u  s a c T H o r o  mrrerpa- 
JIOB y p a B H e H L i R ( 2 ) .  M ~ I ,  K a K  W P a H b W e ,  6 y ~ e ~  r O B O p L i T b  06 Y p a B H e -  

HMW B W A a  ( 2 ) ,  C O O T B e T C T B Y I O U e M  r I e T L l p e X y r O J I b H L i K y  C  Y K a 3 a H H b I M H  

C B O ~ ~ C T B ~ M M .  Ecnu M b I  3 a K p e n W M  3 H a q e H H R  2 ,  C O O T B e T C T B Y I O U L i e  

T p e M  o n p e n e n e m b r M  B e p m m i a M  s e T b r p e x y r o n b H m a ,  T O  a T o M y  no- 
c n e n H e M y  6 y n e ~  c o o T s e T c T B o s a T b  s n o n H e  onpenenemoe ypame-  
H W e  B W A a  ( 2 ) .  TO XCe Y p a B H e H W e  6 y n e ~  C O O T B e T C T B O B a T b  B C R K O M Y  

' - I e T b I p e X y r O n b H L i K y ,  I I O J I y L I a e M O M y  W 3  T O J I b K O  '-IT0 Y K a 3 a H H O r O  npLi 
I I O M O U W  ~ a ~ o r o - n u 6 0  n ~ ~ e f i ~ o r o  n p e o 6 p a 3 0 s a ~ ~ ~ .  

P ~ C C M O T P W M  T e n e p b ,  n p W  K a K W X  Y C n O B W R X  C T O p O H a  ' 4 e T L I P e X -  

Y r O J I b H L i K a  M O X e T  6 b 1 ~ b  ~ ~ J l e r a I O U e f i .  X J I R  n p W M e p a  B O 3 b M e M  CTO-  

P O H y  BC, C O O T B e T C T B y I O U y I O  W H T e p B a n y  (a ,  1)  B ~ ~ ~ C T B ~ H H O ~ ~  OCW.  

O n p e n e n u ~  ~ ( x ,  A )  no ( P o p ~ y n e  



I IpMrIeM MbI ~ Y A ~ M  C s M T a T b  I3 3 ~ 0 f i  @ 0 p M y J I e  g,(Z,X) B e W e C T B e H -  

H ~ I M  B n H T e p B a n e  (a, 1). C ~ o p o ~ a  BC 6 y n e ~  pacnonoxeaa H a  B e -  

U ~ C T B ~ H H O E  OCM OT H a r I a J I a  KOOpAMHaT M M O X e T  6 b 1 ~ b  ~ a J I e r a m l l l e 2  

T O r A a  M T O n b K O  T O r A a ,  K O r A a  R H T e r p a n  y,(l, A) 6 y ~ e ~  H M e T b  KOPHM 

BHYTPM M H T e P B a J I a  (a, 1). 
l l p ~  y ~ a 3 a ~ w o ~  onpeaenewnu ~ ( x ,  A) c T o p o H a  B A  6 y n e ~  n e x a T b  

H a  n p a ~ o i i ,  sb~xo~arrref i  ~3 H a s a n a  K o o p A m a T  M 06pasymueii c no- 
n o m ~ ~ e n b ~ b ~ ~  H a n p a s n e H M e M  s e w e c ~ s e ~ ~ o Z i  OCM yron Pa. T ~ K H M  
o 6 p a 3 o ~ ,  BTOPO# H ~ ~ O A B M X H O ~ ~  T O ~ K O ~ ~  ~ O A C T ~ H O B K M  S2 6 y ~ e ~  6ec- 
KOHeZIHO J'AaJIeHHaR TOYKa,  M OTCIOAa H e n O C p e A C T B e H H O  RCHO, r l T 0  

A l l R  TOrO,  q ~ 0 6 b 1  C T O p O H a  BC n p O X O A P l n a  qepe3 BTOPYIO H e n O A B H X -  

HYK) TOrlKY nOACTaHOBKM S2, H ~ O ~ X O A M M O  M AOCTaTOrIHO, r1~06bl HH- 

T e r p a n  ya(z, X) n M e n  K O ~ H M  BHYTPM w H T e p a a n a  (a, 1). 
Ha OCHOBaHMM T e O p e M b I  16 Mbl  M O s e M  Y T B e p X A a T b ,  VTO,  e C n H  

C T O p O H a  BC RBJIReTCR ~ a J I e r a I O ~ c f i  MJIM npOXOAMT ' X e p e 3  BTOPYH) 

HenOABMXHylO T O s K Y  IIOACTaHOBKM S2, TO C T O p O H a  AB H e  06nanae~  
HH OAHMM M3 3TMX C B O ~ ~ C T B .  T ~ K  Xe, K a K  MbI T O n b K O  VTO p&CCY)UA&- 

JIM CO C T O ~ O H O K J  BC, MbI  M O m e M  P a C C Y X A a T b  CO CTOpOHOIO AB.  
M ~ I  M O x e M  TaKMM 0 6 p a 3 0 ~  B b l 6 p a ~ b  n p e o 6 p a 3 0 s a ~ ~ e  ( I ) ,  q ~ 0 6 b l  

OHO npeo6pa30sbrsano y p a B H e H n e  (2) B y p a B H e H M e  T o r o  me B M A ~ *  

M q ~ 0 6 b 1  IIpM 3 T O M  nm6b1e A B a  M3 r l e T b I p e X  O T p e 3 K O B  B e U e C T B e H -  

H O ~  OCM n p e 0 6 ~ & 3 0 ~ b l ~ a J I M ~ b  6b1 B OTPe3KM,  n e ) U a U M e  H a  K O H e s H O M  

paCCTORHMM. H3 I I O n y s e H H O r O  BbIl r re  p e 3 y n b T a T a  B b I T e K a e T  n O 3 T O -  

MY cnenymwwii 6onee 06ruwfi: ecnn ~3 A B ~ X  c o c e n H w x  CTOPOH se- 
T b I p e X y r O n b H M K a  O A H a  R B n R e T C R  ~ a n e r a l 0 ~ e f i  MnM npOXOAMT rlepe3 
BTOPYW H e n O A B M m H y M  TOrIKY nOACTaHOBKM, C O O T B ~ T C T B Y W U ~ ~ ~  06- 
I U e g  BepI I IUHe  y K a 3 a H H b I X  CTOPOH, TO A p y ~ a R  C T O p O H a  H e  o6nanae~  
HM OAHWM M3 BTMX C B O ~ ~ C T B .  OTCH)A& H e n O C p e A C T B e H H O  BMAHO, ZIT0 

me COCeAHLie CTOpOHbI M O r Y T  M M e T b  06wy10 TOrIKY JIMILIh B B e p U M H e  

V e T H p e x y r o n b H n K a .  E c n ~  y s e ~ b l p e x y r o n b ~ a ~ a  H e T  H a n e r a m w H x  

CTOPOH, TO C T O P O H ~ I  H e  h t o r y T  nepecesbcrr. B cnysae xe ,  e c n M  A s e  

IIpOTMBOIIOJIOHt~IbIe CTOPOHbI ~ Y W T  HaJleKi.IOlIIMMM, TO OHM H e  M O r Y T  

n e p e c e K a T b c a  (CM. 3 11 M 3 12 rn .  11). 

$ 5. I Iepe#ne~  T e n e p b  K M c c n e A o B a H M m  T e x  cnysaea, npu KOTO- 

P b I X  nOACTaHOBKM r p Y n n b I  npeo6pa3y10~ B c e 6 ~  HeKOTOpYH) O K p Y X -  

HOCTb C.  H ~ ~ O M H H M  0 TOM, rITO 3JIJIMnTMVeCKaR nOACTaHOBKa MO- 

x e T  n p e o 6 p a 3 0 s b r s a ~ b  O K P Y X H O C T ~  C1 B ce611nw60 B TOM cnyqae, 
KOTAa HeIIOABMXHbIe TOrIKM IIOACTaHOBKW RBITRWTCII r&PMOHMVeCKM- 

MM TOqKaMM n O  OTHOLUeHMW) K  TOG OKpyXHOCTM,  n ~ 6 0  Xe B TOM 



C J I y Y a e ,  K O r A a  3 T H  H e I I O A B H X H b I e  T O r l K H  J I e X a T  H a  O K P Y m H O C T H  Cl 
H I I e p H O A  I I O A C T a H O B K H  P a B e H  A B Y M .  E c n ~  I I O C J I e A H e e  0 6 ~ ~ 0 R ~ e n b -  

CTBO H e  H M e e T  M e c T a ,  TO B c e  C T O P O H ~ I  r I e T b I p e x y r o n b H m a  O p T O r O -  

H a J I b H b I  K O K P Y X H O C T H  C1. 
I I p e m o n o m ~ ~ ,  YTO sepruma B n e x m  H a  OKPYXHOCTH Cl H YTO 

c T o p o H a  BC H e  n e x m  H a  a ~ o #  OKPYXHOCTH. B a T o M  cnyrlae yron 
PT p a B e H  I I p R M O M y ,  H C T O p O H a  BC A O J l X H a  661~b O p T O r O I I a Z b H i t  K 

O K P Y X H O C T H  C1. O T C I O A B  B H A H O ,  ' I T 0  C T O P O H a  AB A O J I X H a  K a C a T b -  

C R  B T O r I K e  B O K P Y W H O C T H  C1. 
Ho ~ ~ o p a s r  T o l r K a  n e p e c e r I e s H n  o ~ p y m o c ~ e f i ,  H a  KOTOPHX n e m a T  

CTOPOHM A B  H BC, T a m e  A o n m H a  n e m a T b  H a  OKPYXHOCTH C1, T a K  

K a K  a T O  e C T b  B T O p a R  H e I I O A B H X H a R  T O r l K a  I I O A C T a H O B K H  S2. ~ O ~ T O -  

MY C T O P O H a  AB n o n m H a  A e X a T b  H a  o K P Y X H O C T H  C1, T a M  Xe 6y- 
A e T  H a X O A H T b C R  H B e p I U H H a  A, H I I O T O M Y  Y r O n  Y e T b l p e X y r O J l b H H K a  

I I p H   TO# B e p I I I H H e  A O J I X e H  6b1~b  P a B e H  I I p I I M O M y .  C J I ~ A O B ~ T ~ J I ~ H O ,  

B e p I l I H H b I  Y e T b I p e X y r O J I b H H K a  M O r Y T  H a X O A H T b C R  H a  O K P Y X H O C T H  

C1 T O n b K O  B T O M  C J I y Y a e ,  K O r A a  A B a  y rna  Y e T b I p e X y r O J I b H H K a  P a B -  

H ~ I  n p a M o M y  y rny ,  H B a T o M  cnyrlae c T o p o s a ,  s a ~ n ~ o ~ e ~ ~ a a  M e x a y  

3 T H M H  A B Y M I I  Y r J I a M H ,  A O n X H a  H a X O A H T b C R  H a  O K P Y X H O C T H  C1. 
MbI 6 y ~ e ~  P a C C M a T p H B a T b  I I O K a  J I H I l I b  T O T  cnyrlafi, I I p H  K O T O P O M  

O K P Y X H O C T b  C1 O p T O r O H a J I b H a  KO B C e M  C T O p O H a M  ~ e T b I p e X y r O J I b H H -  

K a .  YCT~HOBHM Y C n O B H e  C y I J l e C T B O n a H H R  T ~ K O #  O K p y X I r O C T H .  

on pen en^^ r I a c T H o e  H H T e r p a n o B  no + o p ~ y n e  (13) H ~ ~ M ~ T H M ,  

Y T O  I I O A C T a H O B K H  S1, S2 H S3 M O r Y T  C J I y X W T b  n p O H 3 B O A X ~ H M H  IIOA- 

C T a H O B K a M H  rpYnnb1. ~ O A C T ~ H O B K ~  S 2  6 y ~ e ~  H M e T b  B H A  

'11 ,2P*i 'I 

H npeo6pa3ye~  B c e 6 ~  O K P Y ~ H O C T H ,  H M e m m H e  I I e H T p  B H a r I a n e  KO- 

O p A H H a T .  E c n ~  p = 112, T O  I I O A C T a H O B K a  3 T a  11peo6pa3ye~ B c e 6 ~  
T a I o K e  H npmme,  n p o x o . g n u H e  r1epe3 H a r I a n o  K o o p A H H a T .  Ho npw 
a T o M  B e p r u a H a  B, H a x o n R u a R c R  B   TOM H a r I a n e ,  6 y ~ e ~  n e m a T b  H a  

3 T H X  I l p R M b I X ,  a 3 T O T  c n y Y a #  M b I  I I O K a  H C K J I I O Y a e M  W 3  P a C C M O T p e -  

H H R .  H ~ I I O A B W X H ~ I M H  T O Y K a M H  I I O A C T a H O B O K  S1 H S3 ~ Y A Y T  

1 - R  H e I I O A B H X H a R  T O Y K a -  ePnim(X), 2 - R  H e n O A B H X H a I I  T O Y K a -  

ePnin(X), 
1 - R  H e I I O A B H X H a I I  T O Y K ~  -p(X), 2 - R  H e I I O A B H X H a R  T O Y K a  - q(X). 
BnII C y U l e C T B O B a H H I I  O K P Y X H O C T H  C1 H ~ O ~ X O A H M O  H A O C T a T O r l H O ,  

V T O ~ M  06e I I a p b I  T O Y e K  6 b 1 n ~  r a p M O H H Y e C K H M H  no O T H O I l r e H H I o  K 

o n ~ o i i  H TO# x e  OKPYXHOCTH, ~ ~ e m u e #  uemp B H a r I a n e  K o o p m H a T .  

B C H n y  T e O p e M b I  16 I I p H  B C R K O M  3 H a Y e H H H  IIO ~ p a f i l f e f i  M e p e  B 

OAHO# ~3 ABYX nap ween m(X), n(X) H p(X), q(X) 06a w c n a  6 y n y ~  



n e r K 0  TaKHte  y 6 e A H ~ b c I I  B TOM, '-IT0 B b l C K a 3 a H H O e  YCJIOBHe 6 y n e ~  
C O ~ J I I ~ A ~ H O ,  e C n H  B K&KO#-JIM~O H 3  BbIUIeYKa3aHHbIX nap r H C e J I  OAHO 

'4HCAO 6 y n e ~  p a B H 0  I I y n I o ,  a A p y r O e -  ~ ~ C K O H ~ ~ I H O C T M .  

0 6 0 3 ~ a ~ ~  ~ Y K B ~ M M  (Y- 1 H ( Y 1  H ~ H ~ o J I ~ u I H ~ ~  K O p e H b  Y p a B H e H H R  

(g3) H H ~ M M ~ H ~ I ~ I M #  K O p e H b  Y p a B H e H H R  (103). n p H  yBeJIH'4eHHH 

OT (Y-1 A 0  ff1 n e B a R  q a C T b  Y p a B H e H M H  (14) ~ Y A ~ T  Y B e J I H W i B a T b C I I  

OT H e K o T o p o r o  n o n o m u T e n b H o r o  s acna  no ~ ~ C K O H ~ ~ H O C T M ,  a npa- 
B U  6 y n e ~  YMeHbl l I aTbCJ3  OT ~ ~ C K O H ~ ~ I H O C T U  A 0  H e K O T O P O r O  nOJIO- 

X H T e J I b H O r O  '4HCJIa .  BHYTPH H H T e p B a n a  (CY-1, ( Y l )  6 y n e ~  n O a T O M y  

C y m e C T B O B a T b  OAHO 3 H a q e H H e  = X o ,  n p H  KOTOpOM IIOACTaHOB- 

KM r p y n n b I  Y P a B H e H H I I  (2) ~ Y A Y T  I I p e 0 6 p a 3 0 ~ b I ~ a ~ b  B ce611 OKPYX-  

HOCTb Co, OpTOrOH&JIbHYM K C T O p O H a M  q e T b I p e X y r O J l b H H K a .  

B C H A y  T e O p e M b I  16 6 y n y ~  H M e T b  MeCTO H e p a B e H C T B a  

L l o ~ a m e ~  n e p B o e  a3 a T u x  H e p a s e H c T B .  lTpu X 2 -aA1 p(X) H q ( X )  
I IOJIOXHTeJlbHbI ,  H n p H  y 6 b l ~ a ~ 1 . 1 ~  OHM B 0 3 p a C T a I O T .  E/I3 H e p a B e H -  

CTBa ,  yIIOM3IHj'TOrO B T e O p e M e  16, C J I e A y e T ,  u T 0  H 3  y p a ~ ~ e ~ H #  (9) 
IIep~bl# K O P e H b  BCTPeTHTCII  Y Y P a B H e H H I I  (g3). ~ O ~ T O M ~  H e p a B e H -  

CTBO BTO, C I I p a B e A n H B O e  I I p H  -aA1, OCTaHeTCJ3 C I I p a B e A n M B b I M  

H I I p H  > (Y-1, T a K  K a K  p(X) H q ( X )  H e  M O r Y T  6b1~b P a B H b I  H HH OA- 

H a  M3 a T H X  B e l l H q H H  H e  O ~ P ~ T H T C I I  B ~ ~ C K O H ~ ~ H O C T ~  n p H  > a-1. 
RCHO T a m e ,  UTO n p H  = X o  c ~ o p o ~ b r  AB H BC H e  6 y n y ~  npo- 
XOAHTb sepe3 BTOPYH) HenOABHXHYIO TO'4KY nOACTaHOBKH S2, T a K  

KaK I I p H  3TOM H H T e r p a J I  y,(~, Xo)  H e  H M e e T  ~0p11efi B H H T e p B a A a X  

(0, a) H (a, I). K p o ~ e  T O r O ,  H 3  HaIIHCaHIlbIX HZL I I p e A b I ~ y I U e f i  C T p a H H -  

lle H e p a B e H C T B  C n e A y e T ,  q T O  BeP l l IHHbI  A H C AOJImHbI HaXOAHTbCJ3 

BHYTPH OKPYmHOCTH Co. ~ P H H H M B H  B C e  a T 0  BO B H H M a H H e ,  MOHteM 

y T B e p m n a T b ,   TO O K P Y W H O C T ~  a T a  H e  n e p e c e s e T  CTOPOH AB H BC 
' 4 e T b I p e X y r O n b H H K a .  

3 6. ~ P H  YBel lH ' I eHHH /\ OT  ~ H ~ L ' I ~ H H R  I\ = (Y1 I I p a B a I I  ZIaCTb P a B e H -  

c T s a  (14) 6 y n e ~  B c e  B p e M s r  n o n o m ~ ~ e n b ~ o #  H y6~sammei4 ,  n e B m  

*e s a c m  c T a H e T  O T ~ M U ~ T ~ I I ~ H O #  B c n e r r c T s H e  nepexona n(X) sepe3 
~ ~ C K O H ~ ~ H O C T ~ .  

I Ipa ~ a n b ~ e f i u r e ~  y s e n ~ l r e ~ ~ u  A M o r y T  n p e A c T a B m b c n  T ~ H  cny- 
U a R :  1) C H a q a n a  m(X) 0 6 p a ~ a ~ c 1 1  B ~ ~ C K O H ~ ~ H O C T ~  H 3 a T e M  n(X) - B 



Hynb; 2) cHaqana n(X) o 6 p a ~ H ~ c a  B IIynb H s a ~ e ~  m(X) -B 6ec- 
KOHeVHOCTb; 3) OAHOBpeMeHHO n(X) O ~ ~ ~ T H T C J I  B Hynb H m(X) -B 

~ ~ C K O H ~ V H O C T ~ .  ~ Y C T ~  P1 eCTb TO 3HaVeHHe A ,  npH KOTOpOM n(X) 
0 6 p a 1 q a e ~ c ~ ~  Hynb, u 71 -TO s ~ a ~ e ~ ~ e  A ,  npa  KOTOPOM m(X) o6pa- 
WaeTcs B ~ ~ C K O H ~ Y H O C T ~ .  P~CCMOTPMM cHarIana cnyr~afi  2). 

I T ~ R  ysenMYeHHa X OT crl no P1 n e s m  rIacTb paseHcTsa (14) 6y- 
AeT ~ T p H ~ a ~ e n b H ~ f i ,  a IIOTOMy H C K O M O ~ ~  OKPYmHOCTM CYWeCTBOBaTb 

He MomeT. TTpu nanbwefirrre~ ysenaseHnH A OT PI no 71 nesaa lracTb 

paseHcTsa (14) 6 y n e ~  ysenulrtrsaTbcH OT Hyna no ~ ~ C K O H ~ Y H O C T H ,  

a nOTOMy B HHTepBaJle (Dl, 71) 6 y ~ e ~  CylUeCTBOBaTb OW0 3HaVe- 

HHe = X I ,  npW KOTOPOM 6 y n e ~  CYUIeCTBOBaTb HCKOMafl OKPYm- 

H O C T ~  C1*. TIpw aToM cTopoHa A B  npo f ine~  sepes BTOPYH) Heno- 
ABH%HYIO TOVKY IIOACTaHOBKM Sl, TaK K a K  HHTerpaJI Y,(x, X I )  6 y n e ~  
HMeTb KOPeHb B WHTepBaJIe (0, a )  B CHny TeOpeMbI 16. OKPY%HOCT~ 

C1 OAHH pa3 rrepecerIeT CTOPOHY AB H H e  nepecerl.eT CTOPOHY BC. 
  TO MY CJIyVaIO 6 y n e ~  COOTBeTCTBOBaTb pHC. 13, IIpWVeM Hano no- 
MHHTb, VTO BePILIHHbI A, B M C HaXOARTCR COOTBeTCTBeHHO B TOVKaX 

e"Pi m(X), 0 a p(X). 
P ~ C C M O T ~ H M  Tenepb ~JIyVafi 1). B BTOM CnyVae 71 6 y n e ~  MeHb- 

rue PI,  M npw y s e n u q e m a  X OT 71 AO P1 nesafi sacTb paseHcTsa 

(14) 6 y n e ~  IIOJIOmHTeJIbHa W 6 y n e ~  YMeHbUlaTbCR OT ~ ~ C K O H ~ Z I H O -  

CTW no HYJIII. C n e n o s a ~ e n b ~ o ,  H B aToM cnyrIae BHYTPH trHTepsa- 

n a  (71, Dl) 6yneT cywecTBosaTb no ~ p a f i ~ e f i  Mepe OAHO a ~ a s e ~ ~ e  
X = X I ,  ynosneTBopawwee paseHcTBy (14). I I o ~ a x e ~ ,  VTO TaKoe 

~ H ~ Z I ~ H H ~  6 y n e ~  TonbKo OAHO, K a K  H B cnyrIae 2). O n p e n e n a ~  qacT- 

Hoe HHTerpanoB no + o p ~ y n e  

I I y c ~ b  npw aHannTHrIecKoM npononmesw HHTerpanoB yo(z, A )  w 
yO(z, A) B A O ~ ~  o ~ p e 3 ~ a  ( c a , O )  ~ e r n e c ~ ~ t i ~ ~ o f i  OCH M ~ I  nonyrIaeM 

~ 6 n i - 1 3 ~  ToVKH x = 00 

C O B ~ ~ I U ~ H H O  TaK me, K a K  B § 2, MbI MOWeM nOK&3aTb, VTO VaCT- 

HbIe T ~ ( X ) / T ~ ( X )  W S2(X)/S1(X) Y ~ ~ I B ~ I O T  npH BO3paCTaHUH A .  llnfi 

BTOrO AOCTaTOVHO pa3peUIHTb HaIIWCaHHbIe TOnbKO VTO YPaBHeHLiII 



d 
- [(-2)'-O(a - x)'-P(l - x ) ' - ~  y'(x, A)] y(z, A')- 
dx 

PHC. 13 Pnc. 14 

B ~ L U ~ C T B ~ H H O ~  OCH, H e  M O X e T  IIPOXOAUTb q e p e 3  BTOPYIo HenOABHX- 

HYM TO'XKY nOACTaHOBKl4 S1. ~ ~ ~ ~ c T B u T ~ J I ~ H o ,  H 3  p a B e H C T B  ( 8 2 )  H 

(a1) H H 3  TeOpeMbI  16 BbITeKaeT,  YTO e C n H  yl  H M e e T  KOPHH B HHTeP- 

B a n e  (a, I) ,  TO ya H e  M o m e T  HMeTb ~ o p ~ e f i  B H H T e p e a n e  (0, a). 
A ~ a n o r r r r ~ o e  3aKJIMseHEIe MbI MOXeM BhTCKa3&Tb H OTHOCEITeJIb- 

HO COCeAHHX H H T e p B a n O B  ( ~ ~ 0 )  H (0 , l ) .  HO B PaCCMaTPHBaeMOM 

CJfyYae  ~ ~ ( 2 ,  A )  UMeeT KOpeHb B H H T e p B a J I e  (0, a),  H IIOTOMy yo(2, A )  
He  H M e e T  ~ o p n e i i  B H H T e p B a n e  (oo, 0). 

Ha OCHOBaHMH BbIIUeCKa3aHHOrO MM MOmeM YTBepXJXaTb,  qTO 

q a c T H M e  r2(A)/rl(A) H s2(A)/sl(A) n o n o m a T e n b H b I  npa X > yl. 



B M ~ C T O  oco6b1x T o q e K  0 ,  a a co M ~ I  p a c c M a T p a B a e M  T e n e p b  oco- 
6b1e T O ~ K M  co, 0 a a ,  a y p a B H e H u e  (14 )  n p H H m a e T  BHA 

M ~ o m a ~ e n a ,  C T O R I u a e  B  n e B 0 f i  q a C T L 4  a T o r o  P a B e H C T B a ,  6 y n y ~  no- 
J I O m L i T e J I b H b I e  EI B 0 3 P B C T a I O U k i e  B  H H T e p B a J I e  (71,  P I ) ,  T a K  K a K  B  CH- 

J Iy  Y C J I O B E l R  1 )  k i  H e p a B e H C T B  ( 1 1 1 )  mz(X) I.r nl(X) 6 y n y ~  I I O J I O X U -  

T e J I b H b I  EI ml ( A )  Ll n2(X) - O T p a U a T e J I b H b I  B  B T O M  H H T e p B a n e .  Kp0-  
M e  T O ~ O ,  B f 2 M ~ I  sanena, S TO s a c T H b I e  nl(X)/ml(X) a n 2 ( X ) / m 2 ( X )  

B O 3 p a C T a I O T  I I p M  B 0 3 p a C T a H H H  A.  C J I ~ ~ I O B ~ T ~ J I ~ H O ,  Y p a B H e H H e  ( 1 4 1 )  

H M e e T  JIHILIb O A H H  K O P e H b  = X 1  B  H H T e p B a J I e  ( 7 1 ,  P i ) .  TO We  M o m -  

H O  Y T B e p m A a T b  EI 06 Y p a B H e H a L l  (14) .  P ~ C C M O T P ~ H H O M Y  C J I y q a I O  

6 y n e ~  C O O T B e T C T B O B a T b  p H C .  14. C T O ~ O H ~  BA,  s b 1 f i n ~ 3  M 3  BePILIMHbI  

B B H a n p a B n e H a a ,  Y K ~ ~ ~ H H O M  C T ~ ~ J I K O ~ ~ ,  n p o i i n e ~  sepes  6 e c ~ o ~ e s -  
HO A a J I e K y I O  T O s K Y ,  EI B e p I L I a H a  A 6 y n e ~  H a X O A U T b C R  B H e  O K p Y m H O -  

C T H  C 1 .  

B cnyqae 3 )  M ~ I  a M e e M  

L l  B e p r u H H a  A 6 y a e ~  H a X O A H T b C R  B  6 e c ~ o ~ e q ~ o  A a J I e ~ o f i  T O l r K e .  

BO B C e X  T p e X  P a C C M O T p e H H b I X  C J l y q a R X  O K P Y w H O C T b  C O A H H  pa3 
n e p e c e v e T  C T O P O H Y  B A  a H M  pa3y H e  n e p e c e s e T  C T O P O H ~ I  BC. 

5 7. n p l 4  A a J I b ~ e f i ~ e ~  Y B e n H q e H H L I  M b I  O n R T b  A O ~ ~ A ~ M  nu60 
A0 T a K O r O  L i H T e p B a J I a  H 3 M e H e H H R  A ,  B H Y T P H  K O T O p O r O  M H O m k i T e J I k i ,  

C T O R U H e  B  I I e B 0 f i  q a C T a  p a B e H c T B a  (14) ,  6 y n y ~  O A H O r O  3 H a K a ,  na60 
no T a K o r o  s ~ a s e ~ u ~  A ,  npa K O T O P O M  OAHH a3 a T u x  ~ ~ o m u ~ e n e f i  

o 6 p a ~ a ~ c ~  B  H y n b  EI A p y r o f i - ~  ~ ~ C K O H ~ ~ H O C T ~ .  

B n o c n e m f e M  cnyqae n p w  ~ K ~ ~ ~ H H O M  s ~ a q e ~ a a  X 6 y ~ e ~  c y u e -  
C T B O B a T b  O K P Y m H O C T b  C2, O p T O r O H a J I b H a R  K  C T O P O H a M  q e T b 1 p e X -  

Y r o n b H a K a .  B n e p B o M  me cnyqae B H Y T P M  y ~ a 3 a ~ ~ o r o  H H T e p s a n a  

6 y n e ~  c y ~ e c ~ ~ o ~ a ~ b  no ~ p a f i ~ e f i  M e p e  OAHO 3 ~ a s e ~ a e  n a p a M e T p a  

A ,  npa K O T O P O M  T a M e  6 y ~ e ~  C y U e C T B O B a T b  O K p Y w H O C T b  C2. Ecna 
m(X) EI n(X) I I O J I O X H T e J I b H b I  B  a T O M  H H T e p B a J I e ,  T O  C O B e p I L I e H H O  T a K  

we, K a K  a T o  M ~ I  A e n a n M  npa pas6ope c n y s u  2 )  n p e n b I n y U e r o  napa- 
rpa+a, M b I  M O Z e M  A O K a 3 a T b  e A H H C T B e H H O C T b  y K a 3 a H H O r O  3 H a r I e H M R  

A. Ecna m(X) EI n(X) O T P E 1 U a T e J I b H b I  B  M C C J I e A Y e M O M  M H T e p B a J I e ,  HO 

n(X) 6onbrue, s e M  m(X), T O ,  I I p H H M M a R  B O  B H M M a H H e  T e O p e M y  16, 
M b I  M O W e M  Y T B e p X A a T b ,  r I T O  ml ( A )  kf nl(X), a T a K m e  m2(x) EI n2(X) 
O A H H a K O B O e  s H C l l 0  pa3 I I e p e I U J I H  sepe3 H y n b  n p l 4  B 0 3 P a C T a H M M  O T  

-aAl A0 w c c n e n y e M b I x  3 ~ a q e ~ ~ f i  A.  ~ P M  = -aA1 B e J I M s M H b I  a T H  



6 b 1 n ~  pa3HblX 3HaKOB, H IIOTOMY, n O n b 3 y R C b  YpaBHeHHeM (I$), MbI 

COBepLUeIIHO TaK me, KaK H B IIPeAbIAYUeM napaI'pa+e, MOXeM II  B 

3TOM CJIyrIae YCTaHOBHTb YKa3aHHYH) enHHCTBeHHOCTb. 

Bo BCRKOM cnysae o K p y m H o c T b  C2 n e p e c e s e T  CTOPOHY B A  Ass 

p a 3 a  M H e  n e p e c e s e T  C T O P O H ~ I  BC. I locnen~ee RCHO H e n o c p e n -  

CTBeHHO. B IIepBOM Xe JIeI'KO y 6 e n u ~ b c ~ 3 ,  e C n U  IIPHHRTb BO BHHMa- 

HHe, VTO TOZIKH ePr'm(A) n ebr 'n(X) A s t r m y T c R  no n p ~ ~ o f i ,  ~ 3 0 6 p a -  

X ~ H H O ~ ~  H a  PHC. 13 H 14, B OAHOM HaIXpaBJIeHHH ( C H H ~ Y  B B e p x )  I IpH 

BO3paCTaHHH A ,  H e  MOI'YT COBnaCTb H .IT0 BepIl lHHa A HaXOAHTCH B 

T o w e  ePT' m ( ~ ) .  
Te m~epsanbx*, BHYTpH KOTOpbIX YpaBHeHHe (14) 6 y n e ~  HMeTb 

KOPHH, B C T p e r I W T C R  B C R K H ~ ~  p a 3 ,  KaK TOrIKM ePTim(A) t r  ePr'n(A) 
HaXOnRTCR IIO OAHy CTOPOHY OT TOYKH B.  OKPYXHOCTH C AOJIXHbI 

npu a T o M  p a 3 n e n ~ ~ b  a T a  T O ~ K H .  I l p ~  6 e c n p e ~ e n b ~ o ~  y s e n n y e H n r r  

A MbI 6 y ~ e ~  B C T P ~ ~ I ~ T ~  IIOCJIeLIOBaTeJIbHbIe HHTePBaJIbI, BHYTPH KO- 

TOpbIX YPaBHeHHe (14) 6 y n e ~  HMeTb no ~ p a j i ~ e f i  M e p e  O m H  KOPeHb. 

H e ~ p y m o  y 6 e A H ~ b c R  B TOM,  TO n p H  nepexone OT ~ a ~ o r o - n u 6 0  
H3 aTMX HHTePBaJIOB K CJIeAYIOIUeMY VHCnO I I e p e c e V e ~ H f i  CTOpOHbI 

AB C C O O T B ~ T C T B Y M I I ~ ~ ~ ~  OKpYXHOCTbH) C YBeJIH'IHTCR H a  eAHHHUY. 

B n s  3 ~ o r o  A O C T ~ T O ~ H O  p a 3 0 6 p a ~ b  B c e  B O ~ M O X H E J ~  c n y s a M  nono- 
XeHHII TOrIeK ePTim(X) U ePTin(A) KaK B IIepBOM, TaK H BO BTOpOM 

HIITePBaJIaX, H IIPUHIITh BO BHHMaHHe Y K ~ ~ & H H ~ I #  BhIUIe 3aKOH ABH- 

XeHHII 3THX TOVeK. 

T ~ K H M  0 6 p a 3 0 ~ ,  MbI YCTaHOBHJIH CYIUeCTBOBaHHe O K ~ ~ X H O C T ~ ~  

Ck, OpTOI'OHaJIbHbIX K CTOPOHaM YeTbIPeXYI'OJIbHHKa, I IepeCeKaM- 

IUHX CTOPOHY AB k p a 3  n H e  n e p e c e K a m m a x  CTOPOH~I  BC. I IPM 
k = 0 &i k = 1 HaMU YCTaHOBJIeHO, ' IT0 TaKaR OKpYXHOCTb MOXeT 

6 b 1 ~ b  TOJIbKO O m & .  EAHHCTB~HHOCT~ 3 T a  6mna HaMH y c T a H o B n e -  

H a  BbIILIe H AJIR APYrUX ~ H ~ V ~ H H G  k ,  MCKJIH)rl&II TOT c J I y r ~ a # ,  KOI'Aa 

m(X) H n(A) BHYTPH H c c n e n y e M o r o  H H T e p s a n a  y n o s n e T B o p s m T  He- 

paBeHcTBaM 

O > m(A) > n(A). (15) 

8. Ecna s b ~ n o n ~ e ~ r ~ ~ e p a s e ~ c ~ s a  (15), TO B H H T e p e a n e  (-aA1, A )  
nl(A) 6 y ~ e ~  UMeTb OAIIUM KOpHeM 6 0 n b u 1 e ,  q e M  ml(X), U, CneBO- 

BaTenbHO,  BHYTpH HCCneAyeMOI'O H H T e p B a n a  +YHKUMU a T H  ~ Y A ~ T  

OAHOI'O 3H;tKa. TO Xe MOXHO CKa3aTb H 0 +YHKUMIIX m2(A) ti n2(A). 



B o 3 b ~ e ~  MHTerpanm yl(x, A )  M yl(x,A) M 6 y n e ~  aHanMTMsecKw 

npononmaTb HX B A O J I ~  B ~ W ~ C T B ~ H H O #  OCM, o r~6a11  oco6bre TOVKH 

YpaBHeHHfl (2) H OCTaBaRCb npEl aTOM B ~ e p x ~ e f i  IIOnyIIJIOCKOCTM. 

k I ~ ~ e r p a n b 1  aTH 6 y n y ~  HMeTb B ~ J I M ~ M  T O s K M  X z co BHYTPEI MHTep- 

sana (1, co) cnenymuwfi BHA*: 

B311~b1e HHTerpanbI O ~ H O ~ H ~ ~ H ~ I  B ~ e p x ~ e #  nonynnocKocTH, M, cne- 
AOBaTeJIbHO, K TeM W e  BbIpZlXeHMRM MbI AOJImHbI II~M#TH, HenOCpefl- 

CTBeHHO IIPOLIOJImaR HHTerpaJIbI BnOnb OTpe3Ka (1, XI) BeUleCTBeH- 

~ 0 f i  O C H ,  H IIOTOMY K O ~ @ @ H U H ~ H T ~ I  B HaIIMCaHHbIX BbIPiUf(eHHliX Y 
yw H yw LIOJIXHbI 6b1~b BeUleCTBeHHbI. M ~ I  MOmeM,  TaKMM 0 6 p a 3 0 ~ ,  

HaIIHCaTb: 

q2ml rl sin ~ 6 2  + qznlrz sin ~ ( a  + 62)-  

- qlm2rl sin T(P + 62)  - q l n ~ r 2  sina(a + P + 62)  = 0, (161) 

- ~ ~ m l r l s i n . ~ r ( y  + 6 2 )  - p 2 n l r z s i n ~ ( a +  y + b 2 ) +  

+ pimzr1 sin.~r(P + 7 + 6 2 )  + plnzr2 sin a(a + /3 + y + 62)  = 0. (162) 

B 3 6 MbI y~a3anH,  vT0 r l  H 7-2 npH PaCCMaTpHBaeMbIX 3HaveHMIIX A 
6 y n y ~  OnHoro 3~aKa**. T ~ K M M  o 6 p a 3 0 ~ ,  B HanMCaHHbIX paBeHCTBaX 

KO~@@HUH.I~HT~I  IIPH TPHrOHOMeTpHVeCKHX @YHKUHIIX OKa3bIBaIOTCII 

O n H O r O  3HaKa, a IIOTOMY H3 p a B e H C T B a  (161) BbITeKaeT 

a + P + 6 2  > 1, (17) 

~ 6 0  B ~ P O T H B H O M  cnyvae apryMeHTbr Bcex sinus'on B paseHcTse 
(161) 3 a ~ n m v a n ~ c b  6b1 B MHTepsane (0, T) M Bce cnaraeMbre 6 ~ n ~  
6b1 O n H O r O  3HaKa. 

* l I n f l  K P a T K O C T H  M H  H e  n H U l e M  a p r y M e H T O B  Y @IYHKUHE. 

* * ~ ~ M ~ T u M ,  ClTO B  5 6 M h I  I l P O n Y C T H n H  A O K a 3 a T e n b C T B O  TOCO, q T 0  n p H  

> 7 1  sl(X) H  9 2 ( X )  6 y A y ~  O A ~ o r o  3 ~ a K a .  B @TOM M H  M o r n H  6h1 Y ~ ~ A U T ~ C R ,  

n p e o 6 p a s o ~ ~ ~ a s r  Y p a B H e H H e  (2)  n O A C T a H O B K O l 0  (1) T a K ,  q~06bl O T p e 3 K U  ( 0 3 , o )  

H  ( 0 , a )  npeo6paso~anucb B  O T P e 3 K H  ( 0 , a )  H  ( a ,  I ) ,  H  n P H H H M a R  BO B H H M a H H e  

p a c c y m A e H n R  5 2 ~ a c ~ o ~ q e i i  rnaeta. 



sin ?r(a + p + 62) ml r l  q sin *(a + 62) = q- + - - 
sin ~ 6 2  nzr2 n s i n ~ 6 2  

mzrl sin ~ ( p  + 62) -- 
nzr2 sin ~ 6 2  9 (191) 

sin ml r l  p sin*@ + 61) = p- + - 
sin ~ ( a  + p + 61) n2r2 n sin x(a  + /3 + bl) - 

m2rl sin *(a + 61) -- 
nzr2 sin ~ ( a  + p + 61) ' (192) 

P ~ C C M O T P H ~ ~  HaqaJIbHOe 3Ha' leHHe = XI T o r 0  M H T e p B a n a ,  KO- 

 TOP^$ XapaKTepH3yeTC.R HepaBeHCTBBMM(15).  B C H n y  TeOpeMbI  16 
MOXeM Y T B e p X A a T b ,  q T 0  n(X1) p a B H 0  ~ ~ C K O H ~ ~ H O C T H ,  a m(X1)- 
OTpMUaTenbHO. n p M  aTOM, KaK MbT YXe YnOMMHanM, m2(A1) H n2(X1) 
6 y ~ y ~  o m o r o  s ~ a ~ a ,  a c n e A o s a T e n b H o ,  ml(X1) M n2(X1)- pa3~b1x 
3HaKOB. B ~ o p b I e  CJIal3.eMbIe B ITpaBbIX qaCTRX paBeHCTB ( lgl)  H 

(192) nponany-r, a n e p B b I e  c n a r a e M b r e  6 y ~ y ~  oTpMUaTenbHar .  n p ~ -  
HMMW BO BHMMaHHe TeOPeMY 16, MOXeM HanHCaTb:  

sin r ( p  + 62) sin *(a + 61) > 
sin ~ 6 2  s i n * ( a + p +  61)' (202) 

I I e p e n ~ m e ~  ero B B n A e  

sin T(P + 62) sin T((Y + p + 61) - sin *(a + bl) sin ~ 6 2  
> 0. 

sin ~ 6 2  sin n (a  + p + 61) 

sin ~ 6 2  sin a ( a  + ,f3 + 61) < 0, 



sin 7r(P + 62) sin n(a + p + 6i) - sin 7r(a + 61) sin ~ 6 2  = 

1 
= - [cos =(a + 6) - cos a(P - 7) + cos 7r(P + 7) - cos ~ ( a  + 6)] = 

2 

sin 7rb1 - sin n(a  + P + 62)  > O ,  
sin7r(a + P +  61) sin ~ 6 2  

sin ~6~ sin ~ 6 2  - sin 7r(a + p + 61) sin 7r(a + p + 62)  < 0. 

sin 7r7 sin 7r(a + p) < 0, 

OTKyAa H BbITeKaeT HepaBeHCTBO (18). 
TOZIHO T a K  me MOmHO nOK&3aTb, qTO JIHLUb IIpH BbIIIOJIHeHHH aT0- 

r0  HepaBeHCTBa B03MOmHO OAHOBpeMeHHOe o 6 p a w e ~ ~ e  n(A) B 6ec- 
KOHeqHOCTb H m(X) B Hynb. n0JIJ'ZIe~~hlfi pe3J'JIbTaT MOXCeT 6bI~b 

A O K ~ ~ ~ H  H reoMeTpmecKH. 

Ecnw 6b1 HepaBeHCTBO (18) H e  BbInonHRnocb, TO IIpH (YKWaHHOM 

3HaqeHHH A = A' qeTbIpeXyr0JIbHHK HMen 6~ BHA, y ~ a 3 a ~ ~ h l f i  H a  

PHC. 15, ecnH OnpeAenHTb sacTHoe mTerpanoB no 4 o p ~ y n e  (13) H 

CVHTaTb ya BeUeCTBeHHbIM B HHTepBaJIe (0, a). 
~ ~ ~ ~ C T B H T ~ J I ~ H O ,  B PaCCMaTpHBaeMOM CJIyZIae n l  0 6 p a w a e ~ c ~  B 

Hynb H 7] HMeeT ~ 6 n ~ 3 ~  TOZIKH 2 = 0 BHA 



onpenenmb o T c s e T  y r n o B  air H pa. H a n p u ~ e p ,  ~ 6 n a 3 ~  TOYKU 2 = a 
q M M e e T  p a 3 n o m e ~ ~ e  

H ,  C J I e A O B a T e J l b H O ,  I I p M  X > 0 3 H a v e H H f I  fl ~ Y A Y T  H a X O n M T b C R  H a  

non ynprr~ofi ,  ~ o ~ o p a r r  o6pasy e~ c n o n o m M T e n b H u M  H a n p a s n e H M e M  

B ~ I Q ~ C T B ~ H H O ~ ~  O C H  Y r O n  pir, O T C S M T J J B ~ ~ M ~ I ~ ~  O T  B ~ I I I ~ c T B ~ H H o ~ ~  OCM 

B O T P H 4 Z L T e J I b H O M  H a n P a B J I e H M M .  

C ~ o p o ~ a  AB n p o x o n w T  Y e p e s  6 e c ~ o ~ e s ~ o  A a n e K y m  TOYKY, KOTO- 

pa.U f i B J I R e T C R  B T O P O ~  H ~ I I o ~ B M ~ H o #  T O ~ K O ~ ~  IIOACTZLHOBOK Sl H Sz, a 
IIOTOMY,  B C H n Y  C A e J I a H H O r O  B f 4 3 a M e Z I a H M f I ,  M O m e M  Y T B e p m A a T b ,  

Y T O  C T O P O H h l  BC H AD H e  ~ Y W T  I I P O X O A M T b  vepes ~ ~ C K O H ~ ~ H O  na- 
newym TOYKY. O c ~ a e ~ c f i  H e o n p e n e n e H H a r M  n M m b  n o n o m e H H e l c T o p o -  

H b l  DC. HO I I p M  BCfIKOM B 0 3 M O m H O M  n O J I O m e H M M  B T O ~  C T O P O H h I  M J J  

M O m e M  H 3  a n e M e H T a p H h I X  r e O M e T p M v e C K H X  c o o 6 p a w e ~ ~ #  n 0 n y Y M T b  

ZlTO I I P O T M B O P e Y H T  H e p a B e H C T B y  (4). B b I s e A e ~ ~ o e  C O O T H O l I I e H M e  

O c T a e T c f i  cnpamnnmm M B TOM cnysae, K o r n a  v e T M p e x y r o n b H m  

6 y n e ~  M M e T b  or~6am111~e C T O p O H h I .  

H T ~ K ,  AOJImHO C y I Q e C T B O B a T b  H e p a B e H C T B O  (18), e C n M  B b I I I O J I H e -  

H O  Y C J I O B H e  (15). a0 y n O M f I H y T O r 0  B b I l U e  3 H a s e H H f I  A' M b I  M O m e M  



AO#TH CJIeAyIolUHM 0 6 p a 3 0 ~ :  n p H  YBenHYeHHH C H a Y a n a  0 6 p a ~ r . f ~ -  

CR B HYJIb 711, 3 a T e M  B ~ 1 0 6 0 ~  llOPRL[Ke ml H n2 H, HaKOHerr, OnRTb 

nl. H Y C T ~  a T o  nocnemee 6 y n e ~  CrMeTb M e m o  n p H  X = A'. IIpu 
n a n b ~ e f i u r e ~  y s e n a z r e H H H  X 6 y n y ~  nmnonaeam ycnosm (15). 

B y n e ~  npe.lInOJIaraTb,  YTO YKa3aHHaR TOJIbKO VTO KapTHHa H3- 

MeHeHHR HMeeT MeCTO. B HHTepBaJIe  (-aA1, A') ml 0 6 p a ~ H n o ~ b  B 

HyJIb,  a ma -HeT. O T C I ~ A ~  MbI MOXeM 3aKnIoYHTb, ZIT0 I lpH = A' 
CTOpOHa A B  6 y n e ~  IlpOXOnHTb ~ e p e 3  ~ ~ C K O H ~ Y H O  n a n e K y I o  TOVKY, 

KOTOPaR RBJIReTCR B T O P O ~ ~  H ~ ~ O A B H ~ H O ~ ~  TOYKOB nOL[CTaHOBOK Sl 
H Sz, HO H e  6 y ~ e ~  ~anerawmefi  CTOPOHO#. CTOPOH~I AD H BC 
H e  MOrYT, CJIeL[OBaTeJIbHO, llPOXO.lWTb Y e p e 3  ~ ~ C K O H ~ Y H O  AaJIeKylO 

TOYKY. COB~PIJI~HHO TaK me, KaK H B 3 14 rn. 11, Mbl MOXeM y 6 e m ~ b -  

CR B TOM, ZIT0 CTOPOHa CD H e  MOXeT n e p e c e v b c R  CO CTOPOHOK) AB. 
~ P H H H M ~ R  BO BHHMaHHe BCe CKa3aHHOf3, a T a K X e  HepaBeHCTBa (4) H 

(18), y 6 e n a ~ c ~  H a  OCHOBaHHH BJIeMeHTapHhTX reOMeTpHYeCKHX CO- 

06paxe~c r#  B TOM, YTO CTOPOHL CD AOJIXHa 6 M ~ b  ~aJIeI-aIoLUefi  H 

YeTMpeXyrOJIbHHK AOJIXeH HMeTb BHA, Y K ~ ~ & H H M #  H a  PHC. 16. H3 
BTOrO PHCYHKa MbI HenOCpeACTBeHHO BHAHM, YTO HepaBeHCTBa (15) 
MOrYT BCTPeTHTbCR, ~ 6 0  Y r n b I  ~ 3 0 6 p a 3 f ( e H ~ 0 r 0  YeTMpeXyrOJlbHtlKa 

MO)f(HO ~ b 1 6 p a ~ b  TaK, Y ~ 0 6 b 1  BblIlOJIHRJIHCb HepaBeHCTBa (3) H (4). 

9. B 5 7 MbI nOKa3aJIH, YTO CYIlIeCTBYlOT TaKHe 3HaYeHHR = Ak, 

n p H  KOTOPMX CTOPOHM YeTbIpeXYrOJIbHHKa OpTOrOHaJIbHbI K OKPYX- 

HOCTRM Ck (k = 0 ,1 ,2 ,  . . .), rrpHYeM O K P Y X H O C T ~  Ck n e p e c e K a e T  

CTOPOHY A B  k pa3 H H e  n e p e c e K a e T  C T O P O H ~ I  BC. E c n ~  npu HeKo- 

TOPOM 3HaYeHHH k COOTBeTCTBYlOlIIHe 3HaYeHHR A k  IIpHHZLAneXaT 

UHTepBaJIy ,  BHYTPH KOTOPOrO BbIIIOJIHReTCR YCJIOBHe (15), TO MbI 

erne H e  ~ o ~ a 3 a n ~ ,  ~ I T O  n p H  TaKoM k 6 y ~ e ~  T o n b K o  OAHO 3 ~ a s e ~ ~ e  
Xk . B H a c T o R r n e M  naparpa+e MM B o c n o n n u M  BTOT npo6en. 

n p e A ~ a p H ~ e n b H 0  CAeJIaeM HeKOTOpbIe 3aMeYaHHR IIO nOBOAy 

0 ~ p y m ~ o c ~ e f i  C k .  Mbl 6 y ~ e ~  I l p H  BTOM n O n b 3 0 B a T b C R  J I u H ~ ~ ~ H M M u  

IlOACTaHOBKaMH, YKa3aHHbIMH B 5 3 rJI .  IV. 
C O B ~ ~ I U H M  H a A  YpaBHeHHeM (2) n p e o 6 p a 3 o ~ a ~ ~ e  BUAa (I), n p H -  

s e M  H ~ ~ ~ B H C H M O ~  n e p e M e m o e  n p e o 6 p a 3 y e ~  no + o p ~ y n e  (VI) yKa- 

3aHHOrO TOnbKO YTO naparpa+a. ~ P H  BTOM YpaBHeHHe (2) ripe- 

o 6 p a 3 y e ~ c s  B y p a s H e H u e  T o r o  x e  sma, H H T e p s a n  (0, a) npeo6pa- 
3YeTCR B c e 6 ~ ,  a H H T e p B a n b I  ( 0 0 , O )  H (a, 1) - A p y r  B A p y r a .  P0nb 
CTOPOHbI BC 6 y n e ~  H r P a T b  CTOPOHL AD, H MbI MOmeM YTBeP- 

W A a T b  n o T o M y ,  YTO OKPYXHOCTH Ck (k = 1 , 2 , .  . .) H e  n e p e c e K a I o T  

C T O P O H ~ I  AD. 
l [ e f i c ~ ~ H ~ e n b ~ o ,  eCJIH MbI 6 y ~ e ~  YMeHbUIaTb A ,  HarlHHaR CO 3Ha- 

YeHHR = XI), TO TaK me, KaK H B 5 7, MbI CMOXeM AOKa3aTb, 



q T 0  IIOJIYqHTCII P R A  O K ~ ~ X H O C T ~ ~ ~  C - k  (k  = 1 , 2 , .  . .), O P T O r O H a l I b -  

HbIX K CTOPOHaM Y e T b I p e X y r O J I b H H K a ,  I I p H q e M  BCIIKa,R OKPYXHOCTb 

C - k  n e p e c e K a e T  CTOPOHY BC k pa3 H H e  n e p e c e K a e T  CTOPOHM AB. 
OKPY~HOCTH Ck (. . . - 1,0,  $1.. .) I IpeACTaBJI I IH)T  ~06010 B C e  B 0 3 -  

MOmHbIe  OKpymHOCTH,  OpTOI 'OHaJIbHbIe  K C T O P O H a M  YeTbIpeXyI 'OJIb-  

HHKa,  H M b I  M O m e M  nOTOMY Y T B e p m A a T b ,  '3TO e C n H  T a K U  OKPYX-  

H O C T ~  n e p e c e K a e T  CTOPOHY Y e T b I p e x y r o n b H u K a ,  C o o T B e T c T B y m m y m  

O T P ~ ~ K Y  (0, a) B ~ W ~ C T B ~ H H O #  OCH, TO o H a  H e  n e p e c e K a e T  CTOPOHI.,~, 

C O O T B ~ T C T B ~ I ~ W ~ #  O T P e 3 K Y  (0, I), H H ~ O ~ O P O T .  OTCIOHL BbITeKa-  

e T  HeIIOCPeACTBeHHO BbICK83aHHOe  H a M H  Y T B e p H ( A e H H e  0 TOM, YTO 

OKPYXHOCTM Ck (k = 1 , 2 , .  . .) H e  n e p e c e K a m T  C T O P O H ~ I  AD. CO- 
B e p l l I H M  H a A  Y p a B H e H M e M  (2) n p e o 6 p a 3 0 ~ a ~ ~ e  B H A a  (1)) I I O J I b 3 y R C b  

@ o p ~ y J I o f i  (11) f 3 rn .  IV. n p H  a T O M  H H T e p B a n b I  (1, a) H (a, 0) ripe- 

0 6 p a 3 y m ~ c ~  B MHTePBaJ Ib I  (0, a) H ( 0 , l )  H ,  CJ IeAOBaTeJ IbHO,  P O J I b  

CTOPOH A B  H BC ~ Y A ~ T  H r p a T b  CTOpOHbI CD H DA. C n e ~ o ~ a -  
TeJIbHO,  A O n X H b I  C y W e C T B O B a T b  O K P Y Z H O C T H  Ci H CL k ,  KOTOPbIe  

H M e I o T  K CTOPOHaM CD H DA TO me OTHOIUeHHe,  '3TO 0KPY)KHOCTH 

Ck n C - k  K c T O p O H a M  AB H BC. COBOKYIIHOCT~ O K ~ ~ X H O C T ~ ~ ~  Ci H 

CLk C O B n a A a e T  C COBOKyIIHOCTbIO O K P Y X H O C T ~ ~  Ck H C - k ,  T a K  KaK 

H T a  H A p y r a I I  COBOKYIIHOCTb A O J I m H a  COCTORTb H 3  BCeX B03MOmHblX 

O K ~ ~ X H O C T ~ ~ ~ ,  OpTOI'OHaJIbHbIX K C T O P O H a M  YeTbIpeXYI'OJIbHHKit.  

Pacnonomn~ o K p y m H o c T n  CA (... - 1,0,  1,. . . )  H C,, B TOM no- 
psme, B K a K o M  OHH n o n y Y a I o T c f i  npa y B e n t r q e s n a  n a p a M e T p a  A*. 
O K ~ ~ ~ H O C T M  C k  H e  n e p e C e K a m T ,  K a K  M b l  BHAeAH,  CTOPOH AD H 

BC, a o K p y m H o c T n  C - k  n e p e c e K a m T  no ~ p a i i ~ e f i  M e p e  o ~ ~ y  w 3  
BTHX CTOPOH. ~ P H H H M ~ I I  BO BHHMaHMe n p e o 6 p a 3 o ~ a ~ ~ e  O T p e 3 K O B  

~ e m e c ~ ~ e ~ ~ o f i  ocw B cnysae $ o p ~ y n ~  (11) § 3 rn.  IV, M o m e M  y T s e p -  

*.l@Tb, YTO OKPYXHOCTb T a M e  A O J I X H a  HaXOAHTbCR M e m a y  my- 
MSI OKPYXHOCTRMH, H 3  KOTOPbIX O A H a  H e  n e p e C e K a e T H H  OAHY H 3  YKa-  

~ ~ H H ~ I X  T o n b K o   TO CTOPOH, a npyrasr n e p e c e K a e T  no ~ p a f i ~ e f i  M e p e  

OAHY H 3  HHX. T ~ K H M  0 6 p a 3 0 ~ ,  H e n O C p e A C T B e H H O  RCHO, VTO O K p Y X -  

HOCTb CA C O B n a A a e T  C OKPY*HOCTbH) C g .  ~ P H H U M M  BO B H H M a H H e  

y K a 3 a H H O e  BbILUe C B O ~ ~ C T B O  O K ~ ~ X H O C T ~ ~ ~  C k ,  M O X e M  T a M e  Y T B e p -  

XCAaTb, YTO COBIIaHaIOT OKPYXHOCTH Ci H Cl. n p H  ~ a n b H e # I l I e ~  

Y B e n H q e H H H  A T a K O e  COOTBeTCTBHe M o r n 0  661 HapYLUHTbCR,  e C n H  6b1 
nnsi o n ~ o i i  n3 nap CTOPOH AB H BC H n H  AD H DC c y W e c T B o B a n  

H H T e p B a n  H 3 M e H e H H R  A ,  B H Y T P H  KOTOPOI'O BbIIIOAHRnOCb 6b1 H e p a -  



ysenHremH X OT ~ H ~ Z I ~ H H I ~  X = Xg K a w n a R  n0cnemmua.u O P T O ~ O -  

HaJIbHaR OKPYmHOCTb 6 y ~ e ~  HMeTb CO G T O P O H O ~ ~  CD 0 ~ ~ 0 %  T O ~ M O #  

nepeceseHHR 6onbu1e, s e M  npemecTBymuaR e# OKPY)KHOCT~. Ta- 
KHM 0 6 p a 3 0 ~ ,  OKpyxwocTb c:') nepecerIeT CTopoHy CD ma pa3al 

a oxpyxHocTb ci2) nepeceseT aTy FTopoHy y x e  TpH pa3a. HO aTa 

O K P Y X H O C T ~  nepeceKaeT no npemonoxeHHm CTOPOHY AB ma pa- 
38, H, CJIeAOBaTeJIbHO, BePIUHHbI A H B AOJlXCHbI HaXOAZlTbCR no 
O A H ~  CTOPOHY OT a ~ o f i  O K ~ ~ ) K H O C T H .  CTOPOHM AD H BC, K ~ K  MM 

BanenH, He nepeceKamTcR c oxpymHocTbm ci2), a noToMy aTa no- 
cnemrrrr AonxHa nepeceKaTb nepHMeTp seTwpexyronbHHxa B ~ T H  

TO'IKBX, YeI'O H e  MOXeT 6bI~b .  



P~CCMOTPHM T e I I e p b  0 6 r r r e e  IIpeAIIOJIOXeHHe OTHOCHTeJIbHO k .  
~ Y C T ~  P ~ C C M O T P ~ H H ~ I ~ ~  ~ J I y r l a f i  BCTpeTHJICa BIIepBbIe I I p H  He- 

KOTOPOM 3Ha'IeHHH k . ~ P H  BbIIIOJIHeHHH HepaBeHCTBa (15) TOrlKH 

ePXi,(A) H ePXin(A) 6 y n y ~  PaCIIOJIOXeHbI TaK, KaK BTO yKa3aHO H a  

PHC. 17, H H3 PHCYHKa BTOrO RCHO, rlTO 0pTO~OHanbHFL.H OKpYXHOCTb 

n o n w H a  n p H  a T o M  n e p e c e v b  CTOPOHY A B  v e T H o e  w c n o  pas. B 
OCTaJIbHOM nOKa3aTeJIbCTBO 6 y n e ~  T a K m  Xe, lrT0 H B CJIyr lae  k = 2. 

M u  B H A m ,  TaKHM 0 6 p a 3 0 ~ ,  rlT0 eCJIH MbI BCTpeTHMCR C T a m M  

HHTepBaJIOM, BHYTPH KOTOPOrO BbIIIOnHReTCR HePaBeHCTBO (15), TO 

BHYTPH H e r 0  6 y n e ~  CYXUeCTBOBaTb JIHLUb OAHO 3HaYeHHe I I a p a M e T p a  

A ,  y n o ~ n e ~ ~ o p a m r r r e e  p a s e H c T B y  (14), T. e. n p H  BCRKOM 3 ~ a ~ e ~ m  k 
6 y n e ~  CyIIleCTBOBaTb TOnbKO OAHa OKPYZHOCTb C k  H OAHa OKpyX- 

HOCTb Ci, H OKpYmHOCTH BTH ~ Y A Y T  OJWH H T e  me. TO me MOWHO 

CKa3aTb H 06 OKpyXHOCTRX C-I. H CLk.  
n 0 J I y v e ~ ~ h I e  pe3yJIbTaTbI  Mbl MOmeM ( P O P M Y J I H P O B ~ T ~  B CJIeAy- 

m 4 e M  stme: 

Teope~a 17. B ypaanenuu (2) ncoxno onpedenuma odno u mona- 
xo odno snauenue napancempa A: 

A = A k  ( k = 1 , 2  ] . . . I  
max, umo6at cyqecmeoeana oxpyxnocma, opmozonananan x cmopo- 
nanc uemupezyzonanuxa, coomeemcmeyloyezo emoncy ypaenenulo, u 
umo6bt oxpyxnocma 3ma nepecexana cmoponal A B  u C D  k p a 3  u ne 
nepecexana cmopon B C  u AD. 

Touno max x e  ncoxno onpedenuma odno u monaxo odxo snaue- 
Hue napancempa 

A = ( k  = 1 ] 2 , .  . .) 
mare, umo6at cyqecmeoeana oxpyxnocma, opmozonananan x cmopo- 
nanc ynoMnnymozo uemupezyzonanuxa, u u m o 6 ~  oxpyxnocma 3ma 
nepecexana cmoponbt B C  u A D  k pas u ne nepecexana 6ta cmopon 
A B  u C D .  

Kponce mozo,  oxn no onpedenumb odno u monaxo .edno snauenue 
napancempa 

A = A0 

max, u m o 6 ~  cyqecmeoeana oxpyxnocma, opmozonananan x cmopo- 
nanc uemupezyzonanuxa u ne nepecexaloyan nu odny u3 emuz cmo- 
pon. 

Yxasannue snavenun [A] ucuepnueawm eoe eosncoxxue, npu xo- 
mopatz cyqecmeyem oxpyxnocma, opmozonananan rc cmoponanc ue- 
mupezyzonanuxa, u onu ydoenemeopnwm nepaeencmeanc 



B Y n o M R H y T o M  B b m e  M e M y a p e  Hilb'a a m o p  n o ~ a 3 m s a e ~  npensa- 
P H T e n b H O ,  ZITO e C n H  O K P Y X H O C T b ,  O P T O r O H a J I b H W I  K C T O P O H a M  Y e -  

T b I p e X y I ' O J l b H H K a ,  I l e p e C e K a e T  O A H y  H 3  C T O P O H  Y e T b I P e X Y t ' O J I b H H K a  

k pas, TO o H a  n e p e c e Y e T  H n p o T a B o n o n o m H y m  CTOPOHY c T o n b K o  me 
pa3. I I p ~ s e n e ~ ~ o e  n o ~ a 3 a ~ e n b c ~ ~ o  a T o r o  n p e n n o m e H m  H e  npen- 
c T a s n s e T c R  H a M  y 6 e n u ~ e n b ~ m ~ .  ABTOP n o n b 3 y e ~ c ~  n p H  noeasa- 
T e n b C T B e  J IHII Ib  T e M ,  ZITO Y I I O M R H Y T a R  O K P Y X H O C T b  H e  l I e p e C e Z I e T  

A B y X  C T O P O H  Y e T h l p e X Y I ' O J I b H H K a .  HO J I e r K O  I l O C T P O H T b  T ~ K O #  Y e -  

T b I p e X Y r O l I b H H K ,  ZIT0 CYLLIeCTBYeT O K P Y X H O C T b ,  O p T O r O H a J I b H a R  K 

C T O P O H a M  Z I e T b I P e X Y l ' O J I b H H K a ,  I I e p e C e K a I O u U  O A H y  H 3  C T O P O H  

pa3a H H e  n e p e c e r t a m u u  o c T a n b H m x  CTOPOH. B p a c c M a T p m a e -  

MOM B o n p o c e  c y u e c T s e H H b r M H  RBJIRIOTCR T e  H e p a s e H c T s a ,  K O T O ~ M M  

Y n o B n e T B o p R m T  yrnm Z I e T m p e x y r o n b H m a .  

5 10. E c n ~  B r I e T m p e x y r o n b H m e  H e T  m y x  cocemsx y r n o B ,  p a B -  

H ~ I X  ~ / 2 ,  TO y r t a 3 a ~ ~ ~ e  B T e o p e M e  17 cnyqax n p e n c T a s n s u o T  co601o 
B C e  T e  CJIYZIaH,  B K O T O p b I X  I l O A C T a H O B K H  I ' p Y I I n b I  Y p a B H e H H R  (2) ripe- 

o6pa3y lo~  B c e 6 ~  H e K o T o p y l o  ~ K p y m H o c ~ b  C'. B cnyqae me e c n H  

T a K H e  YrJ'IbI e C T b ,  T O  M O r Y T  C y I U e C T B O B a T b  H A p y r H e  3 H a Z I e H H R  na- 
p a M e T p a  A ,  n p H  K O T O P b I X  6 y n e ~  C Y u e C T B O B a T b  O K p Y l K H O C T b  C', H 

B T ~  IIOCJI~AHILR ~ Y A ~ T  C O B n a A a T b  C OAHO# H 3  C T O P O H  Z I e T b I p e X y I ' O n b -  

H H K ~ * .  

O I I ~ ~ A ~ J I H M  T e  3 H a Z I e H H R  I I a P a M e T P a ,  I I p H  K O T O P b I X  B 0 3 M O X e H  no- 
C ~ ~ A H H #  c n y Z I a # .  

L [ n R  o n p e n e n e H H o c T H  n p e n n o n o m n M  

H P a C C M O T P H M ,  B K a K H X  CJIYZIaRX O K P Y X H O C T b ,  H a  K O T O P O ~ ~  J I e X H T  

C T O p O H a  CD, 6 y n e ~  O p T O I ' O H a J I b H a  K O C T a J I b H b I M  T p e M  C T O P O H a M  

Z I e T b I p e X y r O J I b H H K a .  OKPYXHOCT~ 8 T a  6 y n e ~  0 6 R 3 a ~ e J l b ~ 0  O p T O r O -  

H a n b H a  K BC H AD B c H n y  ycnos~l i i  (21). on pen ens^ 7 no + o p ~ y n e  
(13). CTOPOH~I A B  H BC I l p e A C T a B R T C R  n p H  B T O M  B B H n e  n p R M h I X ,  

BMXOARLZIHX ~3 H a r I a n a  K O O P A M H ~ T ,  H n n ~  T O ~ O ,  Z I T O ~ M  Y ~ O M R H Y T W I  

O K P Y X H O C T b  6b1na O P T O I ' O H a J I b H a  K 0 6 e ~ ~  B T H M  C T O p O H a M ,  H ~ O ~ X O -  

AMMO H A O C T a T O Y H O ,  r1~06b1 O H a  H M e J I a  U e H T p  B H a Z I a J I e  K O O P A H H a T .  

~ P H H H M ~ R  B O  B H H M a H H e  T O ,  ZIT0 C T O P O H a  CD 06pa3ye~ CO CTOPO-  

HOE BC npJ i~0f i  YI'OJI, M O X e M  Y T B e P X A a T b ,  ZITO A J I R  OPTOI 'OHaJ lbHO-  

C T H  ee K C T O p O H e  AB H ~ O ~ X O A M M O  H AOCTaTOZIHO,  9 ~ 0 6 ~  TOZIKH ne- 

*CM. $ 5 .  Ecnu 6~ H a  OKpymtiocTu C nemanu Ase CTOPOH~J qeThlpexyronh- 

H U K a ,  TO BCe ero yrnhl AOJlmHhl 6 ~ n u  6~ 6 h l ~ b  PaBHhl ~ / 2 ,  qTO IIpOTUBOpeqHT 

HepaBeHCTBy (4). 



p e c e s e H H s i  C T O P O H ~ I  C D  co C T O P O H O ~  BC n e m a n H  H a  OAHHaKOBOM 

PaCCTORHHH OT HaVaJI.3 KOOPAHHBT. HO TOVKH BTH CYTb HeIIOABHHi- 

HbIe TOVKH IIOACTaHOBKH S3, H IIOTOMY YCJIOBHe OpTOrOHaJIbHOCTH 

MOXeT 6 b I ~ b  HaIIHCaHO B BHAe 

P(X) = -q(X). (22) 
Y ~ ~ B H ~ H H ~  a T o  HMeeT KOPHH B T e x  H H T e p B a n a x  H ~ M ~ H ~ H H R  A ,  BHY- 

T P H  KOTOPbIX p(A) H q(A) Pa3HbIX 3HaKOB . HO B CHJIy TeOpeMbI  16 
BHYTPH K W A O r O  TaKOrO HHTepBaJIa  OAHa H3 BTHX BeJIHVHH y 6 ~ -  
B a e T ,  a A p y r a R  B O 3 p a C T a e T  IIO ~ ~ C O J I I ~ T H O M ~  3HaVeHHm,  H BHYTPH 

TaK01.0 HHTepBaJIa  6 y ~ e ~  OAHH H TOJIbKO OAHH KOpeHb YPaBHeHHR 

(22). kis n p e ~ ~ ~ y 4 e r o  RCHO, VTO M e m a y  ABYMR n o c n e A o s a T e n b -  

HMMH 3HaVeHHRMH A = A-k H = X-k- l  JIemHT OAHH H TOJIbKO 

OAHH HHTepBaJI ,  BHYTPH KOTOPOrO p(A) H q(A) Pa3HbIX 3HaKOB. C J I e -  

AOBaTeJIbHO, M e m A y  BbILUeYKB3aHHbIMH 3HaVeHHRMH JIemHT OAHH H 

TOJIbKO OAHH KOPeHb YpaBHeHHR (22). 
E c m ,  KpOMe TOrO, MbI HMeeM 

TO COBePIlIeHHO TaK me MOmHO IIOKa3aTb,  VTO M e m a y  J I I O ~ ~ I M H  ABYMR 

IIOClIeAOB~TeJIbHblMH 3HaVeHHRMH Ak H Ak+l JIemHT OAHO H TOJIbKO 

OAHO s ~ a s e ~ ~ e  n a p a M e T p a  A ,  npx KOTOPOM c T o p o H a  AD 6 y ~ e ~  op- 
TOrOHaJIbHa K T p e M  OCTaJIbHbIM CTOPOHaM VeTbIpeXyrOJIbHHKa. 

ki3 BbIUIeIIPHBeAeHHbIX p a c c y m l [ e ~ H f i  BbITeKaeT C J I e A y I O 4 e e  

Aononaea~e K TeopeMe 17. E c n u  d s a  n o c n e d o s a m e n b n ~ e  yzna 
uembtpezyzonbnutca pasnbt 7 ~ 1 2 ,  m o  ~ e x d y  d s y ~ n  s n a u e n u n ~ u  napa-  
M e m p a  A ,  n p u  tcomopwz c y q e c m e y l o m  o t c p y x n o c m u ,  opmozonananbte  
K cmoponaM uembtpezyzonbnutca u  n e p e c e r a l o q u e  c m o p o n y ,  n e x a -  
q y l o  ~ e x d y  nPXMbtMU YZRaMU, k u k $ 1 p a s  (k = 0 , 1 , .  . .), 6 y d e m  
nazodumacn  odno  u  monbtco o d n o  m a x o e  snauenue  napaMempa  A, n p u  
tcomopoM y ~ a s a n n a n  monbtco u m o  c m o p o n a  6 y d e m  opmozonanbna  x  
mpeM ocmanbnbtM cmoponaM uembtpezyzonbnurca.  

T e o p e ~ a  17 H nocnemee A o n o n H e H H e  K ~ e f i  H c u e p m s a m T  B c e  

CllyrIaH, B KOTOPbIX IIOACTaHOBKH r P Y n n b I  YPaBHeHHR (2) npeo6pa- 
3 Y m T  B c e 6 ~  HeKOTOpYH) OKpyXHOCTb. 

5 11. P~CCMOTPHM T e I I e p b  BOIIPOC 0 CyWeCTBOBaHHH HaJIe ra IO-  

4 H X  CTOPOH B VeTbIpeXyrOJIbHHKe. ki3 P & C C Y ~ A ~ H E I #  5 2 H 4 BHAHO, 

~ I T O  ma T o r o ,  V T O ~ ~ I  CTOPOHM AB H BC 6b1n~ H ~ H ~ J I ~ ~ ~ I O ~ H M H ,  He- 

O ~ X O A H M O  H AOCTaTOVHO, V T O ~ M  A 3aKJIH)VaJIOCb MeXAY 6 0 n b m ~  
KOpHeM YpaBHeHHR (92) H MeHbLUHM KOpHeM YpaBHeHHR (102).   AH^- 
JIOrHrIHOe yCAOBHe AOJIXHO 6 b 1 ~ b  BbIIIOJIHeHO H I I0  OTHOIUeHHH) K 



ABYM f i P V H M  CTOPOHaM ZIeTbIpeXyrOJlbHHKa, e C n H  MbI X e J I a e M  no- 
I I y s H T b  ueThlpeXyI'OJIbHHK, H e  LfMeIOI.IIH# HaJIeraloI.IIHX CTOPOH. 

H ~ ~ O M H H M ,  ZIT0 e C n H  OAHa H3 CTOPOH ZIeTbIPeXYrOJIbHHKa RBAR- 

eTCR H ~ J I ~ I ' ~ I O I . I I ~ # ,  TO ABe C o c e n H H e  H e  MOrYT 6b1Tb TaKOBbIMH. 

2 J I R  IIpOCTOTbI Mhl B A a J I b ~ e f i I l I e M  6 y ~ e ~  PaCCMaTpHBaTb JIHIIIb 

TOT cnysail, K o r n a  n p o T m o n o n o m H N e  C T O P O H ~ I  OnHoBpeMeHHo fie- 

n a m T c R  H a n e r a m m n M H ,  T. e. K o r A a  n p H  OAHOM H TOM me ~ H ~ Z I ~ H H H  X 
IlpOTHBOIIOJIOmHbIe CTOPOHbI 0 6 p a u a m ~ c ~  B nOJlHyI0 OKPYmHOCTb. 

P~CCMOTPHM AJIR n p w M e p a  CToPoHbI A B  H CD. E c n ~  BbIrueyKa- 

3aHHOe O ~ C T O R T ~ J I ~ C T B O  HMeeT MeCTO, TO BepUlHHa A COBIIaAaeT C 

s e p r u ~ ~ o i l  B, a B e p r n n H a  C-c s e p m ~ ~ o #  D, C T O P O H ~ I  A B  H CD 
n p e n c T a s n R m T  co6om rise OKPYXHOCTH, a C T O P O H ~ I  BC H AD CO- 

eAHHRIoT HeKOTOpyKI TOrIKY OAHO# OKPYXHOCTH C T O ~ ~ K O #  A p y r o f i  

o K p y m H o c T a .  I I ~ H H H M ~ R  BO B H H M a m e  H a n p a s n e H H R  o T c s e T a  y r n o B  

B PeTbIpeXyrOJIbHHKe, n O n y u a e M  

a + P = y + b .  (231) 

P a c c ~ a ~ p w s u  CTOPOHM BC H AD, T O ~ I H O  TaK me n o n y r I w M  

T ~ K H M  0 6 p a 3 0 ~ ,  AJIR TOrO, Z I T O ~ ~ I  IIpOTHBOIIOJIOmHbIe CTOPOHbI ue- 
TbIpeXyrOJIbHHKa I IpH H3MeHeHHH OAHOBPeMeHHO 0 6 p a I . I I i t J I ~ ~ b  El 

nohaym OKpYmHOCTb, H ~ O ~ X O ~ H M O  BbIIIOnHeHHe ~ c J ~ o B H ~ ~  

J I e r ~ o  n o ~ a 3 a ~ b ,  ZITO y c n o B H R  BTH 6 y n y ~  H A O C T ~ T O ~ H ~ I M H  ycno- 
BHRMH. ~ ~ # c T B H T ~ J I ~ H o ,  n p H  BbInOJIHeHHH HX YpaBHeHHe (2) ripe- 

0 6 p a 3 y e ~ c ~  B c e 6 ~  I I p H  IIOMOI.IIH IIOACTaHOBKH 

a(z - 1) 
2 1  = 1 

z - a  

Y = ( 2 1  - a ) 6 a ~ 1 ,  

n p m e M  w H T e p s a n y  (0, a) 6 y ~ e ~  c o o T s e T c T B o s a T b  H H T e p s a n  (1, oo), 
a H H T e p s a n y  (a, 1) - ~ ~ ~ e p s a n  (oo, 0). Ha o c H o s a H H H  a T o r o  TaK 

me, KaK H B 9 rn .  11, M o m e M  y 6 e m ~ b c ~  B TOM,  TO e c n H  me cocen- 
Hwe BeprUHHm V e T u p e x y r o n b H H K a  CoBnaAyT,  TO TO me n p o ~ 3 0 i i n e ~  
H C D Y M R  APYrHMH BePIIIHHaMH ZleTbIpeXyrOJIbHHKa. Tow0 TaK Xe 
MbI MOXeM IIpH BTOM Y T B e p X A a T b ,  PTO e C n H  BepIIIHHa B HaXOIWT- 

CR BO B T O P O ~  H ~ I I o A B H x H o ~ ~  TOZIKe IIOACTaHOBKH S1, TO BepIIIHHa D 
H a X O m T C R  BO B T O P O ~  H~IIoABMXCHO% TOrIKe IIOACTaHOBKH S3, H T. A. 



5 12. n e p e f i ~ e ~  T e n e p b  K p a c c M o T p e H a m  T e x  c n y q a e B ,  B KOTO- 

pbrx s a ~ a q a  o6pameawx M o m e T  HMeTb o m o 3 ~ a s ~ o e  pemesxe, H 

K 6onee I I O A ~ O ~ H O M ~  H c c n e A o B a m m  C B O ~ ~ C T B  q e T h l p e x y r o n b H H K a  

npx p a s n ~ w ~ x  ~ H ~ ~ ~ H H R X  n a p a M e T p a  A. H ~ O ~ X O A H M ~ I M  y c n o s u e M  

OAHO3HaSHOCTH PeLIIeHHfi 3 a A a q H  06pit1IIeHHR RBJIReTCR TO, Y T O ~ M  

w c n a  a, p, -y H 6 n p e n c T a s n f i n H c b  B BHAe 

me 11, l2 , 13, l4 - ueJIhIe  SHCJIa,  6 6 n b m ~ e  f2AHHHIlk.I. ~ P H H H M ~ R  BO 

BHHMaHHe HepaBeHCTBO (4), MbI HCKJIIOqHM H 3  p&CCMOTpeHHfi Cny-  

.la# 
11 = l2 = 13 = 2.* 

T ~ K  me, KaK a T 0  MbI AeJIaJIH B 5 3 rn. 111, MbI AOJIXHbI PaCCMOTpeTb 

TOT HHTepBaJI H3MeHeHHfi A ,  K O T O ~ H #  COAepXHT 3HaYeHHfi A ,  CO- 

OTBeTCTByIOlUHe qeTbIpeXyrOJIbHHKaM, H e  HMeIOlIlHM HaJIeraIOUHX 

CTOPOH. K ~ K  6b1no y ~ a s a ~ o  B 4 H a c ~ o f i m e f i  r n a B b I ,  C T O ~ O H ~ I  Ta- 

KOrO qeTbIpeXyrOJIbHHKa H e  MOrYT IIepeCeKaTbCfi .  

P~CCMOTPHM CTOPOHY AB. E c n ~  OHa IIpOXOAHT sepe3 BTOpyIO 

HeIIOABHmHJ'IO TO'lKY IIOACTaHOBKM S 1  HJIH S 2 ,  TO MbI 6 y ~ e ~  Ha3bI- 

B a T b  ee ozu6awqel ~m0p0ff0l. B TOM IlpeAeJIbHOM CJIyrIae,  KOrAa 

BepHIHHa B fiBJlReTCfi BTOPO# H ~ I I o A B H ~ H o ~ ~  T O ~ K O ~ ~  IIOACTaHOBKH 

Sl H n H  BepUIHHa A - B T O P O ~ ~  H ~ I I o A B H ~ H o ~ ~  T O ~ I K O ~ ~  IIOACTaHOBKH 

S 2 ,  Mhl H e  6 y ~ e ~  Ha3bIBaTb CTOpOHY AB or~6ammef i .  Ecnx seTb1- 

PeXyrOnbHHK H e  HMeeT H a J I e r a I o U H X  CTOPOH, TO Mbl MOmeM OTHO- 

c H T e n b H o  ero CTOPOH C n e n a T b  TPH n p e n n o n o m e a n f i .  

1. Y e ~ b l p e ~ y r ~ J I b ~ L i K  H e  HMeeT or~6aromax CTOPOH, H OKpYmHO- 

c T a ,  H a  K O T O P ~ I X  n e m a T  ~ a ~ u e - n a 6 o  n p o T w B o n o n o m H a r e  C T O ~ O H ~ I ,  

He HMeIOT o6max TOseK. 

2. Y e ~ h l p e ~ y r 0 J I b H H K  H e  HMeeT o r ~ 6 a r o m ~ x  CTOPOH, HO IIO Kpafi- 

~eZ i  M e p e  o n H a  napa n p o T H B o n o n o m H b r x  CTOPOH s e T m p e x y r o n b H H -  

K a  npx npononmeam n e p e c e K a e T c R  H n H  KacaeTcf i ,  n p H s e M  061uwe 
T O ~ K M  n e m a T  H a  np ononmeam C T O ~ O H * * .  

3. n p 0 ~ 0 J I m e H H e  0AH0fi H3 CTOPOH VeTbIpeXyI'OJIbHHKa HMeeT 06- 
mylo TO-Y c omoZi H3 T p e x  CTOPOH s e T M p e x y r o n b H m a .  nocnen- 
H e e  O ~ C T O ~ ~ T ~ J I ~ C T B O ,  HaBepHOe,  6 y n e ~  HMeTb MeCTO, e C n H  B se- 
TbIpeXyrOJIbHHKe eCTb o r ~ 6 a 1 o m ~ e  CTOpOHhl. ~ ~ ~ A I I o J I o ~ H M  Anfi  

*B B T O M  C J l y q 2 - e  Y p a B H e H H e  (2) H H T e r P H P Y e T C X  B  K B a A p a T Y P a X  - C M .  Schle- 
singer [lo, Bd. 11, S .  2.561. 

**CloAa me M b I  O T H e C e M  T O T  cnyqa#, K O r A a  A B e  C T O P O H b I  J l e m a T  H a  O A H O ~ ~  

H TO% me O K P Y ~ H O C T H .  
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O n p e A e n e H H o c T H ,  -TO CTOPOHa AB HMeeT 0 6 ~ ~ )  TOYKY C OKpyX- 

HOCTbH) C', H a  K O T O P O ~ ~  JIemHT OAHa H3 OCTaJIbHbIX TPeX CTOPOH Ye- 

TbIpeXyI'OJIbHHKa. n y c ~ b  E eCTb BTa 0 6 ~ ~  TOsKa H b - ee KOOpjUi- 

H a T a .  E c n ~  T O s K a  E JiBJIReTCR T O ~ ~ O #  n e p e c e s e H H R ,  TO o~o6pame- 
HHR B CTOpOHe AB H OKPYmHOCTH C' IIPHBeAYT K ~ J I J I H I I T H W C K O ~ ~  

nOACTaHOBKe S, B X O A J ~ I I I ~ ~ ~  B rpynny YpaBHeHHSI (2). OTOBPWU 
seTbIPeXyrOJIbHHK B CTOpOHe AB, MbI n o n y s H M  3HaseHHR 7, COOT- 

BeTCTByloWHe COnpJimeHHbIM 3HageHHRM 2 .  E c n ~  me MbI COBePLUHM 

H a A  ~ J I o c K o c ~ ~ H )  n e p e M e H H 0 f i  7 IIOACTaHOBKy S, TO IIOJIysHM 3 H a s e -  

HHR q, KOTOpMM 6 y n y ~  COOTBeTCTBOBaTb T e  me 3HarIeHHR X, YTO H 

IIepBOHasaJIbHbIM 3HarIeHHRM q. O T C H ) ~ ~  HeIIOC PeACTBeHHO BHAHO, 

9TO OAHHaKOBbIM 3HarIeHHfIM 7 6 y w ~  COOTBeTCTBOBaTb pa3JIHqHbIe 

3 ~ a s e ~ ~ ~  x. TO me CaMOe M ~ I  n o n y w i M  H B TOM cnysae, K o r n a  E 
eCTb T O s K a  KaCaHHR. ~ O A C T ~ H O B K ~  S 6 y n e ~  B aTOM C J I y s a e  I I a p a -  

6onnsec~ofi.  C n e ~ o ~ a ~ e n b ~ o ,  B cnysae 3) sanasa 0 6 p a ~ e ~ a ~  H e  

MOXeT HMeTb OAH03HagHOrO PeIUeHHR. 

O ~ O ~ H ~ P H M ,  KaK H PaHbIUe,  ~ Y K B O H )  Xg TO 3HageHHe A ,  IIPH KO- 

TOPOM CYIUeCTBYeT OKpYmHOCTb C g ,  OpTOI'OHaJIbHaR K CTOpOHaM 

s e ~ b ~ p e x y r o n b ~ ~ ~ a  H H e  n e p e c e K a m n w i  HH o m y  ~3 a T H x  CTOPOH. 

~ o K - ~ M ,  rITO IIPH aTOM rIeTbIpeXyrOJIbHHK 6 y n e ~  YAOBJIeTBOpRTb 

BCeM YCJIOBHRM IlyHKTa 1. 

m 3  p a c c y m ~ e ~ ~ f i  3 5 BHnHO, -TO IIpH 3TOM seTbIpeXyr0JIbHHK 

H e  6 y n e ~  HMeTb O ~ H ~ ~ I O I U H X  CTOPOH. ~ ~ ~ ~ I I o J I o ~ H M ,  s T 0  OKpyX- 

HOCTH, H a  KOTOPMX n e m a T  06e n p o T H B o n o n o m H u e  C T O ~ O H ~ I  seTbI-  

p e x y r o n b m K a ,  n e p e c e K a r o T c r r .  C o ~ e p m ~  H a n  n n o c K o c T b m  nepe- 
~ e ~ ~ o f i  q T a K o e  n n ~ e f i ~ o e  n p e o 6 p a 3 o ~ a ~ ~ e ,  s ~ o 6 b 1  oma H3 TOgeK 

n e p e c e r I e H H B  n p e s p a T H n a c b  B 6 e c ~ o ~ e s ~ o  A a n e K y r o  T O ~ K Y ,  npy- 
raR- B HarIaJIO KOOpnHHaT 11 y ~ 0 6 b I  ~f3TbIpeXYI'OJIbHHK HaXOjUiJICR 

BHYTPH O P T O ~ O H ~ ~ ~ H O ~ ~  OKPYXHOCTH CA. OKPYXHOCT~ BTa 6 y ~ e ~  
HMeTb UeHTP B HarIaJ Ie  KOOpnHHaT, H ABe IIpOTHBOnOJIOXHbIe CTO- 

POHbI Y e T b I p e x y r o n b H H K a  ~ Y A Y T  IlpeACTaBJIlITb C O ~ O H )  OTPe3KH pa- 
AUYCOB OKPYXHOCTH. OKPYXHOCT~ ct) A O n m a  6 b I ~ b  OPTOrOHaJlb- 

H a  H K ABYM APYrHM CTOPOHaM qeTbIPeXYI'OJIbHHK8, H IIOTOMY BTH 

IIOCneAHHe AOnmHbI IIpenCTaBJIRTb co6om A y r H  OKpYmHOCTH, H Ha- 

s a n 0  KOOpAHHaT AOJIXHO HaXOLMTbCR BHe BTHX O K P Y ~ H O C T ~ ~ ~ .  02- 
H a  113 BTHX OKPY)KHOCT~# A o n m H a  6b1na  6b1 6 b I ~ b  o 6 p a ~ e ~ a  C B O ~ #  

B o r H y T o c T b m  B H Y T P ~  s e T u p e x y r o n b H u K a ,  H n e r K o  n p H  a T o M  y6e- 
~ U ~ T ~ C R  B TOM,  TO c y M M a  y r n o B  s e T m p e x y r o n b H H K a ,  npanemamnx 
K 3 ~ 0 %  CTOpOHe, JIOJImHa 6 b I ~ b  6 0 n b m e  ?l, YerO H e  MOmeT 6b I~b  n p H  

BbIIIOJIHeHHH y c J I 0 ~ H f i  (26). 



E c n ~  6b1 OKPYXHOCTH, H a  KOTOPMX n e m a T  n B e  n p o T H B o n o n o m -  

HbIe CTOPOHbI YeTbIpeXyrOllbHHKa, KaCanHCb,  TO TOYKB KaCaHHR 

AOJIXHa 6mna 6b1 J l e X a T b  H a  OKPYmHOCTH Co. C0BepIIIUM H a A  nnoc- 
KOCTbH) 7 TaKOe J I H H ~ ~ H o ~  n p e o 6 p a 3 o ~ a ~ ~ e ,  ~ ~ 0 6 b l  TOYKa KaCaHHR 

npeo6paso~anacb B 6 e c ~ o ~ e Y ~ o  n a n e K y H )  TOYKY, a O K ~ Y ~ H O C T ~  

CO-B BeIIIeCTBeHHYH) OCb. a B e  IIPOTIIBOIIOXO*HbIe CTOPOHbI Ye- 

TbIpeXyrOJIbHHKa IlpeACTaBRTCR n p H  DTOM B BHAe OTpe3KOB1 napan- 
n e n b e M x  MHHMO# OCH, nse np yrxe me CTOPOHH n o n x w b ~  H ~ X O A H T ~ C R  

H a  OKpymHOCTRX, HMelOJUHX UeHTPbI H a  B ~ U I ~ C T B ~ H H O ~ ~  OCH. OTCH)- 

A a  RCHO, YTO OAHa H 3  aTHX CTOPOH AOJImHa 6 ~ n a  6~ 6 b I ~ b  o6pa- 
m e H a  CBO& BOrHYTOCTbH) BHYTPb YeTbIPeXYrOAbHHKa, H MbI O m T b  

npHAeM K n p e m H e M y  pe3yJIbTaTY.  T ~ K H M  0 6 p a 3 0 ~ ,  H a m e  YTBep- 

XAeHHe AOKa3aHO. 

T T o ~ a m e ~  T e n e p b ,  YTO e c n H  O K P Y ~ H O C T H ,  H a  KOTOPHX n e m a T  me 
n p o T m o n o n o m H b r e  CTOPOHH, HMemT 0 6 m ~ e  TOYKH, TO OKPYXHOCTH, 

H a  KOTOPbIX lIeH(&T ABe A p y r H e  CTOPOHbI, TaKOBbIX TOqeK HMeTb H e  

6 y n y ~ .  O n p e ~ e n ~ ~  q no + o p ~ y n e  (13) H 6 y n e ~  H e n p e p r m H o  H3Me- 

HRTb I I a p a M e T p  A OT 3HaYeHHR Ao.  Y ~ T ~ I P ~ x Y ~ o J I ~ H H K  6 y n e ~  n p H  

aTOM HenpepbIBHO MeHRTbCR (CM. § 4rn .  111). Ecnn MbI npeAIIOJI0- 

mHM, rITO IIpH HeKOTOPOM 3H8YeHHH A 06e n a p M  O K ~ ~ X H O C T ~ ~ ~ ,  H a  

KOTOpbIX JIemiLT npOTHBOnOJIOmHbIe CTOpOHbI, HMeH)T 06mue TOYKH, 

T 3  6 y n e ~  CYUleCTBOBaTb T i t m e  H TaKOe 3 H a q e H H e  A ,  n p H  KOTOPOM 

OJWa napa OKPYH(HOCT~# 6 y ~ e ~  KaCaTbCR, a ApyI 'a3I-nH60 nepe- 
CeKaTbCR, nu60 KaCaTbCR. 

C O B ~ ~ I I I H M  H a n  nJIOCKOCTbH) r ]  TaKOe J I H H ~ # H o ~  n p e o 6 p a 3 0 ~ a ~ w e ,  

q~06b1 ABe K a c a T e n b H m e  O K p y m H o c T u  n e p e m n H  6b1 B me napan- 
JIeJIbHbIe IIpfiMbIe. M 3  YCJIOBHR (26) HeIIOCpeACTBeHHO RCHO, qTO me 
A p Y r H e  CTOPOHbI YeTbIpeXyrOJIbHHKa AOnmHbI 6bITb 06pame~b1 CBO- 

eii B a r n y K n o c T b m  B H Y T P ~  Y e ~ a r p e x y r o n b ~ ~ ~ a * .  E c n ~  6b1 npa a T o M  

O K P Y ~ H O C T H ,  H a  K O T O P ~ I X  n e m a T  a T n  CTOPOHM, H M e n u  6b1 06mue 
TOYKH, TO UeHTP, no K p a f i ~ e f i  M e p e ,  0JW0fi  H3 aTHX O K ~ ~ ~ H O C T ~ %  

n o n m e H  6 ~ n  6b1 H a x o n n T b c R  m e  nonyoca, o r p a ~ w q e ~ ~ o #  napan- 
JIenbHmMH IIPRMbIMH, HO n p H  BTOM JIerKO BHneTb,  q T 0  O m  H3 YrnOB 

Y e T b I p e x y r o n b H H K a  AOJImeH 6bITb 6onb111e ~ / 2 ,  YTO npOTHBOpe'-iHT 

YCJIOBHH) (26). C J I ~ A O B ~ T ~ J I ~ H O ,  OKPYmHOCTH BTH H e  MOrYT HMeTb 

o6mex TOYeK. 

5 13. H c c n e n y e ~  T e n e p b  6onee n o n p o 6 ~ o  H ~ M ~ H ~ H H ~  YeTbIpex-  

YrOnbHIlKa n p H  yKa3aHHOM BbIUIe H3MeHeHHH n a p a M e T p a  A. Orpa- 
H H Y ~ C R  npu BTOM, KaK H npw B c e x  n a n b ~ e # m a x  paccymneaasx, 



PaCCMOTpeHHeM T o r 0  CAyrIaR, KOrAa BbIIIOnHfieTCR YCJIOBHe (24). 
I I p e ~ n o n o w ~ ~  ewe AJIR o n p e A e n e H H o c T H ,  n ~ o  a # p H n y c n  

a > p. (27) 

n p H s e M  06a H H T e r p a n a  Mbl 6 y ~ e ~  CsHTaTb BeweCTBeHHblMH B HH- 

T e p s a n e  ( 0 , ~ ) .  IIpn B c e x  s ~ a n e ~ n ~ i x  A ,  A o c T a T o v H o  ~ J I W ~ K H X  K 

A o ,  neTblpeXyrOJIbHHK 6 y ~ e ~  y ~ O B J I e T B O p f i T b  BCeM yCJIOBHfiM IIyHK- 

T a  1 n p e A b I A y w e r o  naparpa+a H 6 y ~ e ~  n M e T b  BHA, Y K & ~ & H H ~ I #  H a  

PHC. 18. 

B y n e ~  YMeHbIIlaTb I I a P a M e T p  A ,  HaYHHaR OT 3HarleHHR A = A0. 

M3 TeOpeMbI 16 H P ~ C C Y H ( A ~ H H #  s f  5 H 11 CJIeAyeT, rIT0 CTOPO- 

H ~ I  AB H C D  H e  c A e n a l o T c f i  n p H   TOM O ~ H ~ ~ K ) I U H M H ,  a C T O P O H ~ I  

BC H AD c A e n a m T c f i  TaKOBbIMH OAHOBPeMeHHO. ~ P H  3TOM B CHAY 

HepaBeHCTBa (27) MhI MOmeM YTBepH(AaTb, rITO CHarIaJIa CTOpOHa 

AD npo i ine~  nepe3 BTOpYIo HeIIOABHXHYIO TOYKY IIOACTaHOBKH S1 
H 3 a T e M  yH(e sepe3 BTOpYIo HeIIOjlBHlHHYK) TOrIKY IIOACTaHOBKH Sq. 
H ~ ~ O M H H M  IIpH 3TOM 0 TOM, rITO IIOACTaHOBKa S4 HMeeT I IepByIo  

HeIIOABHmHyIo TOVKY B BepLuHHe D. 



~ ~ % c T B H T ~ J I ~ H o ,  e C n H  BepIl lHHa D HaXOAHTCR BO B T O P O ~ ~  H e n o -  

A B H X H O ~ ~  TOYKe IIOACTaHOBKH S1, T. e. JIeXHT H a  M H H M O ~ ~  OCH, TO 1.13 

p a c c y m ~ e ~ u 3  3 11 c n e n y e T ,  YTO B e p z u u H a  B,  H a x o m m a r z c r r  B 6 e c ~ o -  
HeYHO n a J I e ~ 0 f i  TOYKe, AOJIXHa COBnaAaTb CO BTOPOL% H ~ I I o A B K X H O ~  

T O Y K O ~  IIOACTaHOBKM S3, T. e. CTOpOHa C D  A O n X H a  6 b l ~ b  ~IPRMO#. 

C T O ~ O H ~  BTa H e  MOXeT IIPOXOAHTb sepe3 ~ ~ C K O H ~ Y H O  AaJIeKyIO TOY- 

Ky, TaK KaK OHa H e  MOXeT 6 h l ~ b  or~16ammefi. ~ P H H U M B R  BO BHHMa- 

HHe a T 0 ,  a T a m e  YCnOBHe (27), MOXeM Y T B e p X A a T b ,  YTO BepLUHHa C 
A O n X H a  HaXOAUTbCR CJIeBa OT B ~ U I ~ C T B ~ H H O L %  OCK, H YeTbIpeXyI'OJIb- 

HHK 6 y ~ e ~  HMeTb BUA, Y K & ~ ~ H H ~ I #  H a  PHC. 19. ~ P H  BTOM, KaK aTO He- 

IIOCpeACTBeHHO RCHO, CTOPOHa BC H e  6 y n e ~  IIPOXOAUTb Y e p e 3  BTO- 

pyI0 HeITOABHmHyH, TOYKY IIOACTaHOBKH S2, a CTOpOHa AD- Y e p e 3  

BTOPYIO HenOABUXHYK) TOZlKY nOACTaHOBKH S4. H ~ M ~ H H M  HeCXOJIb- 

KO n p e m H u e  0 6 0 3 ~ a ~ e ~ u ~  K ~ Y A ~ M  T e n e p b  o 6 0 3 ~ a ~ a ~ b  3HaKOM A-2 

TO 3HaYeHHe n & P a M e T P &  A ,  KOTOPOMY COOTBeTCTBYeT PHC. 19. ~ P H  

3HaYeH-x A ,  MeHblUUX A-2, CTOPOHa AD 6 y ~ e ~  ora6amme2, H 3a- 
A a Y a  0 6 p a m e ~ ~ ~  H e  MOmeT HMeTb OAH03HasHOrO PeIlleHHR. 

n p H  3HaYeHHRX A ,  YAOBneTBOPII IO~UX HepaBeHCTBy 

CTOPOHbI AD H C D  ~ Y A Y T  0 6 p a u e ~ h 1  BbIIIyKJIOCTbH, BHYTPb VeTbl- 

p e x y r o n b e a K a .  

a e f i c ~ ~ H T e J I b ~ 0 ,  IIpHHHMZLJ3 BO BHUMaHUe TO, YTO YeTbIpeXyrOJlb- 

HHK n p H  A = A. AOJImeH YAOBJIeTBOpfiTb BCeM YCJlOBURM IIYHKTa 1 
3 12 H YTO OAHa U3 er0 BepIIIHH HaXOAUTCJl B ~ ~ C K O H ~ Y H O  ~ A ~ A ~ H H O ~  

TOYKe, MOmeM YTBepmAaTb,  YTO yKa3aHHOe CBO#CTBO 6 y n e ~  CYLUe- 

CTBOBaTb IIpH A = Ao. n p K  H3MeHeHIIH A B HHTepBaJIe (29) HH O m I a  

M3 YKa3aHHbIX CTOPOH H e  MOWeT 6 b I ~ b  n p ~ ~ o f i ,  TaK KaK n p H  BTOM 

c T o p o H a  AB MnH BC nonxaa 6b1na 661 c n e n a T b c r r  or~6ammefi ,  u60 
BepIl lHHa B, T. e. 6 e c ~ o ~ e s ~ o  YAaAeHHaR TOYKa, cnenanacb 6b1 npn 
BTOM B T O P O ~ ~  H ~ I I O A B M ~ H O ~ ~  T O Y K O ~ ~  IIOACTaHOBKU S1 H n H  S3. 

~ P H H U M ~ S  BO BHHMaHHe HenPePbIBHOCTb H3MeHeHHfi CTOPOH Zle- 

TbIpeXyrOnbHUKa, MOXeM Y T B e p X A a T b ,  YTO CTOpOHbI AD H CD,  
A ~ # C T B H T ~ ~ ~ H O ,  nOCTORHH0 06pame~b1 BbIIIYKAOCTbKl BHYTPb rleTbI- 

p e x y r o n b a m a .  

I I o ~ a m e ~  T e n e p b ,  Z ~ T O  n p H  B b l n o n H e m H  y c n o s m  (29) npononxe- 
H u e  nm602i C T O P O H ~ I  Y e T b I p e x y r o n b H H K a  H e  n e p e c e K a e T  HH O A H O ~ ~  

U3 TpeX OCTanbHbIX CTOPOH YeTbIpeXyrOAbHHKit.  TO IICHO IT0 OTHO- 

IlleHHK, K ABYM COCeAHHM CTOpOHaM, 1.160 n p H  YCAOBHH (29) YeTbI- 

PeXyrOJIbHUK H e  HMeeT HaAeraIOlrIHX CTOPOH. 



P~CCMOTPHM T e n e p b  ABe IIpOTHBOnOJIO*HbIe C T O ~ O H ~ I ~ ~  H IIOKit- 

m e M ,  H a n p H M e p ,  ZITO npononmewie CTOPOHM AB H e  M o m e T  n e p e c e s b  

C T O P O H ~ I  CD. TOZIKH D H C n p H  ycnoawi (29) n o n m a M  H a x o m T b -  

ca c n e B a  OT M H H M O ~  OCH, H n o a T o M y  e c n H  y ~ a 3 a ~ ~ o e  nepeceseme 
H M e e T  M e c T o ,  TO c T o p o H a  DC n o n m H a  nsa p a 3 a  n e p e c e s b *  npo- 
n o n m e H H e  CToPoHbI AB. 0 6 0 3 ~ ~ ~ ~  ~ Y K B O I O  E TY TOrlKY nepe- 
CeveHHsI, KOTOPYIo MbI BCTpeTHM n e p B 0 # ,  HnsI CTOpOHe DC OT 

BeplUHHbI D K BepIUHHe C. T o r l ~ a  C n o n m H a  6 y n e ~  HaXOfiHTbCsI 

BHYTPH TPeYrOJIbHHKa, OrpaHHVeHHOrO n y r a M H  AD H DE H npa- 
MO# A E ,  H IIOTOMy CTOpOHa BC n o n m H a  n e p e c e r l b  OnHy H3 CTOPOH 

3 T O r 0  TpeyrOJIbHHKa.   OH^ H e  MOmeT nepecevb AD H DE, TaK KaK, 

KaK 6b1no YIIOMsIHYTO B $ 4, B PaCCMaTPHBaeMOM CJIyr lae  CTOPOHbI 

rIeTbIpeXyrOJIbHHKa H e  MOrYT I I e p e c e ~ a T b c s I * * .  HO CTOpOHa BC H e  

MOmeT n e p e c e s b  H n p f l ~ o f i  AE,  TaK KaK B BTOM C n y r l a e  OHa AOJIXHa 

6b1na 6b1 I I P O ~ ~ T H  sepe3 BTOpYIo HenOABHXHYK) TOrIKY IIOZCTBHOBKH 

S 2 ,  H H a m e  Y T s e p m n e H H e  n o ~ a s a ~ o .  
E c n ~  MbI IIPHMeHHM K YpaBHeHHIO (2) n p e o 6 p a 3 0 s a ~ ~ e ~  yKa3aH- 

H o e  B f 11, TO CTOPOHM A B  H CD n p e o 6 p a 3 y m ~ c f l  oma B npyrym, 
H MU M o m e M  Y T s e p m n a T b  T a K m e ,  s ~ o  n p o n o n m e H H e  C T O P O H ~ I  CD 
H e  M o m e T  n e p e c e l r b  CTOPOHM AB. 

I I o ~ a x e ~  T e n e p b ,  s ~ o  n p o n o n m e H H e  C T O P O H ~ I  BC H e  M o m e T  ne- 
pecesb C T O P O H ~ I  AD. B ~ J I H ~ H  TOYKH C n p o n o n m e H H e  a T o  6 y n e ~  
HaXOnHTbCR BHYTPH OKPYmHOCTH, H a  KOTOPO# HaXOAHTCsI CTOPOHa 

CD, A BHe OKpYmHOCTH, H a  KOTOPO# n e m H T  CTOpOHa AD. E c n ~  
a ~ o  n p o n o n m e H H e  n e p e c e K a e T  CTOPOHY AD, TO OHO ~ O J I ~ H O  c H a -  

r I a n a  B O ~ ~ T H  BHYTPb TOJIbKO qTO y ~ a 3 a ~ ~ o f i  OKPYmHOCTH A 3aTeM,  

n e p e c e K a a  AD, ~ o # m  B H Y T P ~  s e T b I p e x y r o n b H w K a .  ~ ~ M ~ T H M  npn 
BTOM, ZITO n p o n o n m e H H e  a T o  H e  M o m e T  n e p e c e y b  HA CTOPOHM CD, 
HH CTOPOHbI AB,  TaK KaK rIeTbIpeXyrOJIbHHK H e  HMeeT o r ~ 6 a m ~ u ~ x  
CTOPOH. C n e n o ~ a ~ e n b ~ o ,  p a c c M a T p H s a e M o e  n p o n o n m e H H e  M o m e T  

BO#TH B rIeTblpeXyrOJIbHHK H n H  B ~ I # T A  A 3  H e r 0  TOnbKO sepe3 CTOPO- 

HY AD. Bof in~  B Y e T m p e x y r o n b H H K ,  OHO yme nsa paaa n e p e c e K n o  

O K P Y ~ H O C T ~ ,  H a  KOTOPO# n e m m  c T o p o H a  AD, H n o T o M y  nponon- 
m e m e  a T o  H e  M o m e T  B M ~ T H  ~3 s e T b I p e x y r o n b H H K a .  Ho a T o  npom-  
BOperIHT TOMY OseBHLTHOMY ( P ~ K T Y ,  rITO IIpOLIOnmeHHe CTOPOHbI BC 
B6JIH3H TOZIKH B JIOJIXHO J I e m a T b  BHe rIeTbIpeXYl'OnbHHKa. 

M ~ I  B H ~ U M ,  TaKnM 0 6 p a 3 0 ~ ,  'ITO n p o n o n m e H H e  CTOPOHM BC H e  

M o m e T  nepecesb C T O ~ O H I J  AD. I I o n b 3 y ~ c b  n p e o 6 p a 3 o s a ~ ~ e ~ ~  yKa-  



3 a H H b I M  B  5 11, Y ~ ~ A H M C R  B  T O M ,  r I T O  I I p O A O J I X e H H e  AD H e  M O X e T  

nepecevb C T O P O H ~ I  BC. 
3 14. M T ~ K ,  ~3 p a c c y m ~ e ~ ~ f i  n p e m n y u e r o  naparpa+a BHAHO,  

r I T O  n p H  B b l I I O J I H e H H H  Y C J I O B H R  ( 2 9 )  r l e T b I p e X y I ' O J I b H H K  Y A O B n e T B O -  

P R e T  Y C J I O B H R M  I I y H K T a  1 H n H  2 3 12. 
E c n ~  A O C T a T O r I H O  6 n ~ 3 ~ 0  K  Ao,  T O  n p O A O J I m e H H R  n p O T H B O n 0 -  

n o m m x  C T O ~ O H  r I e T u p e x y r o n b H H K a  H e  n e p e c e K a m T c s i ,  e c n H  me X 
A O C T a T O r I H O  6 n H 3 ~ 0  K  A - 2 ,  T O  H 3  P a C C M O T p e H H R  p H C .  19 R C H O ,  r I T O  

n p o n o n x e H m  C T O P O H  AB H C D  n e p e c e K y T c R .  

C O B ~ ~ I U ~ H H O  T a K  Xe  M O X H O  H C C n e A O B a T b  3 H a r I e H H R  A ,  66nbru~e 
X o ,  H  Y C T a H O B H T b  U H T e p B a n  M 3 M e H e H H R :  

X O  < < X 2 ,  ( 2 9 1 )  

m e  X z  e C T b  T O  3 H a r I e H H e  A ,  n p H  K o T O p O M  C T O p O H b I  AB H  C D  C T a -  

H O B R T C R  O ~ M ~ ~ ~ I U H M H .  ~ P H  3 H a r I e H A R X  A ,  ~ ~ M ~ K E I X  K  X 2 ,  n p O A O J I -  

m e H m  C T O P O H  AD H BC 6 y w ~  n e p e c e K a T b c R .  

3 a ~ a r I a  o 6 p a u e ~ ~ ~  M O X e T  H M e T b  O A H 0 3 H a r I H O e  P e L I I e H H e ,  e C n H  

Y A O B J I e T B O p R e T  H e p a B e H C T B y  

X 2  >/ X >, X - 2 .  (30)  

n p H  B C e X  A p y r H X  3 H a r I e H H R X  A r I e T b I p e X y I ' O J I b H H K  6 y ~ e ~  U M e T b  O r H -  

6 a m 4 ~ e  C T O p O H b l ,  A 3 a ~ a r I a  0 6 p a u e ~ u ~  H e  M O ) K e T  M M e T b  O A H 0 3 H a r I -  

H o r o  perrremn. 
P ~ c c ~ x A ~ R  C O B e p I U e H H O  T a K  X e ,  K a K  H  n p H  A O K a 3 a T e J I b C T B e  T e -  

O p e M b l  8 ,  M b l  M O X e M  A O K a 3 a T b ,  Y T O  n p H  p a 3 n H r I H b I X  3 H a r I e H H J l X  A ,  
y n o s n e T B o p R m r r r a x  Y C J I O B A ~  (30) ,  yron n e p e c e r I e H m  A B ~ X  n p o T a -  

B O I I O J I O X H b I X  C T O P O H  H e  M O X e T  6 b I ~ b  O A H H a K O B b I M .  ~ P M H H M ~ R  B O  

B H H M a H H e  H e n P e P b I B H O C T b  H 3 M e H e H H J l  3 T O r O  Y r J I a ,  a T a K X e  T O  06- 
C T O J l T e J I b C T B O ,  r I T O  n p H  = X o  n p O A O J I X e H H R  I T p O T M B O n O J I O X H b I X  

C T O P O H  H e  l T e p e C e K & K ) T C R ,  M O X e M  Y T B e P X A a T b ,  r I T O  I T p O A O J I X e H H R  

C T O P O H  A D  U  BC ~ Y A Y T  n e p e c e K a T b c R  n H l U b  npa B b I n O ~ H e H H H  ycno- 
~ H f i  ( 2 9 1 ) ,  a n p o n o n x e H H R  C T O p o H  AB H  C D - n p ~  B b I I I O n H e H H U  

ycno~ai2  (29) .  
(cp) 0 6 0 3 ~ a Y H ~  ~ Y K B O K )  T O  3 H a r I e H M e  n a p a M e T p a  A ,  npu K O T O -  

P O M  yron n e p e c e r I e H m  n p o n o n x e H w R  C T O P O H  AB u C D  p a s e H  (o. 

 PA B b I l T O n H e H H H  Y C J I O B H R  ( 29 )  B T O P a R  H e I I O A B U X H a R  T O r I K a  n0A- 
C T a H o B K M  S4 M o m e T  H ~ X O A H T ~ C R  K ~ K  c n e B a ,  T ~ K  M cnpasa OT B e w e -  

C T B ~ H H O ~ ~  OCU*. n e p ~ 0 e  O ~ C T O R T ~ ~ ~ C T B O  6 y ~ e ~  H M e T b  M e C T O  n p H  



3HaneHMRx A ,  ~ J I M J K M X  K Xo,  BTOpOe- n p H  3HaseHHRX A ,  6 1 1 ~ 3 ~ ~ ~  K 

(CM. PHC. 18 H 19). 
Ha PHC. 20 MbI MMeeM TO n o n O X e H H e  rIeThlpeXyrOJIbHHKa, n p H  KO- 

TOPOM a T a  H e n o m H x c H a f i  T o s K a  X e x H T  H a  M H H M O ~  OCM. 

I IpeoBpaso~ame YPaBHeHHR (2), yKa3aHHOe HaMH B 3 11, npH-  

BOAHT HenOCPeACTBeHHO K TOMY p e 3 y J I b T a T y l  s T 0  I l p H  aTOM H n p 0 -  

AOJIXeHMR CTOPOH AB, BC H CD n e p e c e K a m T c s  B o w o i l  H ~ o Z t  z e  
T o s K e .  0 6 0 3 ~ ~ s ~ ~  6 ~ ~ ~ 0 x 3  A-1 ~ H ~ I I ~ H H ~  n a p a M e T p a  A ,  n p H  KOTO- 

POM WMeeT MeCTO PHC. 20. M ~ I  MMeeM 

(x-ax-@x) 
X-1 = X-, 

n p H  YMeHbIIXeHElM OT A 0  YI'OJI cp 6 y ~ e ~  B 0 3 p a C T a T b  OT 

3 ~ a s e ~ ~ ~  ?r ( l  - a - P )  no 3 ~ a s e ~ 1 . l ~  ~ ( 1 .  - a + P) .  T ~ K ~ M  o6pa- 
30M,  HHTepBaJI  (29) p a 3 6 ~ ~ a e ~ c ~  H a  T p H  HHTepBaJIa:  (A-2, A-1); 

(0) $0) 
(A-11 L,); ( -21 Ao). 

C O B ~ ~ I I X ~ H H O  TaK Xe MOXHO HCCJIeAOBaTb KHTepBaJI  (291) ,  1.1 no- 
n y w m  3 ~ a s e ~ ~ e  X = X I ,  a H a n o r H s H o e  s ~ a s e ~ n m  X- 1. 

3 a ~ a n a  0 6 p a u l e ~ ~ ~  M o w e T  n M e T b  o m o 3 ~ a s ~ o e  pememe n n m b  

B T e x  C n y s a R x ,  K o r A a  yron cp p a B e s  H y n m  H n H  n p e n c T a s n r r e T c r r  B 

snne n l k ,  me k - uenoe n o n o x x T e n b H o e  s scno .  l l o n y s a e ~ u e  npM 

aTOM ~ e T b I p e X y r O J I b H H K H  pa3AenRIoTCR H a  CeMb T H ~ o B * ,  H, IqJMHU- 

M a R  BO BHMMaHHe BCe CKa3aHHOe BbIUle, JIerKO HCCJIeAOBaTb THnM 

*CM. Klein [13, Bd. I, S. 3091. 



Y e T b l p e X Y r O J I b H M K O B  I I p H  P a 3 n H P H b l X  3 H a P e H H f I X  A .  E c n ~  B M e C T O  

H e p a s e H c T s a  (Y > ,Ll M ~ I  H M e n H  6b1 a = P ,  TO H a  PHC. 19 C T O P O H ~  

CD nomna 6b1 IIO n p o n o n m e H H m  C T O P O H ~ I  AB,  H n p H  a T o M  cyue- 
C T B O B a J l a  6b1 O K p Y m H O C T b  C-i, O p T O r O H a J l b H a f I  K  C T O p O H a M  P e T b I -  

P e X y r O J I b H U K a .  H p H  A = A 2  C y U I e C T B O B a J I a  6b1 T a m e  O K P y m H O C T b  

C1. B 0 6 0 ~ ~  B T H X  C J I y P a S f X  X 6h1n 6h1 ( $ ~ K C O B O #  (PYHKUH~#  O T  7 ,  C y -  

~ ~ c T B ~ I O ~ L I ~ #  H a  B C ~ E  IIJ IOCKOCTH,  3a U C K n I O P e H H e M  6 e c s ~ c n e ~ ~ o r o  
M H O m e C T B a  T O P e K ,  J I e m a 4 H X  H a  H ~ K O T O P O #  O K P Y X H O C T H .  

~ P M  Y C J I O B H H  ff > P 3 H a P e H H f I  A ,  K O T O P b I M  C O O T B e T C T B Y I O T  

O K p Y m H O C T H  C-i M C1, J I e S a T  B H e  U H T e p B a J I a  (30), ~ 6 0  IIpemne, 
P e M  M h I  H O # H ~ M  H O  T a K O r O  3 H a q e H u f I ,  nu60 m(A) O ~ P ~ T H T C S I  B 6ec- 
K O H e W O C T b ,  n ~ 6 0  n ( A ) - B  H y n b  ( H n H  p(A) H q ( A ) ) ,  T .  e. O W a  H 3  

CTOPOH c n e n a e T c R  ora6aro~1eii (CM. $ 2). 



I I y c ~ b  17- oTHoxueHxe ero n ~ y x  H ~ ~ ~ B W C W M ~ I X  m T e r p a n o B .  EIsyqe- 
HHe X KaK +IYHKUHII OT 17 Ha3bIBaeTCR n p o 6 ~ e ~ o a  o 6 p a q e n u x  AJIR 

YpaBHeHHR (1).  TO IIPWBOAHT HaC K, ~ o o 6 m e  rOBOpR, MHOr03Haq- 

HOG (PYHKUHH 

x = (~(17). (2) 

O C O ~ ~ H H O  HHTepeCeH cJIyZIa# OAH03HaZIHOCTW  TO# (PYHKUHH, KO- 

ma OHa ZLBTOMO~(PHZL.  r p y I I n a  IIOACTaHOBOK a p r y M e H T a  17 6 y ~ e ~  
r p y I I I I o #  ~ T O C  ~BTOMOP(PHO# (PYHKUHH, W MbI Ha3bIBaeM ee 2pynn0a 
y p a e n e n u x  (1). 

B   TO# 3aMeTKe PaCCMaTpHBaeTCJI YpaBHeHWe C ZIeTbIPbMR CHH- 

rYJIRpHbIMH TOZIKBMW W PeryJIRpHbIMH WHTerpaJIaMW. MbI 6 y ~ e ~  
PaCCMaTpHBaTb cJIyZIa#, KOrAa Pa3HOCTb K O ~ H ~ #  OIlpeAeJIJIIOIIIerO 

( P ~ H A ~ M ~ H T ~ J I ~ H o ~ o  YpaBHeHWJI P a B H a  HyJIH, nJIR KHHO# CWHI'yJIJIp- 

HO# TOZIKW. P ~ C C M ~ T ~ M B ~ ~ M O ~  YpaBHeHWe MO?KeT 6b1~b CBeAeHO K 

BMAY 

d 
-[x(x - a)(x - l)yl] + (I+ X)y = 0, 
dz (3) 



0 r ~ a H U Y e H H h l f i  A Y r a M H  OKPYXHOCT~#,  Y r n b I  KOTOpOrO PaBHbI  HY- 

n I o .  0 6 p a ~ H 0 ,  KaXAOMy VeTbIPeXCTOPOHHRKY TaKOrO T u n a  OTBerIa- 

e T  y p a B H e H u e  B u n a  (3). Hazua sans-a COCTOHT B H ~ Y Y ~ H H H  (PYHK- 
W H  (2) 11 rpYlTIIbI YPaBHeHHR (3) C TOrIKM 3 p e H H R  UX 3aBUCMMO- 

CTM OT I I a p a M e T p a  A. M c n o n b 3 y ~  C HeKOTOpbIMU M O A U ~ H K ~ U U R M H  

K J I ~ C C H Y ~ C K H #  MeTOA ~ T Y P M ~ ,  MOXHO YCTaHOBUTb OCIlUnJIiTIlHOH- 

HbIe TeOpeMbI  A n R  YPaBHeHHR (3)*.  TO HLM, B rIaCTHOCTM, A a e T  

AOKB3aTeJIbCTBO CYUeCTBOBaHUR. 3 H a q e H H R  = Xg, AJIR KOTOpOrO 

( P Y H K ~ J ~  (2) 6 y ~ e ~  +YKCOBOZ~ + Y H K W ~ #  c n p e n e n b a o f i  OKPYXHO- 

CTbK). k l3yYaiT  M3MeHeHMiT YeTbIpeXCTOPOHHHKa K B 3aBUCMMOCTU 

OT A ,  M ~ I  n o n y Y a e M  cnenymuue p e 3 y n b ~ a ~ b 1 .  

C Y U ~ C T B Y I O T  A B a  3HaqeHMR A = X I  H = A-1, TaKMe, YTO, eCnM 

A 1  > A > X O  unu A O  > X > A-1 ,  TO (PYHKUMSI ( 2 ) - ~ n e t i ~ o ~ a  +YHK- 

U M I I , O ~ J I ~ C T ~  o n p e ~ e n e m r r ~ ~ ~ ~ p ~ # o r p a ~ w i e ~ a ~ e a ~ a n u ~ u ~ e ~ ~ ~ #  
~ p u ~ o f i  L.  Ecnu = A - 1  unu = X I ,  TO ma o 6 n a c ~ b  6 y n e ~  orpami- 
Y e H a  ~ ~ C K O H ~ U H ~ I M  rIHCnOM O K P Y X H O C T ~ ~ ~ .  ECAH A 60nbme X I  MJIH 

MeHbIue  X-],  TO n p o A o n m e H u i T  n p o T u B o n o n o x c H M x  CTOPOH Y e T M p e x -  

CTopoHHuKa I< n e p e c e K a m T c a  IIOA y r n o M  cp.  M o m ~ o  n o ~ a 3 a ~ b ,   TO 

cp - MOHOTOHHaR (PYHKUUR A. . L ~ ~ ~ ~ c T B M T ~ J I ~ H o ,  IIpenIIOJIOXHM, q T O  

D Y M  p83HbIM 3 H a Y e H m M  A > U n U  < OTBeYaeT OAHO H 

TO )Ke 3 H a Y e H H e  9. ~ ~ O A O ~ X ~ H U R  CTOPOH COOTBeTCTBYIO~M&ABYX 

YeTbIpeXCTOpOHHHKOB 0 6 p a 3 y ~ ) ~  ma T p e y r o n b H u K a  C y r n a M u  0, 0 
" cp. 

M c n o n b 3 y R  ( P o p ~ y J I y  = ((rq $ P)/(yq + 6 ) ,  OAHH U 3  aTMX T p e -  

YrOnbHUKOB MOXHO n p e 0 6 p a 3 0 ~ a ~ b  B A p y r O k  ~ P M  BTOM AByM Ye- 

TblPeXCTOPOHHUKaM, IIOnyYeHHbIM TaKMM 0 6 p a 3 0 ~ ,  OTBerlaIOT JlBe 

(PYHKUUU (2). k 3 3 6 a ~ n ~ ~ c b  OT 2, n o n y r I u M  (PYHKIIUH) q 1  = $(TI). 
C T P ~ R  n O C n ~ A O B a T e n b H O C T b  d'2(7?) = $[$(9)1, $3(77) = $[7b2(77)], 
MOXHO n O K a 3 a T b ,  YTO $(q) = 7, OTKyAa BbITeKaeT MOHOTOHHOCTb 

U3MeHeHMR (P. ~ Y C T ~  3HaYeHMR = A? U A = A?) OTBerIamT 

cp = */n (n = 1 , 2 , .  . .). Ecnu X = ~ ( _ 1 ~ )  H n u  X = A?), TO ( P Y H K W ~  

(2) 6 y n e ~  ( P y ~ c o ~ o i 3  6e3 npenenbao# O K ~ ~ ~ H O C T M .  E c n ~  X = A(_;) 

U n H  = A?) (n > I), TO (PYHKLLCIJ~ (2) ~ Y A ~ T  ~ n e i i ~ o ~ o f i ,  nptr- 
rIeM ee rpynna COAepXHT B n n u n T u s e c K u e  n o n c T a H o B K u  nepuona n. 
U e p e s ~ c n e ~ ~ ~ e  cnyqau u c r I e p n b m a m T  B c e  c n y r I a u  O A H O ~ H ~ Y H O C T U  

( P Y H K U M ~  (2). 
I I e p e # n e ~  T e n e p b  K H ~ Y Y ~ H M K )  rpynrrm y p a B H e H u i T  (3). P a c c ~ o -  

TpHM MHTepBbJI A-1 < < X I ;  I IpOAOnXW3 CTOpOHhI I<, IIOJIyrIMM 

*CM. Kijnig, Math. Ann., 1912, Bd. 71. S .  206-213. 



'(8161 'nvd~od~a~) 
,,~~vwho~ [~~rsgoz~o] xwsdrs~ah 3 [vxnxdorr o~odo~a] XUHaHa'edb OJ 

-0HsU~Hh~ada++~ OJOH#aHHU XH~amvdgo VhVnV&,, ~~hv~da33~lr 

#aON 8 HL#PH OHXON XU OL 'EL~~U~J,I?EVXO~ xFIH~o~~oLI H HNPXhOL 

HNFIH~XU~JHH xwsd~q~ah 3 XHH~HEP~L X??hLII3 OJamgO HHH~~LEH 

awvL v '(g) wki~a~avdb arrrrbd~ o madoa~ xaddn w3Lav3vx ozh 
'(z) ga~hw~L+ ~OH~BHEOH~O 3 LurrLd~ OILHHBEPXL 

HNHmoiaNH '(E) VVHE HNHHH~HEv~L HNIqHHaEIL3Hma X3LoiXUEX (1~) 

H (g) HHH~HEV~L OL~ 's~v~rndaa~~ OHXON 'FIIIIIL~J xaho~ x1s~dxu 

-LJHH~ Xa38 OEL3aXOHN-7 XHHHU OLh 'OJOL LUH3 a -0 On 1 LO 

w3Lavrns~arud q l?HHhHUaE 1y On 1-y LO Y HHHPL~V~EOE HdII OLh 

's~v~vwou oHmoN '(z) HH~XHL+ OILHLV~~O L~~hx~L+ (Tg) H (g) #HH 

-a~avdb xun ma~d~vn33vd H oaL3qrraLxomgo oLe uL~suorr3~ .Ld 
-~JH+ oidrvadd~dnvax XV~O~?~H~HHV~JO 'wva~dn vaoavndox - oLe 
OLh '~LvF~xoU OoHmOm '7 #OEH~X FIHa~al7~vd (z) #H~HHL+ XHm 

-~~LEL~L~~Loo~ x~~vaoa~3amL3 HL~PU~O H 'FILIUL~J aamoivnvrra 
-03 LoiaNH (1~) H (g) HHH~HBV~A .(z) #~H~IwHL+ #OHhZHEOHUO 3 



0 J I M H E ~ ~ H ~ I X  aMQQEPEHUMAJIbHbIX YPABHEHMRX 
BTOPOrOIIOPRBICA 

EZ TEOPMM ABTOMOPQHbIX Q Y H I C U M ~  

0603~aqHM qepe3 7 qaCTHOe AByX er0 He3aBHCHMblX HHTerPanOB. 

P ~ C C M O T ~ ~ H H ~  H ~ ~ ~ B H C H M O #  I I ~ ~ ~ M ~ H H O #  X K a K  ~ Y H K W H  7 Ha3bI- 

BaeTcrr n p o 6 ~ e a o G  0 6 p a l q e n u ~  nnrr ypaBHeHMIi (1). 3 ~ a  n p o 6 n e ~ a  
IIPEIBOAHT H a C  K (PYHKUH 

x = c p ( 7 ) I  (11) 
~ o o 6 u e  rOBOpJX, M H O ~ O ~ H ~ ~ H O # .  Cnyqa# OAHO3HarIHOCTEI BTO# 

(PYHKLIIIH IIpeACTaBJIfIeT O C O ~ ~ H H ~ I #  HHTepeC. I C ~ K  H3BeCTH0, B BTOM 

Cnyqae O H a  6 y ~ e ~  &BTOMO~+HO# (PyHKIlHe# EInH OAHHM H3 ee BbIpO- 

m n e ~ ~ # .  r p y m a  nmetismx noncTaHoBoK, KoTopMe npeTepneBaeT 
7, Korna X OIIEICbIBaeT 3aMKHYTbIe KOHTYpbI, 6 y ~ e ~  rpynnoB BTO# 

~BTOMOP+HO# +YHKWH. 3 ~ a  rpynna ~ a 3 m a e ~ c r r  zpynnoi l  y p a s n e -  
H U X  (I). 

H p o 6 n e ~ a  0 6 p a m e ~ ~ a  m~ m + + e p e n m a n b ~ o r o  ypamemrr 
raycca ~ 3 y u a s a c a  IXIaapue~ (Journal de Crelle, t. 75). B aToM cny- 
w e  ~ e o 6 x o m ~ o e  a AocTaTowoe ycnoBne nnn Toro, 7 4 ~ 0 6 ~  (PYHK- 
UHH (11) 6mna O L ~ H O ~ H ~ Y H O # ,  COCTOHT £3 TOM, Y T O ~ H  pa3HOCTh KOp-  

H& xapaKTepHcTwqecxoro ypaBHemw B KWO# oco6o# TosKe paB- 
Haaacb Hynm xnH npo6a l /n ,  me n -senoe sncno. 
MM HccnenyeM snecb n p o 6 n e ~ y  0 6 p a w e ~ w ~  Ann y paBHemn c 

qeTMpbMSi oco6m.m TO%aMH EI Ann er0 PeI'YJIRPHhlX EIHTerpanOB. 

I ' Ipnsene~~oe smIIIe ycnome O L U I O ~ H ~ ~ H O C T H  ( P Y H K U ~  (11) rrBnn- 
eTCH B BTOM CJIyqae TOnbKO H ~ O ~ X O A H M ~ I M .  M ~ I  HCCneAyeM nHIIIb 

cnyqas, Korna pa3HOCTb ~ o p ~ e #  xapaKTepHcTliqecKoro ypaBHeHHn 
B ~axinoZi 0c06oji ToqKe pama Hynm.   TOT cny.ra# aHanorwqea 

cnyqam JIexa~npa B 06ueii TeopHH ypaBHeHHrr raycca.  P a c c ~ a -  
TpHBaeMOe YpaBHeHHe MOXeT 6 b l ~ b  IIpHBeAeHO K BHL[Y 



me 0, a,  1 A co C Y T ~  0c06b1e T O ~ K H  H A - n p 0 ~ 3 ~ 0 n b ~ b I j i  napa- 
M e T p .  MbI OI'PaHHsHMCJ3 CJIyrIaeM BemeCTBeHHMX a H A.  B aTOM 

cnysae s a c T H o e  n ~ y x  H H T e r p a n o B  7 npeo6pa3ye~ sacm nnoceo- 
CTH X ,  PaCIIOJIOXeHHYK) BMILIe B ~ W ~ C T B ~ H H O ~ ~  OCH, B o A H o c B ~ ~ ~ H ~ I ~ ~  

g e T M P e X C T O P  OHHHK 6 e3 TOseK B eTBJIeHHJ3, 0 I ' p a ~ H ~ e H H b I j i  VeTMpb-  

MJ3 AJTaMH OKPYXHOCTH C HYneBbIMH Y r n a M H .  0 6 p a ~ H 0 ,  n m 6 o ~ y  
~eTbIPeXCTOPOHHHKY TaKOrO BHAa COOTBeTCTBYeT YPaBHeHHe BHAa 

(111). Hama sanasa COCTOHT B H ~ Y ~ ~ H H H  +YHKUHH (11) H r p y n n M  T 
ypaBHeHHJ3 (111) B 3aBHCHMOCTH OT n a p a M e T P &  A. 

B CBOeM 3HaMeHHTOM M e M Y a P e  "0 rpynne JIHHeI%HbIx nH++epeH-  

u H a n b H b I x  y p a ~ ~ e ~ ~ t i "  (Acta mathernatica, t. IV) I I y a ~ ~ a p e  npenno- 
m i n  M e T o n  (T. H. ~ e m o b  n e n p e p a t e n o c m u )  n n R  pemesm B o n p o c o B  

a T O r 0  P O n a .  M ~ I  6 y n e ~  PYKOBOACTBOBaTbCJ3 aTHM MeTOAOM n p H  

H3YqeHHH YPaBHeHHJ3 (111). 
q ~ 0 6 b I  BOCnOJIb30BaTbCJ3 HM, H ~ O ~ X O A H M O  CHaWLIIa YCTaHOBHTb 

n n R  y p a B H e H m  (I) o c u H n n R u H o H H M e  T e o p e M M ,  s ~ o  M ~ I  n e n a e M  B 

I'JIaBe I. Y ~ ~ B H ~ H H ~  (111) H 3 y V a n O C b  C  TO# TOsKH 3peHHJ3 h n b -  

6 e p ~ o ~  ("OCHOB~I 06~qefi TeOPHH J I H H ~ ~ ~ H ~ I X  AHTerpaJIbHbIX YpaB-  

H~HHE") MeTOAOM HHTeI'PaJIbHbIX Y P & B H ~ H H ~ ~ * .  M ~ I  BOCIIOJIb3YeMCJ3 

3 n e C b  KJIaCCHseCKHM MeTOnOM m ~ y p ~ a .  
B r J I a B e  11 MbI YCTaHOBHM BCe C J I y s a H  OAH03HaVHOCTH +YHKUHH 

(11). 
B r J I a B e  111 MbI H 3 Y s a e M  rpynny ypaBHeHHJ3 (111) B 3aBHCH- 

MOCTH OT n a p a M e T p a  A A P a c c M a T p m a e M  B o n p o c  0 6  o n p e n e n e H H H  

y p a B H e H m  (111) no s a n a ~ ~ o f i  rpynne T. 
H a c ~ o f l ~ ~ f i  M e M y a p  COCTaBJIJ3eT s a C T b  M O ~ I %  nHCCepTaUHH " 3a- 

nasa 0 6 p a m e ~ ~ ~  n ~ ~ e t i ~ o r o  n ~ + + e p e ~ u ~ a n b ~ o r o  ypaBHeHHR BTO- 

p O r 0  IIOpflnKa C s e T M p b M J 3  O C O ~ ~ ~ M A  T O ~ K ~ M A "  (ne~porpan ,  1918), 
K o T o p a R  conepxcm T a m e  H c c n e n o s a m e  o6mero c n y s u  ypaaae- 
HHJ3 C q e T b I p b M f l  O C O ~ M M A  TOqKaMH. 

B B A ~ Y  ~ 0 6 b l ~ H f i ,  IIpOHCXOARIIlHX H a  M O ~ #  pOAHHe B HaCTORWee 

BpeMfl ,  f l  COBePILIeHHO JIHILIeH M & T ~ M & T A ~ ~ C K O #  JIHTep&TYPM, qTO H e  

II03BOJIfleT MHe IIpHBeCTH H ~ O ~ X O A H M ~ I ~  CCMJIKH. 

C ~ ~ + e p o n o n b  (KPMM), a B r y c T ,  1920 r. 

*Voir aussi Konig. Math. Ann., 1912, Bd. 71. S. 206-213. 



r A e  c p o ( 2 ,  A) - pan IIO UeJIbIM IIOnOXATeJIbHbIM CTeneHJIM 2 .  B 
OKPeCTHOCTU O C O ~ M X  T O q e K  X = a ,  1, OCI Mbl I i M e e M  

1 
Y W ( ~ ,  A )  = Y w ( 2 ,  A )  log - + c p m ( 2 ,  A) .  

2 

~ O ~ + ~ H ~ U ~ H T H  a k ,  b k ,  Ck, d k  - n O n H H O M M  IIO A; MOXHO n O K a 3 a T b I  

q T O  y o ( 2 ,  A),  ya ( 2 ,  A) ,  y l ( 2 ,  A)  H Ym ( 2 ,  A )  - U e J I M e  T p a H C U e H A e H T H h l e  

(PYHKUUH A. ~ ~ # C T B I I T ~ ~ ~ H O ,  I I y C T b  p - p a A U y C  CXOAHMOCTH P R A a  

Y ~ ( x ,  A)*. Ecnu k AOCTaTOrIHO B e n H K o ,  TO 



r A e  E -  + H K C H P O B ~ H H O ~  IIOJIOmHTeJIbHOe rIHCJI0, MeHbLUee P.  
I I o n o m i ~  z = m, me Iml < p - E .  PRAM Cr=O=l a k m k  H 

CrZl kkakmk- l  IIpeACTaBJIRIoT IIeJIbIe TpaHCUeHAeHTHbIe (PYHKWH A ,  
TaK KaK OHH CXOARTCIi PaBHOMepHO IIO A;  TaKHM 0 6 p a 3 0 ~ ,  HarIaJIb- 

H N e  y c n o s H a  H H T e r p a r r a  yo(z, A )  B ~eoco60f i  T o w e  2 = m - u e n ~ e  
TpaHCIIeHAeHTHbIe +YHKUHH A ;  XOpOIlIO H3BeCTH0, YTO B BTOM CJIy- 

r I a e  CaM H H T e r p a J I  T a K m e  6 y n e ~  IIeJI0# T ~ ~ H C U ~ H A ~ H T H O ~ ~  (PYHKW~# 
A. BooBme, n y C T b  y(z, A) - w ~ ~ e r p a n  y p a B H e H m  (1). B OKpeCTHO- 

CTH TOYKH 2 = 0 OH HMeeT BHA 

H eCJIH 3HBrIeHHH ~ ( 2 ,  A ) ,  d(2, A) - IIeJIbIe TpaHCUeHAeHTHbIe (PYHK- 
UHH A AJIH H ~ K O T O P O #  TO~IKH 2 = m, TO w(A) H p(z, A) - -Tame 

UeJIbIe TpaHCIIeHAeHTHbIe (PYHKLMH A. 0 6 0 3 H a r I H M  r I e p e 3  Y 0 ( 2 ,  A),  
yo (2, A) ,  Y l ( 2 ,  A) ,  Ym (2, A )  I I P O H ~ B O J I ~ H ~ I ~  n o r a p ~ ~ ( P ~ ~ ~ r I e c ~ ~ e  H H T ~  

rpaJIbI, HBJIHIoUHecR UeJIbIMH TPaHCUeHAeHTHblMH (PYHKI~ARMH A. 
I I y c ~ b  y(2, A) - B ~ I ~ ~ C T B ~ H H ~ I ~ ~  H H T e r p a n  H a  c e r M e H T e  (0, a)  serue- 
C T B ~ H H O ~ ~  OCH H IIYCTb 

- ero B m p a r n e H H e  B oKpecTHocTH T O ~ K H  2 = a.  
MM ~ P O A O J I W H M  ero 3a TOYKY 2 = a ,  6epa n p H  z > a BbIparneHHe 

E ~ A ~ M  Ha3bIBaTb 3TO BeW,eCmBeHHblM n p o d o ~ x e n u e ~ .  ~ Y C T ~  7- 
rIaCTHOe He3aBHCHMblX HHTerpaJIOB Y p a B H e I M a  (1). E c n ~  OnHCaTb 

~ ~ M K H Y T M #  KOHTyp, OTIIpaBJIfUiCb OT ~ e o c o 6 o f i  TOYKH YpaBHeHHIi 

(I), I I p e T e p n e B a e T  JIHHefiHyIo IIOACTaHOBKy (~~q+P)/(yq+b).  MHO- 
XeCTBO BCeX TaKHX JIOACTaHOBOK o 6 p a 3 y e ~  r p y I I I I y  r YpaBHeHHli 

(1). &a T o r o ,  r1~06ar a T a  rpynna 6mna ( P y ~ c o ~ o f i ,  ~ e o 6 x o ~ ~ o  H 

AOCTaTOqHO, q ~ 0 6 b I  CYUeCTBOBaJI H H T e r p a J I ,  I'OJIOMOP(PHM# B ABYX 

CMeWHbIX O C O ~ M X  TOYKaX, HJIH q ~ 0 6 b I  CYLUeCTBOBaJI HHTerpaJI ,  r0- 
JIOMOP(PH~I# B AByX HeCMeXHbIX O C O ~ M X  TOrIKaX n p H  YCJIOBHH, q T 0 -  

6ar ero npononmewie r1epe3 n p o M e w y T o s H y I o  oco6y1o TOYKY 6b1~10 

B ~ U ~ C T B  ~ H H M M *  . 
3 a ~ e ~ a  n e p e M e H H m x  

*CM. Kneiin. Math.Ann., 1892, Bd. 40. 
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nepeBoAm ypaBHeHHe (1) B c e 6 ~ ,  nepecTaBnm c e r M e H T a  (O,a), 
(1, m), (a,  I), (m, 0). O ~ c m n a  cnenyeT, YTO ecnH CyUeCTByeT wme- 
rpan, ~ O ~ O M O P + H ~ I #  B T O ~ K ~ X  x = 0, x = a,  TO C Y W ~ C T B Y ~ T  Tame 
HHTerpaJI, I'OJIOMOP+H~I# B T O Y K a X  Z = 00, Z = 1, a eCnA CyUeCTBy- 

e T  HHTerpan, ~ O J I O M O P + H ~ I #  B T O Y K ~ X  x = a ,  x = 1, TO CyUecTByeT 
Tame HHTerpan, ~ O ~ O M O P + H ~ I #  B T O Y K ~ X  z = a, x = 0. O~I~BHAHO,  
YTO HHTerpaJI H e  MOXeT 6 b I ~ b  ~OJIOMOP+H~IM B TpeX oco6b1x TOYKaX.  

E c n ~  rpynna r +yxcosa, HO H e  cywecrByeT mrerpana, ronowop+- 
HOP0 B ABYX CMeXHblX O C O ~ M X  TOYKaX, T O  HHTerpaJI, ~ o J I o M o P ~ H ~ I ~ ~  

B IIPOH~BOJI~HO# O C O ~ O #  TOYKe, BellIeCTBeHHO ~ P O A O J I X ~ H H ~ I #  sepe3 

nm6ym CMemHym 0c06ym TOYKY, 6 y ~ e ~  ronohiop+ea B cnenymweii 
oco6o# TOYKe. 

T ~ K ~ M  0 6 p a 3 0 ~ ,  AnR Toro, ' I T O ~ ~ I  rpynna r 6b1na + y ~ c o ~ o G ,  M ~ I  

nonysaeM cnenymwHe TPH YCJIOBHR: 

2. P i ~ ~ e r p a n  y,(x, A )  r o n o ~ o p + e a  npn z = 1. 

z(z - a)(z - 1) dyO(z, = - L * ( z  + A )  A ) ~ Z  (0 < z < a). (5) dx 

I I y c ~ b  A < -a. B~opo i i  vneH B a ~ o #  + o p ~ y n e  nonommenes, no- 
CKOJIbKY yO(Z, A )  > 0. HO YO(X, A) MOXeT CTaTb OTpHUaTeJIbHbIM, 

JIHLUb eCnH CnepBa CTaHeT OTpHUaTeJIbHbIM dYO(Z, A)/dz. OTCIOA~ 
CJIeAYeT, YTO eCnH A < -a, TO yo(Z, A )  H e  HMeeT K O ~ H ~ #  B HHTep- 

sane (0,a).  0 6 p a ~ ~ 0 ,  ecnw 3 ~ a s e ~ n e  A nocTaTosHo BenaKo, TO 

Yo(Z, A )  HMeeT KOPHH B ~11060~4 HHTepBaJIe (a', b'), coAepmaWe~cR 
BHYTPH (0, a). ~ ~ # c T B H T ~ J I ~ H o ,  YpaBHeHHe (1) MOXHO HpHBeCTH K 

BHAY Y" + Q(Z)Y = 0, H eCJIH3HaYeHHe A AOCTaTOqHO BeJlHKO, K O ~ + -  

+HLM~HT Q(Z) 6 y ~ e ~  6onbme n1060ro Hanepen a a n a ~ ~ o r o  nonomw 
TenbHOrO YHCJIa, H H3BeCTHaJI TeOpeMa  m ~ y p h i a  AaeT HaM menae- 
MbI# pe3yJIbTaT. 

0603HaYH~ Yepe3 y o x ( ~ ,  A )  IIpOH3BOBHyIo yo(Z, A) TI0 A.   OH^ YAO- 

BJIeTBOpReT YpaBHeHIlIo 

dx 
dyO*(z'A)] + (Z + A)yoA(z, A )  = -yo(z, A). 

dx 



~ J ' c T ~  2 = m - K O p e H b  yo(X, A) B HHTepBaJIe (0, a). @ 0 p ~ y J I a  (6) 

[dyO(xl d~ A ) y o A ( ~ l  A)] > 0, 
r=m 

HHa.re roaops,  KOPHH yO(x, A ) ,  C o n e p x a u H e c s  B H H T e p B a n e  (0, a), 
Y ~ ~ I B ~ M T  C POCTOM A. ~ T H  KOPHH IIpOCTbIe H H e  MOrYT HH HCqe3- 

H Y T ~ ,  HH I I O ~ B H T ~ C I I  B H Y T ~ H  H H T e p s a n a  (0, a). 
l l p o n o n w c ~ ~  yo(x, A) a H a n H T H s e c K H  B n o n b  s e q e c ~ s e ~ n o f i  o c ~ ,  H 

II YCTb 

a ( A ) y a ( ~ ,  A )  log(a - X )  + ~ a ( z 1  A) 

@YHKWR ( ~ ~ ( 2 ,  A') OTJIH'4aeTCR OT ~ ~ ( 2 ,  A') JIHWb IIOCTORHHbIM MHO- 

WHTeJIeM, H ( P o P M Y J I ~  (6) IIOKa3bIBaeT, qTO 3HaK ( ~ ~ ( 2 ,  A') COBIIaAaeT 

CO 3HaKOM - I . I I p e m o n o x u i ~ ,  H a n p m e p ,   TO a T o T  3 ~ a ~  
'fA ,=,I 

n o n o x u i T e n e H .  

I?3 B b I p W e H H f I  nJIR yo(X, A )  B OKPeCTHOCTH TOqKH 2 = IICHO, '4TO 

yo(2, A) IIOJIOWHTeJIbHa, eCJIH A H X MeHbIIIe H nOCTaTOqH0 ~ J I H ~ K H  K 

A' H a COOTBeTCTBeHHO, H HMeeT AJIII aTHX 3 ~ a q e ~ ~ f i  A OlIpeneJIeH- 

H o e  qHCJI0 ~ 0 p ~ e f i  B HHTePBaJIe ( 0 , ~ ) .  ~ T H  KOPHH J'MeHbUI&MTCfI, 

KOJ?L[a A CTPeMHTCfI K A', H HX qHCJIO OCTaeTCfI HeH3MeHHblM IIpH 



= A'. n p H  Aanb~e#~ leM p O C T e  KOPHH Y ~ ~ ~ B ~ I O T ,  OCTaBWTCb B 

HHTepBane (0, a). 3 a + ~ ~ c ~ p y e ~  x = a" < a H s b l 6 e p e ~  = A" > A', 
AOCTaTOsHO 6 n ~ 3 ~ 0 e  K A' H T a K O e ,  YTO yO(al', XI1) < 0. 

YCTP~MHM Tenepb x K a. M ~ I  nonysnM s ~ a s e ~ ~ e  x = a"' < 
a,  TaKoe,  TO y0(a1", A") > O. C n e ~ o a a ~ e n b ~ o ,  HHTerpan yo(x, XI') 

AonmeH HMeTb no ~ p a f i ~ e j i  Mepe OAHH KopeHb B HHTepBane (a", a"'), 
H T a K  K a K  MOXHO ~ ~ + H K C H P O B ~ T ~  a" AOCTaTOsHO 6nw3~0 K a,  aTOT 

KOpeHb OTJIH'IeH O T  YIIOMflHYTbIX Bblme. T ~ K H M  0 6 p a 3 0 ~ ,  KOrAa A ,  
BO3paCTaR, IIpOXOAHT sepe3 KOPeHb &(A) ,  rlHCJIO K O ~ H ~ G  yo(2, A )  B 

HHTepsane (0, a) ~ o 3 p a c ~ a e ~  H a  ~ ~ H H H U ~ .  

B c a M o M  Aene, npemonoxHM, s ~ o  nepexon X sepea A' npmonm 
K IIORBJIeHHIO ABYX K O ~ H ~ G :  2' H x". E c n ~  CTpeMHTCR K XI CBePXY, 

TO OHH CTPeMRTCR K a,  H H3 H ~ B ~ C T H O ~ ~  TeOpeMbI m ~ y p ~ a  CJIeAJ'eT, 

VTO HHTerpaJI Y,(x, A )  HMeeT KOpeHb, C O ~ ~ P X ~ U I H ~ ~ C R  MeXAY 2' H 2" 

H Tame C T P ~ M R U H ~ ~ C R  K a. HO aT0 HeB03MOXH0, T a K  K a K  ya (a, A') = 
1 H Y,(x, A) -~oJIoMo~+HWT (PYHKLIHJ~ 2 H B OKpeCTHOCTH X = a H 

= A'. T ~ K H M  0 6 p a 3 0 ~ ,  M ~ I  nonysaeM cneAymwym TeopeMy. 

Teope~a I. C y q e c m e y e m  6 e c ~ o n e v x o  M H O Z O  3narexu t i  n a p a A e -  
m p a  X 

-a < A, < Xz, < . . .  < A,, < . . . ,  
m a ~ u x ,  r m o  u n m e z p a n  yo(x, A n n )  (n = 1 , 2 , .  . .), n p o d o n x ' e x x w i i  x a  
eclo e e q e c m e e x n y l o  ocb,  z o n o ~ o p § e x  n p u  x = a u u M e e m  (n - 1) 
~ o p x e G  e  u x m e p e a n e  (0, a), a v u c n a  A,, cymb  e d u x c m e e x x b r e  x o p x u  
y p a e x e n u n  

a(>) = 0. (7) 

~ Y C T ~  P(X)yl (x ,  A )  log(1 - 2) $ ~ ~ ( 2 ,  A) - Bb1pWKe~He AnJi HH- 

Terpana ya(x, A),  npononxeaaoro H a  BCIO BeuecTBeHHym OCL,  B 

OKpeCTHOCTH T O s K H  X = 1. AHanorHsHo npenbInyUeMy MOXHO AO- 

Ka3aTb CneAyIOUyIO TeOpeMy: 

Teope~a 11. C y q e c m e y e m  6ec1conevxo ~ x o z o  s n a r e n u t i  napaMe-  
m p a  X 

-a > A _ ,  > X-z* > . . .  > A_,, > ..., 
m a ~ u x ,  v m o  u x m e z p a n  y,(x, A_,,) ( n  = 1 , 2 , .  . .), npodonxennb t z l l  x a  
eclo e e q e c m e e x n y l o  ocb,  zonontop§ex e  m o r x e  x = 1 u u M e e m  (n-  1) 
xopxeu' e u x m e p e a n e  (a, 1); v u c n a  A_,, c y m b  e d u x c m e e n x u e  ~ o p x u  
y p a e x e n u n  

P(X) = 0. (8) 

Ecnu  X < -a, yo(x, A )  n e  u M e e m  xopxeG e  u n m e p e a n e  (0, a), a ecnu  
X > -a, ya(x, A )  n e  u M e e m  xopxeu' e  u x m e p e a n e  (a, 1). 



B TeOpeMe 1 MbI MOXeM, OYeBHAHO, B3RTb ~ ~ ( 2 ,  A )  BMeCTO ~ ~ ( 2 ,  A) ,  
a B TeopeMe 11-yl(x, A )  BMecTo ya(x, A).  E c n ~  A,, < A' < A(n+l)nl 

HHTerpan yo(x, A') HMeeT n ~ o p ~ e i i  B HHTepBane (O,a), a ecnH 
A-nn > A'' > A-(,+i),, y a ( X ,  A") HMeeT n K O ~ H ~ #  B HHTepBaJIe ( ~ ~ 1 ) .  

3. M ~ Y Y H M  Tenepb TpeTbe ycnome,  y ~ a 3 a ~ ~ o e  B KoHue nO1. Cne- 
naeM BerrrecTBeHHoe npononxesue HHTerpana yo(x, A )  ~ e p e 3  TOYKY 

2 = a, H IIYCTb 

-erO BbIpWeHHe B OKPeCTHOCTH TOYKtl 2 = 1. O ~ O ~ H ~ Y H M  Ye- 

pe3 ~ ~ ( 2 ,  A )  B HHTepBaJIe (a, 1) BeLLIeCTBeHHOe IIpOAOJImeHHe yo(X,  A) 
sepes  TOYKY x = a B MHTepsane ( 0 , l ) .  

Q o p ~ y n a  (6) 6b1na n o ~ a 3 a ~ a  nna x < a. LInR x > a wMeeM 

me C - ~ e K 0 ~ 0 p a f i  nocTomHafi.  OH^ p a B H a  npeaeny nepBoro sne-  
H a  B BTO# @ o ~ M ~ J I ~ ,  K O r A a  2 CTpeMHTCR K CBepXy.  HO aTOT IIpeAeJI 

He  H3MeHHTCR, eCnH 2 CTPeMHTCR K CHH3Y, T. e. 

HI CJIeAOBaTeJIbHO, I # O P M Y ~ ~  (6) AOKa3aHa AnR X > a.  OH^ no- 
~ a s u ~ a e ~ ,  K a K  H B npeAuAyweM naparpalpe, YTO 7(A) H e  M o x e T  

PaBHRTbCR HYJIIO TOXAeCTBeHHO, HMeeT IIpOCTbIe KOPHH H YTO eCnH 

nonoxnu,  Tan nan npommonononnru . H a m  *( w . 
X=X X=X - 

O ~ c m n a  cnenyeT, YTO HHTepBan ( X I  1) c o ~ e p m ~  no ~ p a s ~ e f i  Mepe 
OAHH KOpeHb Y P ~ B H ~ H H #  (7) HJIH (8). 

Bb16epe~ ABa COCeAHHX KOPHR: A n n ,  YpaBHeHHR (7). 3 ~ a -  
YeHHR y0(a1 An*), y0(a1 A(n+l)*) HMeIOT IIPOTHBOIIOJIOmHhIe 3HaKH1 H 

HHTerpanu yo(x, A,,) H yo(x, H e  HMemT ~ o p ~ e t i  B HHTepsane 



(a, I), TaK KaK OHH ~?OJ'IOMOP+HM B TOrIKe X = a H > An, > -a. 
T a m  0 6 p a 3 0 ~ ,  MOXHO Y T B e p X A a T b ,  rIT0 y(An,) H y(A(n+l)r)  HMe- 

IOT IIpOTUBOnOJIOXCHble 3HaKH, T. e. rIT0 y(A) HMeeT KOpeHb B HH- 

T e p s a n e  (A,,, P ~ C C M O T P ~  T e n e p b  m T e p s a n  

A-,,). ~ ~ O H ~ B O J I ~ H ~ I #  B ~ ~ ~ C T B ~ H H M #  mmerpan y(x, A-,,) c nora- 
P H ~ M H ~ I ~ c K H M H  O C O ~ ~ H H O C T I I M H  H a  KOHUaX HHTepBaJIa  (a,  1) HMeeT 

B a T o M  H H T e p s a n e  (k + 1) ~ o p ~ e # .  B c a M o M  nene, n o n o m H M  

H n y c T b  21 M x k - 1  -nep~ar# H n o c n e ~ ~ n i %  KOPHH ya(x, A-ka)  B MH- 

T e p B a J I e  (a, 1). (PYHKUHR ~ ( 2 ,  A-k,) MOHOTOHHa II0 2 H 

C n e n o s a ~ e n b ~ o ,  y(x, A-k,) HMeeT no K O P H ~  B H H T e p s a n a x  (a, X I )  H 

(XkF1, I), H HaLIIe YTBepXAeHHe AOKa3aHO. k i ~ ~ e r p a n b l  ~ ~ ( 2 ,  A-ka)  
H yo(2, A-(,+i),) H e  HMeH3T K O ~ H ~ #  B HHTepBaJIe  (0, a), I I e p B b l l  113 

H n x  HMeeT (n + I), a BTOPO#- (n + 2) ~ o p ~ e i i  B H H T e p B a n e  (a, I), 
H, CJIeAOBaTeJIbHO, y(A-,=) H Y ( A - ( ~ + ~ ) , )  MMeH)T.~pOTHBO~OJIOX- 

HbTe 3HaKH, T. e. y(A) HMeeT KOpeHb B HHTepBaJIe A_,,). 
A H ~ J I o ~ H ~ I H M M  0 6 p a 3 0 ~  MOXHO n O K a 3 a T b ,  rIT0 y(A) HMeeT KOpeHb B 

H H T e p B a n e  (A-,, A,) H, TaKHM 0 6 p a 3 0 ~ ,  MM n o n y r I a e M  cnenylomyro 
T e o p e M y :  

. . . < < A(-") < A_,, < . . . < A(-') < A _ ,  < < 
< A, < < Az, . . . < An, < A(") < < . . . , 

maxuz, Ymo unmezpan yo(x, A(")), eetqecmeenno npodonxennata  
~ e p e 3  moYXy x = a, zonowop+en e movxe x = 1 u A(") (n = 
0, k1, f 2 , .  . .) cyma e d u n c m e e n n ~ e  xopnu ypaenenux 

y(A) = 0. (9) 

T e o p e ~ b ~  I, 11, 111 A a m T  BCe BemeCTBeHHMe 3HaqeHHH A ,  AJIR KO- 

T O P ~ I X  rpynna I' + y ~ c o s a .  

4. ~ Y C T ~  ~ ( 2 ,  A) - ' IaCTHOe AByX He3aBHCHMMX MHTerpaJIOB YpaB-  

HeHnR (1). OHO 11peo6pa3ye~ B e p x H m l o  n o n y n n o c K o c T b  R B OA- 

HOCBB~HM# rIeTMpeXCTOPOHHKK 1( 6e3 TOVeK BeTBJIeHMII, OrpaHH- 

~ I ~ H H ~ I #  r I e T b I p b m  n o c n e n o B a T e n b H o  c o n p M K a c a m w H M H c s  n y r a M u  



OKP YMHOCT~#  (PHC. 1). E Y A ~ M  rOBOpHTb, ZITO ZIeThlpeXCTOPOHHHK 

h' COOTBeTCTByeT YPaBHeHHIO (1). O ~ ~ ~ T H O ,  KZU%AOMy ZIeThlpeX- 

CTOpOHHElKY Y K ~ ~ ~ H H O Z ~  ~ O P M M  COOTBeTCTBYeT YpaBHeHHe BHAa (1). 
B ~ ~ U I H H M  A, B, C H D COOTBeTCTBYlOT TOZIKaM X = 0, a, 1 H 03. 

E c n ~  B h l 6 p a T b  A p y r O e  YaCTHOe, Mhl IIOJIYYHM ZIeTbIpeXCTOpOHHHK, 

~ 0 ~ 0 p b I f i  MOXeT ' 6 b 1 ~ b  IIOJIyZIeH H 3  IIpeAbInyIUerO J l H ~ e f i H b l ~  ripe- 

0 6 p a 3 0 s a ~ w e ~  711 = ( a q  + P)/(yq + 6). 0 6 p a ~ ~ 0 ,  L[BYM VeTbIpex- 

CTOPOHHHKBM, CBH3aHHblM TaKHM n p e o 6 p a 3 o ~ a ~ ~ e ~ ,  COOTBeTCTByeT 

OnHO H TO Xe YpaBHeHHe B H n a  (1) HJIH YpaBHeHHH, He3aBHCHMbIe ne- 
PeMeHHbIe KOTOphIX CBR3aHbl JIHH~#HMM n p e o 6 p a 3 o s a ~ ~ e ~ ~  IIpHZIeM 

B C e r A a  MOXHO CqHTaTb,  ZITO peaJIH3yeTCH I IepBaH B03MOXHOCTb. 

l l o n o m a ~ ,  H a n p H M e p ,  q(z, A )  = yo(x, X)/yo(xl A) H P a c c M o T p H M  

c e r M e H T  (0, a) s e u e c ~ s e ~ ~ o i %  ocw n n o c K o c T H  x. E l ~ e e ~  q(O, A) = 0, 
H KOpHH ~ ( 2 ,  A) COBIIBAaIOT C KOpHHMH ~ ~ ( 2 ,  A).  O T C I O A ~  C J l e W -  

e T ,  ZITO e C n H  < X I ,  CerMeHTy (0, a) COOTBeTCTByeT B IIJIOCKOCTH 

q(x, A )  nyra, 0 6 p a 3 y m r r r m  n m n b  q a c T b  OKPYXHOCTH; e c n H  = An,, 
CerMeHTy (0, a) COOTBeTCTByeT n-KpaTHO I I p o f i n e ~ ~ a H  OKpYXHOCTb; 

e C n H  An, < < aTOMY CerMeHTY COOTBeTCTBYeT n-KpaTHO 

I I p o f i n e ~ ~ a H  OKpYXHOCTb H nyra, 06pasymwarr ZIaCTb OKPYXHOCTH. 

B cnny n p e o 6 p a ~ o s a ~ ~ ~  (4) MomHo y T s e p x n a T b ,  ZITO aaanoramcre 
YTBepXAeHHH BepHEd AJIH C e r M e H T a  (1,03). 

IIPH X > X-n, X = X-nx H > X > aHaJIOrHZIHhle 

yTBep.XAeHHH HMeIoT MeCTO AJIH CerMeHTOB (a, 1) H ( O , 0 3 ) .  T ~ K H M  
o 6 p a 3 0 ~ ,  CTOPOHbl I( H e  CaMOIIepeKpblB&IOTCR, JIHUIb eCnH CO- 

AepXHTCH B HHTepBaJIe X-, < X G X,. E y n e ~  Ha3blBaTb aTOT 

n H T e p s a n  unmepsanonc odno3naunozo 06paqenua A. Ecnn X n p H -  

H a n n e x M T  a T o M y  H H T e p s a n y ,  n p o T m o n o n o m H M e  CTOPOHM K He MO- 



r y ~  n e p e c e K a T b c f i .  B c a M o M  A e n e ,  ecna, H a n p H M e p ,  C T O ~ O H ~ I  AB 
EI C D  n e p e c e K a m T c n  B T o s K e  M, TO (PYHKUEIR z = ( ~ ( q ) ,  0 6 p a ~ -  
Hafi  K (PYHKWEI ~ ( 2 ,  A ) ,  6 y n e ~  ~ o J I o M o ~ ( P H ~  BHyTpH TpeyrOnbHE1- 

K a  AMD E1 MHOr03HaZIHa H a  rpaH&iUe, 9TO HeB03MOXHO. B BTOM 

cnysae MOXHO a H a n 0 r a s H m . t  0 6 p a 3 0 ~  n o ~ a 3 a ~ b ,  s ~ o  s e T b x p e x c T o -  

POHHElK I< IIpeACTaBnfieT co 60# rIaCTb nJIOCKOCTE1, paCIIOnO?KeHHYIO 

BHYTPH ( U ~ H  C H ~ ~ P Y ~ H )  KOHTYPa ABCDA. B ~ P U H H ~ I  ero pacno- 
n o m e H a r  H a  oAHo# OKPYH(HOCTE1 T. E c n ~  OAHa H3 BepUElH YAa- 

JIReTCfi H a  ~ ~ C K O H ~ ~ I H O C T ~ ,  CTOPOHbI, CMemHbIe C BTO# B~PUEIHO#, 

C Y T ~  n a p a n n e n b H b x e  npmme, H T T a m e  e c T b  n p R M a R  naHHfi.  B 
o 6 w e ~  cnysae nOA OKPYmHOCTbH) MbI 6 y ~ e ~  IIOHHMaTb BeWeCTBeH- 

HYM OKPYXHOCTb HJIH IIPIIMYIO JIHHMIO. O P T O I ' O H ~ J I ~ H O C T ~  T E1 CTO- 

POH K - H ~ O ~ X O A L I M O ~  E1 AOCTaTOZlHOe y c n O B H e  A n f i  TOrO, s ~ 0 6 b I  

rpynna r 6mna (Py~co~o i l* .  Ecna X H e  n p a H a A n e m T  H H T e p s a n y  

A,  TO K IIpeACTaBJIfieT ~ 0 6 0 %  MHOrOJIHCTHYIO nOBePXHOCTb 683 TO- 

s e K  B e T B n e H m  a n p o T m o n o n o m H b I e  CTOPOHM Ii c a M o n e p e K p m B a -  

JOTCX. Ecnu a H a n a T M s e c K H  n p o n o n m H T b  (PYHKLIHIO q(z, A )  r1epe3 
OAMH E13 CerMeHTOB B ~ J U ~ C T B ~ H H O ~ ~  OCEI, MbI IIOnYrIElM K O H ( P O P M H O ~  
n p e o 6 p a 3 0 s a ~ ~ e  H M % H ~ #  nOJIynJIOCKOCTE1 R1 B seTbIpeXCTOpOHHE1K 

I(1, K O T O P M ~ ~  MOmeT 6 b l ~ b  n O n y s e H  E13 Ii C IIOMOLUbM EIHBepCHH OT- 

HOCHTenbHO CTOPOHbI I(, C O O T B ~ T C T B Y I O L U ~ ~ ~  YKa3aHHOMY CerMeHTy.  

B b I n o n ~ f i R  n o c n e A o s a T e n b H o  a H a n a T H s e c K o e  npoAonmeHE1e q(2, X )  
sepe3 BCe CerMeHTbI B ~ U ~ C T B ~ H H O %  OCM, MbI IXOAYrIEIM, TaIUfM o6pa- 
30M, H a  nJIOCKOCTH ~ ( 2 ,  X )  peIIIeTKy ZleTbIpeXCTOpOHHHKOB. Ecnx 
o 6 p a ~ ~ m  ( P y ~ ~ w f i  K (PYHKUE~EI q(2, X )  

1. H 3 y s e ~ E 1 e  2 KaK (PYHKUHH OT ~ ( 2 ,  X )  Ha3bIBaeTCfi n p o 6 n e ~ o #  
o 6 p a ~ e ~ a f i  Anfi  YpaBHeHHfi (1). Ecna a T a  (PyHKUHfi (10) OAH03HaZr- 

Ha ,  o H a  ~ B T O M O P + H ~ ,  EI ee rpynna c o s n a n a e T  c r.   TOT cnysafi 
~ o s ~ o m e ~ ,  namb ecnn X n p m a A J I e m a T  amepsany A.  B cxny a T o -  

r0 O ~ C T O I I T ~ J I ~ C T B ~  MbI Ha3BBlIEI BTOT HHTepBaJI UtimepeUAOM O ~ H O -  

~ H U Y H O Z O  o6paqenux. B a ~ o f i  rnase MH H c c n e A y e M  a T o T  H H T e p s a n  



Torna BePIlrHHbI A, B H C 9eTblpeXCTOPOHHHKa K HMeIOT KOOPAH- 

H a T H  q = 0, q = KI H q = [xa(X)P(X) + iy(X)]/P(X). B e p m ~ a  D 6y- 
n e T  p a c n o n o m e H a  H a -  c e r M e H T e  AC, H ee K o o p n H H a T a  T a m e  6 y ~ e ~  
~ H ~ J I H T H ~ ~ c K O #  (PYHKUH~# A. HOJIOXHM = A('). Bce BepIlrHHbl6y- 

AYT paClTOJIO)f(eHbI H a  B ~ ~ ~ C T B ~ H H O ~ ~  OCH, T. e. y ( ~ ( ' ) )  = 0; BTa OCb 

OpTOrOHaJIbHa BCeM CTOpOHaM K, H @YHKUHR (lo),  Z = p(q, A(')), - 
( P ~ K C O B ~  (PYHKUIIR, AJIR KOTOPO# BeuIeCTBeHHaR OCb RBnReTCR CHH- 

ryJlf%pHo# J IHHH~#.  ~ Y C T ~  T e n e p b  y 6 b 1 ~ a e ~ ;  PaCCMOTpHM HHTep- 

B a n  A', 3 a ~ a ~ ~ b 1 #  HepaBeHCTB aMH 

B BTOM HHTepBaJIe  CX(X) < 0 H P(X) < 0, 3a HCKJIIOYeHHeM TOaKH 

A-,, me P(X-,) = 0. ~ T O ~ M  OIIpeAeAHTb 3HaK y(X), ~ ~ M ~ T H M ,  '4TO 

PHC. 2 Pnc. 3 

yo (x, A- ,) HMeeT B H H T e p B a n e  (a, 1) OAHH KOpeHb (rJI. I, no 3) H no- 
JIOHCHTeJIbHa B OKPeCTHOCTH TO'4KH X = a. O T C W A ~  BblTeKaeT, '4TO 

y(X-,) > 0, H, c n e n o B a T e n s s o ,  y(X) > 0 A n a  A-, 6 < A('). Ta- 
KHM 0 6 p a 3 0 ~ ,  eCJIH COAep)f(HTCII BHYTPH HHTepBaJIa  b', K HMeeT 

(POPMY, yKa3aHHyW H a  PAC. 2. n p H  = A-, MbI IIOJIY'4HM O ~ J I ~ C T ~ ,  

~ 3 0 6 p a x e ~ ~ y ~  H a  PHC. 3. B BTOM CJIy l Iae  BePIIIHHbI D H C COBIIa- 

A a W T  C A EI B, H (PYHKUHII X = p(v, A-,) 6 y ~ e ~  (PYKCOBO# (PYHKuH~#, 

AJIa KOTOPO# BeUeCTBeHHBJ3 OCb H e  IIBJIJTeTCII CHHI'YJI~~PHO# JIEIHHe#. 



K o o ~ A H H ~ T ~ I  BepIUHH C H D,  UeHTpbI AJT AD H C D  H paAHyCb1 

aTHX A y r  HenpepbIBHO H3MeHRH)TCfi BMeCTe C A. ~ p 0 ~ 0 J I m e H H f i  CTO- 

p o ~  AD H BC H e  M o r y T  n e p e c e K a T b c R .  I I p o n o n m e ~ ~ ~  CTOPOH C D  
H AB H e  n e p e c e K a m T c R ,  e c n H  x A o c T a T o s H o  6 ~ 1 ~ 3 x 0  K x(O), H sase- 
AOMO n e p e c e x a m T c R ,  e c n H  3 ~ a s e ~ ~ e  X A o c T a T o s H o  6 ~ 1 ~ 3 x 0  K X-,. B 
CJIe.ltJmweM IlaparpaSpe MbI nOKWKeM, -TO pa3nHrIHbIM 3HaVeHHRM 

COOTBeTCTBYIOT T i t m e  pB3nHrIHbIe 3HarIeHHR y rna  (o, nOA KOTOPbIM 

n e p e c e a a m T c n  npononmema CTOPOH AB H C D .  T ~ K H M  0 6 p a 3 0 ~ ,  
H H T e p s a n  A' p a 3 n e n ~ e ~ c ~  H a  nse s a c T H :  (A_,,  x - ( ~ ) )  H ( x - ( ~ ) ,  A(')), 

me X = c o o T s e T c T B y e T  cnysam, K o r n a  y a a 3 a ~ ~ b 1 e  npononme- 
HHR K a c a m T c R  npyr npyra. E c n ~  X c o n e p m H T c R  BHYTPH H H T e p s a n a  

A(')), aTH npOAOJIXeHHR H e  HMeIoT o6wax TOqeK, HO e C n H  

y6b1sae~ OT no A-,, yron (o ~ o s p a c ~ a e ~  OT 0 no 1 ~ .  0 6 0 3 ~ a -  
rIHM r I e p e 3  3 H a q e H H e  A ,  COOTBeTCTBylOWee 3HaqeHHH) (o = (00. 

3 ~ a s e ~ m  A_(,) (0 < (o < 1 ~ )  o 6 p a 3 y m ~  M H T e p s a n  ( A _ , ,   AH^- 
JIOrHrIHbIM 0 6 p a 3 0 ~  H H T e P B a n  All ,  onpe~eJIeHHhTi% HepaBeHCTBaMH 

A(') < X < A,, p a 3 n e n ~ e ~ c ~  H a  nse sacm: (A('), A,), 
me X = c o o T s e T c T B y e T  cnysam,  K o r n a  npononmeam CTOPOH 

BC H AD KaCaIOTCR A p y r  npyra. E c n ~  HaXOAHTCR BHYTPH HH- 

T e p B a J I a  (A('), aTH npOAOJIXeHHR H e  HMeMT O ~ U H X  TOqeK, a 
e c n H  X ~ o s p a c ~ a e ~  OT no A T ,  OHH n e p e c e K a m T c R  non y r n o M  4, 
~ 0 ~ 0 p b I f i  MOHOTOHHO B 0 3 p a C T a e T  OT 0 A 0  1F. E c n ~  npHHaAJIemHT 

AN, n p o n o n m e H H s  CTOPOH C D  H AB H e  HMemT O ~ U H X  T o q e K .  

T ~ K H M  0 6 p a 3 0 ~ ,  BeCb HHTepBaA A pa3AeJIReTCfl H a  T p H  ZIaCTH: 

Al,  A,, A,, o n p e A e n e H H b r e  H e p a s e H c T s a M H :  

- < < ( 0  ( 0  < < ( 0  X(0) < < A, 
c o o T s e T c T s e H H o .  Ecnw X npmannemm A2, n p o n o n m e H m  CTOPOH 

~eTbIpeXCTOpOHHHKa I< H e  HMeIoT o6wwx TOZIeK.  TOT HHTepBaJI 

c o n e p m w T  s ~ a q e ~ ~ e  = A('). E c n ~  n p u H a n n e m H T  Al ,  npononme- 
HHf3 CTOPOH I{, COOTBeTCTBYIOIUHX CerMeHTaM (0, a) H (1, CO) BeIUe- 

C T B ~ H H O ~ ~  OCH n n o c K o c T H  2, n e p e c e K a m T c s ,  a n p o n o n m e H H s  n ~ y x  
npyrxx CTOPOH H e  n e p e c e x a m T c s .  H a n p o ~ w ~ ,  ecnx X npxsanne- 
XHT A3, IIpOAOJImeHHR CTOPOH, COOTBeTCTBYIOUHX CerMeHTaM (a, 1) 
H ( c o , ~ ) ,  n e p e c e K a m T c s ,  a n p o n o n m e H H s  ABYX npyrax CTOPOH H e  

HMeIOT O ~ I U H X  TOZIeK. 

2. ~ O K ~ X ~ M  T e n e p b  T e O p e M y ,  aHOHCHPOBaHHYIo B npeAblAyl l IeM 

naparpaSpe. 
Teope~a IV. Pa3nuun~nc 3na~enuxnc A, npunadne31~ayunc U H -  

mepsany A, ne ncozym c o o m e e m c m s o s a m ~  oduna~osbte  3nauenux 
yzna (o (unu 4). 



Y T O ~ ~ I  H e  n p e p b I B a T b  n a n b s e h e r o  ~ s n o m e ~ ~ a ,  c n e n a e M  caava- 
JIa n B a  3 a M e v a H H I I .  

II e p B o e 3 a~ e v ~ H H  e. E c n ~  H a  n n o c K o c T H  s a n a ~ ~  ma on- 
HOJIHCTHHX T p e y r O J I b H H K a ,  O r p a H H v e H H b I X  A y r a M H  OKPY)KHOCT~#,  

BepUlHHbI H YrJIbI  KOTOPHX COBnaLIaIOT, TO BTH TpeyrOJIbHUKH CO- 

B n a A a m T .   TO Y T B e p m A e H U e  M O m e T  6 H ~ b  ,ZlOXa3aHO n ~ 6 0  reOMe-  

TPHZleCKH, nn60 IIOCpe,UCTBOM CBRJH, C Y I ~ ~ C T B Y I O I ~ ~ #  M e m A y  T a -  

KUMU T P e Y r O n b H U K a M H  U ~ e 0 p H e f i  ~ U @ @ e p e ~ l l k I a J I b ~ ~ r ~  YpaBHeHHII 

raycca. 
B T 0 p 0 e 3 a M e Zl a H  H e. L[Ba IIpOH3BOJIbHbIX JIHHefiHbIx nH(P- 

(PepeHI lHaJ IbHblx  YpaBHeHHR BTOpOrO llOpJTAKa MOrYT 6 b 1 ~ b  ripe- 

0 6 p a 3 o ~ a ~ b 1  OAHO B npyroe n o c p e n c T B o M  n p e o 6 p a 3 o ~ a ~ ~ ~  B H n a  

n p H s e M  (PYHKWII ~ ( 2 )  M O m e T  6 b I ~ b  n O n y Z l e H a  IIOCpeACTBOM HCKJIm- 

ZleHHR 7) H 3  ( P Y H K U H ~ ~  (lo),  COOTBeTCTBYIOI4HX 3aAaHHhIM YpaBHeHH- 

IIM. E c n ~  B T a  (PYHKUHR J I H H ~ # H ~ ,  6 y . W ~  CZlHTaTb, ZlTO 3aAaHHbIe  

YpaBHeHHII  H e  OTJIHZlaIOTCII. E c n ~  AByM YpaBHeHHRM BHAa (1) CO- 

OTBeTCTBYeT OJWH H TOT YeTbIpeXCTOPOHHHK K ,  IIPHZleM B 060- 
HX CnYZlaIIX TOYKaM 2 = 0,1,00 COOTBeTCTBYIOT OAHHaKOBhIe B e p -  

IUHHbI K ,  HCKJlIOYeHHe 7) IIPHBOLIHT K (PYHKUHH W, KOTOPaII 3 a A a e T  

K O H + O P M H O ~  o ~ o 6 p a m e ~ ~ e  n o n y n n o c K o c T a  B ce611, o c T a s n s r o u e e  

HeIIOLIBH*HbIMH TOZlKH X = 0,1,00, T. e. n B a  3 a n a H H b I X  YpaBHeHHR 

c o s n a n a m T .  

B e p ~ e ~ c s  T e I I e p b  K n O K a 3 a T e J I b C T B y  T e O p e M b I  IV. n p e A I I o J I 0 -  

S H M ,  ZlTO n B Y M  3HaZleHHRM A = A', A = A'' COOTBeTCTBYeT OLIHO 

H TO me s ~ a s e ~ ~ e  cp. Y P ~ B H ~ H H R M  

COOTBeTCTByeT Y ~ T ~ I ~ ~ X C T O ~ O H H H K ~ ~ ,  H ~ O ~ ~ Z O K ~ H H ~ I #  H a  PHC. 4. 
T p e y r o n b H H K H  AID1kfl H A 2 D 2 M 2  HMeroT y r n b I  0, 0, cp. npe- 
o 6 p a s y e ~  IIJIOCKOCTb ZleTbIpeXCTOpOHHHKa A 2  B 2 C 2 D 2  IIOCpeACTBOM 

( P ~ p ~ y n b I  7 1  = (a7 + P)/('y7) + 6) H sb16epe~ KoB(P(PHLIH~HT~I T a K M  

06pa30~ ,  Z I T O ~ ~ I  T p e y r O J I b H H K  A2 D 2 M 2  C O B n a n  C TpeYrOnbHHKOM 

A1 DIMl ( n e p ~ o e  s a ~ e s a ~ ~ e ) .   TO n p e o 6 p a 3 o ~ a ~ ~ e  B K B H B ~ ~ ~ H T H O  

n p y r 0 M y  ~b I60py  ZlaCTHOrO nBYX H H T e r p a n O B  YpaBHeHHfi (12). 



0 6 0 3 ~ a u a ~  vepea K1 YeTbIpexcTopomHK A1 B1 Cl D l ,  a vepea 
Kz -YeThIpeXCTOPOHHHK, C O O T B ~ T C T B ~ ~ O I U H #  YPaBHeHUIO (12), no- 
n y u e ~ a d i  B p e 3 y n b ~ a ~ e  npeo6pa30sa~m.  M306pa3a~  K2 H a  nnoc- 
KOCTU K1. C ~ o p o ~ a  A2 D2 cosnanaeT co c~opoaoi i  A1 Dl, a C T O P O H ~ I  

AzBz a D2Cz HanoxaTcrr H a  CTOPOHH A1 B1 H DICl. B e p m n ~ a  C2 H e  

MOXieT COBnaCTb C Cl B CHnY BTOPOI'O 3aMeYaHUH. M O ~ H O  CYHTaTb, 

YTO C2 HaXOAUTCJl H a  CTOpOHe ClD1, T a K  K a K  eCnH C2 HLXOAUTCH 

H a  npononxeann CID1, MH M o x e M  npeo6pa30sa~b H e  ueTMpexcTo- 

POHHUK AZBZC2 D2, 8 YeTbIPeXCTOPOHHHK A1 BICID1. T ~ K H M  o6pa- 
  OM, MM nonyYaeM psc. 5 ,  me B3 H C3 o s ~ a v a m ~  npeo6pa30saa~b1e 

sepmmM B2 H C2. 

M c ~ n m Y e ~ n e  z n3 ~ ( z ,  A') H vl(z, A") I I P H B O ~ T  K + y ~ m m  71 = 
p(t?), 3anamwe# KOH+OPMHO~ O T O ~ ~ ~ X ~ H H ~  K1 H a  Kz; FpH BTOM 

n p e o 6 p a 3 0 s a ~ a ~ e  BepmHHbI A1, B3, C3, Dl  nepexomT c0oTee.r- 

cTsemo B B e p m H m  A1, B1, Cl , Dl. C n e n a e ~  msepcnu K1 OTHO- 

CHTenbHO CTOpOH AIB1, AIDl U DlC1. MbI IIOnyYUM, TaKUM o6pa- 
30M, 0 6 n a c ~ b  E ,  COCTaBJIBHHYW) H3 YeTbIpeX YeTMPeXCTOPOHHUKOB. 

@ymum p(7) r o n o ~ o p + ~ a  B E 3a HcKnmrleHneM BepmuH, oHa npn- 
m M a e T  Kmnoe 3Haveane OAUH pa3 H o ~ o 6 p a m a e ~  E B o 6 n a c ~ b ,  

06pa30samym Kz H eI'0 HHBepCUJTMH OTHOCHTenbHO CTOPOH A1B3, 



.rr3s~.eaoesu.ead zaxcoru aH g~hbur, grsadarr OL~ 'SLOU~~ 

-daa~d Naxcoru I~W M 'o~xcoru~oaa~ oLe OH '00 = (OIL) Ud wcU~![ .a .L 
(?I 

'... +.+(oh - h)?ou + (OIL - IL) = Oh - (IL)Ud 

NaaWM FIN 'W0EOdg0 WHWOL '*EOd HMUO aHHahOHE 3093 aOUW(OW La 

-ONMHM~U M 3 M~LLHE OH+~OEIIOUOJ (h)d KM~WH~+ rr.easuanadrr OL~ 

'MU~UME FIN wox WOL L~~~~ru~~aa~ oLe OH loo auH 0 = (oh) V,d wcu~![ 
aOhbIf3 ~OHEHLO~LI €I WOW WOL '1 = TO OLh 'LabUa~3 OUCX3LO 

NaaWM MWhOL #oLe HL~OHL~~~WO a '(0h)d = Oh OLh 

'mx.e~ 'oh = h amoL ~alCa~3amb3 Taly a~bn OH .~ahfitr~ paeda~ 
.mhbu3 .em awrnordrau:, mq~~az~3Uadrr L~JON M  gar, a raly 

s3o ~abs~dgoadn (h)d EfMhXHb@ MUM Eg Tv XEHO~OL~ 'IIH OH 

-HaEL3LaELOO3 LOWaU ( '. . '2 '1 = U) (h) Ud XHHahOHE OL '1,'JTa HUH 

Igly XOHO~OL~ OH ~mau b wu3a WOW XZL 'm~avhoruam ~L~OHMON 

-€OH IfK~aU30~ '~OHHXOL30Il OH8Od HUH €'Ed HmO aHHahOHE aOUW 

-EX ~a.eNn~ktdu H 3 8 OH+~OWOUOJ (h)d H '3 M~L~HE gOHHa~OuO~ 

-30d 'n~3zugo gonmw a z~daruo~azd s~3oruwUox~ .(h)d MM~!.IH~+ 

#o~suanadnn~3orbrmmox~'s~3o~sua~'IIaoUau3omorr~~~o~suaL~a 
-onauDou goLe EM ~LMU~UI~EI OHMON KU~LHO~ EII~~~HH~U bun3 8 

.EO~ HMno am 
-3hEHE a083 aOUHCeW LOIBWMHM~LI M 3 8 19HahMHOdJ0 M I~H+~OWOUOJ 

. . . [(h)l-ud]d = (h) Ud 

! . . ' ' [(h) Zd]d = (h ) Ed 

! [(h) ld]d = (h) Zd 

! (h)d = (h) Id 



Brnopoil cnyuail. Korna T o s K a  7 o n u c w s a e T  nyry DA B HeKoTo- 

POM H a n p a s n e H a u ,  T o n K a  p(q), o n n c b I s a m u a H  ~y x e  wry B TOM 

me H a n p a B n e H u w ,  H ~ X O ~ T C R  B c e  B p e M R  sneperrn unu nosam ~ o s -  
KII 7. B b 1 6 e p e ~  BHYTpH A y r w  AD TOnKy 7 = 70 H IIyCTb rl, = p n ( 7 0 )  

(n = 1 ,2 ,  . . .). Tosm 70,  71, 7 2 , .  . . p a c n o n o x e H b I  H a  nyre AD OA- 

H a  3a A p y r 0 #  H, 3Ha'IHT, CTPeMIfTCR K H ~ K O T O P O ~ ~  o I I ~ ~ A ~ J I ~ H H o #  

TOYKe 7'. @YHWHSI ~ ( 7 )  npeo6pa3ye~ AYrY 7071 B 7172,  a a T Y  no- 
CJIeAHIolO-B 7273,  H T. A. OTCH)A& CAeAyeT, HaIIpHMep,  YTO 

HO MbI BHAenH, YTO (PYHKUMR P(7) IIpHHHMaeT K m A O e  CBOe 3HaYe- 

HHe n H U b  OAaH p a 3 .  T ~ K H M  0 6 p a 3 0 ~ ,  BTOPO# cnyva# T a m e  H e  

M o x e T  p e a n ~ 3 0 s a ~ b c r r ,  H T e o p e M a  IV n o ~ a 3 a ~ a .  

3. P~CCMOTPHM T e n e p b  rpynny I' H n p o 6 n e ~ y  06paue~wsr nnrr 
y p m H e H H f i  (1). I T p e m o n o m ~ ~  caavana, s ~ o  X n p H H a A n e m a T  HH- 

T e p B a J I y  Az. n p H  BTOM YeThTpeXCTOPOHHHK K HMeeT (POPMY, H30- 

6 p a x e ~ ~ y m  H a  pac. 6. n o c n e n o s a ~ e n b ~ b r e  H H s e p c a H  s e T b l p e x -  

CTOPOHHHKOB OTHOCHTeJIbHO HX CTOPOH nPHBOJUXT BCe BpeMIf K HO- 

BblM zIeTblPeXCTOPOHHHKaM, H PeLUeTKa BTHX YeTbIPeXCTOPOHHHKOB 

o 6 p a 3 y e ~  OnHOCBR3HyIo o 6 n a c ~ b  A, O r p a H H s e H H y I o  KPUBO# L. 

E c n r ?  = A('), a T a  K p H B W  eCTb OKPYmHOCTb; B OCTanbHhIX CJIYYiLlfX 

a T a  ~ p ~ s a r r  H e a H a n H T n s H a .  B nepBOM cnysae (PYHKLIMR (10) (PYKCO- 
Bit, a B OCTanbHblX CJlyvZlJTX BTO K J I ~ # H o B ~  (PYHKUHII C C H H ~ Y J I R P H O ~ ~  

n H ~ H e f i  L. 
3a HcKnIoveHHeM c n y s m  x = A(') rpynna r conepxm napa- 

~ O J I H Y ~ C K U ~ ,  r ~ n e p 6 o n ~ v e c ~ ~ e  H JIOKCOApOMHYeCKMe nO,I(CTaHOB- 



KH. ~ P H  A = A(') J IOKCOlIpOMUYeCKHe n p e o 6 p a 3 o ~ a ~ ~ ~ ~  OTCYTCTBY- 

IOT.  He C y I I l e C T B y e T  HHKaKHX COOTHOUI~HH# MeHcAJ' n O n C T a H O B K a M H  

rpynrm I?*. 
CaeJIae~ H H B e p C H I O  Ii' O T H O C H T e n b H O  er0 CTOPOHbI CD H IIYCTb 

A', B'-06pa3b1 BepILIHH A, B. M ~ I  nOl IYYHM II IeCTHYrOJIbHUK 

ABCA'B'DA, K O T O P ~ I #  RBJ IReTCR ( P Y H A ~ M ~ H T ~ J I ~ H o #  06nac~b10 
rpynnbI r. CTOPOH~I AB H A'B' CBR3aHbI  IIOACT~HOBKO# d = 
ST~S;~, me Sz, S3 C Y T b  ITOACTaHOBKH, COOTBeTCTBYIOIIlAe O ~ X O A ~ M  

B O K P Y r  TOZIeK 3: = a H X = 1, HCXOAR H 3  TO'IKH B ~ P X H ~ #  IIOJIYIIJIOC- 

KOCTH R, I I p H r I e M  U - ~ H I I ~ ~ ~ O I I H ~ I ~ C K ~ ~ R  IIOACTaHOBKa.  

P ~ C C M O T ~ H M  T e I I e p b  H H T e p B a J I  hl. C n y r ~ d  A = A _ ,  yXe P a C -  

c M a T p H s a n c n .  B a T o M  cnyvae ( P o p ~ a  K r r p H s e n e H a H a  PHC. 3, (PYHK- 
UHR (10) ( P Y K C O B ~  6e3 CHHI'YJIRPHO# OKpYmHOCTH H I I O a C T a H O B K a  U 

T O X A e C T B e H H a R .  

n o c n e a o ~ a ~ e n b ~ b ~ e  H H s e p c m  I< B c e r a a  ~ P H B O A R T  K H O B ~ I M  ve- 
T b I p e X C T O P O H H H K a M ,  e C n H  P a C C M a T p H B a T b  H H B e P C H H  OTHOCHTenbHO 

CTOPOH AB H CD K a K  c o s n a a a m u H e .  C n e n o ~ a ~ e n b ~ o ,  B c e  COOTHO- 

I U e H H R  M e m a y  I IOACTaHOBKaMH H 3  rPYIIIIbI r RBJIRIOTCR B BTOM C n y -  

qae C n e A C T B H R M H  COOTHOllIeHHJX S2S3 = 1. 
Bb16epe~ T e n e p b  B H H T e p B a n e  A1 s ~ a v e ~ ~ e  A = A-(o); B BTOM 

C n y z I a e  A-OAHOCBJT3HitR 0 6 n a c ~ b ,  O r p a H H r I e H H i t R  ~ ~ C K O H ~ ' I H ~ I M  

qHCJIOM O K P Y ~ H O C T ~ # ,  (PYHKUHR (10) K J I ~ # H O B ~ ,  U - I I ~ P ~ ~ O J I H V ~ C -  

K a R  I IOACTaHOBKa  H H e  C Y U e C T B Y e T  HHKaKHX COOTHOIII~HU# M e X A J '  

I IOACTaHOBKaMH H 3  rpYnIIb1 r. 
H a ~ o ~ e u ,  P a C C M O T p H M  0 6 ~ ~ t i  c J I y r ~ a # .  @ ~ H K ~ H H  (10) M O m e T  

6b1~b O A H O ~ H ~ ~ I H O # ,  JIHIIIb e C n H  p = ?f/n (12 = 2,3, . . . ), T.  e. e C n H  

A = A(-,/,). B BTOM cnyvae o 6 n a c ~ b  A- ~ ~ C K O H ~ ~ I H O C B R ~ H W I  H 

O r p a H H q e H H a J X  ~ ~ C K O H ~ ' I H ~ I M  WfCJIOM O K P Y X H O C T ~ # ,  (PYHKUHR (10) 
~ n e a n o ~ a  H u- a n n H n T H q e c K a r r  n o n c T a H o B K a  n o p H m a  n. E c n ~  MU 

npeo6pa3ye~  UIeCTHYI'OJIbHHK ABCA'B'DA IIOCpeACTBOM n o n c T a -  

HOBKH 0, U2 ,  . . . , 0"-I , T O  I IOnYr IHM KOJIbUeBYIO O ~ J I B C T ~ ,  O r p a H H r l e H -  

HYIO 4n n y r a M H  o ~ p y m ~ o c ~ e i i .  n o c n e n o ~ a ~ e n b ~ b ~ e  H m e p c n H  a ~ o #  
O ~ J I ~ C T H  ABIOT B C e r A a  H O B b I e  KOJIbUeBbIe  06nac~1.1, H MOmHO IIOBTO- 

MY Y T B e p m A a T b ,  q T 0  B C e  COOTHOllIeHHR M e m A Y  IIOACTaHOBKaMH B 

rpynne r c n e n y I o T  ~3 C o o T H o u r e H m  (S2S3)n = 1. 
M H ~ e p ~ a n  A3 I IpHBOlUiT  K T e M  Xe CJIyrI i tRM, r I T 0  H Ar. @YHKUHR 

(10) O A H O ~ H ~ Y H ~ ,  e c n H  A = A,, A+(') HJIH A_(,/,) (n = 2,3, .  . .). 
BM~CTO CTOPOH AB H CD C n e n y e T  P a C C M a T p H B a T b  CTOpOHbI  BC H 

AD, a BMeCTO IIOACTaHOBKH 6-I IOACTaHOBKY 7 = S ~ ~ S ; ~ ,  me 



COOTBeTCTByeT 0 6 x 0 . ~  BOKPYr TOYKH X = 0.  

lTpe~b~fiyLu~e p a c c M o T p e H H r i  npEiBonriT K c n e ~ y r o L u e i 2  T e o p e M e :  

Teope~a V.  Cyqecmeyem snauenue x = A('), npu KOmOpOM 
$ynxyun (10)  $yrcoea c cunzynnpnou' o rpyxnocmaw.  Cyqecmey- 
w m  dea snauenun: u maxue, umo < A(') < A(,), 
u ecnu X n p u n a d n e x u m  unmepeany (X_(o) ,X(o)) ,  3a ucrnwuenuent . .  . .  

mouru  X = A('), $ynxyun (10)  xneu'noea c o6nacmaw cyqecmeoea- 
nun, ozpanuuennoii neananumuuecxoii rpueoi i  L. Ecnu X = 
unu = A('), sma $ y n r q u n  rnei inoea c odnocen3noii o6nacmblo cy- 
qecmeoeanux, ozpanuuex~o i i  6 e c x o n e u n b i ~  uucnont o rpyxnocmeu ' .  
Cyqecmeyem dea snauenun: X = A, > u X = A_,  < X-(0)r 
dnn rcomoparx $ynxyun (10)  $yrcoea 6e3 cunzyn~rpnoii  o r p y x n o c m u ,  
u uMewm ntecmo cnedywque coomnourenun: 

B unmepeane (A_,, cyqecmeyem eorrpacmawqan nocnedoea- 
menbnocma X- ( r /z ) ,  X-(r /3)1 X-(xf4), . . ., cxodnqancn K u ma- 
ran,  umo ecnu X = A_(,/,) ( n  = 2 ,3 , .  . .), $ y n r y u n  (10)  - xneu'noea 
u ee o6nacmb cyqecmeoeanun 6ecxonevnocen3na u ozpanuvena 6ec- 
roneunarnt ~ u c n o n t  o rpyxnocme i i ,  a zpynna I' c o d e p x u m  ennunmu- 
uecxue nodcmanoeru nopndra n .  3 m u  nodcmanoeru untewm eud 
S(S2S3)kS-1 ( k  = 1 , 2 , .  . . , n - I ) ,  zde S - npourreonanan nodcma- 
noera u3 zpynnbi I?. 

B unmepeane A,) cyqecmeyem eo3pacmawqan nocnedoea- 
menbnocmb . . . , cxodnqancs K u maxarr, umo ecnu 

= X(,/,), ( n  = 2 ,3 , .  . .), $ y n r q w  (10)  ~e6noeea ,  ee o6nacmb cy- 
qecmeoeanun unteem me x e  ceoiicmea, umo u npu X = A(,/,), 

a zpynna I' c o d e p x u m  3nnunmuuecrue nodcmanoeru S ( S ~ S ~ ) ~ S - ~  
( k  = 1 , 2 , .  . . , n - 1 )  nopndra n.  Depeuucnenn~e  cnyuau ucuepnarea- 
w m  ece cnyuau, rozda l y n r y u n  ( l o )  odno3nauna. 



1. B a ~ o #  rnase MM H ~ Y Y H M  6onee nonpo6~o  r p y m y  r. E c n ~  
X npmannemm H H T e p s a n y  Az, npononxemrr CTOPOH K 06pa3ym~ 
HOBM# 'IeTkdPeXCTOPOHHUK K', KOTOPM# MbI Ha30BeM d ~ f l ~ ~ ~ ~ m e ~ b -  
n  M M  Y e m a t p e z c m o p o n n u ~ o ~ .  MOXHO B c e r n a  n p e n n o n a r a T b ,  YTO 

TO'IKa 7 = oo H a X O m T C R  BHYTPFI I(' (CM. pHc.  6). E c n ~  C n e n a T b  

HHBepCHIO K H K' OTHOCHTeJIbHO er0 CTOPOH, MbI IIOnyYHM L(Be pe- 
IIIeTKH rIeTbJPeXCTOPOHHHKOB, Pa3fieneHHbIX fiBeHa.llUaTbH3 OKPYm- 

HOCTRMH. E c n ~  CHOBa C n e J I a T b  HHBePCHlO OTHOCHTeAbHO CTOPOH, 

p a c n o n o x c e H H m x  H a  a T e x  OKPYXHOCTRX, MLI n o n y w M  me pelueTKw 

'IeTbIpeXCTOpOHHHKOB, P a 3 n e n e H H b I X  TPH.llUaTbIO llIeCTblO OKPY*HO- 

CTRMII, H T. a. B npenene MM n o n y s H M  me p e m e T m :  A H B, pasne- 
n e s H M e  KPHBOS L. Ecne x = A('), L- O K P Y ~ H O C T ~ ,  B O c T a n b H u x  

CnYYaRX- 3TO HeaHanHTHYeCKaR *OPL[aHOBa KPHBBR*. 

3 ~ a  KPHBU RBnReTcR n p e n e n o M  u e n o s e K  OKPY*HOCT~#, nocne- 
n o s a T e n b H o  K a c a m r u x x c a  npyr npyra. K w n u  u e n o s K a  cocTaBnR-  

e T  YaCTb npef ibI~[yUIe# ,  IIpHYeM K M A U  OKpYXHOCTb Cl 3aMeHReTCR 

T P e M R  OKPYXHOCTRMH: Ci, C!, C r ,  KaK nOKa3aHO H a  PHC. 8. M u  
XOTHM IIOKa3&Tb, ' IT0 IIJIOWaAb UeIIO'IeK CTpeMHTCR K HynIO, T. e. 
' IT0  0 6 n a c ~ b  d KBafipHpYeMa. 



Llena~  n p o ~ 3 ~ o n b ~ o e  r I H c n o  u ~ ~ e p c ~ i ' i ,  MM ~ ~ M ~ H I I ~ M ,  H a n p H -  

M e p ,  OKpyXHOCTb Ci I . le I Ior I~0i i  OKPYMHOCT~#  C KPYraMH A H B. 
~ O K W ~ M ,  zIT0 CYIUeCTBYeT IIOJIOmHTeJIbHOe ZIHCJIO 4 < 1, TaKOe, 

rIT0 OTHOIIIeHUe IIJIOmaAU Z3~0i'i I.leIIOYKH K IIJIOma,LVf Ci CTaHOBMTCII 

MeHbIIIe q nocne nOCTaTOYH0 6 o n b m o r o  r IHCna HHJ3epcHfi. npeo6pa- 
3OBaHHe 771 = a7 + b H e  MeHIIeT Z3TOrO OTHOmeHHJI, lTOZ3TOMy MOXCHO 

CrIMTaTb, rlTO TOYKa A HMeeT KOOpAHHaTY 77 = 0, JIUHMII UeHTpOB C 1  

H Ci -BeUeCTBeHHaR OCb H AHaMeTp Cl P a B e H  1. ~ P O B ~ A ~ M  r l e p e 3  

TO'IKY A ABe OKPYXCHOCTM: C1, C1', OpTOrOHaJIbHbIe K Ci H BbIpe3a-  

M U H e  r IeTBepTb Z3~0fi OKPYXCHOCTH. M b I  lTOnyYaeM TPeYrOJIbHHKH 

A ~ E  U A & E ~  (CM. PHC. 8). ~ O K H ~ M ,  YTO KPYrM Cf, Cy H e  MO- 

r Y T  HMeTb O ~ U K X  TOrIeK C O ~ O H M M  BTMMH TpeyI'OlIbHHKaMH. ~ Y C T ~  

l / rn  (rn > 1 ) - m a ~ e ~ p  oKpymHocTM Ci. C ~ e n a e ~  npeo6pasoaa- 
me 771 = 1/77 H n y c n  71 = '7; + ivy. 

OKPYXCHOCTH Cl, Ci, C1 H C" lTepeXOART H a  nnOCKOCTM 771 B IIpJ?- 

- m, 77;' = -m, = m. Kpyrn C;' H MLIe JIHHHH 77; = 1, 77; - 
Ci/l AOJIWHbI OKa3aTbCR BHYTPH nOJIOChI, o I ' ~ ~ H H ~ I ~ H H o #  nPRMblMH 

77; = 1 H 7; = m; ITOBTOMY MX AUaMeTPbI MeHbIIIe (rn - 1). HO T p e -  

YrOnbHMKH ADE, ADl& H a  nnOCKOCTM 71 o 6 p a 3 y m ~  rIaCTb a ~ 0 i ' i  

nonocm, p a c n o n o m e H H y m  smme n p I I ~ o #  77: = rn H HHme n p I I ~ 0 #  

77: = -m, H, CJIeAOBaTeJIbHO, KPYrH Cf M Cy H e  MOrYT HMeTb 06- 
mMX TOYeK C O ~ O H M H  TpeYrOJIbHHKaMH OAHOBpeMeHHO. 

n p e n n o n o m ~ ~ ,  H a n p H M e p ,  ~ I T O  T p e y r o n b H n K  ADE (CM. p ~ c .  8) 
H e  HMeeT o 6 m ~ x  TOYeK C C;' H Cy. C A ~ J I ~ B  AOCTaTOYHO 6onb- 
IUOerIHCJIO U H B ~ ~ C H ~ ~  OTHOCHTenbHO O K P Y ~ H O C T ~ ~ ~ ,  lTpOXOaR.IllHX Ye- 

pe3 TOrIKY A,  MOWHO 3aIIOnHMTb YeTblpeXCTOPOHHHKitMM PeIUeTKH 

f? CKOJIb YrOaHO 6onbruym YaCTb JIJ'HKH AD; IIOBTOMY a n I I  Kpy-  

ra C{ MomHo B ~ R T ~  B KarIecTBe w c n a  q ,  c y m e c T B o a a H H e  KOTOPO- 

r 0  Mbl XOTMM AOKa3aTb, rIHCJIO 40,  YAOBJIeTB0plIK)Illee HePaBeHCTBY 

112 + l /x < go < 1, TaK KaK nnomanb nymu p a m a  n/2 - 1. T o  me 
rIHCn0 40 lTOAXOAHT H AnII  Cy. 

P~CCMOTPHM T e n e p b  K p y r  Cf . C A e J I a B  MHBePCHH) IT0 OTHOIIIeHMM 

K BTOMY KPYrY, Mbl lTOnyrIHM BHYTPH H e r 0  T P H  K P Y r a .  K ABYM H 3  

HHX, aH8JIOrHrIHblM Ci H C r ,  MOXHO IIPHMeHUTb lTpeD3IAyUee PaC-  

CyXCaeHHe. C A ~ J I ~ B  HHBBPCHX) I I0  OTHOUIeHHH) K TPeTbeMY KPYI'J', 

Mbl CHOBL nOJIYrIMM T P H  K P Y r a ,  H T.A. O~I~BHAHO,  rITO nJIOIUaLLb 

K P Y ~ O B ,  P a c n o n o m e H H b I x  B c e p e m H e ,  CTpeMHTcri K ~ y n m ;  cneaosa- 
TeJIbHO, M O M 0  YTBeP%AaTb, rITO 'ZHCJIO 90 FOAUTCR T a m e  H AnJ3 

K p y r a  Cf. I43 c y m e c T B o s a H w a  T a K o r o  r l a c n a  qo H e M e n n e H H o  cneny- 
eT, ~ I T O  nnowaab UenorIKM K P Y ~ O B ,  T. e. c y M M a  K s a a p a T o B  p a m y c o B  

KpYFOB, COCTaBJlflMUHX I.lelTOVKY, CTPeMMTCR K HYJIH). 



2. JIm60e y p a B H e H H e  strna (1) n o n H o c T b m  onpeneneao, e c n H  3a- 
A a T b  3HaZIeHHfi a H A;  Mbl 0 6 0 3 ~ a s m  TaKOe YPaBHeHHe CHMBOJIOM 

[a, A], npennonarm B c e r n a ,   TO a H A BexuecTBeHHm H 0 < a < 1. 
E c n ~  s a ~ e ~ a  n e p e ~ e ~ ~ o #  B H n a  

n e p e B o n H T  y p a m e m e  [a, A] B y p a B H e H H e  T a K o r o  me mna, TO npe- 
0 6 p a 3 0 ~ a ~ ~ o e  y p a B H e m e  e c T b  T a m e  [a, A] wnu [I - a,  - ( I+  A)], 1.1 

MOmHO C q H T a T b ,  ZIT0 Q', PI 7 1.1 6 BeUeCTBeHHbI.  E c n ~  ~ ' 6 - p y  > 0, TO 

seTbIpeXCTOpOHHHK1.1, OTBeZlaIOUHe YPaBHeHHfIM, CBR3aHHbIM ripe- 

0 6 p a 3 0 s a ~ a e ~  (13), CBR3aHM J I H H ~ # H ~ I M  n p e o 6 p a 3 0 ~ a ~ ~ e M .  E c n ~  
( ~ 6  - < 0, BTH ZleTbIpeXCTOPOHHHK1.1 CBfI3aHbI J I H H ~ # H ~ I M  ripe- 

0 6 p a 3 o ~ a ~ ~ e ~  B T o p o r o  pona, T. e. n p e o 6 p a 3 o ~ a ~ ~ e ~  mna 71 = 
(aij + b)/(cij + d), me ij - ~ o ~ n n e ~ c ~ o e  w c n o ,  C o n p f i m e H H o e  c 7. 

0 6 p a ~ ~ h 1 e  y T B e p m n e H H B  T a m e  o s e s M n H M .  B cnysae (~6-py  < 0 
rIeTbIpeXCTOPOHHHK, O T B ~ Z ~ ~ I O U U #  O m O M Y  YpaBHeHHIO, CBR3aH nH- 

H ~ # H H M  n p e o 6 p a 3 0 ~ a ~ H e M  n e p B o r o  pona c KMBM s e T b I p e x c T o -  

POHHUKOM, CMeXHbIM C VeThIPeXCTOPOHHUKOM, OTBeZIaIOUHM APY- 

rOMY YPaBHeHUIO. P Z L C C M ~ T ~ H B ~ ~ I  3HaqeHHfI Z H XI,  COOTBeTCTByIO- 

UlHe  BepIlrHHaM VeTbIpeXCTOPOHHHKOB, 1.1 COOTBeTCTBHe MeXAJ' BTH- 

MH BepXIlUHaMH, JIerKO H ~ # T H  IIOACTaHOBKY Z 1  = ((YZ + P)/(Yc + 6) 
H B H ~  n p e o 6 p a 3 o ~ a ~ ~ o r o  y p a m e m f i ,  n T o  M ~ I  1.1 c n e n a e M  [nanee]. 

B e p ~ e ~ c f I  T e n e p b  K paCCMOTpeHHIO rIeTMPeXCTOP0HHUKOB K H 

K',  U lTYCTb [a, A] H [b, p] - COOTBeTCTByIOUlHe YpaBHeHHR. E Y A ~ M  
B c e r n a  npennonaram,  TO BepIlrHHm A,  C H D ABYX s e T r s p e x c T o -  

POHHHKOB COOTBeTCTBYIOT 3HarIeHHHM 2 = 0, 1, 00, 1.1, CJ'IeAOBaTeJIb- 

HO,  I{' e c T b  K O H ~ O P M H M #  o6pa3 ~ u m e #  n o n y n n o c K o c T H  R 1 . E c n ~  
H3MeHHTb A ,  TO b 1.1 /l T a K W e  ~ Y W T  MeHfITbCfI. ~ o K M ~ M ,  s T 0  AByM 

P a3HbIM 3HaYeHHfIM A H e  MOrYT CO OTBeTCTBOBaTb OnHHaKOBhIe 3Ha- 

seH1.1fI b. 
Hpennonomu~ ,  ZITO, H a n p o T H B ,  [a, A'], [b,p1] H [a, A"], [b,p"]- 

n a p b I  COOTBeTCTBeHHbIX YP&BH~HH#. ~ Y C T ~  7-ZIaCTHOe HH- 

T e r p a J I O B  Y ~ ~ B H ~ H H #  [a, A'] H [b,p'], K 1.1 I{'-COOTBeTCTByIOrrrHe 

rIeTbIpeXCTOPOHHHKEl, d 1.1 B- PeIlreTKH rIeTbIpeXCTOpOHHUKOB H a  

nn0CKOCTH 7, L-HX CI . IH~YJIRPH~I#  KOHTYP (CM. no. 1). E c n ~  Cne- 

n a T b  n H H B ~ P C H #  K 1.1 K' OTHOCHTenbHO C B O ~ O ~ H ~ I X  CTOPOH, MbI 

IIOJIysHM UeI IOsKy,  COCTORUYIO H 3  4 . 3" KPYrOB. ~ Y C T ~  cik) (k  = 
1,2 ,  . . . , 4  . 3") - OrpaHHzIHBaIOrUHe 1.1X OKpymHOCTH, -- HX pa- 
m i y c b ~ ,  6,, 6; H ~;-KOHTYP BTO# u e n o s K u  1.1 ero sacm,  conep- 
X a W H e C R  B d U B COOTBeTCTBeHHO. Ha~oneu,  n y C T b  q - s a c ~ ~ o e  



4 - - -  -(k) -(k) 
H n T e r p a n o B  y p a B ~ e ~ W Z t  [a, A"] H [b ,  p'l], a iT, K , A, B, L,  C, , P n  , - -4 -41 
6, , 6,, 6, - a H a n o r H Y H b l e  0 6 ' b e ~ ~ b l  AJIR TOZIKH T).  H c K ~ M Z I ~ H H ~  ne- 
p e ~ e ~ ~ o #  z n p m e n e T  K LLBYM @ Y H K ~ M :  ij = . ( ~ ( q )  H T )  = $(q), 

K o T o p H e  npe06pa3ym~ I( u KI B X H E l ,  n p H Y e M  B e p r u m H  K H 
4 

K1 COOTBeTCTBYIoT B ~ ~ I I I H H ~ M  H K . C J I ~ ~ O B ~ T ~ J I ~ H O ,  a T H  @YHK- 

UHH aH&JIHTHYHbl COOTBeTCTBeHHO B d H B, IIePeBOART HX B 2 H H, 
IIpHHHMaIoT OAHHaKOBbIe 3HaYeHHII H a  L H nePeBOL[RT eI'0 B z. 

~ Y C T ~  T)  = @(I)) - @YHKUMR, KOTOpiUI B d COBIIaAaeT C ( ~ ( 7 ) ) ~  B B 
c o s n a n a e T  c $(q) H n p H H n M a e T  H a  K o H T y p e  L 061uee s ~ a ~ e ~ ~ e  p(q) 
H $(T)). [@YHKUAR] @(q) ~ o J I o M o ~ @ H ~  BHYTPH d H B, 3a HCKJIIOZIe- 

HHeM o A H o r o  nonmca, conepxaweroca B K1, H s a n a e ~  H e n p e p M B -  

H o e  n p e o 6 p a 3 o ~ a ~ ~ e  IIJIOCKOCTH B ce6a. n y c ~ b  - npOU3BOAbHW 

Tozrrta, conepmawuca BHYTPH K.  O Z ~ ~ B H ~ O ,  YTO 



T. e. (PYHKWR p(q) n p o n o n m a e T c R  vepes KOHTYP L, H C K J I I O Y ~ ,  

6 b I ~ b  MOmeT, BePIIIHHbI Ii'. A H ~ ~ o ~ H u H ~ I M  0 6 p a 3 0 ~  MOmHO llOKa- 

3 a ~ b ,  YTO ( P Y H K U . ~  $(q) T a m e  n p o n o n m a M a .  Ho ~ H ~ Y ~ H H H  a T H x  

( P Y H K ~ ~ ~  H a  L COBlIaAaIOT, H 3HaqHT,  MOmHO YTBepmAaTb,  YTO @(q) 
aHaJIHTHrIHa H a  B C ~ #  nJlOCKOCTH 38 HCKJlIOqeHHeM, 6b I~b  MOmeT, 

s e p m u H  Ii'. Ho B a T H x  B e p m u H a x  o H a  H e n p e p b I B H a  a, J H ~ V H T ,  T o m e  

rono~op(Psa .  T ~ K H M  0 6 p a 3 0 ~ ,  @(q) aHanHTHlrHa H a  Bce#  n n o c K o -  

CTH H n e p e B o A H T  ee B c e 6 ~ .  C n e n o s a ~ e n b ~ o ,  ij = (c~q+P) / (~q+6) ,  H 

n e r K o  I I O K ~ ~ ~ T ~ ,  YTO y p a m e w e  [a, A"] n o n m H o  c o s n a n a T b  c [a, A'], 
T. e. A" = A', HO BTO IIpOTHBOPeYHT lTPeAllOJIOlKeHHIO. 

P~CCMOTPHM, H a n P H M e P ,  YPaBHeHHe [a, A(')], B 0TOM C n y Y a e  K' 
MOXBT 6 b I ~ b  n 0 n y Y e H  H 3  K H H B ~ ~ c H ~ #  OTHOCHTeJIbHO OKPYXHOCTH, 

K O T O P U  IIpOXOAHT Y e p e 3  BepIlIHHhI K H K', H I I P o H ~ B o J I ~ H ~ I #  Ye- 

TbIpeXCTOpOHHHK Ki, ~ I P H M ~ I K ~ I O I I ( H ~ ~  K Ii", MOXeT 6 b 1 ~ b  n o n y Y e H  

~3 K ~ H H ~ ~ ~ H M M  npeo 6 p a 3 0 ~ a ~ ~ e ~ ,  n p a Y e M  y p a B H e m e M ,  c0oTae-r- 

CTBYIOWHM [a, A(')], 6 y n e ~  OHO c a M o .  

f l p e ~ I I o J I 0 m k l M  T e I I e p b ,  YTO COOTBeTCTBYIOIIIHe YpaBHeHHR CYTb 

[a,A] a [l - alp].  f l peo6pa3ye~  YpaBHeHMe [l - a,p] C IIOMOIUbIo 

n p e o 6 p a 3 0 s a ~ ~ ~  (13), sb16pa~ zl = 1 - x, B y p a B H e H a e  [a, -(l+p)]. 
H C K ~ I O ' I ~ H  H ~ ~ ~ B H C H M ~ I ~  n e p e M e H H u e ,  MM n o n y r I H M  (PYHKWIO i j  = 
~ ( q ) ,  KOTOpaR npeo6pa3ye~ Ii" B Ii', H (PYHKWIO = $(r)), KOTOpaR 
npeo6pa3ye~ Ii' B Ii" TaKHM 0 6 p a 3 0 ~ ,  qTO BepIIIHHbI A, B, C H D 
COOTBeTCTBYIOT BepIIIHHaM C, B, A H D. @YHKUMR ~ ( q )  IIepeBOAHT 

B B A, a $(q) n e p e B o n w T  A B B. IIOBTOPRH p a c c y m A e H m  npem- 
nywero naparpa(Pa, MomHo n o ~ a 3 a ~ b ,  YTO p(q) a $(q) - a T o  o n H a  

a T a  me n ~ ~ e f i ~ a ~  +YHKLWR i j  = (aq + /3)/(7q + 6). C n e ~ o ~ a ~ e n b -  
HO, Y p a B H e H u e  [a, - ( I+ p)] A o n x H o  c o s n a n a T b  c [a, A], y p a B H e H a e  

[I - a,  p] C B I I J ~ H O  c [a, A] n p e o 6 p a 3 0 s a ~ ~ e ~  s H n a  (13) H p = -(I +A).  

B c n e n y m w e M  naparpa(Pe M ~ I  AoKameM,  YTO e c n H  [a, A] H [b, p] - 
COOTBeTCTByIOIIIHe YpaBHeHHR H A MeHReTCR OT A-(') A 0  A('), TO b 
M p - ~ e n p e p b r ~ ~ b ~ e  (PYHKWH A H b MeHReTcR OT 1 AO 0. H3 pac- 
C M O T ~ ~ H H ~  HaCTORWerO I I a p a r p a + a  HeMeAneHHO C n e A y e T ,  YTO b- 
MOHOTOHHU (PYHKUHR X I  HI  3H&YHT, YpaBHeHHe [b,p] MOWeT 6b1~b 
CBR38HO C YpaBHeHHeM [a, A] n p e o 6 p a 3 0 s a ~ ~ e ~  BHAa (13) TOJIbKO B 

n ~ y x  cnyyasx, e c n H  A = A(') H n H  b = 1 - a. B n e p B o M  cnyyae b = a. 
06a  c n y r I a s  c o a n a n a m T ,  ecna a = 112. 



H3 E I ~ B ~ C T H O #  TeOpeMbI  D T Y ~ M ~  MOXHO JIerKO 3aKJIH)YHTb, YTO CY- 

IUeCTByeT ma (PEIKCUPOB~HH~IX rlEICJIa: m' Ei m", H e  3aBEICIIIUEIX OT 

a, TaKUX, YTO K ~ ~ K A ~ I #  HHTeI'paJI YPaBHeHHR (16) HMeeT 110 ~ p a # H e #  

M e p e  OAUH K o p e H b  B amepsane (0, a), e c n M  A > m', a B H H T e p s a n e  

(a ,  I), ecna A < m", T. e. HHTepBaJI O A H O ~ H ~ Y H O ~ ~  O ~ ~ ~ T H M O C T M  

B c e r A a  o c T a e T c s  B H ~ T P H  + H K C M P O B ~ H H O ~ O  amepsana.  

B e p H e M c s i  Te11epb K E13YYeIMH) COOTBeTCTBYM4HX Y P ~ B H ~ H M #  

[a, A] H [b, /A]. E c n ~  11OJIOXMTb 7 = iyo(x, A)/ya(x, A) ,  KaK B 11'. 1 m. 11, 
TO I< M I<' HaXOaFITCR BHYTPH 11OnOCbI IUEIPHHO# -xCY(A), OAHB E13 

CTOPOH KOTOPO~~-MHEIMU OCb. Ecna E13MeHReTCR B UHTepBa- 

ne A2, TO MOXHO, OrIeBMAHO, H ~ Z ~ T P ~  rIaCTb 11JIOCKOCTEl 7, K O T O p U  

H e  11PHHaAJIeXPfT HEI I<, H a  I<', HM CMemHbIM YeTbIpeXCTOPOHHElKaM, 

a, c A e n a B  nonxoamuee n a ~ e # ~ o e  npeo6p a3os a ~ a e  c nocTosHHbIMM 

K O B ~ + U L U ~ ~ H T ~ M H  nJI0CKOCTM 7, MOXHO Y T B e p X A a T b ,  rIT0 K U K' 
HaXOARTCfi BHYTPK (PEIKCHPOB~HHO# OKPYXHOCTH H CMeXHbIe rIeTbI- 

PeXCT0POHHHKE.I HaXOARTCR H a  KOHeYHOM PBCCTORHEIEI, KOrAa A Me- 

HIIeTCR B M H T e p B a n e  A 2  (PHC. 9) .   tam^ 0 6 p a 3 0 ~ ,  H a  PHC. 9 CTOPO- 

HbI AEB a AEIB M BeplUkiHbI A H B + F ~ K C H ~ O B ~ H ~ I ,  a KOOpALiHaTbI 

A p y r u x  B e p r u a H  - a H a n m a r e c K a e  + y ~ w a u  A. 
I I pennonoma~  T e n e p b ,  VTO A ,  M e H m c b  B amepnane A2, CTpe- 

MUTCR K 3HaYeHIIKl A', OTnElYHOMY OT M A-(0).   TO MY 3HarIeHMKl 



A' c o o T s e T c T B y e T  onpenenemoe n o n o m e H H e  I< H I<' H o n p e n e n e H -  

HbIe 3HarIeHHfI b = b' H p = p'. O ~ O ~ H ~ ~ I H M  r I e p e 3  A', B' . . . TOsKM 

H a  PHC. 9 B c n y r I a e ,  K o r n a  A = A'. 
M ~ I  XOTHM IIOK&3&Tb, rITO KOrAa A CTPeMHTCR K A', b H p C T p e  

MRTCR K b' H p'. B IIPOTHBHOM CJIyrIae,  KOrAa A CTPeMHTCR K A', 
M O ~ O  BbIAenHTb nse n o c n e n o s a T e n b H o c T H  3 ~ a r I e ~ M Z i  b H p: b,, p, 
(n = 1,2 , .  . .), CXOQRUH~CX K b" H p", npHrIeM no x p a # ~ e #  M e p e  

OAHO H 3  BTHX rIHCeJI OTJIHqHO OT b' H p'. n J I R  6 o n b 1 u e B  RCHOCTH 

O ~ O ~ H ~ ~ I H M  r I e p e 3  V ( X ,  a ,  A )  H V ( X ,  b, p) 'IaCTHbIe HHTerpaJIOB Y p a B H e  

HH# [a, A] H [b, p] B c n y r I a e ,  ~ 3 0 6 p a m e ~ ~ o ~  H a  p ~ c .  9. I I p e m o n o m ~  
CHarIaJIa,  rIT0 3HarIeHHe b" OTJIHWO OT 0 H 1. B o ~ ~ M ~ M  HE9KHloM IIO- 

JIyIIJIOCKOCTb R1, IIpHKJIeHM K He# BAOJIb CerMeHTOB (00, o), (0, bN), 
(b", 1) H (1, m) r I e T b I p e  a x 3 e ~ n n f 1 p a  s e p x ~ e #  n o n y n n o c K o c T M  R H 

sb16poca~  TOYKH x = 0, b", 1 H m. I I y c ~ b  S - n o n y s e ~ ~ m  Ta- 

KHM o 6 p a 3 o ~  IIOBepXHOCTb. Bbrpeme~  H 3  BTO# IIOBepXHOCTH KpYr  

7,, O ~ H C ~ H H M #  B o x p y r  TOYKH x = b", n p r n e M  ero pamyc p,, KO- 

~ o p b l #  y 6 ~ s a e ~  H CTPeMHTCR K H y n l o  c POCTOM n,  T ~ K O B ,  YTO bn 

HaXOAHTCfI BHYTpH 7,. ~ Y C T ~  Sn - n o J I y s e H H a H  TaKHM 0 6 p a 3 0 ~  
IIOBepXHOCTb. @YHKUHH V(X, bn ,  pn) I'oJIoMoP$H~I H OrpaHH'leHbI H a  

S, (n = 1 , 2 , .  . .). ~ O ~ T O M J '  B CHJIY IIpHHUHIIa M o H ~ e n f I  MOXWO, H e  

OrpaHHYHBaH O ~ U H O C T A ,  IIpeAIIOJIOXHTb, YTO rl(X, bn,  pn) CTPeMHT- 

CR H a  S K I I p e ~ e J I b H 0 f i  (PYHKIIHH H(x), ~OJIOMOP$HO# H a  S. B Ka- 

*no# O ~ J I ~ C T H ,  ~ ~ c I I o J I o X C ~ H H O #  BHYTpH S, r l ( ~ ,  b,, p,) CTpeMHTCfI K 

npeneny p a B H o M e p H o ,  H ee n p o ~ 3 ~ o n n ~ e  rl(k)(x,  b, , p,) CTpeMfiTcR 

K H ( ~ ) ( x ) .  @ Y H K ~ H R  V(X,  bn , pn) Y.40BJIeTBOPReT YPaBHeHHIO 

H, CJIe,LIOBaTeJIbHO, H(x) y,LIOBJIeTBOpfIeT TaKOMY XI2 YpaBHeHHIO C b" 
H p" BMeCTO b, H pn. [lIaJIee] MbI Y B H m M ,  YTO H(2) HeIIOCTORHHa, 

CneAOBaTeJIbHO, H(2) = ~ ( 2 ,  b",pl'), H BTa $YH-II npeo6pa3ye~ 
IlOJIyIIJIOCKOCTb R1 B YeTbIpeXCTOPOHHHK K", ~ H ~ J I O I ' H Y H ~ I #  K'. HO 
K o r n a  A CTpeMHTCR K A', BepIIIHHbI C M D H CTOpOHbI AHID, DGIC H 

CFl B C T p e M m c s I  K o n p e n e n e H H b r M  n p e n e n a M .  Hanpmep,  c T o p o H a  

AHlD CTpeMHTCfI K CTOpOHe AiH:Di YeTbIpeXCTOpOHHHKa, COOT- 

BeTCTBYIOUerO 3HaIIeHHIIM b = b' H p =  p', H 3HaYeHHII I I p e ~ e J I b ~ o f i  

(PYHKLIMH H(x) H a  CerMeHTe (m,O) nonmm n e x a T b  H a   TO# CTOPO- 

H e  AiHIDI. ~ H ~ Y ~ H H ~ I  $ Y H K ~ H H  H(x) H a  CerMeHTaX (m,O) H (b", 1) 
AOnXHbI,  H a n P H M e P ,  J I e X a T b  H a  c T O P O H ~ X  A'HiD' H B'FiC', H, cne- 
AOBaTeJIbHO, H(x) H e  MOXeT 6 b I ~ b  ~ O C T O I I H H O ~ ~ .  O T C I O A ~  CJIenyeT 

T a m e ,  YTO YeTbIPeXCTOPOHHHK I<'' AOJIXeH COBIlaAaTb C YeTbIpeX- 



CTOPOHHWKOM K', COOTBeTCTBYIOIUHM 3HaYeHHRM b = b' H p = p', 
T. e. YTO Mhl AOJImHbI HMeTb bl' = b' H p" = p', YTO H T P ~ ~ O B ~ J X O C ~  

nOKa3aTb.  

A H ~ J I o ~ w H ~ I M  o 6 p a 3 0 ~  M o m 0  n O K a J a T b ,  YTO b" H e  MOXeT 6 h l ~ b  

pamo  HH HYJIIO, HH e m H H u e .  E C ~ H  npemonommb, H a n p H M e p ,  YTO 

bl' = 0, TO MH HMeeM JIHUIb TPH m T e r p a n a  H a  s e m e c ~ s e ~ ~ o t i  oca H 

H(z) YnOBneTBOpReT yp aBHeHHIO 

E c n ~  6~ Q 6 ~ n 0  'IHCTO MHHMMM, H(x) n p m H M a n o  6~ CBOH 3 ~ a ~ e -  
HHR H a  CerMeHTe ( 0 , l )  ~ ~ C K O H ~ Y H O ~  YHCJIO pas, HO a T 0  HeB03MOXH0, 

TaK KaK (PYHKLLIIH V(X, bn, /in) nPHHHMaIOT K M A O B  CBOe 3HaYeHHe IIO 

O ~ O M Y  pa3y. E c n ~  6m 3 ~ a u e ~ ~ e  d w  6 ~ n o  B e u e c T s e H H m ,  

(PYHKUHR H(x) n o n m H a  6 ~ n a  6~ npeo 6 p a 3 0 s h l s a ~ b  n o n y n n o c K o c T b  

R1 B TpeYrOJIbHHK C BeIUeCTBeHHhIMH BePlIIHHaMH, CTOPOHhl KOTOPO- 

ro AOnXHbIHaXOnHTbCR H a  CTOpOHaX B1FiC1, C'G{D1 &i D1HiA1. HO 
BTO HeB03MOXH0, T. K. BTH CTOPOHhI H e  MOrYT 0 6 p a 3 0 B h l ~ a ~ b  T p e  

YrOJIbHHKa. A H ~ J I o ~ H Y H ~ I M  o 6 p a 3 0 ~  MOmHO HCKJIIOYHTb B03MOX- 

HOCTb b" = 0. T ~ K H M  0 6 p a s o ~ ,  Mhl n o K a 3 a n H  HenpephlBHOCTb b H p, 
K O r n a  A MeHReTCR B HHTepBaJIe A2. 

I I p e n n o n o w t a ~  T e n e p b ,  YTO A C T p e M m c R  K A - p ) ,  K o T o p o e  H r p a -  

e T  B BTOM c n y r I a e  ponb XI. B npenene c T o p o H a  CIG{D' K a c a e T -  

CR CTOPOHbI A'EiB1, H MOXHO nOKa3aTb,  YTO B BTOM C n y ' I a e  b &I 

p CTpeMRTCR COOTBeTCTBeHHO K 1 H -114. H Y C T ~  1'-TOYKa Ka- 

caHHR CIG{D1 H AIEiB'. IIpenamyuee paccymneme r o n H T c R  H 

B AaHHOM cny'lae. Ecna npeAIOJIOXHTb,  YTO bl' OTJIHYHO OT 0 H 1, 
C T O ~ O H M  A'EiB', BIFiC', CIG',D' w D'Hi A' n o n m h l  0 6 p a 3 0 B h l B a ~ b  

YeThlpeXCTOpOHHHK, HO OHH 06pa3y10~ L[B& TpeyrOJIbHHKa: A'D'I H 

B'CII'. E c n ~  n p e n n o n o m s T b ,  YTO b" = 0, C T O P O H ~ I  B1FiC1, C1G; D' 
H DIHiA' AOJI>KHbI, KaK MbIBH,UeJIH, 0 6 p a 3 o s b m a ~ b  TpeYrOJXbHHK, HO 

 TO H ~ B O S M O ~ O ,  e c n H  CIG{D' K a c a e T c R  AIEiB'. Cnenosa~enb~o ,  



H npeo6pa .3~  e~ I I O J I y I I J I O C K O C T b  R1 B T p e y I ' O n b H H K  AIDf I f  . YI'JIbI 

aTOr0 T p e y r O n b H H K a  P a B H b I  0 ,  H M b I  nOnwtHbI H M e T b  d m  = 0 ,  
T .  e. p" = -114. A ~ a n o r n s ~ o  M O ~ H O  noxa3a~b,  ZITO ecnn A c T p e -  
M H T C H  K A ( O ) ,  T O  b H p C T p e M H T C H  COOTBeTCTBeHHO K 0 H -114. B BTOM 

cnysae KacamTcfi n p y r  n p y r a  c ~ o p o ~ a r  BfFiCf a AfHiDf .  n y c ~ b  
I C I - H X  ToYKa KacaHm. ~ P Y H K W H  H ( z )  n p e o 6 p a 3 y e ~  nonynnoc- 
K O C T ~  R1 B T p e y r o n b H H K  C f K f D f .  P a c c y m n e m ~  m y x  nocnemHx 
n a p a r p a 4 0 ~  n p H B o m T  K c n e n y l o r r r e t i  T e o p e M e :  

Teope~a VI. Ecnu e ypaexenuu [a, A ]  A  x e n p e p u e n o  eo3pacmaem 
o m  d o  A ( O ) ,  m o  e coomeemcmey lo tqew ypaenenuu [ b , p ]  snaue- 
n u s  b u p u 3 w e x m m c n  x e n p e p u e n u w  06pa30w u b y 6 u e a e m  o m  1 do 
0. 

17pu e m o w  ypaenexue [b ,p]  w o x e m  6btmb nonyveno u3 [a,  A ]  npe- 
06pa30eanuew euda (13) n u u b  e d e y z  cnedylotquz cnyuaaz: 

10. A = A ( O ) ;  e m o w  cnyvae b = a;  
2 O .  b =  1 - a .  

3 m u  cnyvau  coenabalom npu a = 112. 

4. ~ Y C T ~  S1, S2 H S3 - I l O A C T a H O B K H  H 3  I'pYnlTLYI I' Y p a B H e H H H  
[ a ,  A ] ,  COOTBeTCTByIOIIIHe n P 0 C T b I M  neTnHM,  BbIXO.lIHLUHM H 3  T O ' I K H  

I I O n y I I n O C K O C T H  R H O K p y m a l o U H M  TOZIKH 0 ,  a H 1. ~ T H  n O n C T a H O B -  

KH n o p o m n a l o T  r p y m y  1', H M ~ I  H X  H ~ ~ O B ~ M  0 6 p a q l o q u w u  nepeozo 
poda, r1~06bn OTnHZIaTb H X  OT 0 6 p a 3 y m r r r ~ x  B T O P O r O  p o n a ,  C O O T B e T -  

C T B Y ~ L U H X  neTnxM, ~ c x o m r r r ~ ~  ~3 TOZIKH nonynnocKocTn R1. 
C O O T B ~ T C T B ~ H H M ~  Y p a B H e H H H  [a,  A ]  H [ b ,  p ] ,  O'IeBH,UHO, H M e l o T  O n -  

HY H TY me r p y n n y  I'. n y c ~ b  & ,  S2,  S 3 - 0 6 p a 3 y m ~ n e  n e p B o -  
ro p o n a  r p y n n a  y p a B H e H m  [ a , ~ ] .  a n r r  y p a B H e H n f i  [ b , p ]  SF ' ,  ST', 
S;' 6 y n y ~  0 6 p a 3 y m r r r u ~ a  B T o p o r o  p o n a .  n p e m o n o m n ~ ,  ZITO cy- 
r r r e c T B y e T  erne o m o  y p a B H e H H e  [c,v] c TO# me r p y n n o t i ,  n p n v e M  
U I l p H H a n J I W H T  H H T e p B a n y  o A H o ~ H ~ Z I H O #  O ~ ~ ~ T H M O C T E I .  r p y l U I a  I' 
He c o n e p m m  annnnTnsecKHx noncTaHoBoIc, H ee c m r y n f i p H M e   TO^- 

KH 0 6 p a 3 y 1 0 ~  J I H H H ~  L ,  K O T O P ~ J I  p a 3 n e n ~ e ~  nnocKocTbHa m e  o6na- 
C T H :  A H B. ~ Y C T ~  z1 - H ~ ~ ~ B H C W M ~ J I  n e p e M e H H a a  H q - sacTHoe 
HHTerpanoB nnH y p a B H e H n R  [c, u]. M w e e w  zl = c p l ( q ) ,  m e  c p l -  
I#IYHKLUIH, axianHTmecKaa B A H n H  B. I I p e m o n o m a w ,  H a n p n M e p ,  
rlTO p l ( 7 ) )  aHaJ IHTHZIHa  B A, H IIyCTb 2 = ~ ( q )  - ~ Y H K W R  ( 1 0 )  AnR 



y p a B H e H W i  [a, A]. M c ~ n m u a f i  q, MM n o n y s w M  a H a n H T M s e c K y m  (PYHK- 
W I O  2 1  = ~ ( 2 ) .  O A H H ~ K O B M M  3HaYeHHfiM 2 COOTBBTCTBYIOT 3HaUe- 

HWi 17, CBR3aHHbIe IIOACTaHOBKaMH H 3  FpyIIIIbI r, M, CJIeAOBaTeJIbHO, 

OAUHaKOBbXe 3HaYeHHn 21. 3 ~ a  ( P y ~ K 4 H f i  ~ ( 2 )  MOXeT MMeTb oco6b1e 
TOYKU 2 = 0, a ,  1 H oo. 

n e r K 0  OTbICKaTb BHYTPH A JIHHHH, KOTOPMM COOTBeTCTBYIOT 

n p o c T M e  n e T n a ,  o n u c a H H M e  B o K p y r  T o s e K  x = 0, a ,  1 EI oo; cne- 
AOBaTeJIbHO, ~ ( 2 )  - OAHO3HaZIHaR (PYHKUHR. O ~ P ~ T H O ,  COBlTaAaIO- 

WHM 3HaYeHHRM 2 1  COOTBeTCTBYIOT COBIIaAalOWHe 3HaYeHHR 2, M 

~ ( 2 )  IIpHHHMaeT K M A O e  3HaYeHHe, 3a HCKJIlOYeHHeM 21 = 0, C , 1 
H 00, O m H  pa3. T ~ K H M  0 6 p a 3 0 ~ ,  M O M 0  Y T B e p m A a T b ,  YTO OAHa 

113 TOYeK 2 = 0, a ,  1 H IiBJIfieTCfi nPOCTbIM IIOJIIOCOM, a OCTaJIb- 

H u e  TOYKH-~e0~06bIe, HI  CJIeAOBaTeJIbHO, B T a  ( P Y H K W ~ ~  HMeeT BHA 

x = (mx + P)l(72 + 6). 
M T ~ K ,  MM IIOKa3aJIH, YTO e C n H  YpaBHeHHe [C,U], me U IIpHHaA- 

J I e S a T  H H T e p B a n y  O A H O ~ H ~ Y H O ~ ~  O ~ P ~ T H M O C T M ,  HMeeT I'pyIInJ' r, TO 

BTO YpaBHeHHe CBR3aHO ~ ~ ~ O ~ P ~ ~ O B B H H ~ M  BHAa (13) C YpaBHeHH- 

eM [a, A] w n H  [b, p]. ~ ~ M ~ T H M  ewe, YTO c w I i r y n f i p H a r e  TOYKH rpynnH 
CYTb HeIIOABHXHbIe TOYKH HeBnnHnTHYeCKHX BJIeMeHTOB rPYIInbI  H 

TOYKH HaKOnJIeHHR BTHX Hen0ABH)KHhIX TOYeK, H, ClIeAOBaTeJIbHO, 

OHH O n p e A e n m o T c R  c a ~ o i i  r p y n n o i i .  

I I p e m z y w ~ e  p a c c y m A e H H R  c n p a B e n n m M  BO B c e x  c n y Y a a x ,  KO- 

ma ( P Y H K ~ H R  (10) OAH03HarIHa. ~ ~ ~ A ~ o J I o x H M ,  YTO B YPaBHeHHH 

[a, A] A = A*(,/,) (n = 1 , 2 ,  . . .). C w ~ r y n ~ p ~ ~ e  T o w n  rpynnu r 
p a 3 6 ~ ~ a m ~  B BTOM cnyvae o 6 n a c ~ b  B H a  ~ ~ C K O H ~ Y H O ~  KOJIHYeCTBO 

KpYrOB. E c n ~  A p y r O e  YpaBHeHHe [c, U], 0 6 p a u e ~ ~ e  KOTOpOrO n p H -  

BOAUT K O A H O ~ H ~ Y H O #  (PYHKUUU 2 1  = pl(q), HMeeT TY me rpynny 
r, YTO H YpaBHeHHe [a, A], TO (PYHKUHR pl(q) BHanHTHYHa B 06na- 
CTH A, H, n o B T o p R R  n p e n b m y m e e  paccymnease, MOXHO n o ~ a 3 a ~ b ,  
YTO YpaBHeHHe [c, U] CBR3aHO C YpaBHeHHeM [a, A] n p e o 6 p a 3 o ~ a ~ u e ~  
(13). 

l[o CHX nop M ~ I  npemonarans, -TO r-rpynna y paBHeHwR BH- 

A a  (1). n e r K 0  n 0 n y Y H T b  ~ e o 6 x o m ~ b 1 e  H AOCTaTOYHbIe YCJIOBHR 

AAR. TOrO, Y T O ~ ~ I  3aAaHHaR rpynna r 6 ~ n a  rpynn0# TaKOrO y p a B -  

HeHHfi. OZI~BHAHO, YTO r AOJIXCHa C O A e p X a T b  T p U  n a p a 6 0 n ~ ~ e c ~ ~ x  
nOACTaHOBKH, nOpOHCAaIOIUHe r. ~ Y C T ~  Sl, S 2  H S3 - 06pa3y10w~e 
n e p B O r 0  POAa, COOTBeTCTByIOIUHe neTJIRM BOKPYr TOYeK 2 = 0, a 
H 1. MX HellOABHXHMe TOZIKH A O J I H M  6 M ~ b  P ~ ~ J I H Z I H ~ I * ,  H CAeJIaB 

noaxomwee n ~ ~ e # ~ o e  n p e o 6 p a 3 0 ~ a ~ n e  n n o c K o c T H ,  MomHo n p e A -  



IIOJIaI'aTb, YTO BTH TOWW CYTb COOTBeTCTBeHHO 77 = 1, 0 H 0. 
~ O A C T ~ H O B K H  S1, S 2  n S3 npHMYT BHA 

C O O T B ~ T C T B ~ I O ~ &  ~eThKpeXCTOpOHHHK AOnmeH HMeTb B KaqeCTBe 

m y x  CTOPOH napannenbHhIe npfihiare, H ero BepllrnHar A o n m  Ha- 

X O L L H T ~ C R  B Towax q = l, m, 0 H m, r A e  m - e e w e c ~ e e ~ ~ o e  
BHCJIO, s a ~ n l o q e ~ ~ o e  Memay HyneM H emwue#. l l o n o m n ~  c = 
c' + ic". M3 npocTMx reoMeTpmecKwx p a c c y m ~ e ~ M  cnenyeT,  TO 

a = -2c1/(mc), b = -2c1/[(l - m ) ~ ] ,  T. e. a H b AOn- MMeTb BHA 

 TO YPaBHeHHe BhIpmaeT TOT ( P ~ K T ,  rITO n0ACTaHOBKa SlS2S3, CO- 

oTseTcTBylowarr neTne BoKpyr TO~IKH 2 = m, - n a p a 6 o n r n e c ~ i ~ ~ .  
Ee  HenomHmafi ToqKa eCTb m = b/(a + b). J I e r ~ o  nonywrrb 

ewe cnenylowne ycnosm Tuna HepaseHcTB, KoTopMe BMpmaloT 

TOT ( P ~ K T ,  rITO IIPOTHBOIIOJIOXHbIe CTOPOHhI rIeThIPeXCTOPOHHUKa He 

HMeloT O ~ ~ H X  TOYeK B n n O C K O C T H q :  

b c' 
- < p ,  ecnwc' > 0; 
a + b  

0 6 p a ~ ~ 0 ,  nerKo nOKa3aTb, qT0 eCnn a,  b U C YAOBneTBOpfiloT yCn0- 

BHRM (21), (22) H (23), T O  CyIUeCTByeT ~eTbIpeXCTOpOHHHK C Bep- 
IIIUHaMH 7) = 0, b/(a + b), 1 H m, T ~ K O # ,  rITO Anfi COOTBeTCTBJ'loUf3- 

PO YpaBHeHHR lTOACTaHOBKH (20) CYTb o6pa3ylowwe nepBOr0 POAa. 

Ycnosm Toro, YTO npoAonmeHnfi CTOPOH H e  nepecexaro-rcfi, nMemT, 

OYeBwmo,  BHA 



Teope~a VII. Heo6zoduncoe u docmamounoe ycnoeue dnn mozo, 
umo6ia sadannan zpynna r 6iana zpynnol ypaenenun [a, A], cocmoum 
e monc, umo ama zpynna donxna codepxamb mpu napa6onuuecxuz 
06pa3ywquz 6 1 ,  6 2  u 6 3 ,  maxuz, umo, nocne nodzodnqezo eat6opa 
nodcmanoexu S ,  nodcmanoexu SulS-', Su2S- l ,  Su3S-l UMeWm eud 
(20), npuuenc a, b, u c ydoenemeopnwm ycnoeunnc (21), (22) n (23). 

Ecnu, xponce mozo, unceem ncecmo ycnoeue (24), mo cyqecmey- 
wm, eoo6qe zoeopn, dea pamuunuz* ypaenenua euda (1) c sadannol 
zpynnol I'. 

Bo ecez ocmanbniaz cnyuarrz, npu ycnoeuu odnosnaunol o6pamu- 
ncocmu ypaenenun, cyqecmeyem monbxo odno ypaenenue euda ( 1 )  c 
sadanno4 zpynnol r. 

Ecnu I' -4yxcoea zpynna, co6cmeenno paspiaenan na oxpyxno- 
cmu, xomopan e l  coomeemcmeyem, ona donxna codepxamb dee 
06pa3ywque 01 u u2, xomopiae ncoxno npueecmu x eudy 

zde a -eeqecmeennoe uucno, a > 2. B amonc cnyuae cyqecmeyem 
eduncmeenxoe ypaenenue euda (1) c sadannol zpynnol r. 

5. B n p e w y u n x  naparpa4ax MH npemonaransi, v ~ o  napa- 
MeTp A , U H @ @ e p e ~ ~ a n b ~ 0 ~ 0  YPaBHeHHR IIPHHaAJIeXHT HHTepBany 

OAI-IO~H~VHO# O ~ P ~ T U M O C T H .  B aTOM naparpa@e MJd Y H M e M  HeKO- 

TOpJde pe3ynbTaThI1 OTHOCRUHeCR K o 6 u e ~ y  CnyvaIo. 

P~CCMOTPHM cHavana cnyvafi, Korna BMnonHeHo ycnome (24). 
B aToM cnyvae MU nonyvaeM ma veT~pexcTopoHHnKa H ma ypaB- 
H e H m  [a, A] H [b, p], me A H p npnHaAnemaT HHTepsany O A H O S H ~ ~ -  

HO# O ~ P ~ T U M O C T H .  ~ P H M ~ H U M  K K M A O M Y  H3 VeThIPeXCTOPOHHHKOB 

onepamIo TpaHcsepcanbHoro nononHeHnR (adjonction transversale) 
nnocKocTn. L[nx aToro COeAHHUM me TO-, pacnonomeHHHe H a  

IIpOTHBOIIOJlOXHbIX C T O p O H a X  YeTJdPeXCTOPOHHHKa, nUHHe#, npOX0- 

AJIIUe# BHYTPH VeTbIPeXCTOPOHHUKa, CAenaeM pa3pe3 BAOnb  TO# 
n m m  H T ~ K O #  me pmpe3 H a  BTOPOM a ~ 3 e ~ n n ~ p e  nnocKocTn H 

cKnenM HX BAonb pa3pe3a (CM. AHccepTawIo H n e ~ 6 y p r a   re^- 
THHFBH)) . 

M o m ~ o  npHMeHHTb aTy onepamIo K xape npoTm ononomHblx 

CTOPOH nPOH3BOJIbHOe VHCnO P a .  npH 0TOM K ~ w K A F ~  YeThIpeXCTO- 



POHHHK I I O p O X A a e T  A B e  C e p H H  YeTb lpeXCTOpOHHHKOB,  H M b I  I I O n y -  

a a e M  C O O T B e T C T B y I o U H e  Y p a B H e H H I i  [a,, A(")], [a_, , A(-")], [b,, /.i(")], 

[b-,,p(-")I (n = 1 ,2 ,3 , .  . .)*. H a n p ~ ~ e p ,  y p a B H e H u e  [a,, A(")] co- 
O T B e T C T B Y e T  V e T b I p e X C T O p O H H H K Y ,  B KOTOpOM CTOpOHbI  AB H CD 
H a K n a m s a I o T c s I  H a  ce6s1 n pa3. Y p a ~ ~ e ~ w f i  [a,, A(")] H [a_,, A(-")] 
H M e I o T  T e  me 06pa3y10u~e rpynnm,  TO H Y p a B H e H u e  [a, A], a y p a B -  

HeHHf i  [b,, p(")] H [ b - , , / ~ ( - ~ ) ]  - T e  me 06pa3y1ouue rpynnm, a ~ o  H 

y p a B H e H H e  [b, p]. T ~ K H M  0 6 p a 3 0 ~ ,  M b l  IIOJIYVHM B C e  y p a B H e H H J 3  BH- 

na (1) c 3anamo# rpynnoil I?. 
B c a M o M  nene, B p a c c M a T p u B a e M o M  cnyqae I? H e  c o n e p m u T  an- 

n u n T w a e c K H x  n o A c T a H o B o K  H ee csmynspsme T O ~ H  0 6 p a 3 y m ~  nH-  

H H I o  L, KOTOpaSI  p a 3 A e J I J X e T  IIJIOCKOCTb H a  A B e  ' 4aCTH.  E c n ~  Y p a B H e -  

H H e  [c, v] H M e e T  r p y I I I I y  r, B COOTBeTCTByIoUeM'4eTbIpeXCTOpOHHHKe 

h'" I I P O T H B  OIIOJIOXCHbIe C T O P  OHbI H HX IIPOAOnXCeHHfi  H e  M O r Y T  H M e T b  

O ~ U H X  TOrIeK H a  IIJIOCKOCTH T'/**. I<" M O S e T  H h f e T b  C a M O I I e p e K p b I B a -  

I O U H e C f i  CTOpOHhI ,  HO I I ~ O C T O #  K O H T y p  BTOrO ' 4eTb lpeXCTOPOHHHKa  

o 6 p a 3 y e ~  V e T b I p e X C T O P O H H H K  K 6e3 C a M O n e p e K p b l B a I o U H x C f i  CTO- 

P O H ,  KOTOPOMY COOTBeTCTBYeT Y P a B H e H H e  C BTOE Xe r p y n I I 0 f i  r, 
0 6 p a u e ~ w e  K O T O p O r O  I I p H B O A H T  K O A H O ~ H ~ V H O #  (PYHKUUH. B C H n y  

T e O p e M b l  VII BTO Y p a B H e H H e  M O X H O  I I O n y V H T b  H 3  ~ ~ ~ B H ~ H H G  [a, A] 
H [b,p] n p e o 6 p a 3 0 s a ~ u e ~  swna (13), H y p a B H e H u e  [c, v] M o m H o  no- 
nYZIHTb T a K H M  s e  n p e o 6 p a 3 o ~ a ~ ~ e ~  H 3  OAHOrO H 3  BbII l IeYKa3aHHbIX 

y p ~ B H ~ H H E .  
P~CCMOTPHM T e n e p b  cnyrla21, K o r n a  n p o n o n m e H u s I  n p o T u B o n o -  

J I O ~ H M X  CTOPOH K a C a I o T C R  APYr Apyra. IIpemonaraSI, VTO TOW 

K a  T'/ = CO HaXOAHTCR B H Y T P H  ' 4eTbIpeXCTOPOHHHKa ,  M b l  l lOJIy '4a-  

e M  pac. 10. K p o ~ e  r i e T b l p e x c T o p o m u K a  I< c n p o c T b I M  KOHTYPOM 

AGBHCFDIA O K p y m H O C T U  0 6 p a 3 y ~ ~  eUe a e T b l p e X C T O p O H H H K  K1 
c KOHTYPOM AEDCFDCEBAGBA, A s e  C T O P O H ~ I  K o T o p o r o  OAUH 

pa3 c a M o n e p e K p b I s a m T c f i .  MH M o m e M  C A e n a T b  T p a H c s e p c a n b H o e  

I I O I I O n H e H H e  B ABYX BTHX ' 4 e T b l P  eXCTOPOHHHKaX T O n b K O  OTHOCH- 

T e n b H o  CTOPOH, p a c n o n o m e H H b I x  H a  O K P Y ~ H O C T I I X  AGBA H DFCD. 
B C ~ M O M  Aene, n p a M e m f i  p a c c y m n e H u f i ,  n o c p e n c T B o M  K O T O P ~ I X  M ~ I  

no~a3anu B n.4 m.1, a ~ o  n p o T H B o n o n o m m e  CTOPOHH H e  M o r y T  

H M e T b  O ~ U H X  T O a e K  H a  IIJIOCKOCTH T'/, M O S H O  A O K a 3 a T b  aHaJ IOrH '4HOe  

y T s e p m n e H H e  n n f i  c a M o n e p e K p M s a m u H x c f i  CTOPOH. 

* O ~ O ~ H ~ Y ~ H U J I  A(,), A(-,) OTJlHYLlOTCR O T  L H a n o r m Y H H x  O ~ O ~ H L Y ~ H H W  B 

rn. I. 
**asnee M H  YBHAHM, YTO B c n y Y a e  c y u e c T e o e a H n n  n e p e t c p b i e s r o u n x c s  

CTOPOH A B e  A p y r U e  CTOPOHht M O r Y T  H M e T b  06uue TOYKH H L  nnOCKOCTH 7l. 



T ~ K M M  0 6 p a s o ~ ,  B p a c c M a T p H B a e M o M  cnyqae M b l  n o n y q a e M  

Y p a B H e H H f I  [a, A] U [ b l ,  /l(')], COOTBeTCTByIOI I lHe  AF3YM Bb lUIeYKa3aH-  

HMM Y e T b l P e X C T O P O H H H K a M ,  n p U q e M  /l(') H e  I I p H H a A J I e X U T  HHTBP- 

B a n y  o A H o ~ H ~ ~ H o #  O ~ ~ ~ T H M O C T U ,  U me C e p n H  Y ~ ~ B H ~ H U #  [a,, A(")] 

M [b,, /l(")], COOTBeTCTBYIOUIHe q e T M p e X C T O P O H H H K a M ,  nOJIJ'rIeHHbIM 

T p a H C B e p C a n b H E d M  l lOIIOJIHeHHeM. Bce 0 T H  YpBBHeHHR: UMeIOT OAHY 

U T Y  Xe rpynny r, K O T O p a J f  H e  C O A e P X U T  BJ I J lHnTUqeCKUX llOACT8HO- 

BOK n C n m y n I i p H h I e  TOVKU KOTOPO# 0 6 p a 3 y m ~  ~ ~ C K O H ~ V H O ~  V n c n o  

O K P Y ~ O C T ~ # ,  O r p 8 H H q U J j a I O U I H X  OAHOCBfI3HYIO 06nac~b.  

0 6 p a ~ ~ 0 ,  ecnn y p a B H e H n e  [ c , ~ ]  H M e e T  rpynny r, TO orcpymao- 
CTH, 06pa3y101u~e COOTB~TCTBYIOU~U#  YeTb lpeXCTOPOHHMK,  PaClTO- 

n o m e H M  T a x ,  w a K  y ~ a 3 a ~ o  H a  pnc. 10. OHM 06pa3y10~ T a m e  qe- 
TblpeXCTOpOHHMK 6e3 CaMOnepeKpbIBa IOLUUXCfI  CTOPOH, H COOTBeT- 

c T B y m w e e  y p a B H e H n e  B cnny T e o p e M h z  VII H e  o T n n n a e T c s i  OT y p a B -  

HeHUfi [a, A]. C A ~ A O B ~ T ~ ~ ~ H O ,  BTOT q e T M P e X C T O P O H H H K  6e3 CaMOlTe- 

peKpMBaIOUlMXCfI  CTOPOH CBfi38H C q e T M P e X C T O P O H H H K O M  I< n M ~ e f i -  

HMM n p e o 6 p a 3 0 s a ~ ~ e ~  n e p B o r o  nnn B T o p o r o  pona, a ~ H ~ W I T ,  qe- 
TblPeXCTOPOHHHK, C O O T B ~ T C T B Y I O U I M ~  Y p a B H e H H I O  [c, V], CBfI38H T e M  

x e  n m i e i i ~ a r ~  n p e o 6 p a 3 0 s a ~ ~ e ~  c OAHMM ~3 r I e T b x p e x c T o p o H H n K o B  

I<, I<' H n U  C qeTbIPeXCTOPOHHHKOM,  I I O n y Y e H H h I M  H 3  K HJIH K' C 



~ O M O I U ~ ~  TpaHcsepcanbHoro nononHem.  C n e ~ o ~ a ~ e n b ~ o ,  ypae- 
HeHHe [c, V] MOmeT 6 b I ~ b  IXOnyYeHO n p e o 6 p a 3 0 ~ a m e ~  BHAa (13) H3 
OaHOrO H3 Y P ~ B H ~ H I I #  [a, A], [an, A(")], [bn, p(n)] ( T I  = 1,2,3,.  . .). 

H a ~ o ~ e u ,  ecna r-- + y ~ c o ~ a  rpynna, C O ~ C T B ~ H H O  p a 3 p m ~ m  Ha 

OKPYW(HOCTH, K O T O P ~  e# cooTseTcTByeT, a ecna amnonseam ycno- 
BHJI TeOpeMbI VII, TO CyIUeCTByeT ~ ~ ~ ~ H C T B ~ H H &  VeTbIpeXCTOpOH- 

HIlK K 6e3 CaMOnepeKpbmamIUHXCR CTOPOH W YeTbIpeXCTOpOHHHIM, 

nonyueHme a3  Hero npa noMonra TpaHcsepcanbHoro nononHewKa 
OTHOCUTenbHO CTOPOH, IlpeACTaBJIRIOIUHX C O ~ O #  nOJIHbIe OKpYlKHO- 

CTH*, II COOTBeTCTBYIOIIIIIe YPaBHeHICR CYTb BCe Pa3JIHrIHbIe YPaB- 
HeHaB, nMemmae rpynny r .  

T a ~ m  0 6 p a 3 0 ~ ,  MbI HaIIInH BCe YpaBHeHHR BHAa (I), HMeIoJIIHe 

OAHHaKOBJ'H) I'PYMy r, B CnyrIae, K O r A a  BTa rpylTIIa He COAepXHT 

annWnTauecmx noAcTaHoBoK. Ecna aTa rpynna conepnuiT ennu- 
nTIlYeCKIle IIOACTaHOBKU, ABe M3 O K P Y ~ H O C T ~ # ,  06pa3ym111ax ZIeTbI- 

PexcTopoHHm, nepeceKamTcs. B BTOM cnyuae, KaK a B npemny- 
meM, M ~ I  nonyvaeM ma veTbxpexcTopomKa: K a K t .  Yrny6ne~- 
Hoe m y u e ~ u e  eToro cnyvas ~ p e 6 y e ~  npemapaTenbaoro 113yue~m 

rpyrIIIbI r B 3aBHCIIMOCTH OT BenIlYWHbI (P-yrna, n0A KOTOPbIM IIe 

peceKamTca y ~ a 3 a ~ ~ ~ e  O K ~ ~ ~ H O C T H .  

Bo Bcex c n y a u x  O K ~ ~ ~ H O C T H ,  06pa3ymmae ~ ~ T ~ I ~ ~ X C T O P O H -  

HWK, 0 6 p a 3 y ~ ) ~  Tame rIeThIPeXCTOPOHHHK 6e3 CaMOIIePeKPbIBaIO- 

IUHXCR CTOPOH, II, CJIeAOBaTeJIbHO, yCnOBUH, yKa3aHHbIe B TeOpe- 
M e  VII, roAsTcs a B o 6 m e ~  cnyuae. 

*B rn.1 M i d  B H A e n H ,  r lTO n H U l b  I lpOTHBOIlOJIOWHide C T O P O H H  u e T H p e X C T 0 -  

P O H H H K a  M O r y T  6 H ~ b  I l e P e K P H B a K ) I 4 H M H C R .  



r A e  r(xl) H s(xl) - a H a n m w r e c K H e  ( P Y H K ~ E I .  B ~ a c ~ o s u e f i  c T a T b e  

MbI HCCJIeAYeM T e  CJIyqaH,  KOrAa r(xl) eCTb paUHOHaJIbHZl.fT (PYHK- 
UEIR, H IIOKa3bIBaeM, YTO 3 8 A a q a  pa3bICKaHEIR ypaBHeHHfi ,  A O n y  C- 

K a E o u H x  T a K o e  p a s a o H a n b H o e  n p e o 6 p a 3 o s a ~ ~ e ,  CBOAHTCR K HeKo- 

TOPO# 3 a ~ a ~ e  T o n o n o r E I q e c K o r o  x a p a K T e p a ,  n p w i e M  p e m e H a e  no- 
cJIeAHefi 3 a A a Y H  A a e T  H e  TOJIbKO AOKa3aTeJIbCTBO CYUeCTBOBaHHR 

pawiosanbsoro n p e o 6 p a 3 0 ~ a ~ ~ 1 s  B T e x  cnyuasx, K o r n a  OHO nefi- 
CTBHTeJIbHO B03MOXH0, HO EI C I I O C O ~  HeIIOCPeACTBeHHOrO IlOCTpOe- 

HMsI P ~ U E I O H ~ J I ~ H O ~ ~  (PYHKUEIEI r(xl).  
B n a n b a e f i m e ~  M ~ I  B c e r A a  6 y ~ e ~  n p e a n o n a r a - r b ,  YTO r(x1) - 

paIWOHaJIbHZl.fT (PYHKUEIR. @YHKUEIR S ( x l )  C Y ~ ~ C T B ~ H H O ~ ~  POJIEI H e  

m p a e T .  

Y ~ ~ B H ~ H H ~  r(xl) = C I IpH J I K I ~ O M  ( K O H ~ ~ H O M  HJIH ~ ~ C K O H ~ Y H O M )  

3 ~ a r l e ~ ~ 1 . r  ~ O C T O R H H O ~ ~ '  C HMeeT OAHO EI TO me wicno p ~ o p ~ e f i ,  H 

BTO YHCJIO p MbI 6 y ~ e ~  Ha3bIBaTb ~ O ~ I ~ K O M  r(xl).  ~ Y C T ~  3HaYeHHH) 

21 = d COOTBeTCTByeT X = C, IIpHYeM HMeeT MeCTO p a 3 J I O X e H H e  

T a ~ o e  ~ H ~ Y ~ H E I ~  x = c M ~ I  6 y ~ e ~  H B ~ ~ I B ~ T ~  l c p a m n o c m u  k, ecnu 
k > 1, U npOCntblM, eCnU k = 1. ~ O H I I T H O ,  KaK HaAO EI3MeHEITb BTO 



onpeneneaae, ecna OAHO a3 r l a c e n  c, d a n u  0 6 a  p a n H H  6 e c ~ o r r e s ~ o -  
CTR. Ecna B YpaBHeHHH (1) AJIR TOrlKH C Pa3HOCTb K O P H ~ ~  @ Y H A ~ -  

MeHTaJlbHOrO OIIpeAeJIRloIUerO YpaBHeHMR P a B H a  W ,  TO B YpaBHeHMH 

(2) B TOrlKe d OHa 6 y ~ e ~  kp, I I p a r l e M  IIpHCyTCTBae J I o r a p ~ @ M a  B On- 

HOM a3 a H T e r p a n o B  y p a B H e H a R  (1) B n e s e T  3a ~ 0 6 0 1 0  n p a c y T c T B a e  

no rapa (P~a  M B OAHOM a3 m T e r p a n o B  y p a B H e H u R  (2). 
I I e p e f i ~ e ~  T e n e p b  n n R  B t m c H e H a R  H a u r e r o  M e T o n a  K p a c c M o T p e -  

HMlO ~ & C T H O #  3aAarlIW. 

I1°2. ~ O J I O H ~ H M ,  qTO YpaBHeHHe (1) eCTb YpaBHeHkfe Gauss'a, IIpH- 

rleM 6 y n e ~  c q a T a T b  AJIII o n p e n e n e H H o c T w ,  r l ~ o  ero oco6b1e T o n m  

CYTb 0, 1 M 03. T a ~ a e  YpaBHeHHR XapaKTepH3yloTCR TpeMR pa3HO- 

CTRMW: A ,  p, V K O P H ~ ~ ~  ( P Y H A ~ M ~ H T ~ J I ~ H O ~ O  OnpeAeJIRloIUel'O YpaB- 

HeHIlR B O C O ~ ~ I X  TOZIKaX, M Mbl 6 y ~ e ~  BTO YpaBHeHHe 0 6 0 3 ~ a r l a ~ b  

CMMBOJIOM ( A ,  p, V). O T H O C W T ~ J I ~ H O  YPaBHeHWR (2) IIpeAIIOJIOmMM, 

rIT0 OH0 eCTb YpaBHeHHe C rleTbIpbMR O C O ~ M M W  TOrlKaMW: 

a 1 ,  a 2 ,  a 3 ,  a 4  (5) 

Pi C PaBHbIMM KOPHRMH (PYH,ZI&M~HT&JI~HO~O OnpeAeJIJXOUerO YpaB- 

HeHMJ3 B K ~ U K A O ~ ~  0c060fi TOrlKe. T a ~ o e  YpaBHeHHe MOmeT 6 b I ~ b  Ha- 

IIMCaHO, Hal IPHMeP,  B BMAe 

npWrleM a 4  HaXOAMTCR H a  ~ ~ C K O H ~ ~ ~ H O C T W .  

k33 CKa3aHHOrO B 11° 1 CJIeAyeT, r lT0 r l u c n a  A ,  p, V MOrYT 6 b l ~ b  
TOJIbKO a n a  HYJIRMW anw 0 6 p a ~ ~ b l  u e n o M y  r l a c n y ,  n p a r l e M  no ~ p a f i -  
~ e f i  M e p e  OAHO M3 HWX AOJImHO 6 b l ~ b  HyJIeM. 

B HaCTORLUeM 11° PaCCMOTPWM c n y r l a f i  YpaBHeHHR (0,0,O). Paul+ 
OHaJIbHaII @YHKUHH T ( t 1 )  A O n m H a  n p H  aTOM o 6 n a n a ~ b  CJIeAylOIUKMH 

C B O ~ ~ C T B ~ M H :  

1. ~ H & ' I ~ H M R  2 1  = a l ,  Uz, a 3 ,  (14, Pi TOnbKO BTW 3HBrleHkiJT, AOJlmHbI 

A a B a T b  3HarIeHHR X = 0, 1 A 03. 

2. H u ~ a ~ a e  3HarleHHR X i ,  KpOMe, MOmeT 6 b I ~ b ,  TOJIbKO rlTO YKa- 

3aHHblX, H e  AOnmHbI A a B a T b  KPaTHbIX ~ H ~ ~ I ~ H I . I #  2. 

~ Y C T ~  p-IIOPRAOK ~ ( 2 1 ) .  P a 3 0 6 b e ~  nJIOCKOCTb X BeI4eCTBeH- 

HOlo OCblO H a  ABe IIOJIYIIJIOCKOCTH. Ka.WA0fi 113 HHX COOTBeTCTBY- 

e T  H a  IIJIOCKOCTH 2 1  ~ p a B 0 I I ~ ~ e f i ~ b I f i  TpeyrOJIbHMK C BepILIMHaMM 

B TOrlKaX (5), Pi BCR IIJIOCKOCTb 2 1  IIOKpbITa 2p TaKMMa TpeyrOJlb-  

HHKaMM, IIpHrleM BOKPYr K ~ S K A O ~ ~  a3 TOrleK (5) Pix JIeXklT rleTHOe 

r l a c n o .  I I o n o m u ~  T e n e p b ,  ~ a o 6 o p o ~ ,   TO n n o c K o c T b  x l  p a 3 6 a ~ a  



K ~ K E I M - H W 6 y A b  0 6 p a 3 0 ~  H a  Y e T H O e  YWCJIO T P e Y r O J I b H H K O B  C B e P I I I W -  

H a M U  B H e K O T O p b l X  T O Y K a X  a l ,  a 2 ,  as, a 4 ,  I I p a Y e M  B O K p Y r  K ~ X A O ~ ~  H 3  

B T H X  B e p I I I H H  J I e X a T  Y e T H O e  YMCJIO T p e y r O J I b H a K O B .  ~ o K - ~ M ,  Y T O  

BCRKOMY T a K O M Y  p a 3 6 a e ~ a m  C O O T B e T C T B Y e T  O I I p e A e J I e H H O e  p a U M 0 -  

H a n b H o e  npeo6pa3osa~ne  y p a B H e H a R  (0, 0, 0) B y p a B H e H a e  T a n a  (6). 
B 0 3 b M e ~  AJIR B T O r O  p R A  I I o J I ~ I I J I o c K o c T ~ ~ ~  x a 6 y n e ~  C I I I a B a T b  a x  no 
o ~ p e 3 ~ a ~  (co, 0), ( O , l )  a (1, co) s e r n e c ~ s e ~ ~ o i i  oca,  PYKOBOACTBYRC~ 

C X ~ M O ~ ~  ~ O C T ~ O ~ H H O ~ ~  C e T a  T p e y r O J l b H H K O B  H a  I I J I O C K O C T H  21. Ha 
I I J I O C K O C T a  2 I IOJIYVWTCR H e K O T O p a R  P a M a H O B a  I I O B e p X H O C T b  R P O A a  

0, a I I O T O M Y  6 y n e ~  C y I U e C T B O B a T b  ( P ~ H K U H R  X I  = Y(X),  I I p a H H M a l o -  

u a R  H a  R B c m o e  s ~ a v e ~ w e  OAHH namb pas, a o 6 p a ~ ~ a f 3  (PYHKUWR 
2 = f ( X 1 )  6 y ~ e ~  P ~ U H O H & J I ~ H O #  ( P Y H K ~ M ~ ~ ~ ,  06na~alorneii Y K a 3 a H H b I -  

M a  B b I I l r e  A B ~ M R  C B O ~ ~ C T B ~ M M  a aalouefi ~ p e 6 y e ~ o e  p a U a o H a n b H o e  

n p e o 6 p a 3 o ~ a ~ a e .  Q y ~ ~ u a i i  x1 = ( ~ ( x )  C y u e c T B y e T  ~ ~ C Y W C J I ~ H H O ~  

M H O X e C T B O ,  H O  n 1 0 6 ~ e  A B e  a3 H H X ,  K a K  M 3 B e C T H 0 ,  C B R 3 a H b I  ~ ~ 0 6 ~ 0 -  
n m e i i ~ m ~  n p e o 6 p a 3 0 ~ a ~ a e ~ ,  a n o T o M y  n o c T p o e H H a R  c x e M a  T p e -  

Y r O J I b H P I K O B  I I P M B O A M T  I IO C y U e C T B y  JIMIIIb K O A H O M y  P a U H O H a J I b H O -  

MY n p e o 6 p a 3 0 ~ a ~ ~ m .  
T ~ K ~ M  0 6 p a 3 0 ~ ,  3anasa csenacb K I I O C T p O e H H H ,  H a  I I J IOCKOCTM 

C e T M  T P e Y r O J I b H M K O B  C Y K a 3 a H H b l M W  B b I U I e  C B O ~ ~ C T B ~ M M .  

H e ~ p y n ~ o  I I O K a 3 a T 6 ,  H a  Y e M  M b I  H e  O C T & H & B J I H B & e M C R ,  Y T O  CY- 

U e C T B y e T  JIkiIIIb O A H a  C X e M a  T ~ K O #  C e T M  T p e Y r O J I b H H K O B ,  I I p M Y e M  Y 
3 ~ 0 f i  C e T H  p = 2, M B O K p Y r  A B Y X  B e p I U M H ,  H a n p M M e p  a1 H U z ;  J I e X M T  

I IO Y e T b I p e  T p e y r O J I b H H K a ,  a B O K p y r  a3 M a 4  -no A B a .  He O r p a H a Y a -  

B a R  O ~ W H O C T H ,  M O m e M  C Y a T a T b ,  V T O  IIpa 21 = a1 = co r ( X l )  = a; 
npa x = a 2  r(x1) = 1; npa  x = a3 = 0 a npa x = a 4  = 1 r(xl)  = 0. 
O Y ~ B H A H O ,  Y T O  f(21) A O J I m H O  6 b I ~ b  B T O P O r O  I I O p R A K a ,  M T a K  K a K  

21 = CO A a e T  AE30ii~0e 3 H B Y e H H e  2 = 00, T O  f ( X 1 )  e C T b  I IOJIMHOM BTO-  

poii c T e n e H a  c K o p H n M a  XI  = 0 a x1 = 1, T. e. r(xl) = kxl(xl - l), 
n p m e M  a 2  = 112, a60 xl  = 112 A a e T  n ~ o i i ~ o e  3 ~ a s e ~ a e  x. Y c n o ~ a e  
r1(1/2) = 1 A a e T  k = -4, PI O K O H Y a T e J I b H O  

1. ~ H ~ Y ~ H E I H  21 = U l ,  U 2 ,  a3, U 4 ,  W T O J I b K O  B T M  3 H & Y e H M R ,  A O J I W H b I  

A a B a T b  2 = 0 H 1. 
2. Bce K O p H H  Y p a B H e H M R  r ( X 1 )  = @3 A O J I m H b I  W M e T b  O A H y  M T Y  me 

K P a T H O C T b  f l .  



3. H H K ~ K H ~  3 H a s e H H R  21, K p O M e  YIIOMRHYTbIX B ABYX IIPeAbIAY- 

W H X  IIYHKTaX,  H e  AOJIHCHbI l I a B a T b  KPaTHbIX ~ H ~ ' I ~ H H #  Z.  

Bonpoc IIPHBOAHTCR OIIf iTb K I IOCTPOeHHM C e T H  TPeYI'OJIbHHKOB. 

BepI l IHHbI  K W n O r O  T p e y I ' O J I b H H K a ,  COOTBeTCTBYIoWHe TO'IKaM 

X = 0 H 1, H a 3 0 B e M  6epULUHaMU n e p e O Z 0  poda, a T p e T b K ) -  6 e p U U H O M  

emopozo pods. Bce B e p r U n H b r  n e p B o r o  pona n o n m H b r  c o s n a n a T b  c 
O A H O ~ ~  H 3  T O g e K  a l ,  a 2 ,  as, a 4 ,  a BepI I IHHJJ  B T O p O r O  p O A a  A O n X H b I  

6 b I ~ b  OTJIFWHJJ OT BTHX TOVeK.  O K O ~ O  K ~ J U A O ~ ~  BepI I IHHM B T O p O r O  

P O A a  AOJIHCHO H a X O n H T b C R  OAHO H TO Xe nMCJI0  2n T p e y r O n b H M K O B  H 

o K o n o  ~axno f i  s e p r U H H m  n e p B o r o  p o n a - s e ~ ~ o e  w c n o  T p e y r o n b -  

HHKOB. H ~ O ~ O P O T ,  BCf iKaR T a K a R  C X e M a  C e T H  TpeYrOJ lbHHKOB n p H -  

BOAHT K OIIpe ,UeJIeHHOMY PaUMOHaJIbHOMY n p e 0 6 p a 3 0 ~ a ~ H ~  

Y K ~ ~ M  B HaCTORiLIeM C J I y s a e  I I O C T p O e H H e  BCeX B03MOXHbIX CXeM 

c e ~ e f i  TPeYrOJIbHHKOB.  CTOPOH~I, COe,llHHRMlllHe BePIIIMHbI IIep- 
B O r O  P O A a ,  H a 3 0 B e M  CeYeHUJTMU nepeozo poda, O C T a n b H b I e  CTOPO- 

HH- C e Y e n u s M u  emopozo pods. E y n e ~  n o K a  c T p o a T b  J IHIU~ cese- 
HHR n e p B o r o  pona. I I p e n n o n o x ~ ~  caanana, VTO H M e I o T c s  nsa ce- 
s e H H R  I I e p B O r O  P O A a  C O ~ W H M H  KOHUaMH. MOXHO CrIHTaTb ,  BTO BTH 

KOHUbI CYTb  T O q K H  Q l  H Q2.  ~ T H M M  ABYMR CeZIeHHRMM BCR IIJIOCKOCTb 

p a 3 0 6 b e ~ c ~  H a  A B a  A B y y r O J I b H H K a ,  H n e r K o  n O K a 3 a T 6 ,  s T 0  B H y T p H  

OAHOrO H 3  HMX n O n X H a  A e X a T b  T O s K a  a3 H B H y T p H  ApYrOI 'O-TOgKa 

Q4.  K ~ o M ~  T O r O ,  J I e rKO n O K a 3 a T b ,  ' I T 0  BePrUMHbI a 3  M a 4  AOJIXHbI CO- 

e n H H R T b c a  ceneaamw n e p B o r o  pona numb c o n ~ o i i  ~3 T o s e K  a1 H 

a 2 .  MbI I I O J I y s a e M ,  T a K H M  0 6 p a 3 0 ~ ,  A B e  B 0 3 M O X H b I e  CXeMbI,  CMOTpR 

no TOMY, ~ Y W T  A H  a3 H a q  COeAMHeHbI Ce ' IeHHRMH I I e p B O r O  p O A a  C 

0 A H 0 f i  H ~ 0 f i  Xe H n H  P a 3 H b l M H  M3 TO'IeK a1 H Q2. H p ~ ~ e n e ~ ~ b I e  Gene- 

HHR IIepBOI'O P O n a  P a 3 0 6 b ~ ~  B C M  IlJIOCKOCTb H a  A B e  OAHOCBR3HbIe 

s a C T H .  ~ O C T ~ B H B  B ~axno i i  1.13 BTHX P ~ C T ~ #  OAHY Bep lUHHY BTOPOrO 

P O n a  H COenHHHB ee Cer IeHHRMH BTOPOI'O P O n a  CO BCeMH B e p l U H H a -  

MH,  J I e X a U M M H  H a  K O H T Y P e  C O O T B ~ T C T B Y M W ~ #  O A H O C B H ~ H O ~ ~  YaCTH,  

I l O J I y s H M  IIOJIHYM C X e M y  TpeYI'OJIbHHKOB. 

H p e n n o n o x n ~  T e n e p b ,  'ITO HHKaKHe  A B ~  c e s e H m  n e p B o r o  pona 
H e  0 6 p a 3 y ~ ~  ABYYI'OAbHHKa. H e ~ p y m o  B H n e T b ,  rITO T p H  CerIeHHR 

n e p B O r 0  P O n a  H e  M O r Y T  0 6 p a 3 0 B a ~ b  T p e y r O J I b H H K a .  B O ~ M O X H ~ J I  
C x e M a n o n y s H T c R ,  e c n H  c e s e H H R  n e p B o r o  pons 0 6 p a 3 y m ~  s e T m p e x -  

Y r O n b H H K ,  I I p H s e M ,  K a K  H BbIrUe,  H a l t 0  ewe n 0 6 a B ~ ~ b  A B e  BepI I IHHbI  

B T O p O r O  pona. 
Tenepb o c T a e T c r r  p a c c M o T p e T b  T e  cnysan, K o r n a  c e s e H n R  nepao- 

r0 P O A a  BOBCe  H e  p a 3 6 ~ s a m ~  IInOCKOCTb H a  s a C T H .  B BTMX C J I y s a R X  

6 y n e ~ o n ~ a ~ e p ~ ~ ~ a ~ ~ o p o r o p o ~ a ~ ~ ~ a ~ n ~ ~ p ~ c e s e ~ ~ a n e p ~ o r o  
pona. Ho cnysaii n ~ y x  ceseanfi, K a K  n e r K o  B n n e T b ,  H ~ B O ~ M O X ~ H ;  



YTO Xe KaCaeTCR T p e X  c e Y e ~ H f i ,  TO OHH MOrYT HJIM BbIXOAHTb H3 

o 6 ~ e f i  BeplrrHHbI HJIH CJ'IeAOBitTb OAHO 3a APYrHM. 

T ~ K H M  0 6 p a 3 0 ~ ,  MbI IIOJIYYHM B PaCCMaTpHBaeMOM CJIyrIae BCe- 

r0 IIRTb CXeM. B aTHX CXeMaX rIHCJIO n IIPMHHMaeT COOTBeTCTBeHHO 

3HaqeHHR: 2; 2; 2; 3; 3. H ~ T ~ ~ A H o ,  KaK H B 11°2, IIOCTpOHTb PaIlHO- 

HaJIbHyK) $J'HKI~HK) T ( x ~ )  AJIR K W A O ~ ~  H3 CXeM. 

1. ~ H ~ ~ I ~ H H I I  XI = U l ,  U z ,  U s ,  U4, H TOJIbKO OHH AOJIXHbI A a B a T b  

x = 0. 
2 .  Bce KOpHH YpaBHeHUR T ( x l )  = 1 AOJIXHbI HMeTb OAHY H TY Xe 

KpaTHOCTb m, a KOPHH P ( x ~ )  = 00 -KPaTHOCTb 11. 

3. H ~ ~ a m e  3HarIeHHR 21, KpOMe YIIOMRHYTbIX B ABYX IIepBbIX 

IIYHKTBX, H e  AOJIXHbl A a B a T b  KPaTHbIX 3 ~ a r I e ~ H f i  X. 

B AaHHOM CJ'IyrIae B KaXAOM TpeyrOJIbHHKe AOJIXHa 6 b 1 ~ b  O m &  

Bepl r ruHa n e p B o r o  pona, cosnanamIuaR c o n ~ o f i  n3 r I e T u p e x  T o v e K  

a l ,  az, U s ,  U4, H ABe BePrUHHbI BTOPOrO POAa; BTH BePIIIHHbI BTO- 

poro pona p a 3 6 ~ ~ a m ~ c ~  H a  nsa K n a c c a :  B o K p y r  OAHHX AOJIXHO 

HaX0,IWTbCR OAHO H TO Xe rIHCJI0 TPeYI'OJlbHHKOB 2m H BOKPYr APY- 

~ H X  - 2n. 
H a 3 o s e ~  c e u e x u x a u  nepeozo poda c m o p o x b t  m p e y z o n b x u r o e ,  ebt- 

X O ~ X ~ U ~  U 3  eepulUH nepeOZ0 poda, a OCmanbHble CmOpOHbt Ha308eM 

CeYeNUXMU emopozo poda. YHH~ITOXHM MMcneHHo CerIeHHR n e p B o r o  

pons. T o r ~ a  OCTaBlrrHeCR CerIeHHR BTOpOI'O pona A o n m H u  p a 3 6 H ~ b  

BCK) IIJIOCKOCTb H a  r IeTbIpe  CBfl3HbIe rIaCTH TaK, q~06b1  H a  KOHTYpe 

~axmof i  n3 a T u x  s a c ~ e f i  r I e p e n o s a n H c b  sepuxHHbI B T o p o r o  pons no- 
pRAKOB m H n ,  IIpHrIeM qepe3 B e p l u H H y  IIOpflAKa m (HJIH n) AOJIWHO 

IIpOXOAHTb m (HJIH n) c e r I e ~ H f i  BTOpOI'O pOAa. T ~ K H M  0 6 p a 3 0 ~ ,  BMe- 

CTO IIOCTPOBHHR CeTH T p  eYrOJIbHHKOB, HaM AOCTaTOrIHO IIOCTpOHTb 

CXeMbI AeJIeHHR IIJIOCKOCTH H a  r IeTbIpe  CBR3HbIe rIaCTH I l p H  YCJ'IO- 

BHH rIePeAOBaHHJ3 H a  KOHTYPe BTHX r I i t ~ ~ e f i  BepUlHH IIOPRAKOB m H 

n. AJIR IIOJIHOrO IlOCTpOeHHR CeTH TpeYrOJIbHHKOB AOCTaTOrIHO B 

K ~ W K A O ~ ~  H3 BTHX rIeTbIpeX r ~ a ~ ~ e f i  IIOCTaBHTb IIO BepIIlHHe IIepBOrO 

POAa H COeAHHHTb ee CO BCeMH BeplrrHHaMU BTOpOrO POAa,  J IeXa-  

UHMH H a  KOHTYpe. M b I  H e  6 y ~ e ~  0CTaHFlBJIUBaTbCR.Ha IIOCTpOeHHH 

BCeX B03MOWHbIX CXeM, rITO HeTPYAHO CAeJIaTb. Y K ~ W K ~ M  JIHIIIb 02- 

HY H3 HHX H IIOCTPOHM AJIR H e e  T(x l ) .   TO CXeMa, I IpH K O T O P O ~ ~  ABe 

TOrlKH IIJIOCKOCTH (Y H P COeAHHeHbI qeTbIPbMR Ce'IeHHRMH BTOPO- 

r o  pona. 3 n e c b  p = 4, ~ o l m u  (Y M p A a m T  ~ H ~ ~ I ~ H H R  x = CCI M 1 



~ ~ T B ~ P T O ~  KPaTHOCTH, H TOYKM 21 = a l ,  a 2 ,  as, a 4  n a I o T  IIpOCTbIe 

3HaYeHHH 2 = 0. He OrpaHMqLfBaJi O ~ W H O C T U ,  MOSeM CYHTaTb, qTO 

T p H  M3 TOqeK a, paBHbI  0,1, 00, M 0603~asm YeTBepTYIO qepe3 a. 
n p e o 6 p a 3 o ~ a ~ u e  HaAO MCKaTb B BMAe 

Bce a T H  C n y s a H  IIPHBO.lU3TCR K OAHOMY ~ ~ 0 6 ~ 0 - J I H H ~ ~ ~ H ~ I M  npe06pa- 
~ O B ~ H H ~ M  n e p e ~ e ~ ~ o k  21. 

n05. P~CCMOTPHM T e n e p b  TOT cJlyqa%, KOrAa YpaBHeHUe (1) eCTb 

~ a ~ o e - n x 6 0  YpaBHeHHe C YeTbIPbMR O C O ~ ~ I M U  TOYKaMH H YpaBHeHHe 

(2) eCTb n o - I l p e S H e M y  YpaBHeHHe T H n a  (6). M O ~ H O  BCerAa CYH- 

T a T b ,  YTO T P H  0c06b1e TOYKH YPaBHeHUR CYTb 0, 1 M 00. H p M  aTOM 

YpaBHeHMe (I) ,  KpOMe s e T b I p e X  p a 3 ~ 0 c ~ e k  ~ 0 p ~ e f i  ~ Y H A ~ M ~ H T ~ J I ~ -  

HOrO OIIpeAeJIHIOUterO YPaBHeHHR, 6 y n e ~  3aBHCeTb ewe OT ABYX na- 
p a M e T p O B  - - Y ~ T B ~ ~ T o #  oco6ok TOYKH M A O ~ ~ B O Y H O I ' O  I I a p a M e T p a  

(akzessorische Parameter). LInH K p a T K o c T a  O ~ O ~ H ~ Z I H M  YpaBHeHHe 

CHMBOJIOM ( R ,  A ,  p, v),  me R, A ,  p, V-YnOMRHYTbIe pa3HOCTM KOP- 

~ ' 2 % .  E ~ K  H BbUUe, aTM Y e T b I p e  qHCJIa MOrYT 6 b I ~ b  HJIH HynH,  MJlH 

o 6 p a ~ ~ h 1  UeJIbIM YMCJIaM, IIpHYeM XOTb OAHO H3 HHX AOnmHO 6 b I ~ b  

HyJIeM. 

B 0 3 b ~ e ~  caaqana y p a B H e H a e  (1) T u n a  (0, 0, 0,O). 3anaqa n p H -  

BOAHTCH K IlOCTPOeHHIO CeTH YeTblpeXY~OnbHHKOB C BePIlIHHaMH B 

YeTbIpeX TOYKaX: 

a1, a2, a 3 ,  a 4 .  (7) 



OAHy BepluHHy BTOpOrO POAa, OKPYZeHHYIO 271 rIeTbIpeXyrOIlbHHKa- 

M H . ~ Y C T ~  711 - 06wee rIHCn0 aTUx BepJJlHH BTOpOrO pOAa. M M ~ ~ M ,  
OrIeBHAHO, p = nnl .  ~ P H M ~ H R R  H3BeCTHYIO (POPMYJIY Riemann'a, 
CBR3bIBaIOIUYIO rIHCJIO TOrIeK pa3BeTBJIeHHR H rIHCJIO JIUCTOB IIOBepX- 

HOCTH pona Hynb, nonynHM 

~ P U H H M B R  B O  BHHMBHHe, rITO n 2 2, 6 y n e ~  HMeTb 4n1 < 2p, rIT0 

B cHny (8) naeT p ,< 413, a aTo Heneno. M T ~ K ,  B paccMaTpHBaeMoM 

cnysae pauuoHanbHoe n p e o 6 p a 3 o ~ a ~ ~ e  ~ e e o s ~ o m ~ o .  

n06. n o n o m ~ ~  Tenepb, s ~ o  ypaBHeHxe (1) 6 y n e ~  THna 

( , ,  ) n p H  aTOM K X - K A ~ I ~ ~  '4eTbIpeXYrOnbHHK AOJImeH 

HMeTb OAHY BePLUHHY IIepBOrO POAa H TPH BePLUHHbI BTOPOrO POAa, 

IIpHrIeM aTH IIOCJIeAHHe BepIIlHHbI AOnmbI 6 b I ~ b  COOTBeTCTBeHHO 

OKpyXeHbI 21, 2m H 2n rIeTbIpeXyI'OnbHHKaMH U HATH B OIIpelleJIeH- 

HOM IIOpRAKe IIpH o6xone KOHTYpa '-IeTbIpeXJ'rOJIbHHK& 

~ Y C T ~  061uee rIHCJI0 aTHX BepLUHH paBH0 COOTBeTCTBeHHO I l l  m i ,  

n1, H O ~ O ~ H ~ Y H M ,  K a K  Bcerna, s e p e s  2p o6mee sucno seTbrpexyronb- 

HHKOB. M M ~ ~ M  OrIeBHAHbIe PaBeHCTBa: 

n p ~ ~ e ~ e ~ ~ e  + o p ~ y n m  Riemann'a B aToM cnysae naeT 

4 
-(/I + ml + nl )  ,< 2p, 3 

H B CHnY (9) IIOJIYWfM p ,< 4. HO KMAaR H3 rIeTbIpeX BePLUHH 

nepBoro pona AonmHa 6b1~b OKpyrneHa no ~ p a # ~ e E  Mepe ABYMR 

rIeTbIpeXyrOnbHHKaMH, OTKyAa p >, 4, H, CJIeAOBaTenbHO, B O  BCeX 

npenmnyuwx + o p ~ y n a x  ~ o s ~ o m e ~  JIHIUb cnysa#  paseHcTsa. 

H T ~ K ,  B PaCCMaTpHBaeMOM CJIyrIae AOJIXHO 6b1~b: 

a KamnaR B e p u m a  nepBoro pona nonrnHa 6b1~b oKpyHteHa n ~ y m  
rIeTbIpeXyrOnbHUKaMH. H e ~ p y n ~ o  IIOKa3aTb, rIT0 IIpU aTOM nony- 
WTCR oma onpeneneHHaJI cxeMa CeTH rIeTMpexyronbHHKoB. 



Xf07. P~CCMOTPHM, HaKOHeLl, TOT ~ J I y q a f i ,  KOrAa YpaBHeHMe (1) 
6 y n e ~  T H n a  ( O , O ,  l /m, l /n ) .  ICamn~f i  v e T M p e x y r o n b H a K  n o n m e H  co- 
A e p X a T b  me BePIIIHHM IIepBOrO P O A a  H me BePIIIAHbI BTOPOrO P O Z a ,  

n p H X e M  3TM nOCJIe,ZWHe AOJlXHbI 6 b I ~ b  OKPYXeHbI COOTBeTCTBeHHO 

2m H 2n YeTbIpeXyrOJIbHHKaMH. H M ~ ~ M ,  KaK k l  B n p e , U M A y ~ e M  no, 
PaBeHCTBa: 

p =  mml = n n l ;  2 p =  m l  + n l + 2  

a B o K p y r  KWO# BepuIHHM n e p B o r o  pona n e m m  no ma s e T M p e x -  

y r o n b H H K a .  llpw a T o M  n o n y s u T c n  o n H a  onpeneneman c x e M a  c e T H  

H 3  rIeTbIpeX seTMpeXyr0JIbHHKOB.  Bce 9eTMpeXyrOJIbHHKH 6 y n y ~  
KMeTb 06rrrae BepIIIHHbI B AByX TOqKaX: Q. H P ( B ~ P U I H H ~ I  BTOPOrO 

p o ~ a ) ,  a OCTanbHMe HX BepIIIHHbI 6 y n y ~  HaXOAHTbCJ3 B TOYKaX a l l  
a2r  "4. 

~ ~ M ~ T H M ,  qTO B PaCCMBTPHBaeMOM C J l y q a e ,  KaK H B cnysae'n06, 
nonoxeme O C O ~ ~ I X  T o s e K  w 3 ~ a s e ~ ~ e  Z O ~ ~ B O Y H O ~ O  n a p a M e T p a  B 

YpaBHeHHH (1) MOXHO ~ b 1 6 H p a ~ b  npOH3BOJIbHO. 

COCT~BHM paUHOHaJIbHOe n p e o 6 p a 3 o ~ a ~ ~ e ~  COOTBeTCTBYMIUee 

c x e M e  H a c T o s r r r e r o  no. l l y c ~ b  TPH oco6b1e TOYKH y p a B H e H H s  (1) 
CYTb 0, 1 , W ,  H 0 6 0 3 ~ a s w ~  KOOpAHHaTY s e ~ ~ e p ~ o f i  sepe3 b. M o m e ~  
C s H T a T b ,  9TO B TOXKaX 0 H 03 pa3HOCTb ~ 0 p H e f i  @ ~ H A ~ M ~ H T ~ J I ~ H o -  

r o  onpenenmrrrero y p a B H e H a s  pama 112, a B o c T a n b H b r x  n ~ y x -  
HyJIM. ICp0Me TOrO, H e  OrpaHHsHBaJ3  O ~ U H O C T I I ,  M0)KHO CsHTaTb, 

-TO ~ H ~ ~ ~ H H I I  XI  = 0 H X I  = n a m T  x = 0 H x = W, a 3 ~ a q e ~ ~ e  
xl  = 1 n a e T  x = 1. n o n y s ~ ~  n p e o 6 p a 3 o ~ a ~ ~ e  x = x:. nonarm 

errre y = x:'2yll n o n y s H M  H3 y p a B H e H H s  (o ,o ,  1/2,1/2) ypaBHeHHe 

(0 ,0 ,0 ,O)  C O C O ~ M M H  TOriKaMH f 1 H f &. 



0 @ Y H L [ A M E H T A J I ~ H O ~ ~  OBJIACTM 
r w n n  LIBMS~CEHMSI 

HAlIJIOCKOCTMJIOBAYEBCKOrO-BOJIMAM 

1. Bce l T p e p b I B H b I e  r p y n l T b I  ABHWeHHf i  H a  lTJIOCKOCTH E B K n u n a  

XOpOIUO M3BeCTHb1, H K a X A 0 f i  ~ a K 0 f i  r p y l T l T e  C O O T B e T C T B y e T  @ Y H A ~ -  

~ e ~ ~ a n b ~ b l f i  MHOI'OYI'OJIbHHK, CTOPOHbl  K O T O p O r O  CBf i3aHbI  l T O n a p H 0  

I IpOH3BOARWHMH l T p e 0 6 ~ a 3 0 ~ a ~ H f i ~ k i  rpynnbI. Ha lTnOCKOCTH no- 
6 a s e ~ c ~ o r o  - B o n ~ a ~  n p e p M a a N e  r p y n n M  ABHrneHHf i  M o r y T  o6na- 
A a T b  r O p a 3 A O  6onbmefi CJIOWHOCTbKl c B 0 e f i  C T p Y K T Y p b I .  B rIaCTHO- 

CTH, M O r Y T  C Y W e C T B O B a T b  T a K H e  r P Y I I I I M ,  @ Y H A ~ M ~ H T & J I ~ H ~ I ~ ~  MHO- 

I'OYI'OJIbHHK KOTOPbIX H H  I I p H  K ~ K O M  cnoc06e er0 I IOCTpOeHHf i  H e  6y- 
A e T  O r p a H H r I e H  KOHerIIIbIM rIHCJIOM CTOPOH. H a c ~ o f i r u u  p a 6 o ~ a  H 

n o c s f i w e H a  p a C C M O T p e H H I O  T o r 0  c n y r I a f i ,  K o r n a  r I H c n o  CTOPOH @YH- 

A a M e H T a J I b H O r O  I I p f i M O y r O J l b H H K a  ( 0 6 n a c ~ ~ )  H ~ K O T O P O ~ ~  I I p e p b I B H ~ f i  

rpymrbl m m m e H u r r  H a  n n o c K o c T H  n 0 6 a r l e ~ c ~ o r o -  E o n a a ~  conep- 
HU4T ~ ~ C ~ I H C J I ~ H H O ~  MHOWeCTBO CTOPOH. 

K ~ K  H 3 B e C T H 0 ,  A B H W e H H e  H a  IIJIOCKOCTH n o 6 a s e ~ c ~ o r o  - B o n w a ~  
OlTpeAenf i eTCR A P O ~ H O - J I H H ~ ~ ~ H ~ I M  I I p e 0 6 p a 3 0 B a ~ H e ~  ( I I O A C T ~ H O B -  

KOE) 

e C n H  I I p H H f i T b  W3BeCTHYIO WHTepI IpeTaUEI IO  PoiXlcark. 
C o r n a c ~ o  a ~ o f i  m m e p n p e T a u n n  T o r I K a M H  f i ~ n f i m ~ c f i  T O ~ I K H  sepx- 

~ e f i  n o n y n n o c K o c T M  y > 0 I I J IocKOCTH z = 3: + yi, I I P ~ ~ M M M H -  

I IOJ lyOKpyWHOCTH M n H  I I O n y I l p f i M b I e ,  HaXOAf iWHeCf i  B ~ I I o M ~ ~ H ~ T o ~ ~  

IIOJIyIIJlOCKOCTH H OPTOrOHi t J IbHbIe  B ~ U I ~ C T B ~ H H O ~ ~  OCH, A l l H H a  K p H -  

~ o f i  B b r p a m a e T c f i  H H T e r p a n o M  S ds ly ,  me ds = d m ,  H yrnbI 
H3MepRIOTCR T a K  W e ,  K a K  H H a  nJIOCKOCTH E B K n H A a .  E c n ~  A- 
TOrIKa B e p x H e f i  IIOJIylTJIOCKOCTH H 71- C H M M e T P H r I H a f i  C ~ e f i  TOr IKa  

HHWHef i  I I o n y n n o C K O C T H ,  TO C ~ M ~ ~ ~ C T B O  O K P Y X H O C T ~ ~ ~  C U e H T p O M  B 

TOlIKe A B CMhICJIe  r6'OMeTpHH n06ar1e~c~oro  - ~ O J I E I ~ H  e C T b  c e ~ e f i -  
CTBO O K P Y X H O C T ~ ~ ~  B CMbICJIe  r e O M e T p H H  E B K ~ H A ~ ,  OTHOCHTeJ IbHn  



KOTOpbIX TOZIKH A H HaXOAHTCR B MIIBePCHM, T. e. C ~ M ~ # C T B O  

OKPY>KHOCT~#,  OPTOrOHaJIbHbIX K OKPY)f(HOCTRM, IIPOXOARUIUM ZIe- 

pe3 TOrIKH A H x. B ZIBCTHOCTH, e C n H  TOZIKa A HMeeT KOOPAUHaTbI 

x = 0 H y = 1, TO aTO C ~ M ~ # C T B O  6 y n e ~ :  

I/I3 aTOr0 YpaBHeHHR CJIeAyeT, ZIT0 eCJIH paCCTORHHe B CMbICJIe Jo- 
6 a s e ~ c ~ o r o  - EoJIHaH TOZIKH (2, y) OT TOZIKH ( 0 , l )  YBeJIHZIHBaeTCR 

OT 0 AO $00, TO BarpmeHHe 

x 2 + y 2 + 1  z z + 1  = 22- 
Y z - z  

(2) 

ysenasusaeTcR OT 2 AO +m. C n e n y ~  Hurwitz'y (Automorphe Func- 
tionen von beliebig vielen Variabeln// Math. Ann., 1905. Bd. 61. 
S. 325), Ha3OBeM aT0 BbIpXXeHHe ebLCOmOX7 mOY%U Z = x+yi  H 6 y n e ~  
0 6 0 3 ~ a ~ r a ~ b  CHMBOJIOM H ( z ) .  

l l y c ~ a  A' ecTb ToZrKa, ~ o ~ o p a c ~  noJrysaeTcx 113 A B p e 3 y n b ~ a ~ e  

n p e o 6 p a 3 o ~ a ~ ~ ~  S-'2. nepne~nnxynf ip  K cepenme o ~ p e 3 ~ a  AA' 
n e n m  nnocKocTb J l o G a s e ~ c ~ o r o  - E o n ~ a ~  H a  me sacm, npwseM 
TOZIKH TO# ZIaCTH IIJIOCKOCTH, rAe HaXOAHTCR TO-a A', 0 6 n a n a m ~  

TeM C B O ~ C T B O M ,  ZITO B p e 3 y n b ~ a ~ e  npHMeHeHHR n p e o 6 p a 3 o ~ a ~ ~ ~  S 
OHH YAaJIRH3TCR OT TOZIKH A, T. e. AJIR HHX 



H n o n o m a M ,  s ~ o  a T a  rpynna C O ~ C T B ~ H H O  npepbmaa, ~ . e .  H e  co- 
A e p m w T  ~ ~ C K O H ~ ~ H O  ~ a n o f i  ~ O A C T ~ H O B K H .  I Iocnen~ee  ~ p e 6 o s a ~ a e  
p a B H O C H n b H 0  T O M Y ,  ' I T 0  rpyIIIIa C O A e p m H T  n H U I b  K O H e l I H O e  s H C J I 0  

IIOACTZLHOBOK, K O ~ + + H L I H ~ H T ~ I  K O T O P b I X  n0 ~ ~ C O J I I ~ T H O M Y  3 H a s e H H I o  

M e H b L u e  nm6oro ~ ~ A ~ H H O ~ O  n o n o m H T e n b H o r o  swcna. 
T O ~ K H  MI, M2,.  . . , K O T O p b I e  I I O n y l I a I o T C R  H 3  H ~ K O T O P O ~ ~  T O r I K H  

M I I p H  I I p H M e H e H H H  n p e o 6 p a 3 0 s a ~ ~ f i  rpyIIIIbI r ,  H a 3 O B e M  3 K e U t l a -  

AeHTTiHblMU O T H O C H T e J I b H O  r. BCR a T a  C O B O K Y n H O C T b  T O ' I e K  M, MI, 
M2,. . . , M O m e T  6 b l T b  n o n y s e H a  L i 3  nm60fi H 3  B T H X  T O V e K  npH HOMO- 

IUH n p e o 6 p a 3 0 s a ~ ~ f i  rpynnbr. 
n p e p b I B H 0 f i  rpynne r C O O T B e T C T B y e T  + ~ H A ~ M ~ H T ~ J I ~ H ~ R  06- 

J I a C T b ,  K O T O p a q  M O m e T  6 b 1 T b  I I O J I y l I e H a  C n e A y I o I U H M  0 6 p a 3 0 ~ :  B 0 3 b -  

M e M  H a  I I J IOCKOCTH n o 6 a s e ~ c ~ o r o  - E o n u a ~  H e K O T O p Y I o  T O q K Y  A 
1.I 113 B C R K O ~ ~  C O B O K Y n H O C T H  3 K B H B a J I e H T H b l X  T O l I e K  M, MI, M2,.  . . 
I l p L i s H C n H M  + ~ H A ~ M ~ I I T ~ J I ~ H o ~ ~  O ~ J I ~ C T H  T Y  T O r I K Y  H n H  T e  T O I I K H ,  

e C J I H  H X  6 y n e ~  H e C K O J I b K O ,  P a C C T O R H H e  K O T O P b I X  A0 A H M e e T  H a H -  

M e H b I I I e e  ~ H ~ I I ~ H M ~ * .  Ta~afl H O p M a J I b H a R  + ~ H A ~ M ~ H T ~ ~ ~ H Z L R  06- 
J I a C T b  O I I p e A e J I f l e T C R  C O B O K y n H O C T b I o  H e p a B e H C T B  

n p H s e ~  3a T O l I K Y  A M b l  I I p H H H M a e M  T O l I K Y  C K O O P A H H a T a M H  X = 0, 
y = 1. Y ~ Z L B M ~ H H I ~  

C O O T B e T C T B y e T  H a  I I J I O C K O C T H  ~ O ~ ~ . I ~ B C K O I - 0  - E o n ~ a ~  n e p n e H A H -  

K y n R p ,  ~ o c c ~ a ~ o s n e ~ ~ b d i  K cepenme o ~ p e m a ,  c o e n m R I o m e r o  ~ o s -  
KY A c TOG T O ~ K O ~ ~ ,  K O T O P a R  n o n y s a e T c R  113 A n p H  n o M o w H  npe- 
0 6 p a 3 0 s a ~ ~ ~  Sil.  npennona rm,  s ~ o  T o s K a  A H e  R s n s e T c R  H e n o -  

A B H ~ H O ~ ~  T O ~ K O ~ ~  H H  0 ~ ~ 0 %  H 3  I I O A C T a H O B O K  rPYnnb1, M O m e M  Y T B e p -  

m A a T b ,  9 T O  J'paBHeHHIo (7) C O O T B e T C T B Y e T  B n O J I H e  O l l p e A e J l e H H a R  

'Fubini G. Jntroduzione alla teoria dei gruppi discontinui e delle funzioni 
automorfe.-Pisa, 1908. Fricke und Klein. Vorlesungen iiber die Theorie der 
automorphen Functionen.- Leipzig, 1897-1912. Bd. I, 11. Giraud. Lesons sur 
les fonctions automorphes.-Paris, 1920. 



npJXMaR H a  IIJIOCKOCTH f i o 6 a ~ e ~ c ~ o r o  - B o n ~ a ~ ,  H n p H  pa3JIHVHbIX 

3HaqeHHRX n BTH IlpJXMbIe 6 y ~ y ~  pa3JIHVHbI. L [ ~ ~ ~ c T B H T ~ J I ~ H o ,  eCJIH 

6b1 npu n = nl H n = nz a m  n p R M m e  c o s n a A a n H  6b1, TO npeo6pa- 
3OBaHHe Sn,Sn, HMeJIO 6 h ~  Hen0ABH)KHYIO TOVKY A. 

B n a n b a e # m e ~  M ~ I  6 y n e ~  n o n b 3 o ~ a ~ b c ~  ~ e p ~ ~ ~ o n o r ~ e f i ,  co- 
O T B ~ T C T B ~ I O ~ ~ ~ ~  IIJIOCKOCTM E B K ~ M A ~ .  ~ P H  BTOM YpaBHeHHJXM (7) 
COOTBeTCTByIOT OKPYmHOCTM MIlH IIpRMbIe, OpTOrOHanbHbIe B e U e -  

C T B ~ H H O ~ ~  OCH. M ~ I  6 y ~ e ~  Ha3bIBaTb HX $ l J ~ d l l ~ e l f m l l ~ b ~ b l M u  O K p l J X -  

HOCmIMU H 0 6 0 3 H a q a T b  ~ Y K B O I O  en. K O H T ~  p # y ~ A a ~ e ~ ~ a l I b H ~ f i  

o 6 n a c ~ ~  3 MOmeT COCTORTb M3 A y r  # ~ H A ~ M ~ H T ~ ~ ~ H ~ I X  OKpymHO- 

~ T e f i ,  OTAenbHbIX TOrIeK B ~ U ~ C T B ~ H H O ~ ~  OCM H OTpe3KOB BeUeCTBeH- 

H0f i  OCH, I lPMgeM IIOCJIeAHee 6 y ~ e ~  HMeTb MeCTO JIMLUb B TOM Cny-  

V a e ,  KOrAa rpynna C O ~ C T B ~ H H O  I IpepbIBHa H a  B ~ U ~ C T B ~ H H O ~ ~  OCH. 

~ P H M ~ H I I I I  K O ~ J I ~ C T H  3 n p e o 6 p a 3 o ~ a ~ ~ ~ ~  rpynnbI, IIOJIYVHM 

O ~ J I ~ C T M  Sn3  (n = 1 , 2 , 3 , .  . .), KOTOPbIe BMeCTe C 3 3aIIOnHRT BCIO 

BepXHIOIO IIOnyIInOCKOCTb H He ~ Y A Y T  MMeTb O ~ U M X  BHYTpeHHMX 

TOneK. K a x n a R  H3 0 6 n a c ~ e k  S,3 MOmeT CJIYmHTb ( P Y H A ~ M ~ H T ~ J I ~ -  

HOE 0 6 I l a ~ T b I O  rpynnhx, H pOJIb TOVKH A AJIR o 6 n a c ~ ~  Sn3 H r p a e T  

Tows A,, KOTOPU n o n y V a e T c R  ~3 A n p H  n o M o w H  n p e o 6 p a 3 0 s a ~ ~ ~ ~  
s n  . 

C B O ~ ~ C T B ~  ~ 0 p ~ a J I b H 0 f i  # y H ~ a ~ e H T a n b H ~ f i  o 6 n a c ~ ~  BIIOnHe H3- 

YrIeHhI B TOM C J I y s a e ,  KOrAa o 6 n a c ~ b  HMeeT KOHeVHOe VHCJIO CTOPOH. 

LIenb H ~ c T o R I L I ~ E  CTaTbH- PaCCMOTPeTb TOT ~ J I y r I a f i ,  KOrAa VHCJIO 

CTOPOH ( P Y H A ~ ~ M ~ H T ~ J I ~ H o ~ ~  O ~ J I ~ C T H  ~ ~ C K O H ~ V H O  BeJIHKO. B CIleAy- 

IOUeM I I a p a r p a ( P e  MbI HaIIOMHHM HeKOTOPbIe H3BeCTHbIe C B O ~ ~ C T B ~  

( P ~ H A ~ M ~ H T ~ J I ~ H o ~ ~  0 6 n a c ~ a ,  ~ e o 6 x o ~ ~ ~ b r e  HaM B f i a J I b H e # ~ ~ e ~ .  

6 y n e ~  OAHO HaHMeHbIIIee: H(z), TO Z eCTb BHYTpeHHfUi TOVKa o6na- 
CTH. E c n ~  C p e A H  BTHX 3HaVeHHfi 6 y n e ~  A B a  HaHMeHbIIIMX: H(z) H 
H(Sm%), TO 3 HMeeT ABe CTOPOHbI, CBR3aHHbIe ~ O A C T ~ H O B K O ~ ~  S,Z, 
H H a  OAHO# H 3  BTHX CTOPOH JIemHT TOVKa Z. E c n ~  CpeAH 3HarIe- 

HH# (8) 6 y ~ e ~  ( k  + 1) HaHMeHbIIlHX: H(z), H(Sm, z), H(Sm,z) . . . , 
H(Smk Z), IIpHVeM k > 1, TO Z HaXOAHTCJX B BepUMHe 0 6 n a c r ~  3. ki3 
BbIpaXeHHR AJIR BbICOTbI (5) H IIPePbIBHOCTH rPYIlIIbI BbITeKaeT He- 

nOCpeACTBeHH0, rITO k BO BCRKOM C n y s a e  6 y n e ~  nHCnOM KOHeVHbIM. 

C K ~ ~ ~ H H M M  HCrIePIIbIBaeTCR BCe CYUeCTBeHHOe, rITO HaM H ~ O ~ X O A H -  

MO 6b1n0 c ~ a 3 a ~ b  o ToVKax,  n e m a u H x  B s e p x ~ e E  n o n y n n o c K o c T H ,  

H IIO OTHOLUeHHIO K 3THM TOrIKaM ~ J I y r I a f i  O ~ J I ~ C T H  C 6 e c s ~ c n e ~ -  
HbIM MHOmeCTBOM CTOPOH H e  OTJIHrIaeTCfi OT C J I y Y U  O ~ J I ~ C T H  C KO- 



H e V H b I M  q H C J I O M  C T O P O H .  C ~ ~ U H ~ J I ~ H O ~ O  H C C J I e A O B a H H R  B C J I y - a e  

~ ~ C ~ E Z C J I ~ H H O ~ O  M H O X e C T B a  C T O P O H  n o ~ p e 6 y 1 0 ~  JiPiIIIb TO-KH KOHTY- 

pa ~ ~ H A ~ M ~ H T ~ ~ ~ H O #  o 6 n a c ~ ~  F, n e X a m H e  H a  B ~ ~ ~ C T B ~ H H O #  OCH. 

n p e X ~ e  - e M  n e p e X O A P i T b  K H C C J I e A O B a H H I O  a T H X  TO-eK K O H T Y p a ,  

O ~ ~ ~ T H M  B H H M a H U e  emf? H a  A B a  O ~ C T O I I T ~ J I ~ C T B ~ .  

E c n ~  B - ~ ~ M K H Y T U  o 6 n a c ~ b ,  n e x a m u  B ~ e p x ~ e l  n o n y n n o c K o -  

C T H  H H e  H M e l O m U  O ~ W H X  TO-eK C B e m e C T B e H H O I O  O C b H ) ,  T O  C y m e -  

C T B Y e T  T a K O e  I I O J I O X H T e J I b H O e  -HCJIO p, -TO H(z) < p A J I R  B C e X  % B 

o 6 n a c ~ ~  B. C npyr0# C T O p O H b I ,  H 3  B b I p a X e H H R  

H H 3  T O r O ,  -TO n p H  B 0 3 p a C T a H H H  n ~ a H 6 0 n b l l r e e  H 3  ~ ~ C O J I H ) T H ~ I X  

~ H ~ Y ~ H H #  KOB+#~HUH~HTOB an, Pn, Y n ,  6, B O 3 p a C T a e T  6ecnpenenb- 
HO, c n e A y e T ,  -TO H(Snz) n n R  B c e x  z ,  n e x a r r r H x  B B, p a B H o M e p H o  

C T p e M H T C a  K ~ ~ c K o H € ? - H O C T H ,  H Y e p e 3  o 6 n a c ~ b  M O X e T  ~ ~ O # T U  JIMUlb 

K O H e - H o e  q H C J I 0  + ~ H A ~ M € ? H T ~ J I ~ H ~ I x  OKPYXHOCT~#, T .  e. H H K a K a a  

TO-Ka B e p x H e f i  IIOJIYIIJIOCKOCTM H e  M O X e T  6 b I ~ b  TO-KO# C r Y W e H H I I  

+ ~ H A ~ M ~ H T ~ ~ ~ H ~ I X  OKPYXHOCT~#. 

CTOPOHM F M O r Y T  6 b I ~ b  06pame~b1 B O r H Y T O C T b l O  K F JIPiIIIb B 

T O M  Cay-a€?, K O r A a  0': + yi < 1. ~ O K M ~ M ,  -TO T a K H X  C T O P O H  MO- 

X e T  6 b I ~ b  JIHII Ib  K O H e - H o e  -HCJIO. ~ Y C T ~  H M e e T C R  T a K a R  C T O P O H B ,  

I I p H H a A n e X a m U  H ~ K O T O P O #  ~ ~ H A ~ M € ! H T ~ ~ ~ H O #  O K P Y X H O C T H  Cm, H 

n y c T b  rpynna c o n e p s H T  6 e c ~ o ~ e . 1 ~ y ~ )  n o c n e n o s a T e n b H o c T b  non- 
CTBHOBOK: 

a m , .  + P m ,  Sm, Z. = 
~ m , %  + ' 

nna B c e x  T O - e ~  (x,  y), n e x a r r r H x  H a  OKPYXHOCTH Cm, T. e., ~ a w ~ a a  
C H e K O T O p O r O  3 H a - e H H R  11, B C e  O K P Y X H O C T H  Cmn ~ Y A Y T  H a X O A H T b C I I  

B H e  O K P Y X H O C T M  Cm H H e  M O r Y T  I I p H H H M a T b  Y-BCTHR B 06pa30~a- 
H U H  + Y H A ~ M ~ H T ~ ~ ~ H O #  0 6 n a c ~ u  F, O T K y A a  M C J I e A y e T ,  -TO -MCnO 

C T O P O H ,  0 6 p a m e ~ ~ b 1 x  B O r H Y T O C T b H )  K F, 6 y n e ~  K O H e W O .  ~ T H  CTO- 

P O H b I  A O J I X H b I  I I e p e C e K a T b  MHMMYH) O C b  X = 0 B TO-Ke C OPAHHBTO# 



6onbme e,L tHHHUbI ,  H  H 3  3 J I e M e H T a p H b I X  r e O M e T p H Y e C K H X  coo6paxe- 
HW# H e T P Y A H O  B H A e T b ,  Y T O  Y I I O M R H Y T b I e  B b I I U e  C T O P O H b I ,  o 6 p a u e ~ -  
H b I e  B O r H Y T O C T b I O  K  F ,  A O n X H b I  C O C T a B J I R T b  O A H Y  C B R 3 H Y I O  Y a C T b  

K O H T Y p a  F .  n p J 3 ~ 0 J I H ~ e f i H b I x  C T O P O H  Y F M O X e T  6 b 1 T b  H e  60nbme 
n B y X ,  H  e C n H  OHM e C T b ,  T O  OHM H e I I O C p e , U C T B e H H O  I I P I I M b I K a I O T  K  TOG 
Y a C T H  K O H T Y P a ,  K O T O P U  C O C T O H T  H 3  C T O P O H ,  O ~ ~ ~ U ~ H H M X  B O P H Y -  

T O C T b K )  K  F .  B C K )  O n E l C a H H Y I O  r I a C T b  K O H T Y p a  F o ~ o ~ H ~ Y H M  ~ Y K B O I O  

L, a O C T ~ J I ~ H O E  K O H T Y P ,  C O C T O R ~ H ~ ~  E13 C T O P O H ,  O ~ ~ ~ U ~ H H M X  B b l n y -  

K J I O C T b K )  K  F ,  EI H 3  T O r I e K ,  J I e X a U H X  H a  B e ~ e c ~ B e H H o f i  O C H ,  0 6 0 3 ~ a -  
Y H M  r I e p e 3  K. Y & c T ~  K O H T Y p a ,  0 6 0 3 H a Y e ~ H a R  ~ Y K B O I O  C, M O X e T  EI 

B o B c e  O T C Y T C T B O B ~ T ~ .  l I n ~  H a m e r o  M c c n e n o B a H H R  n p e n c T a s n R e T  

o ~ I ~ B I I A H ~ I ~  E l H T e p e C  T O n b K O  Y a C T b  K K O H T Y p a .  

3. r I p u w c n a ~  n o K a  K K O H T Y P Y  K T o n b K o  C T O P O H M  F ,  nexawee 
K a K  B ~ e p x ~ e j i  n o n y n n o c K o c T H ,  T a K  w H a  s e ~ e c ~ s e ~ ~ o i i  ocw ( e c n ~  
nocnenmie n ~ e r o ~ c ~ ) ,  B e p m n H M ,  nemauae B ~ e p x ~ e i i  n o n y n n o c K o -  

C T I I ,  H T e  B e p m H H b I ,  nexauxe  H a  s e u e c ~ s e ~ ~ o i i  O C H ,  B K O T O P M X  

C X O n f l T C R  A B e  C T O p O H b I .  n p ~ l  3 T O M  K O H T Y p  K p a 3 0 6 b e ~ c ~  H a  C B R 3 -  

H b I e  r I a C T H .  E c n ~  T a K a R  C B R 3 H U  Y a C T b  K O H T Y P a  K C O A e p X H T  6ec- 
q I I C J I e H H O e  M H O X e C T B O  C T O P O H ,  O H a  I I M e e T ,  no ~ p a f i H e 5  M e p e  C  O n -  

HOG C T O P O H ~ I ,  npenenmym T O Y K Y .  T a ~ a e  n p e n e n b H b I e  T O Y K H  T a K -  

X e  H a A O  I I p H Y H C n U T b  K  K O H T Y P Y  K ,  II  M b l  H X  H a 3 0 B e M  n p e d e R b H b 1 ~ U  

m o r l c a M u  nepeozo  p o d a .  E c n ~  C O B O K Y I I H O C T ~  a m x  n p e A e n b H b I x  TO- 

Y e K  I I e p B O r O  p O A a  e C T b  H e 3 a M K H Y T U  C O B O K Y I I H O C T b ,  T O  K  K O H T Y P Y  

K H a n o  n p w s w c n n T b  n p e A e n b H b r e  T O Y K H  B T O ~  C O B O K ~ ~ H O C T H ,  KO- 

T O p b I e  M b I  6 y ~ e ~  H B 3 b l B a T b  1 ~ p e d e R b ~ b l M U  mOYlcaMu BmOpOZO p 0 d a .  

B C I I K ~ R  T B K a R  T O Y K a  R B n R e T C R  TOYKO# C r y U e H H R  ~ ~ C K O H ~ Y H O ~ ~  no- 
c n e n o s a T e n b H o c T w  Y ~ I O M R H Y T M X  B b w e  C B R ~ H ~ I X  Y a c ~ e #  K O H T Y P ~  K. 
B s e n e ~ ~ b ~ e  I I p e A e n b H b I e  T O Y K H  T a K X e  6 y ~ e ~  H a 3 b I B a T b  BepULUllU- 

M U  0 6 ~ a c m u  F .  ~ ~ M ~ T I I M  n p w  a T o M ,  Y T O ,  p a c c M a T p w o a B  xapamep  
~ a ~ o f i - n ~ f 6 0  B e p r u w H b r ,  nexaue i i  H a  s e ~ e c ~ s e m o i i  O C I I ,  M ~ I  A o n m b I  

I l p H H H M a T b  B O  B H H M a H E l e  Y a C T b  K O H T Y p a ,  J I e X a u Y I O  B ~ ~ H ~ L I  B T 0 f i  

B e p r u a H b I  c O A H O ~  onpenenem05 C T O ~ O H ~ I  OT H e e .  n p a ~ m a ~  a T o  

B O  B H H M a H E l e ,  M b I  M O X e M  Y C T a H O B W T b  C e M b  l 3 U A O B  B e p U W H ,  neXa- 
U H X  H a  B ~ U ~ C T B ~ H H O ~ ~  O C H :  

2 )  B e p m w H b r  B T o p o r o  B H n a  nonysaro-rcR n p H  I I e p e c e r I e H m i  + y w a -  
~ e H ~ a n b H 0 f i  O K P Y X H O C T H  C O  C T O P O H O ~ ,  J I e x a U e f i  H a  B ~ ~ ~ C T B ~ H H O ~ ~  

oca; 



UOM o n p e ~ e n e ~ ~ o f i  C T O P O H ~ I  O ~ J I ~ C T H  3, a c ~ p y r o j i  C T O P O H ~ I -  

n p e n e n b ~ o i i  TOYKO# n e p B o r o  pona; 
4) BePIUHHbI YeTBePTOrO BHAa RBJIRIQTCR KOHUOM 0 n p e ~ e J I e H H 0 #  

C T O P O H ~ I  H n p e n e n b ~ o j i  TO-KO# B T o p o r o  pona; 
5) BepmHHbI n R T O r 0  B H n a  C o6enx CTOPOH RBJIRIQTCH n p e ~ e J I b H 0 #  

TOYKO# n e p B o r o  pona; 
6) BePIUHHbI IUeCTOrO BMAa C O A H O ~  CTOPOHbI RBJIReTCR IIpeAeJIb- 

HO# T O ~ K O #  n e p B o r o  pona, a c n p y r o i i - ~ ~ o p o r o  pona; 
7) BepIUHHbI CeAbMOI'O BHAa C o6eax CTOPOH RBJIRIQTCR npe,lIeJIb- 

HbIMH TOYKaMH BTOPOrO POAa. 

~ ~ M ~ T H M ,  9TO BHAbI 3 H 4 lIOAPa3AeJIRIOTCR H a  C n y Y a H  (a) H (6), 
IIpHYeM B C n y Y a e  (a) BepIUHHa RBJIReTCR KOHUOM W r H  (PYHABM~H- 
~ a n b ~ o #  OKPYXHOCTH, a B cnysae (6) -KOHUOM CTOPOHM, nexarseit 
H a  B ~ I ~ ~ C T B ~ H H O #  OCH. 

B naJIbHe#IUeM MbI AOKaXeM, YTO KZiXAbIfi H 3  YKa3aHHbIX BMAOB 

BepIUHH A ~ # C T B H T ~ J I ~ H O  MOXeT BCTPeTHTbCR. 

I I y c ~ b  M - n p e n e n b H a R  Tows n e p B o r o  H n H  B T o p o r o  pona, n p H -  

YeM, H e  o r p a H H s H s a a  O ~ I U H O C T H ,  n p e n n o n a r a e M  ee nexameii H a  KO- 

He9HOM PaCCTORHHH, M nYCTb 

2 2 
(am,, + Ym, - 1) (2' + y2) + 2 (am,Pm, + ~m,bm.) X+ 

+ ( ~ k ,  + 6 k n  - 1) = 0 (n = 1 , 2 , .  . .) 

-ypaBHeHHe ( P ~ H A ~ M ~ H T ~ J I ~ H ~ I x  O K P Y X H O C T ~ % ,  AYrH KOTOPbIX L[a- 

IQT IlOCJIeAOBaTeJlbHOCTb CTOPOH 0 6 n a c ~ u  3, CTpeMJ3I4yIQCJ3 C On- 

HO# o n p e n e n e ~ ~ o i i  C T O P O H ~ I  K T o y K e  M. I I y c ~ b  P, H &,-TOYKH 

nepeCeYeHHJ3 aTHX O K P Y X H O C T ~ #  C B ~ I ~ ~ C T B ~ H H O #  OCbIQ. B C H n y  

MOHOTOHHOCTH H ~ M ~ H ~ H H R  Pn H Qn a 6 c ~ a c c a  U e H T p a  H PaAHyC yn0- 
MRHYTbIX O K ~ Y X H O C T ~ #  HMeIOT KOHeYHhle I IpeneJIbI ,  I lpHYeM H 3  AByX 

TOYeK Pn H Q, T a  TOYKa, K O T O P U  6nnxe K M, CTpeMHTCR, OYeBHA- 

HO, K  TO# TO9Ke M. 
143 CKa3aHHOrO C n e n y e T ,  YTO OTHOlUeHHe 



oHmuon y HL~BU~O x orHaarnosLo orr aaoclom #O.T,A BH auaauazdrr 
-BH YV~~H~LI '3s ~OHLHaUBEUEHe 'RHO~OL~ ahHOH BH LHXaU BUHA~ 

z~wmdaa g ~HLHaUBFIHEHe EfBlllOiLUa~3 OL L~~~d~~3 Ef.emor.e~aundrr 
-3s H B~amdaa ~do~owa~-g HU3a 'OHH~NH B 'HO~OL~ WOU3 

-~h w1q~haHon 3 HL3BU90 aBhb~3 a H HBX 'am HBL rr3~avmdaao3 
~wmdaa XIqHLHaUEEHEHe NBUXnh OU FIHHmdaa aHHaUaUad~3Bd 

'BH 

-wmdaa rnHLHau.eaaawe BHUO ama adaw ga~g'eds orr s~.eaoa~3amLr, 
LaD'Lg xmh6u3 xmssuomo am xa3a oa .d HL~BU~O ~q~wrndaa agar, 
gOH.I.HaUBEHEXe qLaYVH LaWOl4 aH 'e~~mdaa xEfBhdU3 XI~LLHJ~I~OIIL 8 

OL~ '~aLrau3 BD'OI3LO 'y 11~3.eugo 'N~PHE mw HBX '~1?mauUe~udrr 

'a~30~3ourrLuorr ga~xdaa a Ef3aamEfUoxBH H a~wmdaa #oLe H am 
-&Hug OH~OLOL~OU 'a~Hmda8 ~OLB a H~O goHHaaL3amaa H 8o~su.e~ 
-O.IOL~O 'HL~OH~~~XO gogoru UxhOL L M g '9 '(g)p '(9)~ BUHE ~amdaa 
xEfE'hb~3 a .~umdaa XmHLHaUBHHEXe NBUHHh Oll '~30 gOHHaEL3am 

-aa BH xwrnBmau '~~mdaa awaauaUadrr3.ed sdarra~ I4HdL0~330d 

.,y HL~OU~O go~arndaa 
II~L~IIUEIZ BH~OL BHUO adaw gaHgBdH OII mrrrrbd~ goLe xoao~.e~~Uorr 
xaw3ahHuog.edBrr XahOL XRHXHEUOLIaH J ~LIllddJ OHqUaLH30HLO XIqH 

-LHaUBEWEHe ~~30~11~~0803 #OHEf38 EH 'OHL~~EEH HBX '0~0~ awod~ 
'BD'HE o~oadarr a~wmdaa E 0XqUO.L J53SLHUOXOH LamON HXEOHBL3UOLI 

#ox~ahnuog.ed.en BH~OL mHmHanorraH .a .L 'n LX~OL sadah ago LLU 
-#odLl WL~OHWL~XO ~~~H~UBLH~NX?~~'H~$ aED' OLh 0XqUOL ~RLLHE~PIoLIL 

OL 'n gOHh0.L JIOHWHED'OIIaH 3 BHEOHBL3UOLI E~EX~~~HUO~~~ELI 4~3a 

7s am ~u33 .d L~LLHOH s~.emauU.e~~drr LLJON aH r-~rrrrbd~ HXEOH 

-BL3D'OU gox~ahuuogdanu~ HXhOL al'3HWHED'OUaH OLh 'NOL 8 Ef3YVHD' 

-3gL '(2)~ = (~~2s)~ M (2)~ = (27~)~ HL~OHW~~XO aIqH4UBLHaM 

-BD'HL$ ~D'080dIl 'OL 'BWE~HBL~D'OLI IIBX~~~MU~~~~LIUJ- 7s HU33 

'd HL3BUgO LBw~uUBHH~U '11~3os3ourrbuon gaH 

-xdaa a Ef3aHmEfnoxzH H MI ashoL s aHw&Hug OH~OLBL~OD' 'HX~OL aa 
a39 OL~ 'woa~3goa3 waL L~BUBU~O '~OX~OL go~suanadrr rrxamrau 

B~OL ~O~OLOH w OIuHamOHLO OII 'n LO LHO~OLZJ LL OII d~~ah 
w.emorawH H anhoL E H~O goHHaamamaa HBH~~~BHOJOL~O '~L~OH 

-~tddHO mgOiU OLh 'L~EW~LI~U OHH~EL~D'~~~OII~H O.IOHHBEBH3 EM 

'BWhOL WEXaUBU OHhaHOH3ag qL3a MU33 '~OHHBEBX~ qLHH 

-arum OUBH HEX 'OHD'HEI~~O '43m~~m3 0~quaUadrr3ag 'axho~ goLe 
X EI~LE~YY~~L~ HL~OHWL~XO ~FXH~UBLH~NB~H~$ aHhTOI~f8~3La~L003 OL 



c o s n a n a T b  c H a n p a s n e H H e M  BC OT B K C**.   TOT npouecc coma- 
BJIeHHII  UHKJIa  Bep I I IHH,  aKBHBaJ IeHTHbIX B, 3aKaHZIHBaeTCJ3,  e C n H  MbI  

I I p H X O m M  B BePI I IHHY,  K O T O P a I I  C npyr0fi CTOPOHbI IIBJIIIeTCII KOH- 

 OM o ~ p e 3 ~ a  s e m e c ~ s e ~ ~ o i i  ocw wnw npenenbaoii T O Z I K O ~ ~ .  L IHK~ 
M O X e T  C O n e p X a T b  KOHeZIHOe H n H  ~ ~ C K O H ~ Z I H O ~  ZIHCJIO BePI I IHH,  EI 

CYUeCTBeHHbIM IIBJIIIeTCII A O K a 3 a T b ,  ZITO EI B ITOCJIeAHeM C n Y Z I a e  no- 
cne K o I I e s H o r o  s H c n a  onepauaii Y n o M m y T o r o  B M m e  npouecca MM 

n p H n e M  K n1060ii B e p I I l H H e ,  ~ K B M B ~ ~ ~ H T H O ~ ~  Hcxo.IIHo~~. ~ O K W ~ M  

@TO. 

~ o ~ o X H M ,  ZITO B e p I I I H H a  B1 0 6 n a c ~ ~  F a K B H B a J I e H T H a  B e p I I I H H e  

B M I I e p e X O n L i T  B H e e  I I Y T e M  IIOACTaHOBKH Sk rPYnnbI r. ~ Y C T ~  BC EI 

BICl - C T O P O H ~ I  F, nexawie  B s e p x ~ e i i  n o n y n n o c K o c T H ,  EI BC2 - 
TO nonoxeme,  K o T o p o e  a a ~ ~ ~ a e ~  BICl nocne npeo6pa30~a~wfi  Sk. 
Hano n o ~ a 3 a ~ b ,   TO BHYTPH yrna  CBC2 H a x o m T c R  K O H ~ Z I H O ~  ZIH- 

C n O  o6nac~e#  SnF, M M e I O U H X  T O s K Y  B B~PIUHHO#. E C ~ M  6b1 HX 

6b1no 6 e c r 1 ~ c n e ~ ~ o e  M H O X e C T B O ,  TO, n p H H H M a R  BO B H H M a H H e ,  q T O  

B C e  OHH AOJIXHbI  H M e T b  BePI I lHHbI  H a  B ~ L L I ~ C T B ~ H H O #  OCH, O T n H r I H b I e  

OT B, H H e  M O r Y T  H M e T b  O ~ U H X  B H Y T p e H H H X  TOZIeK CO C T O p O H a -  

M H  BC H B C 2 ,  MbI  MOrJIH 6b1 Y T B e p X A a T b  C Y U e C T B O B a H H e  TOrIKH 

c r y U e H w s I  o6nac~e#  SnF B B e p x H e j i  n o n y n n o c K o c T w ,  r I e r o  6b1~b H e  

M O X e T .  

E c n ~  u m n  K o H e s e H  EI B c e  ero B e p m H H b I  n e p B o r o  mna, TO a T u  

BepmHHbI -Hen0 .5E lHXHbIe  TOrIKH n a p a 6 0 n ~ s e c ~ w x  IIOnCTaHOBOK 

rpynnbr. 
Ecnw Sk - n a p a 6 o n ~ s e c ~ u  n o n c T a H o B K a ,  TO, K a K  M ~ I  y n o M H H a -  

JIM, $ ~ H ~ ~ M ~ H T ~ J I ~ H ~ I ' ?  OKPYXHOCTH H(Skz) = H(z) H H(S;'Z) = 
H(r) n o n m H b r  IIpOXOJlHTb sepes  H e n o n s H x H y m  TOZIKY a ~ o j i  n o n c T a -  

HOBKH. ~ P H H H M ~ I I  a T O  BO B H H M a H H e ,  M O X e M  Y T B e p X I I a T b ,  rITO e C n H  

0 6 p a 3 0 s a ~ ~ e  umna no ~ p a i i ~ e i i  ~ e p e  c o n ~ o i i  C T O P O H ~ I  3 a ~ a ~ s ~ ~ a -  
e T C R  B ~ ~ I I ~ H H o # ,  K O T O p a R  I IBJIReTCR KOHUOM O T P e 3 K a  B ~ U ~ C T B ~ H H O ~ ~  

OCM H n H  npenenb~oii  TOZIKO#, TO B e p m H H b I  T a K o r o  W K n a  H e  MO- 

r Y T  6b1~b HeI IOABHXHbIMH TOr IKaMH n a p a 6 o n ~ s e c ~ ~ x  IIOnCTaHOBOK 

rpynnbI. 
~ O J I O X H C H M  T e n e p b ,  ZITO MbI  H M e e M  UHKJI, ~ ~ C K O H ~ ~ H M #  B 06e CTO- 

POHbI  H ,  CJIe,IIOBaTeJIbHO, COCTOIIUH# H 3  BePI I IHH TOJIbKO n e p B O r 0  

BHJla. ~ ~ O K W ~ M ,  ZITO EI B a T O M  CJIYZIae BePI I IHHbI  BTW H e  M O r Y T  

6 b I ~ b  H e n O A B H X H b I M H  TOZIKaMM I I ~ ~ ~ ~ o J I M ~ ~ c K M x  IIOACTaHOBOK. no- 
n o x w M ,  s ~ o  B - s e p m m a  H a u r e r o  umna, s I s n s I m r r r a R c f i  H e n o n s w x -  

HOG T O ~ K O #  n a p a 6 o n ~ u e c ~ o i i  n O n C T a H O B K H  Sk rpymbI. n y c ~ b  BC1 

**Fubini G. [ll, p. 2071; Giraud G,  p. 96. 
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H BC2 - C T O ~ O H M  F, a BC; H BCb - - n p e o 6 p a 3 0 ~ a ~ u ~  a T w x  CTOPOH 

n p H  I I O M O ~ H  Ss. M3 ~ ~ C K O H ~ Z I H O C T H  m K n a  c n e A y e T ,  YTO BHYTPH 

yrna CiBC; H a X O A H T C J 3  ~ ~ C Y H C ~ ~ H H O ~  M H O X e C T B O  o6nac~efi  SnF, 
H M e I O u I H X  B e p U I H H y  B TOZIKe B H H e  H M e I O W H X  O ~ W H X  TOZIeK CO CTO- 

p O H a M H  BCi H Be;. E ~ K  H B h I I I I e ,  BTO I I P H B O A H T  H a C  K H e n e I l O M y  

3BKJIIOZIeHHIO 0 C Y W e C T B O B a H M H  T O Y K H  C r y u I e H H J 3  06nac~e2i SnF B 

s e p x ~ e i i  n o n y n n o c K o c T H .  

E c n ~  U H K n  C o 6 e ~ x  C T O P O H  3 a K a H Z I H B a e T C J 3  K O H U a M H  O T p e 3 K O B  

B ~ I I I ~ c T B ~ H H o ~ ~  O C H ,  T O  B e p I I I H H h l  U H K J I a  C Y T b  TOZIIUI C O ~ C T B ~ H H O ~ ~  

I I p e p h I B H O C T H  rpynnbr F. E c n ~  Xe U H K n  ~ ~ C K O H ~ Y ~ H  H n H  C o6eux 
C T O P O H  3 a K a H Z I H B a e T C H  I I p e A e J I b H b I M H  T O Y K a M H ,  T O  er0 B e P I I I H H b I  H e  

e C T b  T O U K H  C O ~ C T B ~ H H O ~ ~  n p e p b I B H O C T H  rpYnnbI. 

B n a n b ~ e i i r u e ~  T e p M u H o M  rnowca a eeqecrneennoii ocu MM 6 y ~ e ~  
0 6 0 3 H a Z I a ~ b  TOZIKX O C H  C ~ ~ C U H C C O I O  a H n o ~ y o K p y ~ n o c r n b ~  ab 6y- 
A e M  H a 3 b I B a T b  I I O n y O K p y X H O C T b  B e p x ~ e f i  n O J I y I I n O C K O C T H ,  O p T O r O -  

H a n b H y I O  B ~ W ~ C T B ~ H H O ~ ~  O C H  H H M e I O l l l Y I O  KOHUbl  H b H a  BTO# OCH. 

~ P H ~ M  I I O C T p O e H H R  rpynn, K O T O P H ~ ~  M b l  X O T H M  Y K 8 3 a T b ,  B h I T e K a e T  

~3 p e m e H m  H ~ K O T O P O ~ ~  ~ ~ A ~ Z I H ,  K O T O ~ ~ I O  M ~ I  cefisac cpop~ynupy- 
e M .  Ha s e ~ u e c ~ ~ e ~ ~ o i t  OCH A a H a  T o Z I K a  a H ~ p e 6 y e ~ c ~  IIOCTPOHT~ 

TOZIKH b, C, d, e T a K ,  q ~ 0 6 h I  p U H O C T H  

b - a ,  e - b ,  d - c ,  e - d  (9) 

6 ~ n ~  omoro  a ~ a ~ a  H Z I T O ~ ~ I  B b x n o n H R n o c b  cneaywmee ycnome: 
c y W e c T B y e T  T a K o e  npeo6pa30sa~ne S z ,  K o T o p o e  n p e o 6 p ~ y e ~  no- 
J I y O K p y X H O C T b  ab B n O J I y 0 K p y W H O C T b  d ~ ,  I I p H Z I e M  Y P a B H e H H e  I I O n y -  

O K P Y X H O C T H  ab M O X e T  6b1~b HiLIIHCaHO B B H A e  H ( S Z )  = H ( z ) ;  K p O M e  

T O r O ,  C Y I I I e C T B Y e T  T a K O e  n p e o 6 p a 3 o ~ a ~ ~ e  a % ,  K O T O p O e  npeo6pasy- 
e T  I I O J l y O K p y X H O C T b  bc B I I O J I y O K p y H c H O C T b  ed, I I p H Y e M  Y p a B H e H H e  

I I O J I y O K p y X H O C T H  bc M O X e T  6 b l ~ b  H a n H C a H O  B B H A e  H(uz)  = H ( z ) .  



a =  
d a r c f i  f a c J B  - b d f i  

a - b  '= a - b  7 ,- -, 

7 =  a - b  0 = 
a - b  

d - c  
f & J B  = 1. 

a - b  

~ P H H W M U  BO BHHMaHHe,  ' IT0 Pa3HOCTH (9) AOJIXHM 6 M ~ b  OAHHaKO- 

BOrO 3H&Ka, 3aKJIIO'IaeM OTCIOAa, rITO B +OPMYJI&X ( 1 7 )  B e 3 A e  HaAO 

6 p a ~ b  HHmHHe 3HaKH. 

Y ~ ~ B H ~ H H ~  ( 1 8 )  JXBJIfIeTCfI eAUHCTBeHHbIM YCJIOBEIeM, KOTOPbIM 

CBII3aHM a ,  b, C H d .  Bb16~parr b  I.I C TaK, ~ I T O ~ M  Pa3HOCTI.I ( b -  a )  
H ( C  - b) 6 b r n ~  OAHOrO 3HaKa,  U B03BOAII ypaBHeHI . Ie  ( 1 8 )  IIOWIeHHO 



B  K B a A p a T ,  I I O J I Y Y H M  K B a A p a T H O e  Y P a B H e H H e  A J I R  O I l p e A e J I e H H f i  d .  
nonaras d = C  + 2 ,  6 y n e ~  H M e T b  

I I p H Y e M  2 A O J I m e H  6 b l ~ b  T a K O r O  me 3 H a K a ,  Y T O  H  p a 3 H O C T H  ( b  - a )  H  

( C  - b) .  Y ~ ~ B H ~ H H ~  ( 1 9 )  A a e T  

2 1  = ( b  - a ) ( c 2  + 1 )  
2 2  = ( b  - a)(c2 + 1 )  

a b + l + a c -  bc' a c -  b c - a b -  1 '  

3 ~ a ~ e ~ a ~ e J I b  B  B b I p U e H H H  2 2  M O m e T  6 ~ ~ b  H a I I H C a H  B  B H A e  - ( b  - 
U ) ( C  - b )  - b2 - 1 H  H M e e T ,  O Y e B H A H O ,  3 H a K  M H H Y C ,  T .  I?. 2 2  I I 0  3 H a K Y  

n p o T H B o n o n o m H o  ( b - a )  H  A J I R  H a C  H e  r O A H T C R .  H T ~ K ,  A o J I m H o  6 b 1 ~ b :  

2 = 
( b  - a) ( c2  + 1 )  

a b + l + a c -  bc' 

H M e s  T O Y K H  b ,  C  H  d ,  M b l  C M O m e M  O I I P e A e J I H T b  e H 3  Y P a B H e H H R ,  a H a -  

J I O r H Y H O r O  Y p a B H e H H I O  ( I $ ) ,  H  ~ 0 a ( l ( l L i U P I e ~ ~ b l  n p e o 6 p a 3 o ~ a ~ ~ ~ -  
H 3  y p a B ~ e ~ H 8 ,  a H a J I O r H q H b I X  Y P a B H e H H R M  (17).  ~ P H  a T O M  B M e C T O  

H e p a B e H C T B a  ( 2 1 )  6 y n e ~  E l M e T b  M e C T O  H e P a B e H C T B O  

O T K Y A a  B H A H O ,  Y T O  O H 0  e C T b  C J I e A C T B H e  H e p a B e H C T B a  (23) .  
Mbl I l p H X O A H M ,  T a K H M  0 6 p a 3 0 ~ ,  K  C J I e A Y I O W e M Y  p e 3 Y J I b T a T Y :  BbI -  

6 ~ p a s  c c o r n a c H o  H e p a B e H c T B y  (23 ) ,  H b-nm6b1~ 0 6 p a 3 0 ~  M e m n y  

a H  C, M b I  C M O m e M  O I I p e A e J I H T b  U e I l b ,  C O C T O R W J f I O  H 3  Y e T b I p e X  IIOJIY- 

O K ~ ~ ~ H O C T ~ ~  ( a b ,  bc, cd H  d e ) ,  H  K O ~ ( ~ ( ~ M U M ~ H T ~ I  n p e o 6 p a 3 0 ~ a ~ d  
S Z  PI U Z  T a K ,  q ~ 0 6 b l  BblIIOJIHRJIPICb Y C J I O B H R ,  y K a 3 a H H b I e  B  H a Y a n e  

H a C T O R W e r O  I I O .  



B M ~ H C ~ ~ I R  e sepes  a ,  b M c ,  n o n y s w M  B b I p a m e H H e  n n s I  n n H H b 1  

O T p e 3 K a  B ~ U ~ C T B ~ H H O #  O C H ,  3 a H R T O r O  I l e n b I O  Y e T b I p e X  I I O J I y O K p y X -  

H O C T ~ # :  

e - a =  
( C  - a) (ac  + 1) 

1 + 2 a c - c 2  ' 

M  

e - a =  
& ( a 2  + 1 + a s )  

a 2 + 1 - c 2  ' 

~ P H  Y B e n H Y e H H M  &  O T  -4- no I I p a B a s I  Y a C T b  H a n M -  

C a H H O r O  p a B e H C T B a  Y B e J I M Z I H B a e T C R  O T  -W no +W, T a K  Y T O  n1060- 
M Y  3 a A i L H H O M Y  3 H a Y e H H I O  ( e  - a )  C O O T B e T C T B y e T  O n H O  O I I p e A e J I e H H O e  

3 H a Y e H K e  E ,  y A O B J I e T B O p R I O U e e  y C J l O B M I O  (24).  
H o c ~ p o e ~ ~ e  Uenu s e T H p e x  n o n y o ~ p y m ~ o c ~ e i i  M O X H O  ~ P O M ~ B O -  

A M T b  B  06e C T O p O H b I  O T  TOZIKM a .  K ~ o M ~  T O r O ,  K O H e Y H Y I O  T O Y K Y  

U e n M  e M O m H O  I I p H H M M a T b  38 H a Y a n b H y I O  T O Z I K Y  HOBO# U e n M  Y e T b I -  

pex n o n y o ~ p y m ~ o c ~ e i i ,  n T .  a. 
~ O A O ) K H M ,  Y T O  M b I  I I O C T P O H J I M  H e C K O n b K O  H n M  name 6 e c u ~ c n e ~ -  

H o e  M H O X e C T B O  Ilene# y K a 3 a H H O r O  B M A a ,  M  H M  C O O T B e T C T B Y I O T  ripe- 

0 6 p a 3 0 s a ~ ~ s i  
S ~ Z ,  b Z ,  S ~ Z ,  6 2 Z ,  . . . ( 2 5 )  

~ O C T ~ O ~ H H ~ I ~  I I O n y O K p y X H O C T H  R B J I R I O T C R  K O H T Y P O M  H ~ K O T O P O #  

o 6 n a c ~ ~  r aepxse# n o n y n n o c K o c T H .  H e ~ p y n ~ o  B M A e T b ,  Y T O  B T a  

o 6 n a c ~ b  e C T b  4 y ~ n a ~ e H ~ a n b H a R  o 6 n a c ~ b  r p y n n b I  r ,  n J I J 3  KOTOPO# 

I I O n C T a H O B K H  ( 2 5 )  C Y T b  I I p O H 3 B O . Z m U H e  I l O n C T a H O B K H .  B e f i c ~ s M -  

T e n b H O ,  C  OAHO# C T O P O H b I ,  ( P Y H A ~ M ~ H T ~ J I ~ H ~ I ~  O K P Y X H O C T H ,  C O O T -  

B e T C T B Y M I U H e  I I 0 , l I C T a H O B K a M  S n %  H  b n % ,  0 6 p a 3 y m ~  K O H T Y P  r. C 
~ p y r 0 #  Xe  C T O p O H b I ,  n p W M e H R R  K  r n p e 0 6 p a 3 o ~ a ~ ~ ~  S n %  H  a n % ,  

6 y n e ~  I l O J I y Y a T b  o 6 n a c ~ ~ i ,  H e  H M e I O I U H e  O ~ U H X  B H Y T p e H H M X  T O Y e K ,  

T .  e. B H Y T P M  0 6 n a c ~ ~  H e T  T O Y e K ,  B K B M B a J I e H T H b I X  O T H O C M T e J I b H O  

r p y l l r I b I  r. n3 Y K a 3 a H H b I X  A B y X  O ~ C T O R T ~ J I ~ C T B  M  B b I T e K a e T ,  Y T O  

o 6 n a c ~ b  3 C J I Y X H T  n J I R  r p y n n b I  r ~ J ' H ~ ~ M ~ H T ~ J I ~ H o ~ ~  06nac~b10. 
~ P H H H M ~ R  B O  B H H M a H W e ,  Y T O  a J I H H a  ( e  - a )  U e n H  q e T b I p e X  O K p y X -  

H O C T ~ ~ ~  M O X e T  I I P M H M M a T b  n106oe 3 a A a H H O e  3 H a Y e H M e ,  M b I  M O X e M  

nm60# 3 a n a H H b I f i  O T P e 3 0 K  B ~ I U ~ C T B ~ H H O Z I [  O C H  3 a n O J l H H T b  K O H e Y -  

H b I M  HJIH ~ ~ C K O H ~ Y H M M  Y H C J I O M  I l e n e # ,  C O C T O R U H X  H 3  Y e T b I p e x  no- 
n y o ~ p y m ~ o c ~ e i 3 .  B cnyvae 6 e c ~ o ~ e v ~ o r o  s M c n a  uenei% o n ~ ~  M n M  

06a K o m a ,  no menasurn, 6 y n y ~  n p e n e n b H M M u  B e p r u m a M u .  T ~ K M M  
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JIM UeHTp B 0 I I p e A e J I e H ~ o f i  TOVKe C KOOpAHHaTaMK X = 0, y = 1, 
q~06b1  IIOJIb30BaTbCII BIIOJIHe OIIpeAeJIeHHbIM BbIpWKeHKeM BbICOTbI 

TOVKK. Ho, KOHeZIHO, Mbl MOrJIH 6b1 ~ b 1 6 p a ~ b  UeHTp + ~ H A ~ M ~ H T ~ J I ~ -  

HOE 0 6 n a c ~ ~  H B nro6ofi ToVKe ~ e p x ~ e f i  n o n y n n o c K o c T w .  T a ~ o e  
H3MeHeHHe U e H T p a  + y H A a M e ~ T a J l b H ~ f i  o 6 n a c ~ ~  H e  IIOBJIHRJIO 6b1, 
KOHeVHO, H a  IIOlIYrleHHbIe HaMH pe3yJIbTaTbI .  B BOIIpOCaX yHH+op-  

MH3aUHH MHOr03HarlHbIX ( P Y H K U M ~ ~  H I IpH MCCJIeAOBaHHH IIpOeKTHB- 

H0fi  rPYIInbI  J I M H ~ ~ ~ H o I ' o  ~ M ~ ~ ~ ~ ~ H U U ~ J I ~ H O ~ O  YPaBHeHMR BTOPOrO 

IIOpIIllKa + ~ H A ~ M ~ H T ~ J I ~ H ~ I I  o 6 n a c ~ b  6 b 1 ~ a e ~  V ~ C T O  HeIIOCpeACTBeH- 

HO IICHa. T ~ K ,  HaIIpHMep,  I IpH Y H M + O P M H ~ ~ ~ U H  a n r e 6 p a ~ ~ l e c ~ o f i  

(PYHKUHM BTa 0 6 n a c ~ b  IIpeACTaBJIIIeT ~06010 K O H + O P M H O ~  ~ 3 0 6 p a -  
m e H H e  IIOBePXHOCTH P H M ~ H ~  C COOTBeTCTBYlOlrrHMM p a 3 p e 3 a M H  I IpH 

IIOMOUM Y H H + o ~ M H ~ H P Y I O ~ ~ ~ ~ #  I I e p e M e ~ H o f i .  3 T a  +yHAaMeHTaJIb- 

H a s  o 6 n a c ~ b  G H e  6 y ~ e ~ ,  ~ o o 6 u e  I'OBOPR, COBIIaAaTb C HOPMaJIb- 

HOG ( p y H ~ a M e H T a J I b H 0 f i  o 6 n a c ~ b r o .  C Y ~ ~ ~ ~ C T B ~ H H ~ T M  IIPeACTaBJIReT- 

CII AOKa3aTb1 VTO e C n H  MbI IIoJIysHM K ~ K H M - H H 6 y A b  0 6 p a 3 0 ~  +YH- 

AaMeHTaJIbHyIO o 6 n a c ~ b  G I'pyIIIIbI C KOHeZIHhIM VHCJIOM CTOPOH, TO 

H H O P M a J I b H U  + Y H A ~ M ~ H T ~ J I ~ H U  0 6 n a c ~ b  3 T 0 f i  me rpyI I I IbI  6 y n e ~  
HMeTb KOHeVHOe ZIHCJIO CTOPOH. 

Ecne o 6 n a c ~ b  G H e  HMeeT B e p m m  H a  ~ e l r r e c ~ ~ e ~ ~ o f i  OCH, TO Ha- 

IUe YTBepmAeHHe OVeBHAHO. L [ ~ ~ ~ c T B H T ~ J I ~ H o ,  B BTOM CJIyZIae BCe 

TOZIKH ~ Y A Y T  HMeTb BbICOTY, MeHbIUYH3 HeKOTOPOrO OIIPeAeJIeHHOrO 

n o n o m H T e n b H o r o  s H c n a  A. B c H n y  onpenenemm ~ o p ~ a n b ~ o f i  +YH- 

A ~ M ~ H T ~ J I ~ H o #  o 6 n a c ~ ~  (CM. 11°1), BCe TOVKH O ~ J I ~ C T H  3 H IIOAaB- 

HO AOJImHbI HMeTb BbICOTY, MeHbIIIYH3 A ,  OTKYfia CJIeAyeT, VTO H 3 
H e  MOmeT HMeTb BepLUHH H a  E ~ ~ ~ ~ ~ C T B ~ H H O #  OCH. n p H  3TOM VHCJIO 

CTOpOH Y 3 AOJIXHO 6 b I ~ b  KOHtYSHO, ~ 6 0  B C R K m  TOqKa CrYlrreHHII 

CTOPOH MOmeT J I W a T b  JIHLUb H a  B ~ ~ Z I ~ C T B ~ H H O ~  OCH. 

n o n o m ~ ~  T e n e p b ,  ZITO + y ~ n w e ~ ~ a n b ~ ~  o 6 n a c ~ b  G m e e T  sep- 
UIHHIJ H a  B ~ I I I ~ c T B ~ H H o ~ ~  OCH. ~ T H  BeplLIHHbI HJIH CyTb TOVKH ~ 0 6 -  
C T B ~ H H O ~ ~  IIPePblBHOCTH rPYnIIbI  HJIH H e I I O ~ H X H b I e  TOVKH napa6o- 
n H V e c ~ 0 f i  IIOACTaHOBKH rpyIIIIbI .  O T H O C H T ~ J I ~ H O  BePLUHH II~PBo% 

KaTerOpHM y G MOmHO YTBepmAaTb,  ZIT0 HJIH o 6 n a c ~ b  3 H e  COAep- 

XCHT BOBCe BePLUHH, HM BKBHBaJIeHTllbIX, HJIH, eCIIH H COAepmHT, TO 

BepIUMHbI BTH 06pa3yro~ ~ 0 H e V H b I f i  UHKJI. O T H O C H T ~ J I ~ H O  BeP.IUHH 

B T O P O ~ ~  KaTerOpHH o 6 n a c ~ ~  G MOmHO YTBepmAaTb,  VTO 0 6 J I a c ~ b  

3 COAepmHT BKBHBaJIeHTHbIe HA4 BePIlIHHbl H BTH BePIIIHHH, KaK 

MbI BHAeJIH, 06pa3yro~ K O H ~ Z I H ~ I ~ ~  UHXJI. T ~ K H M  0 6 p a 3 0 ~ ,  M O M 0  

YTBepmAaTb,  VTO o 6 n a c ~ b  3 HMeeT JIHIlIb KOHerlHOe rlHCJl0 BepIIIHH 

H a  B ~ I U ~ C T B ~ H H O ~ ~  OCH, BKBHBaJIeHTHbIX BepIlIHHaM o 6 n a c ~ ~  G. ~ T H  

BePIUMHH O ~ J I ~ C T H  3, KaK H Y G, Pa3AeJIHM H a  BepIUHHhI I I ~ P B o E  H 



B T O P O ~  ~ a ~ e r o p ~ # .  B K ~ > K A O #  B e p r u H H e  n e p ~ o #  K a T e r o p H H  y F no- 
CTPOHM AOCTBTOVHO ~ a J I b l #  K P Y r ,  H M ~ I O W A #  U e H T P  B B T O ~  BepLUHHe. 

T o s ~ o  T a K  Xe B KWAO# B e p l l l H H e  BTOPO# K a T e r O P H H  Y 3 IIOCTPO- 

HM AOCTaTOrlHO ~ a n b l #  K P Y r ,  ~ a ~ a ~ e J I b ~ b l #  K B ~ ~ ~ C T B ~ H H O ~ ~  OCH B 

B T O ~  BepLUHHe. H e T p y n ~ o  n 0 K a 3 a T b l  H a  Y e M  Mbl H e  OCTBHaBJIHBaeM- 

CR, lITO e C n H  HCKJIIOVHTb H 3  G TOqKH, aKBMBaneHTHbIe T e M  TOZIKaM 

F, KOTOPble I I P H H a A J I e m a T  nOCTPOeHHbIM K P Y r a M ,  TO OCTaBUIaJICR 

l I a C T b  6 6 y n e ~  H M e T b  PaCCTOJlHHe OT B ~ ~ ~ I ~ C T B ~ H H O #  OCH, 6onbmee 
HYJIR, T. e. BbICOTbI BCeX OCTaBIlIHXCfl TOVeK 0 6 n a c ~ ~  ~ Y A Y T  6 o n b m e  

HeKOTOPOrO IIOnOmHTeJIbHOrO VHCJIa A .  O T C I O A ~ ,  KaK H BbILUe, Hel lo-  

CpeACTBeHHO CJIeAyeT,  q T O  HOPMaJIbHaR ~ ~ H A ~ M ~ H T ~ J I ~ H ~ J I  0 6 n a c ~ b  

3 H e  M O X e T  H M e T b  H a  B ~ W ~ C T B ~ H H O #  OCH BePLUHH, KPOMe YIIOMSIHY- 

TblX B b N e ,  aKBHBaJIeHTHbIX BepLUHHaM 0 6 n a c ~ ~  G,  A, CJIeAOBaTeJIb- 

HO, H e  M O X e T  H M e T b  6 e c ~ ~ c n e ~ ~ o r o  MHOmeCTBa CTOPOH. 

6. H a n ~ V w e  6 e c ~ ~ c n e ~ ~ o r o  MHOXeCTBa CTOPOH Y ~ Y H A ~ M ~ H -  

T ~ J I ~ H o #  o 6 n a c ~ ~  rpynnbl r M O m e T  CyWeCTBeHHbIM o 6 p a 3 0 ~  BJIWiTb 

H a  OCHOBHMe CBO#CTBB B B T O M O P ~ H ~ I X  +YHKUH# f (z),  H e  MeHRIOUHX- 

crr n p H  n p e o 6 p a 3 o ~ a ~ ~ ~ x  rpynnar r. He K a c m c b  nonpo6ao a T o r o  

BOIIpOCa,  MbI yKa>KeM TOnbKO H a  OAHY CYWeCTBeHHYIO Pa3HHUY I I0  

CpaBHeHHIO CO C n y n a e M  ( $ ~ H A ~ M ~ H T ~ J I ~ H o #  o 6 n a c ~ ~  C KOHeVHbIM 

YHCJIOM CTOPOH. 

E c n ~  o 6 n a c ~ b  3 H M e e T  KOHesHOe s H C J I 0  CTOPOH, TO, KaK H3BeCT- 

HO, AOK&3bIB&eTCR, VTO BCRKaR ~ B T O M O P $ I H ~ R  ~ Y H K U A R  f (Z) ,  COOT- 

BeTCTByIOWaR I'pyIIIIe r, I IpHHHMaeT B o 6 n a c ~ ~  7 BCRKOe 3HaVeHHe 

o n H H a K o B o e  sucno pas.   TO n p e A n o m e H H e  n o n y s a e T c a ,  KaK w- 
BeCTHO, H 3  PaCCMOTpeHHSI H H T e r p a J I a  

me m-HeKOTOpaSI IIOCTORHHaR, H n Y T b  HHTeI'PHPOBaHHR e C T b  KOH- 

E c n ~  0 6 J I a c ~ b  F H M e e T  ~ ~ C ~ H C J I ~ H H O ~  MHOXeCTBO CTOPOH, TO 

H c c n e n o s a H m i  no ABYM ~ P H ~ I H H ~ M :  BO-nepsbrx, B B H A ~  H e o n p e A e -  

JIeHHOCTH IIOBeAeHH5I ~ Y H K U H #  f ( Z )  H f l (Z)  B ~ J I H ~ H  TeX BePIlIHH F, 
KOTOPble RBJIRIOTCR IIpeAeJIbHbIMH TOrIKaMH, H, BO-BTOPbIX, BBHAY 

TOTO, ZlTO COBOKYnHOCTb TaKHX BePIUHH M O X e T  HMeTb M e P Y  6 o n b m e  

HyJIfI. ~ ~ M ~ T H M  n p H  aTOM, rITO, H e  OrpaHHrIHBaR O ~ ~ H O C T H ,  MbI MO- 

m e M  IIpeAIIOJIOmHTb,  rITO HOPMaJIbHaR ~ y ~ ~ i t ~ e ~ ~ a ~ i b ~ c 3 . X  0 6 n a c ~ b  





H H R M H .  

C. 14. 2 T a ~ n e  o c o 6 b t e  T O V K H  H a 3 b I B a I O T C R  p e r Y n R P H b t M H  0 ~ 0 6 b t ~ H  T O q K a M H  ( C M .  

n.@opA. " A B T o M o ~ @ H ~ ~ ~  @ Y H K ~ H H " . - M . - ~ . ,  OHTM, 1936). 
C. 21. 3 0 A ~ ~ 3 ~ a q ~ 0 - 0 6 p a ~ ~ ~ b t e  r O J I O M O p @ H b t e  @ Y H K ~ & H H  H a 3 b t B a I O T C R  OAHOJIHCT-  

H b t M H .  

C. 21. ' ~ O A ~ ~ ~ ~ M ~ B ~ ~ T C R  H e n p e p b t B H O C T b  B H e  M H O M e C T B a  ~ O n I O C O B .  

C. 23.  TOT n p n H q w n  H a s H a a e T c R  T a K m e  ~ e O p e M 0 f i  M o H T ~ J I R .  

C. 25. 6 T a ~ n e  K O H T Y P b l  H a 3 b t B a I O T C R  T e n e p b  r O M O T O n H b I M H .  

C. 25. 7 r p y n n a  Y p a B H e H H H  B  C O B ~ ~ M ~ H H O ~ ~  T e p M H H O J I O r H H  H M e H Y e T C R  r p y n n 0 8  

- ~ ~ ~ 

M U  0 ~ 0 6 b t ~ 1 . 1  T O V K a M H  B  r p y n n y  GL (2, @), 3 a A a H H b t f i  C  T O ' I H O C T b I O  A0 

conpnmetiux B GL (2, @). 
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n b t  MOHOAPOMUH. 
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e c T e c T s e H ~ o f i  npoewqnu: 
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M O P @ H H ~  @YHK~HH". -M. -n . ,  OHTM, 1936. 
C. 29. 1 2 M s n o m e ~ u e  M a - r e p w a n a  rn .1  H a  c o a p e M e H H o M  ~ 3 b t ~ e  CM.  B K H u r a x  

A . B e p , q o H a  " r e o ~ e ~ p u ~  A u c K p e T H b l X  r p y n n "  ( M . ,  Haywa, 1986) H M . K p a  
" A B T o M o ~ @ H ~ I ~  @ O P M ~ I  H ~ n e i i ~ o ~ b t  r p y n n b t "  (M., MHP, 1975). 

C. 35. 1 3 ~ 0  e C T b ,  K O H e V H O ,  I l O P O M A e H a .  

Z.  35. 1 4 M n w  c o n p ~ m e ~ ~ o f i .  
z. 40. 15npn y K a 3 a H U H  I l p e A e n O B  B n a ~ u ~ u p  M B ~ H O B H ~  n O J I b 3 y e T C R  3 H a K O M  P L B -  

HO (limn=m 0,). B C O B ~ ~ M ~ H H O ~ ~  M ~ T ~ M ~ T U ~ ~ C K O ~ ~  J I H T e p a T y p e  B  n 0 ~ 0 6 ~ b t x  

cnyqanx c T a a u T c R  c T p e n K a  (limn,, 0,). 
z. 40. 16B C O B P ~ M ~ H H O ~  T e P M H H O n O r H H  I l p e p b t B H b t e  r p y n n b t  H M e H y I O T C R  A H = -  

K P e T H b t M H .  
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A a K T O p a .  
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z. 44. 2 0 M J I ~  0 6 J I a c ~ b  P a 3 P b l B H O C T H .  
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T O ~ K H  ( J  H a  PHC. 1, E - ~ a  npyrnx p w c y ~ ~ a x ) ,  o ~ o ~ o p b l x  aBTop r o B O p W T ,  

B T e K C T e  H e  n O K a 3 a H H .  
C. 100. 2 3 ~ a c c ~ o ~ p e ~ ~ e  ~ o ~ + w r y p a q u # ,  o 6 c y m . q a e ~ ~ x  c noMolqblo PHC. 4, ~ B B H -  

C U T  O T  O C O ~ I S X  T O q e K  Y p a B H e H H R  H THna  I I P H M e H R e M b l X  nOACTaHOBOK. 

C. 111. "Tor l~aP  H KOHTYP L ~a PHC. 6 ~e n o w a s a ~ ~ ;  C n T y a q w R  onncaria cnosecHo. 
C. 121. 253necb H nanee B e ~ o #  rnaae H M e e T c R  s euny 4 o p ~ y n a  (1) rn.11. 
C. 130. 2 6 ~ e s n e  nanee T a w m e  w M e e T c f l  B s w n y  + o p ~ y n a  (1) rn.11. 
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C. 228. 2 g ~ e ~ ~ p e x y r o n b ~ ~ x  ABCD H a  p w c . 4  H e  ~ 3 0 6 p a m e ~ ,  HO sce paccymneHHR 

a B T O p a  6ym~ I I O H R T H H  rlHTaTenI0 C Y r l e T O M  PHC.  5 .  
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