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Vorwort.

In der vorliegenden Schrift wird der Versuch gemacht, der
sphirischen Trigonometrie eine neue Seite abzugewinnen. Der Ver-
fasser hat es unternommen, neuere Anschauungsweisen, besonders
den Gruppenbegriff, fir diesen Zweig der Elementargeometrie frucht-
bar zu machen. Von Einzelergebnissen mogen hervorgehoben werden
die Beziehung der trigonometrischen Formeln zur Theorie der ortho-
gonalen Substitutionen; die Abbildung der Mannigfaltigkeit aller
sphirischen Dreiecke auf den Punktraum; die Darstellung der sphi-
rischen Dreiecke durch Kreisvierecke in der Ebene; endlich die
Vertiefung und Verallgemeinerung eines von Laeranee herrithrenden
Satzes, der die spharische Trigonometrie mit der Theorie der ellip-
tischen Functionen in Verbindung bringt. Alle diese Untersuchungen
sind, wie ausdriicklich hervorgehoben werden muss, rein theoretischer
Natur; fir den praktischen Geometer unmittelbar verwerthbare Resul-
tate wird man in dieser Arbeit nicht finden.

Um das Gebotene einem moglichst weiten Kreise zuginglich zu
machen, ist vom Leser nur eine allgemeine mathematische Vorbildung
gefordert worden, wenigstens in den beiden ersten Abschnitten, die
fir sich ein Ganzes bilden. Allerdings konnte einige Bekanntschaft
mit dem so iiberaus wichtigen Gruppenbegriff nicht entbehrt werden,
der zwar einem Theile der jungeren Generation geldufig ist, den
dem akademischen Leben ferner stehenden Mathematikern aber leider
noch immer nicht durch eine eigentlich pidagogische, den Bedirf-
nissen der Lehrer angepasste Darstellung zugtinglich gemacht worden
ist. Der Verfasser hat auf diesen Zustand in der Weise Ricksicht
genommen, dass er die im Texte vorkommenden Begriffe der Gruppen-
theorie da, wo sie zuerst auftreten, erklirt hat. Die hiernach etwa

noch bleibende, in der Hiufung ungewohnter Begriffe liegende
7*
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Schwierigkeit wird der der Gruppentheorie nicht kundige Leser
wohl grosstentheils vermeiden konnen, wenn er mit dem zweiten
Abschnitt beginnen und den Inhalt des ersten Abschnittes nach dem
jeweiligen Bedirfniss nachholen will. Das Interesse des dritten Ab-
schnittes liegt wohl mehr noch im Gebiete der elliptischen Functionen
als in dem der Trigonometrie selbst. Hier musste die Weierstrass’sche
Theorie der elliptischen Functionen als bekannt angenommen werden,
jedoch nur in ihren Grundziigen, ndmlich etwa in dem Umfange,
wie sie von Haipnen in der ersten Hilfte des ersten Bandes (Cap.
I—VIl) seines Traité des fonctions elliptiques (Paris 1886) dargestellt
worden ist.

Die Stellung der Elementargeometrie innerhalb der heutigen
Wissenschaft ist so eigenthiimlich, dass im vorliegenden Falle eine
iber den gerade behandelten Gegenstand hinausgehende Betrachtung
gerechtfertigt sein dirfte.

Es liegt in der Natur der Sache, dass neue Gedanken in Schul-
bicher nur sehr langsam eindringen kionnen. Leider aber ist, wie
es scheint, auch nur eine kleine Anzahl von solchen Werken vor-
handen, die elementare Gegensttinde aus einem hoheren Standpunkt
und in modernem Geiste behandeln. Ueberhaupt hat seit den Tagen
von Mosivs, Steiner und Cuastes das Interesse an elementargeome-
trischer Forschung stetig abgenommen. Glinzende Entdeckungen in
anderen Gebieten, neue Richtungen innerhalb der Geometrie selbst
haben neue Aufgaben gebracht, die die Krifte der Mathematiker
vollauf in Anspruch genommen haben. Heute ist die Geometrie des
Euclides aus unseren herorragendsten Fachzeitschriften beinahe vollig
verdringt, und auch aus dem akademischen Unterricht ist sie nahezu
verschwunden. Die noch vorhandene, an Umfang keineswegs geringe
Production trigt vielfach ein antiquirtes Geprige, so dass wohl
Mancher den Eindruck davongetragen haben mag, diese »einfachen«
Dinge seien »in der Hauptsache lingst erledigt«.

Aber besteht denn thatsichlich ein solcher Gegensatz zwischen
der Geometrie der Alten und der modernen Mathematik? Ist der
alte Boden durch die herkémmliche, doch ziemlich primitive Art der
Bearbeitung wirklich schon erschopft? Sollten nicht vielmehr eben
die Werkzeuge und Methoden, die zur Erschliessung neuer Gebiete
gedient haben, geeignet sein, auch der elementaren Geometrie Schitze
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neuer Art abzugewinnen? Und wenn dem so ist: ist es wiinschens-
werth, dass gerade die mathematische Disciplin, die fir die Technik,
wie fir die physikalische Forschung die nothwendige Grundlage
bildet, der bei der Erziehung unserer Jugend eine Hauptrolle zuge-
theilt ist, noch linger vernachlissigt wird? Sollten wir nicht die
Wissenschaft von dem Raume, in dem wir nun einmal leben, mit
allen zu Gebote stehenden Mitteln fordern, um das anschauliche
Denken zu kriftigen, um ein wirksames Gegengewicht zu schaffen
gegen den in unseren Tagen noch immer wachsenden, ja von Einigen
beinahe systematisch gepflegten Hang zu einseitiger Abstraction?

Wenn solche Gedanken, wie es ja erfreulicher Weise den An-
schein hat, breiteren Boden gewinnen, so darf der Verfasser viel-
leicht hoffen, dass man seiner Bemithung einige Aufmerksamkeit
schenken wird. Mochte diese Arbeit, wenn auch nur an einer
schmalen Stelle, die Kluft ausfilllen helfen, die die elementare
Geometrie trennt von der lebendigen Wissenschaft! —

Mit Dankbarkeit muss ich der Theilnahme gedenken, die Herr
Franz Mever in Clausthal meinen Bestrebungen gewidmet hat. Er hat
das fertige Manuscript, mit besonderer Rucksicht auf die padagogische
Brauchbarkeit der Darstellung, einer Durchsicht unterworfen; auch
hat er die Freundlichkeit gehabt, eine Correctur zu ibernehmen.
Zu besonderem Danke bin ich der K. S. Gesellschaft der Wissen-
schaften verpflichtet fiir die Unterstitzung, die sie mir durch Aufnahme
der vorliegenden Untersuchung in ihre Abhandlungen gewihrt hat.

Marburg, im Mai 1893.
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I. Abschnitt.
Geometrische Untersuchung der sphirischen Dreiecke.

§ 1.
Von der Gestalt eines Kugeldreiecks,

Wenn es sich darum handelt, den algebraischen Zusammenhang
zwischen den goniometrischen Functionen der Seiten und Winkel eines
sphirischen Dreiecks genau kennen zu lernen, so muss man sich von
den Beschrinkungen befreien, die in den elementaren Lehrbiichern dem
Begriff eines sphirischen Dreiecks auferlegt werden; denn diese Be-
schrinkungen haben ihren Grund nicht im Wesen der Sache, sondern
in den praktischen Anwendungen, die ein Bedirfniss nach einer Unter-
suchung der allgemeinsten Kugeldreiecke nicht haben hervortreten
lassen. Wir werden daher zunichst, nach dem Vorgange von Mosius,
den elementaren Dreiecksbegriff abindern und erweitern?), um dann,
iiber den von Moss eingenommenen Standpunkt noch hinausgehend,
den Begriff des sphirischen Dreiecks zu entwickeln, der einer alge-
braischen Untersuchung, wie der vorliegenden, angemessen erscheint.

Fir den Inhalt dieses ersten Abschnittes (abgeschen von § 7)
ist wesentlich nur der Begriff der Bewegung, der Verschiebung einer
starren Figur auf der Kugelfliche, nicht aber der des Maasses, der
Darstellung einer Winkelgrosse oder eines Bogens durch eine Zahl.
Wir konnen Winkel, auch ohne Maasszahlen, durch die Begriffe >,
=, < mit einander vergleichen; wir konnen sagen, ob der erste
auf den zweiten gelegt, ihn iberragt, gerade deckt, oder hinter ihm
zuriickbleibt. Es ist ferner klar, was man in diesem Sinne unter
der Summe oder Differenz zweier Winkel zu verstehen hat. Die

1) Die in § 1 vorgetragenc grundlegende Auffassung der sphirischen Tri-
gonometrie ist enthallen in den Abhandlungen von Mosivs: »Ueber eine neue
Behandlungsweise der analytischen Sphirik« (1846), Ges. Werke Bd. II, S. {
und »Entwickelung der Grundformeln der sphiirischen Trigonometrie in grosstmog-
licher Allgemeinheit« (1860) ebenda S. 71.
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Summe aller Winkel um einen Punkt herum, den Winkel um den
man drehen muss, damit jeder Punkt der Kugel seine urspringliche
Lage wieder einnimmt, kénnen wir mit 27 bezeichnen, ohne dabei
an eine Zahl zu denken, u.s. w. In derselben Weise bezeichnen
wir auch mit 27 den Umfang eines auf der Kugel gezogenen Haupt-
kreises, d. i. des Schnittes der Kugel mit einer durch den Mittelpunkt
gelegten Ebene, oder eines Kreises, der mit sich selbst durch eine
halbe Umdrehung (Drehung um den Winkel #) zur Deckung gelangt.
Die hiermit vollzogene Abstraction ist ubrigens fir das Verstindniss
des Folgenden nicht nothwendig. Wer eine Schwierigkeit darin findet,
der mag unter einem Bogen a oder Winkel ¢ immerhin das Maass
eines Kreisbogens oder Winkels verstehen, der auf einer Kugel vom
Radius Eins gelegen ist.

Solche Winkel oder Bogen von Hauptkreisen, die sich nur um
Vielfache von 2m unterscheiden, werden wir bis auf Weiteres als
gleich ansehen, da sie alle durch wiederholtes Anlegen des von vorn
herein ausgezeichneten Winkels oder Bogens 27 aus einem unter
ihnen hervorgehen. Wir werden dann annehmen diirfen, dass Seiten
und Winkel eines sphirischen Dreiecks zwischen den Grenzen 0 und 27
enthalten sind; und es wird nun darauf ankommen, dass wir uns von
der Gestalt der hiernach moglichen Kugeldreiecke Rechenschaft geben.

Wir denken uns zunichst fir die Winkel um irgend einen Punkt
der Kugelfliche herum einen Drehungssinn festgelegt, in dem sie
positiv gerechnet werden sollen, etwa den Drehungssinn, der fir
einen ausserhalb der Kugel in der N#he des Punktes stehenden Be-
obachter dem Sinne der Bewegung des Uhrzeigers entgegengesetzt ist.
Verschieben wir sodann diesen Punkt iber die ganze Kugelfliche, so
haben wir damit auch fir alle anderen Punkte der Kugel einen
positiven Drehungssinn bestimmt,

Es seien nun die Punkte A;, A,, A; der Kugel durch Haupt-
kreise verbunden. Auf jedem dieser Kreise nehmen wir ebenfalls:
einen positiven Drehungssinn willkiirlich an, und bezeichnen mit
a4, Gy, a3 die zwischen 0 und 27 enthaltenen Bogen, die man durch-
laufen muss, um von A, im positiven Sinn nach A;, von da nach
A;, und von hier aus wieder nach A, zu gelangen. Ferner bezeichnen
wir mit «, den zwischen 0 und 27 enthaltenen Winkel, um den
man den Hauptkreis A; A, unter Festhaltung der Ecke 4,, im positiven
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Sinne drehen muss, damit seine positive Richtung mit der positiven
Richtung des Hauptkreises A;A; zusammenfillt; und entsprechend
definiren wir zwei weitere Winkel «; und «;.

Der Inbegriff der sechs Stucke a,, as, a3, &, 02, 3 ist nun fiir
uns ein »sphiérisches Dreieck«. Die Winkel &; nennen wir schlechthin
die »Winkel«, die Bogen a, die »Seiten« des Dreiecks!). Je zwei
Dreiecke, die in diesen sechs Stiicken tibereinstimmen, gelten in unserer
Untersuchung als identisch, auch wenn sie auf der Kugel verschiedene
Lagen haben und vielleicht gar nicht congruent, sondern nur sym-
metrisch sein sollten.

Zwischen den Seiten und Winkeln eines spharischen Dreiecks
findet, bei unserer Definition (aber nicht bei der Definition der
elementaren Lehrbiicher) ein vollkommenes Reciprocititsverhdliniss statt.
Zu jedem Hauptkreis auf der Kugel gehdren nimlich zwei Pole, die
gemeinsamen Schnittpunkte aller der Hauptkreise, die den ersten
rechtwinklig treffen. Wir ordnen nun jedem Hauptkreis mit be-
stinmtem Drehungssinn den Pol zu, der fir einen von aussen auf
die Kugel blickenden Beobachter, bei Durchlaufung des Hauptkreises
im positiven Sinne, ‘zur Linken liegt. Damit erhalten wir offenbar
ein einfaches Mittel, die Winkel um einen Punkt herum mit Kreis-
bogen zu vergleichen, und umgekehrt. Man gelangt so zur Con-
struction des sogenannten Polardreiecks, dessen Ecken die Pole der
drei Seiten des gegebenen Dreiecks sind, und dessen Seiten wiederum
die Ecken des gegebenen Dreiecks zu Polen haben. Dieses Polar-
dreieck hat, wie unmittelbar ersichtlich, Seiten = «; und Winkel = a,.
Die Kugeldreiecke ordnen sich also zu Paaren, die durch Vertauschung
der Seiten und Winkel in einander dibergehen.

1) In den Elementarbiichern werden nicht die Wince «;," sondern deren
Nebenwinkel 7z — @; durch besondere Zeichen dargestellt, und sW mkel« des Dreiecks
_genannt. Dies ist auch bei vielen Anwendungen ganz am Platze, namentlich in
der Geodisie, wo eben die inneren Dreieckswinkel unmittelbar abgelesen werden.
Bei rein theoretischen Entwickelungen aber ist ein solches Verfahren unzweck-
missig, da es zu einer Menge unnothiger Rechnungen und sonstiger Weitldufigkeiten
Anlass gibt und die Symmetrie der Formeln zerstort. — Man konnte leicht allen
Anforderungen gerecht werden, wenn man beim Aufbau der Trigonometrie die
dem Wesen der Sache entsprechenden Bezeichnungen wihlen wollte, um dann
am Schlusse die fiir den praktischen Gebrauch umgerechneten Formeln tabellarisch
zusammenzustellen.
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Da wir die positiven Richtungen der drei Hauptkreise willkirlich
angenommen haben, so konnen wir drei gegebene Punkte 4, A, 4;
im Allgemeinen durch acht verschiedene Dreiecke verbinden; und
diese Zahl erhoht sich auf 16, da ja auch der Drehungssinn fiir
die Winkel um einen Punkt herum beliebig war. Die Fig. 1 zeigt
in stereographischer Projection die Gestalt von vieren der zuerst
genannten acht Dreiecke, die zu wesentlich verschiedenen Dreiecks-
formen fithren; aus ihnen kann man die itbrigen leicht ableiten.

Fig. 4.

Es ist unter Umstinden zweckmissig, zwei Dreiecke auch dann
als nicht verschieden anzusehen, wenn sie durch Umkehrung des
positiven Drehungssinnes der Winkel in einander ubergehen. Nach
dem Princip der Dualitat wird man dann auch zwei solche Dreiecke
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als gleichwerthig betrachten, die dadurch aus einander hervorgehen,
dass man den positiven Drehungssinn aller drei Seiten gleichzeitig
“in den entgegengesetzten verwandelt. Dann werden zwei der in
Fig. 1 verzeichneten Dreiecke iuberflussig, und es gehdren nur noch
vier »verschiedene« Dreiecke zu gegebenen Ecken.

§ 2.
Ungleichungen fiir die Seiten und Winkel.

Die Winkel eines sphirischen Dreiecks sind durch die Seiten
vollstindig bestimmt, und umgekehrt, abgesehen von der bereits
besprochenen Willkiir. Man kann aber drei gegebene Kreisbogen
a1, 62, @3 nicht immer zu einem Kugeldreieck zusammensetzen; die
Bogen ¢; miissen vielmehr einem System von vier Ungleichungen
geniigen, oder genauer einem von acht solchen Ungleichungssystemen.
Um diese Bedingungen in zweckmissiger Form darzustellen, fithren
wir statt der drei Bogen a, vier Kreisbogen s, ein, deren Summe
gleich = ist, durch die Gleichungen:

28(.:27!«'—01-—'02—(13

(1) 28 = — &+ m+a
28 = a— a,+ a3
283: al+a2—'a3.

Mit Hilfe dieser Bogen, deren Gebrauch fir unsere ganze Analyse
von der grossten Wichtigkeit ist, stellen sich, wie der Leser leicht
beweisen wird, die genannten Ungleichungssysteme dar, wie folgt:

i ’ [1 ’ ’ [

AL A A LA 4 A A |4
6 |[Z0|S—a=—n =0/=— ﬂ!§0’2—n§0
@ & |=0/Sa |=a ‘50}20 =az0 |Sa
83 20i§n =0 jgnién '§0|§0 =n
83 20‘_5_7: =0 |§n =0 ‘§n§n i§0

Die acht Dreiecke mit verschiedenen Seiten, die ihre Ecken in
drei gegebenen Punkten haben, vertheilen sich auf die hierdurch
definirten acht Dreiecksschaaren. Die Schaar A, enthilt die con-
struirbaren Dreiecke, deren Seiten zwischen den Grenzen 0 und =
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liegen, also die Dreiecke, die in der elementaren Trigonometrie allein
betrachtet zu werden pflegen. Die Dreiecke der Schaar A, entstehen
aus denen der Schaar A, durch die Substitution

o =a, @ =a-+t+nr, @ =atmr;
oder auch durch die Substitution

o =a, a =27 —ay, ay = 27— a,;
hier liegt also @, zwischen 0 und =, @, und a; dagegen liegen
zwischen 7w und 27; endlich entstehen die Dreiecke der Schaar A,
aus denen der Schaar A, durch die Substitution

al,=2n—a1, a2'=2n—a2, 03':27t—a3;
die Seiten der Dreiecke A, sind also zwischen 7 und 27 enthalten,
wihrend bei der Schaar A, a, und @, zwischen 0 und = liegen,
a, dagegen zwischen # und 27.
Definiren wir ferner vier Winkel ¢;,, dercn Summe wieder 7 ist,

durch die Gleichungen

20, = 20—, — 0ty — 1y

(3) 20, = —ayF ay+ ey
20, = o — ay + ay
20, = by — @y,

so erhalten wir den Ungleichungen (2) ganz entsprechende Unglei-
chungen firr die Winkel. Wir wollen diese Ungleichungen, ohne sie
besonders hinzuschreiben, in derselben Reihenfolge mit A,, A, be-
zeichnen (1 = 0, 1, 2, 3). Es gilt dann der der Anschauung un-
mittelbar zu entnehmende Satz, dass bei einem sphirischen Dreieck
jede der Combinationen

(4 A, (4 A, (A A), (405 A
vorkommen kann, dagegen keine der Combinationen
(4o Ay (A AY), (AL A, (A7, A,

wenn i==k. Die 16 Dreiecke mit gegebenen Ecken vertheilen sich
also auf die 16 Schaaren, die den zulissigen Verbindungen der
Ungleichungen A4;, A/, A,, A/ entsprechen.

Die aufgestellten Ungleichungen z2wischen den Seiten oder den
Winkeln haben sich uns ergeben ohne vorherige Entwickelung der
Formeln der sphirischen Trigonometrie (ja sogar ohne Hilfe des Maass-
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begriffs). Anders verhilt es sich mit den Ungleichungen, in denen
Seiten und Winkel zugleich vorkommen. Diese spielen aber in unserer
Untersuchung keine Rolle, und werden daher ganz ausserhalb des
Kreises der Betrachtung bleiben.

Betrachlen wir die Seiten a; als verdnderlich, so definiren die
Ungleichungen (2) gewisse Gebiete, innerhalb deren sich diese Sticke
bewegen diirfen, und sie schliessen zugleich andere Gebiete aus. Es ist
witnschenswerth, auch die ausgeschlossenen Gebiete in einer der
Tafel (2) #hnlichen Form darzustellen. Man erhilt die fragliche Tafel,
oder vielmehr vier verschiedene Tafeln, deren Verticalreihen analog
der Bezeichnung A;, A/ mit B,, B, bezeichnet werden mdgen, aus
(2) einfach dadurch, dass man in der k' Horizontalreihe von (2)
[k = 0,1, 2, 3] die Zeichen = und = mit einander vertauscht. In
der That, nimmt man an, dass 7 = a, = a, = a; = 0 ist, so ist
entweder

4,) =0 =0 =0 s =0, oder
By) $=0 =0 =0 s =0, oder
By =0 =0 =0 s5=0.

Aus diesen Fillen gehen sodann die ubrigen durch Vertauschung
der Indices 1, 2, 3 und durch die angegebenen Substitutionen hervor.

Es gibt also, wenn man von Grenzfillen absieht, 16 Typen
vollstandig reeller Dreiecke, 32 Typen solcher Dreiecke, bei denen
nur die Seiten, und ebenso 32 Typen von Dreiecken, bei denen nur
die Winkel reell sind.

§ 3.

Uebergangsformen.

Die in § 1 und § 2 geschilderten Gestalten sphirischer Dreiecke
bilden keineswegs getrennte Mannigfaltigkeiten, sondern sie kdnnen,
bei passender Aenderung der Seiten und Winkel, stetig in einander
ibergefuhrt werden. Dazwischen .schalten sich gewisse Dreiecke
speciellen Charakters, ausgeartete Dreiecke ein. Diese Grenzfille sind
picht pur an sich interessant, sondern sie sind auch fiir unsere
Untersuchung von Bedeutung; sie sollen daher im Folgenden ebenfalls
verzeichnet werden. Es wird dabei geniigen, unter diesen beson-
deren Dreiecken die zu betrachten, die noch von zwei Constanten
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abh#ngen (also von einer Constanten weniger als das allgemeine
Dreieck); ausserdem werden wir von je vier solchen Dreiecken, die
durch die Substitutionen a; = 4 @, ¢/ = 4 «; zusammenhingen,
immer nur einen Reprisentanten aufstellen.

Die genannten Dreiecke zerfallen in zwei verschiedene Classen.
Die Dreiecke der ersten Classe wollen wir Grenzdreiecke neunnen,
weil sie die Mannigfaltigkeit der reellen Dreiecke abgrenzen gegen
die zu Schluss des § 2 definirten Mannigfaltigkeiten von Dreiecken,
die zwar reelle Seiten, aber keine reellen Winkel, oder reelle Winkel,
aber keine reellen Seiten haben.

Solcher Dreiecke gibt es acht verschiedene Arten, von denen
wir aber nur vier aufzufithren brauchen, da die ubrigen aus zweien
unter ihnen durch Vertauschung der Indices 1, 2, 3 erhalten werden.
Sie sind gekennzeichnet durch die nach dem Modul 27 zu nehmen-
den Congruenzen'):

=0 a= a3 =0 ‘ @ =0 ww=0 ay=0
a,—{-az—l-ag:—__-O : al—|—-a2—|-a3':—:0
Fig. 2.
=0 ;=71 @=n l @ =0 w=n wy=n
—ln-'—(lz—l—d:;EO ; -—al—|—a2+0350.
(S. Fig. 3.
{) Das von Gauss in die Analysis eingefiihrte Congruenzzeichen =, in der

Verbindung a =15 (mod. c¢) (a congruent zu b modulo ¢ oder nach dem Modul c}
gebraucht, hat die Bedeutung: a unterscheidet sich von b um ein ganzzahliges
Vielfaches von ¢: a=b-+kc (k=0, =1, =2,...). a=0 (mod. 27)
heisst also: Der Bogen a ist ein mehrmals im positiven oder negativen Sinn voll-
stindig durchlaufener Hauptkreis.
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Jedes der hierhergehorigen Dreiecke vermiltelt den Uebergang
zwischen mehreren der 16 in § 2 aufgezihlten Dreieckstypen, und
zwar immer zwischen solchen Dreiecksmannigfaltigkeiten, die in der

Fig. 3.

Tafel (2) des § 2 einen gemeinsamen unteren Index haben. Die
Art, wie die einzelnen Mannigfaltigkeiten durch Vermittelung der
Grenzdreiecke zusammenhingen, lisst sich durch die folgende einfache
Formel darstellen:

a,&O, (IQEO, a,;EO : lqEO, (l::,_.:_o, a350
(A A (A A) i (AAy) ~— (A, Ak')
Aa)  AWA) | WA — (4A),

worin die Congruenzen nunmehr nach dem Modul = (nicht 27) zu
nehmen sind. Ein vorgelegtes Grenzdreieck gehért im Allgemeinen
zu einem ganz bestimmten Index k, und es vermittelt iberdies den
Uebergang zwischen zwei ganz bestimmten unserer 16 Dreiecks-
mannigfaltigkeiten. Die acht Arten von Grenzdreiecken zerfallen da-
her jede noch in £.2 Unterarten, so dass man im Ganzen 64 Fille
auseinanderzuhalten hat. Sei z. B. o = a2 = o3 = 0 mod. 27, so
sind die folgenden acht Fille zu unterscheiden:

[0 < @, ag, a3 < 7: (AoAo) < (AoAY),
ln<ah s, a3<27t Ao AO)H \A0A0)7
{0< ay <n<a2,a3<2n:(AlA, (A
< masal a <2n:(4'A)~— (A )
u. s. w. Die Fig. 2 bringt, wenn der rechter Hand dargestellte Kreis
selbst ein Hauptkreis der Kugel ist, nur den ersten dieser Unterfille
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zur Anschauung. Die. itbrigen Annahmen fiihren zum Theil auf mehr-
fach iberdeckte Kreisbogen. —

Die besonderen Dreiecke der zweiten von uns zu betrachtenden
Classe nennen wir Uebergangsdreiecke. Sie vermitteln den Zusammen-
hang zwischen Dreiecksmannigfaltigkeiten mit verschiedenem unterem
Index. Von ihnen haben wir zwdlf Arten zu unterscheiden, von
denen geeignete Reprisentanten durch die folgenden nach dem Modul
27 zu nehmenden Congruenzen definirt sind:

=0 a=2>0 Q= og=n

aq—|-a350 ag—l-a;,EO G — A3 =TT W — G3=T

Fig. 5.

Bei der Darstellung des durch die Uebergangsdreiecke vermittel-
ten Zusammenhangs zwischen den verschiedenen Mannigfaltigkeiten
- reeller Dreiecke konnen wir die beiden ersten Fille zusammenfassen,
und ebenso die beiden letzten; wir erhalten demnach nur zwei
wesentlich verschiedene Formeln, aus denen die sechs ubrigen durch
Vertauschung der Indices 1, 2, 3 hervorgehen:
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6, =0, &y =0 oder @, ==, oy =7 (mod. 27):
(42A0) (A4 AY)  (AFAq)  (A'AY)

Pl

(A3 A7) (Ad'As)  (AsAY)  (AsAs);
=0, qy=mn oder &y =m, ¢, = 0 (mod. 27):

(AoAo)  (AoAY) (AdA) (4 A0)
A
ool
(A A) (ACA)  (AA)  (AA) .

Jede unserer 12 Dreiecksarten umfasst demnach vier Unterarten,
so dass im Ganzen 48 Fille zu unterscheiden sind.

Aus dem Gesagten geht hervor, dass zwischen den in § 2 gefundenen
16 Arten reeller Dreiecke ein stetiger Uebergang moglich ist, der noch
in mannigfacher Weise ausgefihrt werden kann. Es ist aber fest-
zuhalten, dass wir bei der Herleitung dieses Satzes von der Voraus-
setzung ausgegangen sind, dass Dreiecke, deren Seiten und Winkel
nur um Vielfache von 27 verschieden sind, als identisch gelten, dass
also eine sprungweise Aenderung um 27 auch als eine sfetige
Aenderung gilt.

Spiter (in § 10 des zweiten Abschnittes) werden wir lernen,
die in gegenwirtigem Paragraphen ausgefiithrten Uebergtnge noch tiefer
aufzufassen. Wir werden dann einen vollstindigen Einblick in den
Zusammenhang der dreifach ausgedehnten Mannigfaltigkeit gewinnen,
die von allen reellen sphirischen Dreiecken gebildet wird.

§ &
Nachbardreiecke.

Gehen wir nicht, wie in § 1, von drei bestimmten Punkten der
Kugel aus, sondern von einem Dreikant oder Dreiflach, dessen Scheitel
der Mittelpunkt der Kugel ist, so gelangen wir zu einer grosseren
Zahl von sphirischen Dreiecken, deren gegenseitige Beziehungen wir
nun ermitteln wollen.

Unter den Schnittpunkten der Kanten unseres Dreikants mit der
Kugelfliche konnen wir auf 8 Arten je einen so auswihlen, dass
auf jeder Kante ein Punkt liegt. Drei solche Punkte lassen sich
dann, nach § 1, durch 16 verschiedene Dreiecke verbinden. Von
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den 8 . 16 — 128 Dreiecken, die auf diese Weise entstehen, stimmen
aber immer je zwei solche uberein, die durch die Spiegelung am
Mittelpunkte der Kugel in einander ibergehen. Die 64 wirklich ver-
schiedenen Dreiecke, die hiernach itbrig bleiben, bezeichnen wir als
Nachbardreiecke. Ihre Zahl reducirt sich auf 16, wenn man noch
je vier solche Dreiecke zusammenfasst, die durch gleichzeitige Vor-
zeichenwechsel simmtlicher Seiten oder simmtlicher Winkel in ein-
ander ibergefihrt werden (vgl. den Schluss von § 1).

Die Seiten und Winkel der 64 Nachbardreiecke hingen auf sehr
einfache Weise, nimlich durch lineare Substituiionen zusammen; und
diese Substitutionen bilden der Natur der Sache nach eine Gruppe,
d. h. ihr Inbegriff hat die Eigenschaft, dass die aus zwei hinter ein-
ander ausgefithrten Substitutionen zusammengesetzte Substitution der
nimlichen Gesammtheit von Substitutionen angehort?). Diese Gruppe,
mit mehreren ihrer Untergruppen, ist fir unsere Betrachtung von der
grossten Bedeutung. Wir werden fir sie daher ein besonderes Zeichen,
(4., anwenden, das zugleich die Zahl ihrer Substitutionen angibt. Wir
haben nun die Eigenschaften von &, genauer zu untersuchen.

Gehen wir von einem der 64 Nachbardreiecke aus, so gelangen
wir zunichst zu dres anderen, durch die folgenden Substitutionen
(in denen die einzelnen Grossen immer nur mod. 27 bestimmt sind):

v ' | ' ’ ’ '
o, @, G3 @ ) a3
S, a a, ay o L o
(1) Sl al n+a2 7t+a3 2n+a1 — 0 — Qg
S, |n+a a, nta| —e |24 —o
83 ﬂ+01 n"l-ag 03 —dl — Uy 27‘""‘_“3

{) Wir erinnern an die bekannte Darstellung der Substitutionen einer Gruppe
durch einzelne Buchstaben, wie S, T, u. s. w., die nach Art von Producten an-
einandergereiht werden. S. T bedeutet die Substitution, die entsteht, wenn man
erst S, nachher T ausfiihrt. S9=—= T9 = ... = { bedeutet die Substitution, die
jede der transformirten Grossen in sich selbst iiberfiilhrt, und also nichts indert,
die identische Substitution oder Identitit. S—1! ist die Substitution, die vor oder
nach S angewendet, zur Identitit fiihrt, die »Entgegengesetzte von S«, deren
Wirkung die Wirkung von S aufhebt: S™1§ =8S"1=8'= 4, ' =S"ITS
heisst »die Transformirte von T vermdge S«¢. Transformirl man alle Substitutionen
T, T, Ty, ... einer Gruppe vermoge derselben Substitution S, so entsteht wieder
eine Gruppe, die Transformirte der gegebenen Gruppe vermoge S.

Abhandl. 4, K. S. Gesellsch, d. Wissensch, XXXILI.
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und ebenso entstehen drei neue Dreiecke durch die dualistisch ent-
gegenstehenden Substitutionen :

a/ ay ay @y oy @y

2‘0 al a2 a3 oy g wy
(2) 2; 27‘ + a, — Qy — Qa3 oy T + o | T —'— o3
22 _a1 2n+02 '—a3 n+a1 a2 n+a3

23 - al —_ 02 2717 "I“ aGl T + oy b1 + oy a3

Die Substitutionen S, bilden fir sich eine Gruppe, und ebenso die
Substitutionen ;.

Beide zusammen erzeugen, beliebig oft hinter einander ausgefiihrt,
eine Gruppe (S)w. von 46 involutorischen (und damit auch vertausch-
baren) Substitutionen, eine Untergruppe der Gruppe ®,.')

Diese Gruppe ®y, selbst wird ebenfalls noch von (vertauschbaren) invo-
lutorischen Substitutionen gebildet. Sie entsteht durch Zusammensetzung
der Substitutionen (1) und (2) mit denen der folgenden Gruppe 9,:

, ' / ) / '
ay a, a3 oy oy oy
1 & ) a3 oy ay a3
(3) T | —a | —a —a, a, o, oy
T a, a, a, — oy — — oy
TT | —a, —a, —a; | —a —dy | —ay

Wir haben in der letzten Tafel die identische Substitution mit
1 bezeichnet, in den Tafeln (1) und (2) ist sie der Gleichformigkeit
halber S, und 3 genannt worden.

Man iiberzeugt sich leicht von der Richtigkeit des angegebenen
Satzes, indem man der Reihe nach die folgenden Formeln entwickelt:

1) Eine Substitution S heisst involutorisch, wenn sie, zweimal hinter einander
angewendet, zur Identitit fiihrt, also der symbolischen Gleichung S? = { oder
S = S—1 geniigt. Die Identitit S = 1, die nicht die Periode 2, sondern die
Periode { hat, nennt man gewdhulich nicht involutorisch; doch kann der Ausdruck
»Gruppe von involutorischen Substitutionen« zu keinem Missverstindniss fiihren.

In einer Gruppe von involutorischen Substitutionen sind je zwei Substitutionen
S und T vertauschbar, d. h., die Reihenfolge ist gleichgiiltig, in der man sie an-
wendet: es besteht die symbolische Gleichung: ST =— TS, oder T—1ST =S,
oder STITS = T.
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JS,’:S,’::S{’ =85068S =1,
(4) SP= 3= 2P =23 22 =1,
=17 =TT=T.T.(TT) =1,
'S,-T:—. TS,, S;T=TS§;,
(8) 8,2, = 3, S;, tk=1,2,3)
]2}'1':'1'2", T=T3,.

Es geht daraus hervor, dass man jede Substitution der Gruppe
®¢, in die Form setzen kann
(6) TS, 1 3, (G, k=10,1,2,3; ¢,e = 0, 1),

und zwar nur auf eine einzige Weise, abgesehen natirlich von der
Anordnung der Factoren, die gleichgultig ist.

Wir haben hier die simmtlichen Substitutionen der Gruppe &,
durch die acht erzeugenden Operationen S;, 3;, T, T ausgedriickt,
und haben damit eine Darstellung der Gruppe gewounen, die deren
wesentlichste Eigenschaften auf den ersten Blick erkennen lisst. Man
kann aber daneben mit Nutzen auch ein kleineres System, ein System
von nur sechs erzeugenden Operationen verwenden, das den Vortheil
bietet, die Zerlegung einer irgendwie gegebenen Substitution von G,
ohne jede Rechnung sichtbar zu machen.

Bemerken wir nimlich, dass jede Substitution von @, aus einem
bestimmten Vorzeichenwechsel der Grossen a;, o;, verbunden mit
der Hinzufigung gewisser Vielfacher von = besteht, und dass die
Substitutionen von &, durch die vorkommenden 2° Vorzeichenwechsel
allein schon bestimmt sind, so bietet sich von selbst die Einfihrung
der erzeugenden Operationen TS;, T3; (¢ = 1, 2, 3) dar, wo z. B.
TS, die Substitution

o/ = ay, 6 =7+ ay, 6 =7 + 6y,

o = 2n — a, o = a,, oy = a4
bedeutet. Diese Substitutionen fithren nur je einen Vorzeichenwechsel
herbei; man kann daher jede Substitution von &, wieder nur auf
eine einzige Weise, in die Form
™) (IS)s (TS)" (TS (T)" (T3)* ()"
bringen, worin die Exponenten e;, & die Zahlen 0 und 1 bedeuten.

Von dieser Darstellung von &, durch eine sogenannte Basis kehrt

man dann zur Darstellung (6) zuriick mit Hilfe der Formeln
8.
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(TS,) (TS;) = 8§, (TS) (TS, (TS) =T,

(8) (T2'2) (TS-,) = 2, (TE 1) (sz) (TS:;) T.

Es hat keine Schwierigkeit, die simmtlichen Untergruppen der
Gruppe @, zu bestimmen. Fir uns mag es indessen geniigen,
noch eine dieser Gruppen anzugeben, die von vier Substitutionen
gebildet wird:

S, e
9
(9) $;3| a4 m—a,ln—a)| @ |F—eay|aT—0ay
S, 3|t —a| a |71—a|7—e)| o |T—ay

8323 n‘—a|'n’—a2 a:‘ T — ¢y | T — Uy (13

Das rechter Hand hinzugefigte Zeichen wird im niichslen § seine
Erklirung finden. Eben dort wird das hier noch belanglose Viel-
fache von 27 Bedeutung gewinnen, das wir in die Formeln (1)
und (2) aufgenommen haben, um nicht sogleich wieder neue Be-
zeichnungen einfithren zu miissen.

S, X S X

Fig. 6.

Es wird keine Schwierigkeit machen, sich in allen Fillen von
der gegenseitigen Lage der Nachbardreiecke Rechenschaft zu geben.
Am Besten denkt man sich die 64 Dreiecke zu je 16 aus den vier
Dreiecken (9) hervorgegangen, deren gegenseitige Lage durch die
schematische Figur 6 dargestellt wird.
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§ 5.
Die Gruppe ©®.

Die Einfachheit der Ergebnisse des § 4 war dadurch bedingt,
dass wir Dreiecke als identisch ansahen, deren Seiten und Winkel
sich nur um Vielfache von 27 unterscheiden. Nunmehr wollen wir
einen anderen Standpunkt einnehmen, der uns zu tiefer liegen-
den Einsichten verhelfen soll, indem wir alle diese Dreiecke aus-
einander halten?).

Wir denken uns die Substitutionen S;, 3, T, T nach wie vor
durch die Formeln (1), (2), (3) des § & definirt, betrachten aber
Jjetzt die Substitutionen der Gruppe
(1) 6, = a; + 2k;n, o = o + 27,
worin k; und #; irgend welche positive oder negative ganze Zahlen
bedeuten, als verschieden von der identischen Substitution. Nun
werden wir natirlich die Relationen (4), (8), (8) des § & in dieser
einfachen Form nicht mehr aufrecht erhalten kdnnen. Es entsteht die
Frage, welche Relationen an ihre Stelle treten.

Um dies zu erkennen, denken wir uns zun#chst die Formeln
(8), § &, so geschrieben, dass auf der rechten Seite die identische
Substitution erscheint (z. B. 8,3, S, 3,~ = 1), und bilden nun die
auf der linken Seite stehenden Substitutionen:

a/ 1 a; ! ay | @ @ @y
S| @& 2rn4-02n+al bnd e tty oy
S, 8, Syf27 + 0,27 + @27 - ayf 2+ @) |— 20+ WS-y
STS'T Y a 27+ a)27+4a, o, oy o,
S,TS'TY a ' @ a, bn 4 ¢, ' o,
§;2.87'27Y a ;21: + ay27 + ay o - ‘ — 27+ ) — 27+ ¢4
8§38, 3+ a,]' a, a; |—2n+ a,; oy «;

{) Der in den folgenden §§ auseinandergesetzte Dreiecksbegriff ist nicht zu
verwechseln mit dem etwas engeren, den Herr F. KLEIN neuerdings zu Zwecken
der Functionentheorie eingefiihrt hat (Math. Ann. Bd. 37, S. 678 u. fi.). Fir
Herrn KLEIN ist das »Dreieck« eine einfach zusammenhingende, iiber die Kugel
gespannte Fliche. Die Substitutionen, die »Dreiecke« mit denselben Ecken ver-
binden, bilden bei ihm keine Gruppe.
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Wie man sieht, gehtren alle diese Substitutionen, und die ana-
logen, die durch Vertauschung der Seiten und Winkel, und durch
Vertauschung der Indices 1, 2, 3 aus ihnen hervorgehen, zu der
durch die Formeln (1) definirten Gruppe. Sie erzeugen aber, in
beliebiger Wiederholung hinter einander ausgefithrt, keineswegs diese
Gruppe selbst, sondern nur eine Untergruppe, als deren erzeugende
Operationen die folgenden und die zu ihnen analogen Substitutionen
gelten konnen:

Qy, 275+ Gy, 2”""03, 0y 0, 03y

a,, aqy as, oy 2“""“2’ 2”""“37
2” + al’ a2, a;,, 27t+ (27 g, oy .

Wir bezeichnen die allgemeine Substitution dieser Gruppe, die
den Gleichungen (1) gegenitber durch die Bedingung
(2) 3k + Zx, = 0 mod. 2
gekennzeichnet ist, mit K, und die Gruppe selbst mit § Dann
erhalten wir die gesuchten Relationen unmittelbar in der Form
SP=8'=8'=S§885 =1 (mod K)
(3) === 33,3,=1 (mod. ]
=T = (TT)=T.T.(TT) =1
§;T=TS, ST=TS,, (mod. &)
: $,3, = 38, (mod. §)
|2}T =T3,, ZT= T3, (mod. ]).
Der Gebrauch des Zeichens = statt des Zeichens — und die
in Klammer hinzugefigte Bemerkung sollen andeuten, dass diese
Gleichungen nur richtig sind bis auf einen in jedem Falle besonders
zu bestimmenden, uns aber nicht ndher interessirenden Factor K. —
Aus (3) und (4) folgen noch, als Verallgemeinerung der Relationen
(8), § 4, die in demselben Sinne zu verstehenden Congruenzen
(5) (IS)(TSy) = §,, (IS) (TS,) (IS)) =T
(T2)(T2) = 3y, (T2)(T2)(T2) =T
Wir definiren nun eine Gruppe & als den Inbegriff aller der Sub-
stitutionen, die aus den erzeugenden Operationen S;, =, T, T durch
unbegrenzte Wiederholung entstehen.
Die angestellte Betrachtung setzt uns in den Stand, die allge-
meine Substitution dieser Gruppe anzugeben. Die Formeln (3) ... (5)
zeigen nimlich, dass diese Substitution in die Form

(4)

(mod. 8&).
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(6) (TS;)* (T8,)" (TSy)" (T2y)" (T2y)" (T2y)". K
(e, & =0,1)
gesetzt werden kann, und zwar bei bestimmter Anordoung der Fac-
toren dieses Productes nur auf eine einzige Weise. Die fragliche
Substitution lautet also
g = (— 1) a, + [2¢ + (— 1)" (&2 + &) + 2k]7
af = (— )" ¢y + [2¢, + & + & + 2%]7, u s w.
Hierfiir schreiben wir besser
(7 e =((—Nsa,+mn, o« =(—1)%c,+ w,x (&, =0,1),
worin nun die ganzen Zablen m; und u, den folgenden Bedingungen
zu geniigen haben
m 4+ e+ e=0, W+ &6+ =0,
(8) Tmy+ ey + e, =0, Uy + & + =0, (mod. 2)
m; 4+ e + =0, s+ & + 6 =0,

1 1 e &y + es& -+ e
9) g Smi+ g 2w+ {+ 6oy - &6, + ﬁe‘z} =0 (mod. 2).

Von diesen Congruenzen sind die unter (8) zusammengestellten
der Ausdruck dafirr, dass die Grossen k, und x»; ganze Zahlen sind;
die Formel (9) aber, in der die beiden ersten Summanden links
wegen der Relationen (8) ebenfalls ganze Zahlen sind, sagt aus, dass
die Grossen k; und x; iberdies der Bedingung (2) geniigen.

Wir fassen nun unsere Ergebnisse zusammen, indem wir zu-
gleich noch einige weitere, naheliegende und leicht zu priffende
Bemerkungen hinzufiigen.

Die unendlich vielen sphdrischen Dreiecke, die zu dem ndimlichen
Dreikant gehiren, gehen in einander iiber durch eine Gruppe von linearen
Substitutionen, die durch die Formeln (7) und (8) definirt ist.

Diese Gruppe enthilt u. A. zwei bemerkenswerthe invariante Unter-
gruppen'): erstens die durch die Bedingung (9) definirte Gruppe ©,

{) Transformirt man alle die Substitutionen T einer Gruppe G, die einer Unter-
gruppe g angehiren, vermige simmitlicher Substitutionen S, von G, so kann der
Fall eintreten, dass die transformirte Substitution 77 = S,~!TS,, immer wieder zu'g
gehort. In diesem wichtigen Falle heisst g »innerhalb G invariant« (einige Autoren
sagen »ausgezeichnet«). Beispielsweise ist die Gruppe aller collinearen Transfor-
mationen eine invariante Untergruppe der Gruppe aller collinearen und dualistischen
Transformationen.
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die von den Substitutionen S,, 2;, T, T erzeugt wird, und (wenn der
nicht ganz scharfe Ausdruck erlaubt ist) die Halfte der in (7), (8) ent-
haltenen Substitutionen umfasst, zweitens die Gruppe

(1) o, = a; + 2k;m, « = a; + 2x,m.

Beide Gruppen durchdringen sich in der durch (1) und (2) definirten
Gruppe 8.

Zu der Gruppe ® sind nun die in § & belrachteten, von vertausch-
baren involutorischen Substitutionen gebildeten Gruppen ©y und 4
isomorph?). ® reducirt sich ngmlich zundchst auf die Gruppe ®,, sobald
man die Substilutionen von & der identischen Substitution zuordnet (als
von der Identitit nicht verschieden ansieht) und sie reducirt sich weiter
auf die Gruppe ®,;, wenn man duberdies noch die Substitutionen der
Gruppe 9, (§ &, Nr. 3) der identischen Substitution zuordnet.

Ausser den hier betrachteten Untergruppen enthilt die Gruppe &
noch unendlich viele andere invariante Untergruppen. Mit ibhrer Hiilfe
kann man zu einer unbegrenzten Zahl endlicher Gruppen gelangen.
Von diesen sind die Gruppen &g und &, in mancher Hinsicht die
interessantesten und wichtigsten. Wir werden ausser ihnen nur
noch eine von 128 Substitutionen gebildete Gruppe zu betrachten
haben (§ 7).

1) In dem einfachen Falle, der uns hier allein angeht, besieht der Begriff
des Isomorphismus zweier Gruppen G und g in Folgendem: Man kann die Sub-
stitutionen einer Gruppe G in Schaaren oder Reihen S;, S;, S{",... 8, S}/, 8. . ., ...
ordnen, deren jede einer bestimmten Substitution s;, s, . . . einer anderen Gruppe
g entspricht, derart, dass aus jeder symbolischen Gleichung S;% S, = S, folgt:
;iS¢ = §;. Enthilt jede Schaar von G nur eine einzige Substitution, so heisst der
Isomorphismus holoédrisch, im anderen Falle meroédrisch. Bei meroédrisch-iso-
morpher Beziehung bilden alle Substitutionen von G, denen in g die identische
Substitution entspricht, eine invariante Untergruppe von G.

Umgekehrt entsteht aus jeder Gruppe G eine zu ihr isomorphe Gruppe g,
wenn man die in einer invarianten Untergruppe I" von G enthaltenen Substitutionen
nicht mehr von einander (und also auch nicht von der identischen Substitution)
unterscheidet, als #quivalent betrachtet, oder, wie wir sagen, »der Identitit zu-
ordnets.

Besonders wichtig ist fiir uns der im Texte vorliegende und auch spiter
noch ofter wiederkehrende Fall, dass aus einer unendlichen Gruppe G, durch Zu-
ordnung einer invarianten (ebenfalls unendlichen) Untergruppe I zur Identitit, eine
neue Gruppe g entsteht, die nur noch eine endliche Zahl von Substitutionen umfasst.
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§ 6.
Eintheilung der sphirischen Dreiecke in zwei Classen.

Die Theorie der im vorigen § betrachteten Gruppe @& steht in
einem eigenthimlichen Zusammenhang mit einer gewissen Eintheilung
aller spharischen Dreiecke in zwei Classen, deren Kenntniss fiur die
Auffassung der sph#rischen Trigonometrie von Wichtigkeit ist.

Wir denken uns ein sphirisches Dreieck uber die Kugelfliche
verschoben, indem wir Seiten und Winkel stetig #ndern, und fithren
es schliesslich auf irgend einem Wege in eine solche Lage zurick,
dass es aus dem Mittelpunkte der Kugel durch dasselbe Dreikant oder
Dreiflach projicirt wird, wie zu Anfang. Die Seiten und Winkel des
neuen Dreiecks werden dann mit denen des urspriinglichen durch
eine lineare Substitution verknupft sein, die nothwendig enthalten ist
unter- den in § 5 in den Formeln (7) und (8) angegebenen Substitu-
tionen. Kann man nun auf diese Weise, bei geeigneter Wahl des
Weges der Ueberfithrung, alle jene Substitutionen erreichen, d. h.
kann man zu simmtlichen Dreiecken gelangen, die zu dem gegebenen
Dreikant gehtren, oder erreicht man nur einen Theil dieser Dreiecke?

Die Antwort ist, dass man wirklich nur zu einem Theile der
genannten Dreiecke gelangt, n#mlich zu denen, die aus dem urspring-
lich angenommenen durch die Substitutionen der Gruppe & hervor-
gehen.

Suchen wir zun#chst einzusehen, dass in der That je zwei Drei-
ecke, die durch eine Substitution von & verkniipft sind, stetig in
einander iibergefibrt werden konnen.

Nach § 5 kann man die Substitutionen von & auf 64 Schaaren
vertheilen, die den Substitutionen der endlichen Gruppe @, ent-
sprechen; je zwei Dreiecke derselben Schaar gehen aus einander
hervor durch eine Substitution von & Wir werden also zu zeigen
haben: erstens, dass man jede Substitution von & durch eine stetige
Aenderung des sphirischen Dreiecks erreichen kann, zweitens, dass
auch zwischen den 64 Schaaren selbst noch ein stetiger Uebergang
moglich ist.

Um das Erste einzusehen, denken wir uns das Dreieck in eine
solche Gestalt tubergefithrt, dass eine seiner Seiten, etwa a,, = = mod.
27 wird. (Vgl. Fig. 5, rechts.) Lassen wir dann diese Seite a,,
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indem wir ihre Endpunkte festhalten, um diese Endpunkte sich drehen,
so konnen wir (durch stetige Aenderung) ein neues Dreieck ableiten,
bei dem die Winkel «; und «; um ein beliebiges, fir beide gemein-
schaftliches Vielfaches von 27 gewachsen sind; und diese Aenderung
bleibt erhalten, wenn wir das Dreieck schliesslich auf demselben
Wege wieder in seine anfingliche Lage zurickbringen. Wir werden
also jede Substitution der Form

’ 1 ’

a, Gy, Gy = Gy, a4 = ay,
o =@, 0 = oy + 2kn, of = ay 4+ 2n
durch stetige Aenderung hervorrufen konnen.

Nehmen wir ferner mit einem Dreieck eine stetige Aenderung
der Art vor, dass wir die der Seite a, gegeniiberliegende Ecke A; den
Kreishbogen A, A; im positiven Sinne durchlaufen lassen, wihrend wir
A, und A, festhalten, so wird nach einem vollen Umlauf a, um 2%
gewachsen sein, wihrend der gegenuberliegende Winkel ¢, sich um
ebensoviel vermindert oder vermehrt hat, je nach der Wahl des fir
die Winkel angenommenen Drehungssinnes. Wir gelangen so ent-
weder zu allen Substitutionen

1
. G, = Gy, Gy = @,
o =0+ 2, o = — 2, " ,
Gy = O, €3 — &y,
oder zu allen Substitutionen
’ ’
G; = @&, a; — a3,
o =a, + 2kn, o =« + 2kn, { ) .
@y = O, @3 = 0.

In jedem dieser beiden Fille aber kann man, wie leicht zu
zeigen ist, aus Substitutionen der gefundenen Arten, und den zu
ihnen dualistischen, die ganze Gruppe & zusammensetzen. Solche
Dreiecke,, die durch eine Substitution der Gruppe & zusammenhingen,
konnen also stetig in einander ubergefiihrt werden.

Um zweitens die Moglichkeit eines stetigen Uebergangs zwischen
den 64 Dreiecksschaaren einzusehen, filhren wir fir den Augenblick
die Bezeichnung ein:

a; = 20,7 + @;, o, = 2w + &,
indem wir uns die ganzen Zahlen n, und »; so bestimmt denken,
dass @, und & in die Grenzen 0 und 2n fallen. Wir fithren nun,
wie vorhin, das Dreieck in eine solche Lage iiber, dass ¢, = = wird,
lassen sodann «, und ¢«; durch geeignete Drehung von 4, um 7
wachsen, und fihren das Dreieck schliesslich auf demselben Wege
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wieder in seine anfingliche Lage zuriick. Wir haben dann die fol-
gende Substitution hervorgebracht:

o, =20+ n — a,) = —a, + (hn, + 2)=

az' = 2my7 —I— a, = aq
azl = 2my7w + a4, = a,
o = 2n7m + @ =
a2'=21/2n—|—(&,—|—n) = o+ 7
o =207+ (& +7) = o« + =

Dies ist wieder eine Substitution von &; und zwar unterscheidet
sie sich von der erzeugenden Substitution T3} nur um einen Factor
K. Da man aber die ubrigen erzeugenden Substitutionen T3, TS,
auf #hnliche Art gewinnen kann, so ist bewiesen, dass zwischen den
64 Dreiecksschaaren wirklich ein stetiger Uebergang stattfindet.

Dreiecke, deren Seiten und Winkel durch eine Substitution der
Gruppe & zusammenhingen, kinnen demnach durch stelige Aenderung
in emmander tibergefithrt werden. Der Nachweis der umgekehrten Be-
hauptung, dass nimlich Dreiecke, die zu demselben Dreikant gehoren,
aber nicht durch eine Substitution von ® zusammenhingen, auch
micht stetig in einander ubergefuhrt werden kinnen, kann mit den
uns hier zu Gebote stehenden Hilfsmitteln ebenfalls gefithrt werden.
Wir konnen ihn jedoch bei Seite lassen, da dieser Satz spiter,
nach Entwickelung der Formeln der sphirischen Trigonometrie,
selbstverstindlich erscheinen wird. Solche Dreiecke unterscheiden
sich namlich der Art in ihren analytischen Eigenschaften, dass
zwischen ihnen selbst auf imaginirem Wege, durch sogenannte
analytische Fortsetzung, ein stetiger Uebergang nicht mdoglich ist. —
Wir wollen die Thatsache hier einstweilen als bewiesen annehmen,
um sogleich noch eine wichtige Folgerung daraus zu ziehen. Sie
fihrt pémlich zu einer Eintheilung aller sphirischen Dreiecke in
zwei Classen.

Eigentliche spharische Dreiecke wollen wir solche nennen, die aus
einem Dreieck, dessen Seiten und Winkel zwischen den Grenzen 0 und
n liegen, durch stelige Aenderung hergeleitet werden kinnen; uneigent-
liche die, bei denen dies nicht der Full ist.

Dann ergibt sich aus dem Gesagten sofort:

Sowohl die Mannigfaltigeit der eigentlichen als auch die der un-
eigenllichen Dreiecke wird durch die Gruppe ® in sich selbst diber-
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geftihrt; beide Mannigfaltigkeiten werden dagegen vertauscht durch die
wweile Substitutionenschaar, die enlsteht, wenn man an Stelle der Defini-
tionsgleichung von & (Nr. 9, § 5) diese setzt:

28 1 e3¢ - ey
+ @6y + e + gey
Beide Mannigfaltigkeiten konnen also auf unendlich viele Weisen
eindeutig umkehrbar auf einander bezogen werden, z. B. durch die
Substitution

(1) g 3m+ g +{ } =1 (mod. 2).

4 ’ ’
a4y ¢+ 27, @) =a,, ay = ay
' 1
, y Qg = €y, Uy = g;

Il

es geniigt daher meislens, nur eine von ihnen zu betrachten, nim-
lich die Mannigfaltigkeit der eigentlichen Dreiecke, die der elemen-
taren Auffassung nidher liegt, und uberdies, wie wir sehen werden,
durch die grossere Eleganz der fir sie geltenden Formeln ausge-
zeichnet ist.

Von den in § 2 aufgezihlten 16 Dreiecksarten sind, bei Fest-
haltung der dort angefithrten Bestimmungen, die Hilfte eigentliche
und die Hilfte uneigentliche Dreiecke. Eigentliche Dreiecke sind

(4Ao),  (40A), (AAL), (A4A) (k=1,2,3),
uneigentliche Dreiecke dagegen
(4,A0), (AdA), (AA), AA) (=1, 2 3).

(Zu der ersten Reihe gehdren z. B. von den in Fig. 1 (S.93) verzeich-
neten Dreiecken die beiden oberen, zur zweiten die beiden unteren.)
Hieraus ergibt sich ein einfaches Kennzeichen dafiir, ob ein vorge-
legtes Dreieck ein eigentliches oder uneigentliches Dreieck ist.

Man reducire das gegebene Dreieck, durch Zufiigung geeigneter
Vielfacher von 27 zu den Seiten und Winkeln auf ein solches, dessen
Seiten und Winkel zwischen 0 und 27 liegen. Das vorgelegte Drei-
eck ist nun ein eigentliches Dreieck, wenn das reducirte Dreieck
ein eigentliches Dreieck ist, und wenn die Reduction durch eine
Substitution der Gruppe & erfolgt ist; ebenso auch dann, wenn das
reducirte Dreieck zu den uneigentlichen gehort, und wenn die Reduc-
tion durch eine Substitution erfolgt ist, die nicht zu & gehort; da-
gegen ist es ein uneigentliches Dreieck in den beiden ibrigen Fallen.



29] § 7. GoniomeTRrISCHE FUNCTIONEN DER SEITEN UND WINKEL. 13

§ 7
Die goniometrischen Functionen der Seiten und Winkel eines sphirischen
Dreiecks. — Erweiterte Gruppen.

Zur Vorbereitung der Untersuchungen des nichsten Abschnitts
wollen wir hier einige Bemerkungen zusammenstellen, die sich auf
die Aenderungen beziehen, die die goniometrischen Functionen der
Seiten und Winkel bei den Substitutionen der Gruppe & erleiden.

Die Functionen cos a;, cos «; #ndern sich nicht bei den Sub-
stitutionen der Gruppen & und $,; ihr Inbegriff gehirt, wie wir sagen
konnen, zu der von & und $, erzeugten Gruppe (R, £,): Sie gehen
bei den Substitutionen der Gruppe ®,; in 16 verschiedene Werth-
systeme itber, die man natiirlich ohne Weiteres hinschreiben kann.

Ebenso nehmen auch die Functionen sin a;, sin o 16 ver-
schiedene Werthe an; diese aber gehtren zu einer anderen Unter-
gruppe von &, ndmlich zu der, die von den Substitutionen K, S; 3,
(§ & Nr. 9) erzeugt wird. Zu jedem Werthsystem der Cosinus gehsren
noch vier verschiedene Werthsysteme des Sinus, - sin @, - sin «;.

Die Functionen tg %‘-, tg %‘ , die sich durch die Sinus und

Cosinus zusammen rational ausdricken lassen, gehéren zur Gruppe f.
Sie nehmen also bei den Substitutionen von & 64 Werthsysteme an,
entsprechend den Substitutionen der Gruppe ®g. Dasselbe gilt von

den Grossen tg s,, tg o,, die sich durch die Grossen tg%, lg-g—‘

rational darstellen. lassen, wie auch umgekehrt diese wieder durch
jene rational ausdriickbar  sind.

Die Functionen tg %", tg '—;l‘ nehmen bei den Substitutionen von

® 128 verschiedene Werthsysteme an, die durch eine Gruppe &,y
von nicht verlauschbaren Substitutionen in einander ibergehen. Sie
gehdren ndmlich, wie eine leichte Rechnung zeigt, zu einer Unter-
gruppe & von &, die durch die Congruenzen
Sk,=Z%=0 (mod. 2)

bestimmt ist. Ferner fuhrt zu einer Gruppe von 32 nicht vertausch-
baren Substitutionen jedes der beiden Grissensysteme sin s, sin a,.
Es ist aber zu bemerken, dass die Verhiltnisse einer jeden der beiden
letzten Grossenreihen, und ebenso auch die Verhiltnisse der acht
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Grossen cos s,, cos o, zur Gruppe (9,, &) gehoren, und also je 16
den Substitutionen von &, entsprechende Werthsysteme annehmen.

Wir stellen die fiir das Folgende wichtigsten dieser Bemerkungen,
zugleich mit einer weiteren naheliegenden Folgerung in anderer An-
ordnung iibersichtlich zusammen.

I. Das Grossensystem

S $ $ S
85, B3, Bg, 83

02

(] ] (1]
tggoa tggl’ "gia t'ggs

gehort zur Gruppe &, und nimmt also bei den Substitutionen von &
oder ®,,; 128 verschiedene Werthsysteme an.
II. Die Grossensysteme

ay

oy a G a «
'8 8 8y B8y, By By

und

128, tg838, (g8, g3
tg 6,, 180y, t806,, tgay

gehoren zur Gruppe &, und gehen daber bei den Substitutionen von
® in 64 verschiedene Werthsysteme iber, die den Substitutionen
von (&, entsprechen.

III. Dagegen gehort u. A. jedes der Grissensysteme

[ coS @,, COS a4y, COS @;, COS ¢t;, COS ¢y, COS ¢ty

as

a,
183 89, 83 B3 g

£
N’IS‘

ot
2]

o8

I o3 3
|83 183, B3 By B3

Bin S, : Sin s, : sin 8, : sin 8,

sin G, : sin g, : Sin 6, : sin o, 1

‘ COSs 8 - COs 8 ¢ COS 8y ¢ COs 83

| 1 COS G, : COS Gy : COS Gy : COS Gy
—_— - _
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zur Gruppe {§,, &). Diese Systeme von trigonometrischen Functionen
nehmep also nur 416 verschiedene Werthsysteme an, die den Sub-
stitutionen der Gruppe ®,, entsprechen.

Diese Bemerkungen, die man leicht noch weiter ausdehnen konnte,
sind zur Vorbereitung des Folgenden nicht durchaus nothwendig; sie
werden aber zur Erleichterung der Auffassung dienen. Sie zeigen
jedenfalls hier schon, dass die Betrachtung der Gruppen &,y und ®,,
und noch mehr der Gruppe ®,; fur das Verstindniss der Formeln
der sphirischen Trigonometrie von Bedeutung sein muss. —

- Um unsere spiteren Entwickelungen nicht unterbrechen zu mussen,
wollen wir an dieser Stelle schon einige Gruppen definiren, die aus den
aufgezihlten, wie wir sagen wollen, durch Erweiterung hervorgehen.

Eine erste Erweiterung der Gruppe & und der aus ihr abge-
leiteten endlichen Gruppen ®, &, &, soll darin bestehen, dass
wir noch die sechs Vertauschungen der Indices 4, 2, 3 hinzufiigen,
dass wir also die Anordnung, oder was auf dasselbe hinauskommt,
die Benenpung der Seiten und Winkel umindern. Die Gruppen, die
auf solche Art aus ®5, @y, &, entstehen, umfassen jedesmal die
sechsfache Substitutionenzahl, und konnen daher etwa durch die
Zeichen By 15, & oy & ¢ dargestellt werden. Fdr uns ist von
Wichtigkeit die letzte dieser Gruppen, die einfach mit @y bezeichnet
werden soll.

Eine zweite Erweiterung besteht in der Vertauschung der Seiten
mit den entsprechenden Winkeln, im Uebergang zum Polardreieck

a, = e, o =a,.

Aus jeder unserer Gruppen geht so eine neue hervor mit der
doppelten Substitutionenzahl; aus den zuletzt genannten schon erwei-
terten Gruppen z. B. entstehen Gruppen, deren Erzeugungsweise durch
die Bezeichnungen &, ¢ 55, &, 5.615 &, .15 angedeutet wird. Fir uns
werden besonders die erste und die letzte Gruppe Interesse gewinnen;
wir bezeichnen sie, nach der Zahl ihrer Substitutionen, einfach mit
G536 und Sy,.

Die umfassendste dieser Gruppen, &, entsteht aus der zweimal
erweiterten Gruppe &, wenn wir alle die Substitutionen der iden-

tischen Substitution zuordnen, die die simmtlichen Grossen Lg ‘;‘, g -‘;"
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ungedndert lassen, wenn wir also die Substitutionen von & (s. S. 113)
als nicht wesentlich verschieden betrachten von der identischen
Substitution (vgl. § 5, S. 108, Anmerkung).

Die schematische Figur 7 versinnlicht einen Theil der Beziehungen
der aufgestellten Gruppen. Sie soll dazu dienen, die eingefihrten

Bezeichnungen dem Gedichtnisse leichter einzuprigen. Freilich ist
diese bildliche Darstellung sehr luckenhaft; will man grdssere Voll-
stindigkeit erzielen, so muss man sich auch entschliessen, eine grossere
Menge von Bezeichnungen zu gebrauchen.

§ 8. .
Ebene Dreiecke.
Die ebene Trigonometrie ist bekanntlich ein Grenzfall der sphi-

rischen. Man lasse den Radius der Kugel ins Unendliche wachsen,
wihrend man die Ecken etwa eines solchen Dreiecks, dessen Seiten
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und Winkel zwischen 0 und 7 liegen, festhilt: Dann entsteht im
Grenzfall ein ebenes Dreieck, mit der Winkelsumme 2.

Bei der Behandlung der ebenen Dreiecke, die einiges Eigen-
thumliche darbietet, wollen wir einen etwas anderen Gedankengang
innehalten, als bei der Betrachtung der sphirischen.

Wir nehmen auch hier wieder einen gemeinsamen positiven
Drehungssinn fur alle Winkel an — etwa den, der der Bewegung
des Uhrzeigers entgegengesetzt ist —, und wir schreiben den Ge-
raden, die die Seiten enthalten, eine positive Richtung zu. Eine Seite
@, des ebenen Dreiecks soll als positiv gelten, wenn bei positiver
Umlaufung der drei Seiten die Strecke 4, selbst durchlaufen wird, als
negativ, wenn der zu dieser Seite gehorige Linienzug sich durchs
Unendliche erstreckt.

Wir gehen aus von einem Dreieck mit positiven Seiten &, @,, 4,,
und Winkeln &, &, @, die zwischen den Grenzen 0 und = liegen,
und deren Summe = 27 ist!). Wir definiren nun sogleich das
allgemeinste von uns zu betrachtende ebene Dreieck als ein solches,
dessen Seiten und Winkel sich aus denen des gemannten durch stefige
Aenderung herleiten lassen; wobei wir, aus nahe liegenden Griinden,
unter den »stetigen« Aenderungen den Uebergang einer Seite von
positiver zu negativer Linge durch das Unendliche hindurch mit-
begreifen wollen. Wir fragen nach allen moglichen Gestalten eines
solchen Dreiecks und insbesondere nach der Gesammtheit der mit
einem gegebenen Dreieck verbundenen Nachbardreiecke, d. i. nach
allen Dreiecken, deren Seiten und Ecken in die nimlichen Geraden
und Punkte der Ebene fallen.

Zunichst ist deutlich, dass man von den Winkeln eines ebenen
Dreiecks zwei beliebig annehmen kann; der dritte ist dann bestimmt
durch die Forderung, dass die Winkelsumme den constanten Werth
2n haben soll. Wir brauchen daher Dreiecke nicht zu unterscheiden,

1) Wir erinnern daran, dass die Winkel & die sonst als Aussenwinkel
bezeichneten Grissen sind. Statt ihre Summe = 27t anzunehmen, konnten wir
sie ebensowohl irgend einem anderen Vielfachen von 27t gleichsetzen. Aber die
unendlich vielen so entstehenden Dreiecksmannigfaltigkeiten, deren jede ecin Con-
tinuum bildet, unterscheiden sich nicht wesentlich in den von uns zu betrachtenden
Eigenschaften, so dass es geniigt, irgend eine von ihnen zu untersuchen,

Abbandl. d. K. 3. Gesellsch. d. Wissensch. XXXI1L 9
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- deren Seiten iibereinstimmen, und deren Winkel durch eine Substitution
K der folgenden Gruppe & zusammenhsngen:

(1) @ =&+ 207, & = 4 25,7, @ = a4 27

(% + %+ %, = 0);
denn solche Dreiecke konnen durch einfache stetige Aenderungen —
vollstindige Umdrehungen einer oder mehrerer Seiten — in einander
tbergefithrt werden.

Die Substitutionen K der Gruppe & sehen wir demnach als nicht
wesentlich verschieden von der identischen Substitution an. Wir
kénnen nun sogleich die mit einem gegebenen Dreieck verbundenen
Nachbardreiecke angeben. Sie werden erhalten durch wiederholte

Anwendung der Substitutionen:

4 - -t

& | o

a, a ) )
1 | Gy a3 @ (23 o
S |—a| a| 6| & G+ | @g—m
) &, G |—ay| a5\, —m [ @ + = | (mod. K).
(N dy| Gy|—d3|&+7m| @ay—m i
T | 8| 6| —a |2n—a | 2m— @

Diese Substitutionen erzeugen, mod. K, eine Gruppe von sechzehn
involutorischen (und also vertauschbaren) Substitulionen — eine Gruppe,
die in der ebenen Trigonometrie dieselbe Stellung einnimmt, wie die
Gruppe B, in der sphirischen. Man itberzeugt sich sofort davon, dass
zwischen diesen verschiedenen Dreiecken wirklich ein stetiger Ueber-
gang mdglich ist, und dass man thatsichlich vermdge (2), bereits alle
Nachbardreiecke hat. Die Substitution &, z. B. entsteht, wenn man die
Seite 4, eine Umwendung (halbe Umdrehung) ausfithren lisst, die Sub-
stitution ¥, wenn man etwa die Ecke 1 auf der zugehorigen Hohe
so weit verschiebt, bis ein zu dem vorgelegten symmetrisches Dreieck
entsteht; u. s. w.

Mit dem Gesagten ist auch bereits die Frage nach den mdoglichen
Gestalten eines ebenen Dreiecks erledigt. Es gibt, wenn man von Grenz-
fallen und von der verschiedenen Bezeichnung der Seiten absieht, acht
Typen ebener Dreiecke. Diese werden durch die Figur 8 versinnlicht.
Bei jedem einzelnen Dreieck ist neben der Figur angegeben, welcher
Substitution unserer Gruppe es entspringt, unter der Voraussetzung,
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dass die horizontale Seite dem Index 4 zugehort, und dass beim
Ausgangsdreieck die Seiten und Winkel positiv sind. (Die ausserdem
beigefiigten Bezeichnungen werden sogleich erklirt werden.) — Man

s T )K:B;)
X

RN AN
o

Y

si><((§lal) 6,6,% BB,

(581)
< \

&,6,%, (84B,) 616263%3"30)
\ ~< — >

Fig. 8.

R
p
\\

N

bemerke, dass bei der Hilfte der acht Typen (Fig. 8 links) die Ecken
des Dreiecks im Sinne der positiven Drehungsrichtung der Winkel
auf einander folgen, bei der anderen Hilfte (Fig. 8 rechts) im Sinne
der negativen Drehungsrichtung. '

9%
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Unterscheiden wir, wie in § 2, die verschieden benannten Seiten,
so erhoht sich die Zahl der auseinander zu haltenden Dreiecksgestalten
auf 16, und diese entsprechen gerade den 16 zusammengehorigen
Nachbardreiecken, oder den 16 Substitutionen unserer Gruppe. Wir
wollen fiir die 16 Dreiecksarten Bezeichnungen (B,B,), (B,'B,), (B,B,),
(B/B,) einfihren, die den in § 2 bei den sphirischen Dreiecken
gebrauchten Bezeichnungen entsprechen, und wie folgt definirt sind:

|B° B,| B |B' | B, | B | B | B
6, |[Z0[=0=0[sol=o/=of=0l=0
(3) o, |[Zo0so0o=o0=o=0=so0l=o0[=o0
6 |Z oS osol=zolso=0|=0[=s0
| B, IB.,' B, | B/ | B |B2’ | B, ] B,
o | 1|1 ol [n]1
(4) G| 1o |m || |m|no|i
& | 1| o |1 |n|l1]1|n

Das Zeichen I bhedeutet hier, dass der betreffende Winkel,
nachdem er durch Zufiigung eines geeigneten Vielfachen von 27 auf
das Intervall von 0 bis 27 gebracht ist, zwischen 0 und = fillt, das
Zeichen Il, dass er dem Intervall von = bis 27 angehort. —

Wir betrachten nun wieder die Uebergangsformen, die Dreiecke,
die den Zusammenhang zwischen den verschiedenen Dreiecksmannig-
faltigkeiten (BB) vermitteln. Aehnlich wie in der sphirischen Tri-
gonometrie unterscheiden wir auch hier Grenzdreiecke und Ueber-
gangsdreiecke im engeren Sinne. Diese Bezeichnungsweise konnen
wir allerdings erst spiter vollstindig rechtfertigen (II. Abschnitt, §14).
Fir jetzt bemerken wir nur, dass die »Grenzdreiecke« die Mannigfal-
tigkeit der construirbaren reellen Dreiecke trennen von gewissen
Dreiecksmannigfaltigkeiten, bei denen die Seiten oder Winkel imaginir
sind, wihrend bei den »Uebergangsdreiecken« Aehnliches nicht statt-
findet. In allen Fillen behandeln wir nur solche Dreiecke, die noch
von zwei willkirlichen Parametern abhingen. (Vgl. § 3.)

Grenzdreiecke erster Art.

Hierher stellen wir vier Dreiecksclassen, die definirt sind durch
je eine der Gleichungen s, = 0, wofern
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28 = &, + a4y + a4,
(5) : 2%1 = —a + 4, + a,
Rey = &, — a4, + 4y,
28 = a4+ a—a

gesetzt wird. Sie vermitteln den Uebergang zwischen je zwei Dreiecks-
typen nach folgendem Schema:
(B.B,) < (B,B,), (B,B,)~—> (B,B,).

Jede dieser Dreiecksarten enthilt noch 3.2 Unterarten, deren
jede den Uebergang zwischen zwei vdllig bestimmten Dreiecksge-
stalten vermittelt. Im Falle s, = 0 z. B. hat man die folgenden
Moglichkeiten:

8, <0, 8,>0, 8,0 : (B/B) < (BB
@ >0,a<0, a0 : (B B)<«~— (B B), us. w

Im Ganzen sind demnach §.3.2 — 24 Fille auseinander zu

halten, die man leicht aufzihlen wird.

Grenzdreiecke zweiter Art. (Unendlich kleine Dreiecke.)

Dreiecke, deren Winkel nicht beschrinkt sind, wihrend die Seiten
die Linge Null haben. Hierher gehdren & .2 — 8 Dreiecksclassen,
die den Zusammenhang zwischen je zwei Dreiecksmannigfaltigkeiten
nach folgendem Schema vermitteln:

(B,B,) < wm<B) (B, B,)
' (* = , 2, 3).

Uebergangsdreiecke erster Art.
Hierher stellen wir sechs verschiedene Arten von Dreiecken,
jede mit vier Unterarten, z. B.
4G = 0, & =0 mod. 27:
(B;B)) (BzIBz') (Bz'IBz) (Bz'IBz')
(B}B,’) (ByB;) (BsBy) (ByBy)

g =0, ¢ =m mod. 27:

(BoB))  (BoBy) (By/By) (ByBy)

A A !

(B/B)) (B/B,) (B,B,) (B,B,).
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Man erkennt ohne Weiteres, dass alle bis jetzt aufgezihlten
Arten specieller ebener Dreiecke Grenzfille der in § 3 behandelten
speciellen sphdrischen Dreiecke sind. In der Geometrie der Ebene
kommen aber noch andere ausgeartete Dreiecke vor, die in der
Geometrie auf der Kugelfliche kein (reelles) Analogon haben. Es
sind dies zun#chst die

Uebergangangsdreiecke zweiter Art,
Dreiecke mit zwei parallelen und daber unendlich langen Seiten.
Hier sind ebensoviele Fille auseinander zu halten, wie bei den
Uebergangsdreiecken erster Art. Der Zusammenhang der einzelnen
Dreiecksmannigfaltigkeiten gestaltet sich aber jetzt anders:
& =0 mod. 2n
(B,B;)) (B,B)) (B;By) (B, By)

A T

(B,By) (B;B) (ByB)) (B/B,)
@ == mod. 2%
) (ByB)) (ByBy)

IR
!

! !

(B,B) (B,B) (B B)) (B/B).
Endlich haben wir, um unsere Aufzihlung vollstindig zu machen,
noch eine Classe von Grenzdreiecken hinzuzufugen:

Grenzdreiecke dritter Art. (Unendlich grosse Dreiecke.)

Es sind dies Dreiecke, deren Winkel nicht beschrinkt sind, und
deren Seiten simmtlich die Linge oo haben. Sie verhalten sich ganz
wie die Grenzdreiecke zweiter Art, die unendlich kleinen Dreiecke,
und vermitteln ganz in derselben Weise den Uebergang zwischen je
zwei Dreiecksgestalten. —

Schliesslich m&gen wir noch bemerken, dass die vorhin (S. 117,
118) definirten Gruppen sich ebenso wie die der sphirischen Trigono-
metrie erweilern lassen dadurch, dass man noch die Vertauschungen )
der Seiten hinzufiigt. Aus der erwihnten Gruppe von 16 Substitutionen
geht so eine Gruppe von 96 nicht vertauschbaren Substitutionen
hervor.




II. Abschnitt.

Die Formeln der sphirischen Trigonometrie
und ihr Zusammenhang mit der Theorie der orthogonalen
Substitutionen.

Dans l'analyse la perfection consiste &
n'employer que le moindre nombre possible
de principes, et & faire sortir de ces principes
toutes les vérités qu'ils peuvent renfermer,
par la seule force de I'analyse. (LAGRANGE.)

In dlteren Werken kann man die sphirische Trigonometrie in
der Weise behandelt finden, dass die Hauptsitze einzeln aus geome-
trischen Constructionen hergeleitet und als selbstindige, gleichberech-
tigte Bestandtheile der Theorie neben einander hingestellt werden. Seit
Lacranek in seiner classischen Abhandlung gezeigt hatte, wie man durch
einfache Umformungen aus einer einzigen Gruppe von drei Gleichungen
die ganze sphirische Trigonometrie entwickeln konne '), ist eine andere
Darstellungsweise wblich geworden. Sieht man sich indessen den
gebriauchlichen Lehrgang genauer an, so findet man, dass die von
Laeranee aufgestellte Forderung, aus der Geometrie nur das Néthigste
zu entnehmen, und alles Weitere analytisch herzuleiten, doch nicht
tiberall erfillt wird. Besonders in den Beweisen der nach Lasrance
hinzugekommenen Sitze wird bei der Ausziehung der mehrfach auf-
tretenden Quadraiwurzeln ofter als nothig von den Ungleichungen
Gebrauch gemacht, denen man die sphirischen Dreiecke zu unter-
werfen pflegt. Welche Moglichkeiten fiir die Vorzeichen der Wurzeln
bei einer rein algebraischen Entwickelung bestehen, bleibt dahin-
gestellt, und noch weniger wird erértert, was eine etwanige andere
Bestimmung jener Vorzeichen zu bedeuten habe. Ja in einigen
Lehrbuchern wird, wenn ich nicht irre, aus pidagogischen Griinden,

{) Siehe die Anmerkung auf S. 125.
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das von Lacranee Erreichte wieder zerstort, indem eine Gruppe von
sechs oder gar acht Gleichungen an die Spitze gestellt wird — wihrend
doch nur geometrisch, nicht auch analytisch von vorn herein klar
ist, dass diese Gleichungen von den Seiten und Winkeln des Dreiecks
noch drei Sticke willkirlich lassen.

Aus diesen Griinden werden wir uns nicht auf andere Dar-
stellungen berufen, sondern wir werden die wesentlichsten Formeln
der sphirischen Trigonometrie selbst ableiten, natirlich in aller Kurze,
" soweit es sich um bekannte Dinge handelt!). Dabei schliessen wir
uns im Allgemeinen dem in neuerer Zeit uiblich gewordenen, durchaus
zweckmissigen Lehrgang an, werden aber Sorge tragen, dass nicht
mehr aus der Geometrie entlehnt wird, als durchaus nothwendig ist.

Es wird hierdurch nur eine geringe Weitliufigkeit verursacht
werden. Da die von uns verwendeten Bezeichnungen mit den iblichen
nicht ganz ubereinstimmen, so ist eine Zusammenstellung der wich-
tigsten trigonometrischen Formeln ohnehin unerlésslich.

§ 1.
Die Grundformeln.

Wir bezeichnen die Seiten des sphirischen Dreiecks, wie im
ersten Abschnitt, mit a,, a,, a;, die Winkel mit e, o, «,. Von
diesen sechs Stiucken konnen drei als unabhéngig-verinderliche Grossen
betrachtet werden. Man wird daher, wenn man nichts Ueberfliissiges
benutzen will, als Grundlage der Entwickelung eine Gruppe von drei
unabhingigen Gleichungen zwischen jenen sechs Sticken wihlen.
Zu diesem Zwecke empfehlen sich, wegen ibrer einfachen geometri-
schen Herleitung, am meisten die drei ersten Formeln des Cosinussatzes:

’cos @, = COS @, . COS a; — Sin a, . sin a, . COS a,,
1) COS @, = COS @3 . COS 4, — sin a; . sin @, . COS ay,
' lcos a; = COS @, . COS @, — Sin a, . Sin @, . COS a;.

Die drei anderen Formeln, die aus diesen durch Vertauschung

1) Wegen der sogenannten Auflosung der sphirischen Dreiecke, die hier
nicht beriicksichtigt werden konnte, verweisen wir auf die zahlreichen Lehrbiicher,
besonders auf den durch Reichthum des Inhalts und Eleganz der Darstellung in
gleicher Weise ausgezeichneten Traité de Trigonométrie von J. A. SERRET (T™e éd.
Paris 1888).
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der Seiten und Winkel hervorgehen, benutzen wir mit Absicht nscht;
wir werden sie vielmehr aus den Formeln (1) ableiten?).

Zunichst folgert man aus den Gleichungen (1) durch eine ein-
fache Umformung sechs Gleichungen, von denen nur die beiden
ersten hergesetzt werden mogen :

B g e gy sadis

Die Bedeutung der Grossen s, ist hier diesclbe, wie in § 2 des
ersten Abschnittes (s. S. 94). Aus (2), oder auch unmittelbar aus
(1) ergibt sich die Proportion

sin® a, : sin’ g, : sin? g; = sin’® ¢, : sin? «, : sin? «,.

Wir denken uns nun die Vorzeichen der Grossen sin ¢, die .in
den Gleichungen (1) nicht vorkommen, und aus diesen Gleichungen
allein auch nicht vollstindig bestimmt werden konnen, so gewdhlt,
wie es die in § 1 des ersten Abschnitts getroffene Festsetzung iber
den gemeinsamen positiven Drehungssinn aller Winkel auf der Kugel
erfordert. Dann entsteht der sogenannte Sinussaiz:

(3) sno _ sine _sine _ P

sin o sin ay sin ay m’

worin

) :sina,.sinaa.sina, = sinas.s?n a,.s.ina, = sina,.si‘na‘,.si.noz3

Il =sin@,.sina;. sin @, = sin ¢;. sin «, . sin 4, = sin &,. Sin &, Sin @,
die von Staupr (Creiie’s J. Bd. 24, S. 252) so bezeichneten Sinus
des Dreiecks und seines Polardreiecks bedeuten.

Die Quadrate dieser Grossen P und 77 lassen sich rational aus-
driticken durch die Grdssen cos a; und cos ¢;,. Man entnimmt nimlich
den Formeln (1) und (2) ohne Mihe die erste der Gleichungen

l P? — ksin s,. sin 3,. sin 8, . sin 8,

(5) | = 1 — cos? a‘—-coschz—co.s’aa -|—.2cos ¢.z‘.cos a, . cos a;,
ITI* = ksin g, . sin o, . sin o, . sin 6,
|= 1 — cos? @, — cos? ¢, — cos? a3 + 2cos «, . COS a, . COS a3,

wihrend die analoge Formel fir 772, die wir der Vollstindigkeit

1) Der Inhalt des § 4 riihrt grisstentheils von LaGranGe her (Journal de
IEcole polytechnique, cah. 6, an VI). Mehrere Umformungen hatte bereits EULER
angegeben (Acta Petrop. 1779), der iiberhaupt als der eigentliche Schopfer der
sphirischen Trigonometrie bezeichnet werden muss.
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halber gleich mit aufgeschrieben haben, die vorhergehende Ableitung
der zu (1) dualistischen Formelgruppe erfordert.
Diese zweite Formelgruppe des Cosinussatzes kann man nun
gewinnen, wie folgt.
Man hat, wie gesagt, nach der ersten Formel (1):
sin? a, . $in? @, . s8in* @, = (cOs @, . COS @3 — COS @,) COS @,
+ 1 — cos? a, — cos® @y - cos a, . cos a,. COS a5.
Hieraus folgt, nach Multiplication der linken und rechten Seite mit
oS ay:
Cos a, . sin’ a, . sin? a; . sin? ¢, = — (cos a, . cos a; — cos a,) sin? a,
—+ (cos a, . cos a; — cos a,)(cos a, . cos a, — COS a3),
oder, nach erneuter Benutzung der Formeln (1) :
sin? o,
sin? a;

COS @, . Sin a, . sin ay . = —CO0s @; -} COS a,. COS ay;

und diese Formel geht mit Hulfe des Sinussatzes (3) iber in die
erste der Formeln

COS @, = COS &, . COS @; — Sin a, . Sin ay . COS @, ,
(6) COS &ty = COS &3 . COS a; — S§in e, . Sin e, . COS 4, ,
COS &t; = COS @, . COS @y — Sin &, . 5in «y . COS ay .

Ungezwungener ergeben sich diese Formeln nattrlich durch das
Princip der Dualitidt, oder auch aus den in Bezug auf Seiten und
Winkel symmetrisch gebauten DeLamsre'schen Formeln (s. § 3).

Verbindet man die Formeln (5), die wir jetzt beide benutzen
dirfen, mit der aus (3) folgenden Relation

P2 sin?a; + sin a, +- sin? g

II? 7 sin? @, + sin? ag 4 sin? q;’
so entsteht ein bemerkenswerther Ausdruck fiir das Verhiltniss P2 : 172,
dem wir spiter wieder begegnen werden:

(1) P? 4 —cosa.cosay.cosa
II? — 4 —cosa .cosa,.co8a; ~

Aus den Formeln des Sinus- und des Cosinussatzes ergeben sich
noch einige Formelg;ruppen, die fir die Praxis wenig Bedeutung
haben, aber vom algebraischen Standpunkt aus nicht geringere Beach-
tung verdienen, als andere Formeln der sphirischen Trigonometrie.
So zunichst die drei Formeln Caenour’s, die durch ihre Symmetrie
zwischen Seiten und Winkeln bemerkenswerth sind:
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8 sin a, . sin a; — €os a, . COS a; . COS o,
(8) = S§in a,. 8i0 @3 — COS @, . COS a3 . COS @, u. s. f.

Man gelangt zu diesen Relationen am schnellsten, wenn man
der ersten Gleichung (1) den Factor cos «; und der ersten Gleichung
(6) den Factor cos a, hinzufugt, das Product cos @, . cos &, eliminirt,
und dann den Sinussatz benutazt.

Schreibt man ferner die dritte der Formeln (1) so:

sin a, (cos a sin @, -} sin a, cos «3) - cos a, (cos a, cos a;— cosa,) = 0,
so kommt man, bei Anwendung der ersten Formel (1), nach Ab-
scheidung des Factors sin a,, zu der ersten der Formeln

o COS oy . Sin @, -+ COS a3 . sin @, -+ cos @, . cos a; . sinag = 0
COS a3 . Sin @, -} €OS @y . sin @y -} oS @, . COS o, . Sin a; = 0.

Solcher Relationen hat man im Ganzen sechs verschiedene,
wenn man je zwei, die durch Vertauschung von sin a; und sin «; in
einander tbergehen, als gleichbedeutend rechnet. Da bei ihrer Ab-
leitung nur die Formeln (1) und (3) benutzt sind, so kommt man,
auf dem umgekehrten Wege, auch von hier aus wieder zu den
Formeln (6).

Alle im gegenwirtigen Paragraphen entwickelten Formeln gelten
in gleicher Weise fur eigentliche wie fur uneigentliche Dreiecke;
denn die Functionen Cosinus und Sinus #ndern sich nicht, wenn
man das Argument um ein beliebiges Vielfaches von 2n vermehrt.

§ 2.
Die Delambre’schen und L’Huilier'schen Formeln.

Wir kniipfen jetzt an die Formeln (2) des § 1 an, indem wir
aus ihnen die Relationen herleiten

. O Qg Qg . Qg

sin =2 cos = ___ cos—2sin = —
2 2 _ ]/sm2 $q 22 'Vsm2 53
.« — ¥V snta’ _a, — Vignta ®
sin §| sin? g, sin ?l sin? a,

Die Werthe der beiden Quadratwurzeln, die man hier auszu-
ziehen hat, sind nicht von einander unabhingig. Es muss vielmehr,
wenn die erste Wurzel durch ¢- :;:—Z’ erklart wird (¢ = 4 1), die

) -

. sin s. . . . .
zweite durch G'ﬁ erklirt werden. Bezeichnen wir nidmlich die
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sin s sin @g . 8in @3 __
zweite Wurzel mit ¢. % (¢ = 1), so folgt . o

n a
, oder, wegen der Formeln (2), (5) des § 1:

+ 8in 5y .8in sy
sin? q,
sin? @, . sin a, . Sin 4;. Sin «, . sin a3 — e¢'. P?,
d. h., es ist ¢& = - 1. Aus der Verbindung der beiden so ge-
wonnenen Relationen gehen nun die beiden ersten der sogenannten
Gauss'schen, besser DeLamsre’schen Formeln hervor!):

sinm cosa‘l_aa sinu sinu
2 . 2 2 - 2
P - i- ay ’ . 0y =+ . O ’
sin — cos — sin — sin —
) I 2 2 2 2
cosﬁ’% cosa"-;a“ cosmr;m3 sina’-;-a?’
cosﬂ = os"ﬂ ’ osﬂ - i sin& .
) €53 %2 )

Dabei gehdren zunidchst in der oberen Reihe die oberen und
die unteren Vorzeichen zusammen; ebenso gehtren aber in der ganzen
Formelgruppe I die oberen und die unteren Vorzeichen zusammen.
Man erkennt dies, indem man entweder z. B. auch die Formeln links
auf eine #hnliche Weise herleitet, wie wir soeben die beiden oberen
Formeln gewonnen haben — oder auch, von den oberen Formeln
ausgehend, durch Benutzung des Sinussatzes:

sin @y = sin @3 __ sin ay * sin g4
sin o, - sin q,

Neben diese Formeln I stellen sich noch zwei weitere, mit 1l
und III zu bezeichnende Formelsysteme, die aus jenen durch cyclische
Vertauschung der Indices 1, 2, 3 hervorgehen. In jedem einzelnen
von ihnen gehoren die oberen und die unteren Vorzeichen zusammen ).

1) Diese wichtige Formelgruppe ist bekanntlich ungefihr gleichzeitig von
DeLAMBRE (1807), MoLLwEmE (1808) und Gauss (1809) veroffentlicht worden.

2) Eine andere Herleitung der Formeln I, die auf Gauss selbst zuriickgefiihrt
wird, findet sich bei BaLtzEr (Elemente der Mathematik, II. 5. Aufl. S. 119).
Dort fehlt indessen der algebraische Nachweis fiir die Zusammengehorigkeit der
Vorzeichen in den drei Formelgruppen I, II, IIIl. Diese Zusammengehdorigkeit wird
niimlich aus dem Umstande erschlossen, dass alle Seiten und Winkel der betrach-
teten Dreiecke kleiner als 7z sind. Eine solche Schlussweise ist, nach dem in
der Einleitung Gesagten, nicht befriedigend, und in unserem Zusammenhange, wo
jene Voraussetzung gar nicht zutrifft, auch nicht geniigend.
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Um zu zeigen, dass auch in allen drei Formelgruppen I, II, I
gleichzeitig entweder nur die oberen oder nur die unteren Vorzeichen
gewihlt werden dirfen, fihren wir die Entwickelung sogleich noch
einen Schritt weiter, indem wir die Ableitung der Simon-L'HuiLigr-
schen Formeln fur tg S 2 tg—' vorbereiten.
Die Deramere’schen Formeln verbinden je vier Grossen in dieser
a—b c+d

Weise: ;= -|- rE Schreibt man hierfir ek b — oEd> 50 er

geben snch, wenn in den Formeln 1 die oberen Vorzeichen ange-
nommen werden, die Relationen

(] 0 0, 0 $§ S
B85 =1g3187, BFclgF =clggig D,
a. O
ghcgl=ocgRig P, wFwP=1tg2gL;
wenn dagegen die unteren Vorzeichen gelten, die Relationen

]tg 3 =cg2ogy, gPogy =ggogy,

ltg BZ =tg2clgd, tgF8Y =ocigPolg e

Bildet man nun die entsprecl;enden Formeln Il und IlI, so sieht
man sofort, dass die Annahme unzulissig ist, es konnten in einer
der Formelgruppen (1) 1, (1) II, (1) Nl die oberen und in einer
anderen die unteren Vorzeichen gew#hlt werden.

Bei einem Dreieck, dessen Seiten und Winkel zwischen 0 und
liegen, sind, wie leicht zu sehen, nur die oberen Vorzeichen zuldssig.
Andrerseits wechseln die Vorzeichen der Deramere'schen Formeln,
wenn man eioe einzelne Seite oder einen einzelnen Winkel um 2#
vermehrt. Hier scheidet sich also die Mannigfaltigkeit der eigent-
lichen von der der uneigentlichen Dreiecke:

Bei den eigentlichen Dreiecken gelien in den Delambre’schen Formeln
die oberen, bei den uneigentlichen die unteren Vorzeichen. Die DELaMBRE-
schen Formeln unterscheiden sich hierin von den #lteren, sogenannten

Neper'schen Formeln fir tg a’gia" u. s. f., die man durch Division

aus ihnen ableiten kann; diese gelten ebenso fiir eigentliche wie
fir uneigentliche Dreiecke.

In dbnlicher Weise kann man natirlich alle trigonometrischen
Formeln in zwei Classen theilen: In solche, die fir Dreiecke beider
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Arten gelten, und in solche, die sich nur auf eigentliche Dreiecke
beziehen. (Die uneigentlichen Dreiecke mdgen hier bei Seite gelassen
werden.) Die Formeln der ersten Classe haben ihre Wurzel im
Cosinus- und Sinus-Satz, die der zweiten in den DeLamere’schen
Gleichungen. Von diesen Grundformeln aus vollzieht sich der Ueber-
gang zu allen anderen Formeln derselben Classe durch eindeutige
Operationen, und ebenso natirlich auch der Uebergang von den
Formeln der zweiten Classe zu denen der ersten; dagegen erfordert
der Uebergang von der erslen zur zweiten Classe die Bestimmung
des Vorzeichens einer Quadratwurzel (die ibrigens selbst eine
rational bekannte Grosse ist), also eine Wahl zwischen zwei Mog-
lichkeiten.

Diese Bemerkung ist wichtig fur die Auffassung der ganzen sphdiri-
schen Trigonomelrie.

Es ist nimlich damit einmal der tiefere Grund fir die grosse
Bedeutung der Deramere’schen Gleichungen aufgedeckt; sodann ist
gezeigt, dass ein zweiter Fortschritt ahnlicher Art wie der, der vom
Cosinus- und Sinus-Satz zu den Decamsre’schen Gleichungen fithrt,
nicht moglich ist. Es liegt dies daran, dass die eigentlichen Drei-
ecke nicht wieder in getrennte Schaaren zerfallen, sondern eine
continuirliche Mannigfaltigkeit bilden, wie wir im ersten Abschnitt
gesehen haben. Die Entwickelung der sphdrischen Trigonometrie 1st
also nach gewisser Richtung hin abgeschlossen. —

Wir wenden uns jetzt zur Abléitung der L'HuiLirn’schen Formeln,
die ebenfalls zur zweiten Classe gehdren, und dasselbe aussagen,
wie die DeLamsre’'schen Gleichungen. Wir beschrinken uns dabei
auf die eigentlichen Dreiecke.

Setzen wir zur Abkiirzung

3 1_31 (/] M’ 131' 8;
(3) Twgg =M =1wy,

20|

so folgt aus den Formeln (2)
gy g B E . tgF =M (,x=0,1,23)
Man kann also die Wurzel aus M? so erkliren:

(4) gl tggd =M (=01223)
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M ist nach (3) durch eine Quadratwurzel zu bestimmen, wenn
entweder nur die Grossen tgst 3 oder nur die Grossen tg—' rational

bekannt sind. Bei Dreiecken, deren Seiten und Winkel zwischen
0 und = liegen, hat M einen positiven Werth.

Dies sind die berthmten Formeln von Smox L’'Huiikr. Die in
Bezug auf die vier Indices 0 . . . 3 vollkommen symmetrische Gestalt,
in der sie sich hier dargeboten haben, findet sich ubrigens wohl
noch nicht in der Literatur. Sie beruht auf dem Umstande, dass

wir fir die Grosse n—% —_ % —_ % ein besonderes Zeichen s,

eingefiuhrt haben, und nicht, wie gebriuchlich, fur die Grosse
%—l— % + 2, eine Neuerung, die sich auch sonst vielfach als

zweckmissig erweist.

Die Formeln () geben, wenn das Dreieck aus seinen Seiten
bestimmt werden soll, die Winkel und den sphirischen Excess durch
vier verschiedene Rechnungen. Sie bieten also eine Controle und
die Moglichkeit einer Ausgleichung.

§ 3.
Folgerungen aus den L'Huilier’schen Formeln®).

Die letzten Formeln des § 2 zusammen mit den goniometrischen
Identititen

3 3

- wgy=1+w3e; 8T8y
O (%%

S wgwy =1+wF83 T 83

enthalten einen sehr einfachen Ausdruck der Abhungigkeit zwischen
den Seiten und Winkeln eines eigentlichen sphirischen Dreiecks. Sie
fordern dazu heraus, Seiten und Winkel durch ein und dasselbe
System von vier Grossen auszudricken, zwischen denen noch eine
Gleichung besteht.

i) Diesen Paragraphen kann man iiberschlagen, ohne das Verstindniss des
Folgenden zu beeintrichtigen. Doch wird er gerade fiir einen mit der Gruppen-
theorie nicht vertrauten Leser zur Einfiihrung besonders geeignet sein.
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Setzen wir ndmlich, mit C eine Grisse bezeichnend, uber die
wir noch in geeigneter Weise verfigen wollen,

®  wy=Coer, gy =Coen (6 =01,23),

so werden die Gleichungen (2), (3), (4) des § 2 erfullt, wenn wir
die Grossen v,, w, durch ein System von vier Grossen %, ... u; in
folgender Weise ausdriicken: .

20 = uy 4+ u, + u, + uy, 2w,
(3) 20, = Uy + uy — Uy — Uy, 2w, Uy — Uy —+ Uy + U,

20, = Uy — Aty — vy, 2w, =ty U — ty

205 = Uy — Uy — Uy + U, 2wy = 4, -+ % -+ u; — u,.

Die Grossen u, haben wir noch den einer einzigen Bedingungs-
gleichung #quivalenten Relationen (1) anzupassen. Diese erhalten
eine besonders elegante und symmetrische Gestalt, wenn wir

Up — U — Uy — U,

I

I

(4) C=i1=V—-1

nehmen: Die Relationen (1) fihren dann zu der Bedingung
3 3

5 o {e* 4 e} = « cos tu, = 0.

(8) ket e >

Hieran knupft sich eine bemerkenswerthe Folgerung.

Die Gleichung (5) 4ndert ndmlich ihre Form nicht

1) wenn man eine beliebige der Grossen u, um ein gerades
Vielfaches von im vermehrt,

2) wenn man alle Grossen u, gleichzeitig um je ein ungerades
Vielfaches von i7x vermehrt,

3) wenn man irgend eine der Grossen u, durch — u, ersetzt,

&) wenn man die Grossen u, beliebig vertauscht.

In ihrer Gesammtheit erzeugen diese Aenderungen eine unend-
liche Gruppe I" von linearen Substitutionen der Grossen u,. Jede
solche Substitution fithrt, allgemein zu reden, zu einer gewissen

Aenderung der Grossen tgsé‘, tggz"; es entsteht daher die Frage,

in welcher Beziehung die zu den beiderlei Grissensystemen gehorigen
spharischen Dreiecke zu einander stehen?

Um dies zu entscheiden, bemerken wir, dass die Gruppe I'
eine invariante Untergruppe (S. 107) K enthilt, bestehend aus allen

den Substitutionen von I, die die Grossen tg%", tg%‘ iiberhaupt
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nicht dndern. Es sind das erstens die Aenderungen der Grossen
u, um beliebige Vielfache von 4im, zweitens die gleichzeitige Aende-
rung zweier der Grossen u, um dasselbe (ungerade) Vielfache von 2:7.

Wir ordnen jetzt alle diese Substitutionen der identischen Sub-
stitution zu. Dann reducirt sich die Gruppe I' auf eine endliche
Gruppe, die wir nunmehr n#her zu untersuchen haben (vgl. S. 108,
Apmerk.).

Zunichst bemerken wir, dass die unter 3) genannten Substitu-
tionen eine Untergruppe von sechszehn, die unter 4) genannten
Substitutionen eine Untergruppe von vierundzwanzig, und die unter
1) und 2) genannten Substitutionen eine Untergruppe von vier
wesentlich verschiedenen Substitutionen bilden, und dass aus der
Zusammensetzung dieser dreierlei Gruppen die besprochene endliche
Gruppe entsteht. In der That sind jetzt von den Aenderungen um
Vielfache von im wesentlich, d. h. mod. K, von der identischen
Substitution und von einander verschieden nur noch die folgenden:

4y = u, + 2im, u, = u,,

1 . ' .
4 — 4y +iz, uw, = u +iz, (x = 1,2, 3),
Uy = wy—imw, U, — u, + imw,

die mit der Identitit zusammen (mod. K) eine Gruppe 7/, bilden.
Unsere Gruppe umfasst also &.16 .24 — 1536 Substitutionen; sie
mag daher mit 7', bezeichnet werden.

Jetzt sind wir im Stande, die vorhin aufgeworfene Frage auf
eine einfache Weise zu beantworten, indem wir gleichzeitig unsere
nunmehrigen Betrachtungen in Zusammenhang bringen mit der im
I. Abschnitt durchgefithrten Untersuchung:

Unterwirft man die Grissen tg%", tg%‘ einmal den Substitutionen

der Gruppe I, dann den Substitutionen der in § 7 des ersten Ab-
schnitles definirten Gruppe ~V(S),,,%, so sind die Aenderungen der genannien
Grossen, bei geeigneter Zuordnung der Substitutionen beider Gruppen,
in beiden Fillen dieselben. Die Gruppen I'y,, und 5 sind also
holoédrisch isomorph'). Die Anwendung der Substitutionen von I' auf
die Parameter u, fihrt daher zu allen eigentlichen Dreiecken, die zu

1) Die Gruppen ® und I selbst sind danach in der Weise isomorph auf
einander bezogen, dass jeder Subslitution der einen Gruppe mehrere (nimlich
unendlich viele) Substitutionen der anderen Gruppe entsprechen.

Abhandl. d. K. 8. Genellsch. d. Wissensch, XXXIII. ' 10
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dem nimlichen Dreikant gehiren, und zu keinen weiteren. Dreiecke,
deren Seiten und Winkel sich nur um Substitutionen der Gruppe &'
(S. 113) unterscheiden, sind natirlich in diesem Zusammenhang als
dquivalent anzusehen.

Es wird genigen, wenn wir die Substitutionen der Gruppe I’
angeben, die der in @, enthaltenen Gruppe @,y (S. 415) entsprechen:
Die anderen Substitutionen ergeben sich einmal durch Vertauschung
der Indices 1, 2, 3, dann durch Vertauschung der Seiten mit den
Winkeln, also durch die Substitution

U = 4y, u, = —u, (x = 1,2,3).
Bezeichnen wir noch zur Abkitrzung mit ¥ eine nicht in & enthaltene
Substitution der Gruppe &1):
g {a" = a;+ 2kn (i = 1,2, 3; Zk,=1 mod. 2)
o = o+ 25 (i =4,2,3; Ix=1 mod. 2),
so ergibt sich folgende Uebertragungstafel:

7y u’ Uy Uy

1 % Uy Uy U3

T | uw—in|u+in|wutin| u+in ()

T |uttn|v+tn|utin| u-4in

6) TT |u,+ 2inm %, Uy U, (mod. K)

T| —u — —u, —u,

S, — Y% — U — U —

2 Uy %o — U — U

Ordnet man ¥ der identischen Substitution zu, so reducirt sich
die Gruppe ®p; auf &,. Der Untergruppe $, entspricht die aus
den ersten vier Substitutionen bestehende Gruppe A, von Aenderungen
der Parameter u, der Untergruppe &, die Gruppe I, deren er-
zeugende Operationen die gleichzeitige Vertauschung von je zweien
der Grossen u,, und der Vorzeichenwechsel von zweien dieser

Grossen sind. —
Mit Hilfe der entwickelten Formeln lassen sich die Grossen

52!, tg%‘ und also auch die Sinus und Cosinus der Seiten und

1) Diese Substitution & hat natiirlich nichts zu thun mit der in der Theorie
der ebenen Dreiecke ebenso bhenannten Substitution.
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Winkel eines sphirischen Dreiecks rational ausdricken durch vier
Grossen, zwischen denen eine algebraische Gleichung. besteht. Setzt
man ndmlich

(7) t, = e (x = 0,1,2,3), W=V—tt4tt,

so tritt an Stelle von (5) die algebraische Gleichung

®) S+ = o

Es folgt nun
S, o w
tgt — W, tg 2 — _—,
) 53 82 = Wy
L— 0 _W.
tgg_wa, tgg_tl,u.s.w
A |
wWil— + =
g4 — _(taj' 5) ’
(10) ) (t.,+t, )
a
B T T en
sinsg, A —itilaty
sinsy — lhly—ilh ’
("1) w sin gy . ‘—totl—‘tz_ttg—l
sin [ - fz_lta—i—tot‘_t ’

u. s. f. — Die Irrationalitit W lisst sich leicht beseitigen dadurch,
dass man an Stelle der Grossen f, andere Parameter einfithrt, z. B.
durch die Substitutionen {, —= — 72, , = 7,2

In anderer Weise kann man die Formeln (7) ... (11) dadurch
abindern, dass man vier Verhiltnissgrossen einfihrt, die von einander
unabhiingig sind, z. B. durch die Substitution:

<A
R
= 3T,

Wir gehen auf die hiermit berithrte Abbildung der Mannigfaltig-
keit der sphurischen Dreiecke auf die Punkte eines dreifach aus-
gedehnten Raumes nicht ndher ein, da wir alsbald eine andere
Abbildung dieser Art kennen lernen werden, die viel interessantere
Eigenschaften besitzt.

q0*
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§ &.
Folgerungen aus den Delambre’schen Formeln.

Sinus und Cosinus irgend eines Winkels lassen sich rational
ausdriicken durch Tangente oder Cotangenle des halben Winkels.
Es liegt daher nahe, zu fragen, wie sich die Grossen

(1) L= cgd, 4 = otgd

gegenseitig durch einander ausdriicken?
Zur Beantwortung kniipfen wir an die DeLamere’schen Formeln

(1), § 2 an. (S. S.128))

Indem wir alle dort vorkommenden goniometrischen Functionen
durch die Grossen [, A, darstellen, gelangen wir zu den Formeln

+4%d+4)2 (4200 + b))

W+ +4Y — L+ LYA+4Y°
A+AN A —4)2  (+ 4 —b)
A+40+4Y U+ +4Y °
A+400 =42 (A + 41— b2
AV A+ 492 T A+ LY( 452
420+ 2942 (4 4Y(h + )2
MR+ 4% (M LY + 4
Diese Gleichungen, zwolf an der Zahl, lassen sich leicht nach den
Grossen I, oder A, auflssen: Die Producte [l, und A2, driicken sich,
wie man nach einiger Rechnung findet, gegenseitig linear durch

einander aus vermdge der involutorischen Transformation :
Y A —ddy + 44 + 414y

hh = T+ an+an

(@) Ll — A+ Ady — Aghy + Aidy
s _4+)'2}'3+137~1+1112’
L, = - |4 L2+ A4 — AiAy .
! — A Aoy + Ak + 4y

1) Deutet man die Producte l;l,, 4;4, als Cartesische Coordinaten in einem
sechsfach ausgedehnten Raume Rg, so definiren die Gleichungen (2) eine dreifach aus-
gedehnte rationale Mannigfaltigkeit M3 4. Ordnung, die, doppelt gerechnet, den voll-
stindigen Schnitt dreier quadratischer Mannigfaltigkeiten M;2 ausmacht; deutet man
die Grossen [;, 4; selbst als Cartesische Coordinaten, so entsteht eine Mannigfaltigkeit
M,8 8. Ordnung, die, achtfach gezihlt, den vollstindigen Durchschnit von drei
biquadratischen Mannigfaltigkeiten M* bildet. Die Coordinaten I;, A, eines verinder-
lichen Punktes der Mannigfaltigkeit M38 konnen, wie wir im III. Abschnitt sehen
werden (§ 5, Nr. 9), mit Hiilfe der elliptischen Functionen eindeutig durch drei

Parameter ausgedriickt werden.
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Aus den Gleichungen (2) ergibt sich, wenn man sie in geeigneter
Weise mit einander verbindet, der Satz:
Die vier Quotienten

1 4 bl A=l
(3) Mhy + AyAy° I —igdy °
Li 4L, Ly —4Lb

e e Y L '
und die acht dibrigen, die aus thnen durch cyclische Vertauschung der
Indices 1, 2, 3 hervorgehen, haben alle denselben Werth.

Dieser Werth (die im ndchsten Paragraphen mit ? bezeichnete
0

Grosse) kann auf mehrere Arten in eine in Bezug auf !, I, iy oder
Ay, Ay, A symmetrische Form gesetzt werden, z. B.
— A +bL+ L5+ 0 2
l 2 B L e e L)
|= tHabtblrbh g/l T
V4 Aads + Aydy + 4 4y Migky P
Die Formeln (2) oder die mit ihnen #quivalenten Nr. (3) er-
setzen die zuerst angeschriebenen Gleichungen volistindig. Sie ent-
halten wohl den algebraisch einfachsten Ausdruck der Abhdngigkeit
zwischen den Seiten und Winkeln eines sphdrischen Dreiecks. Die in
ihnen vorkommenden Producte [l,, 4,4, lassen sich, was zu bemerken
far uns wichtig ist, (mit Hilfe des Cosinussatzes) rational darstellen

durch die Functionen cos @;, cos «,:

(37)

~ cos & (4 — cos ag)(4 — cos a3) ’
M, =
Aus den Gleichungen (2) oder (3) ergibt sich noch eine weitere
bemerkenswerthe Folgerung. Driickt man n#mlich die Grdssen sin s;,
sin ¢; ebenfalls durch die Grossen [, A, aus, so findet man, mit
Hulfe von (2), ohne Miihe
sin 8, : sin 8, : sin 8, : sin s,
l = A i Ad 1 A4y,
sin 6, : sin ¢, : sin ¢, : 8in 6,
= 1 : L, : Ll : L.
Verbindet man diese Formeln von Neuem mit (2) oder mit (3),
so folgt

Li, = COS Ut . €OS &y — COS @
3

(4)

COS @y . COS a3 — COS @y
cos a; 1 — cos ay)(1 — cos a3)

(%)
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(6) sin 0y 4 sin 0, __ sin sy 4 sin s;
sin gy + sina, ~ sin s, + sin s ’

eine Relation, mit der (nachdem sie in eine andere Gestalt gebracht
worden ist) wir uns noch weiter zu beschiftigen haben werden.
Wir haben die Formel (6) hier schon angefithrt, um die Bemerkung
hinzuzufigen, dass man diese Gleichung auch unmittelbar aus den
DeLampre’'schen Formeln ableiten kann. Sie geht niémlich durch eine
einfache Umformung iber in die Gleichung

o .+ .Gy ay — ag
cos —-sin — ——° sin —- - cos —* —>

2 ? 2 2
.0 ag—az a . G+a3 °
sin = . cos —4— - cos — - sin —————2

2 2 2 2

die ohne Weiteres den Deramsre’'schen Formeln zu entnehmen ist.
Verbindet man die so begriindete Gleichung (6) mit (5) (worin man
an Stelle der Producte [l,, 4,4, ibhre unter (2) angegebenen Werthe
stehen lassen mag), so gelangt man zu einer zweiten Herleitung der
Formeln (2), (3). —

Schliesslich wollen wir hier der Vollstindigkeit wegen noch einige
Formeln anfithren, die zum Theil nur wenig bhekannt geworden sind,
und von denen auch wir fernerhin keinen Gebrauch zu  machen
haben werden.

Eine erste, von Lacrane angegebene Formelgruppe liefert
merkwtirdig. einfache Ausdriucke fir die Producte 7. ctg s,.

Substituirt man in den Ausdruck

a
gy +g 2t

g8 = —
oy ay + a3

~ Bl R

fur tg f’%’—-a—“- den aus den Derampre'schen (oder Neeer'schen) Glei-

chungen hervorgehenden Werth, so findet man nach einer leichten

Umformung

sin 2. sin 8. sin a
l —_— —
? 2 !
8% = cos 2.cos B—sin®. sin 2. cos,
2 ? 2 2 !
. 8in @, . sin a3 . 8in @, _
- a « . ] -
& cos? ?2 - cos? 2—"’ — sin @y . 8in a3 . cos a,

n
(1 4 cos ag){1 + cos ;) + (cos @, — cos az Cos ay)
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Es gelten also die Gleichungen

II.ctg 8, = 1 -} cos ¢, 4 cos a; 4 cos a3,
q II.ctg 8, = 1 - cos @ — COS «y — COS a3,
™ } I1.ctgs, = 4 — cos &y -} cos 3 — COS a3,
Il . ctg 834 — 1 — cos «; — €OS ay -+ cos a3,

1
7= ctg o, + ctg o, 4 ctg o, 4 ctg o5,
4

I = C83% + ctg s +ctgs, 4 ctg s,
und zwar fir eigentliche sowohl wie fiir uneigentliche Dreiecke.

Zerlegt man ferner z. B. sins, nach der Vorschrift

sin 8, = sin%‘—.cos—‘ll%—}—cos%.sin—aﬂ;ﬂ,

und benutzt man wieder die DeLamsre’schen Formeln, so entsteht
die erste der bekannten Relationen
+=II

(8)

sin §, = = p pol
bcos-! - cos =2 - cos —
9 2 2 2
o) L
sin 8 — po _a polt u. S. W.
fcos-! - sin =2 - sin =
2 2 2

Die Unbestimmtheit der Vorzeichen ist hier dieselbe, wie in den
DrrLamsre’schen Formeln.

Verbindet man endlich die Formeln (7) und (9), so folgt

:|:|+cosa,+cosa3+cosa3

COS §, = po p = =
kcos 2. cos =2 . cos =3
2 2 2
Qe a . Q . A
cos bt 38 cos ._.3—8"1—2-'8“1 —3'003 ay
2 2 2 2
=+ - = - .
cos g'i'
2
Anderseits ist nach (9)
. . Oy .«
sin @, - sin —2 - sin =
. 2 2
sin g, = =+ o )
CoS —
2

also



140 E. Stuoy, TriconoMeTRIE. Asscanirr 1. [56

a.
ct.g%2 - clg i’ — co8 @
ctg s, = =

sin a,
ctg%‘-ctg%—cosa, ctg%-ctg%’—cosa:,
= sing = sin a, >
(4 0) J @y oy
tgy . tg E—cosal
clg s = sin a, =

ctg(-;l-tg%—l-cosuz ctg%lwg%z—i-cosaa ')

sin a, sin ay

Auch diese Formeln gelten wieder fir eigentliche wie fiir uneigent-
liche Dreiecke.

Aus den Relationen (9) gehen von Neuem die Proportionen (5)
hervor.

§ 5.
Einfiihrung der Parameter X, Y, Z und der orthogonalen Substitutionen.

Die Betrachtung der Formeln des vorigen Paragraphen legt den
Gedanken nahe, statt der Producte [l,, 4,4, zwei Systeme von je vier
Grossen Y, Z; einzufithren, die mit jenen in folgendem Zusammen-
hange stehen:

Y — 2 ____—4+1213+lal1+1112
R R Py P Y Y f bl 4+ L+ 4>
Y, = LY — A — b+ LG 4+ Lk @ s f.
(1) 1+ Aads + 4 + Mhy F b+ L4+ 4
Z, = 2 Bl nle Vi Bl Vo il
bl + L4+ 4, VAol + g dy + 24 4y°
Z, = 2Ll A =bLL+ L+ 4 WS W

AL+ 6L+ Lk ALl LG 44

Diese Grossen Y;, Z; driucken sich dann so durch einander aus:

[2Y0:—-Z0+Z,+Z2—|-Z3, 22, = —Y,+ Y, +Y,+Y,,
@)= A—Z424417, 27 Y,—Y, 4 Y, + ¥,
oY, = Z+Z—ZL,+Z, 27 Y, +Y —Y, 1Y,
Yy= Z,+2,+2,—2,, 22, = Y, +Y +Y,—Y,.

1) Vgl. iiberall BaLTzEr, Trigonometrie, Nr. 14 u. . (5. Aufl. S. 325),
Senrer, Traité de Trigonométrie Nr. 124.
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Grossen aber, die in dieser Abhingigkeit stehen, lassen sich wiederum
ih einfacher Weise darstellen durch vier Hilfsgrossen X;'):

2Y0=X0+X1+X2+X3a 22, =X, —X,— X, —X,,
(3) 2Y1=X0+X1—X2—X3, 22, =X,— X, +X,+ X;,
2, =X, — X +X,—X;, 24, =X%+X—-X,+ X,
2, = X,— X, — X, +X,, 22, =X+X, +X,—X,.

X, = %(Y‘ —+ Z) hat in unserem Falle den numerischen Werth Eins.

Umgekehrt gelten die Formeln
Y0+Y|+Y2+Y3=2Xo: Z0+Z1+Z2+Z:n

(&) Y0+Y1—Y2"“ s:2X1=—Z0_Z|+Z2+Z:n
Yo_Y1+Y2‘_Y3=2X2=_Z0+Z|—Zz+zaa
Yy —Y Y+ Y\ =2X,=—2 + 2 +2,—Z. —

Man sieht sogleich, dass sich die trigonometrischen Functionen
der Seiten und Winkel des Dreiecks in sehr einfacher Weise dar-
stellen lassen durch die Verhdiltnisse der so definirten Grossen X, Y, Z.
Diese Ausdriicke wollen wir im nichsten Paragraphen entwickeln;
zuvor aber wollen wir noch einige Formeln aufstellen, die uns
weiterhin von Nutzen sein werden.

Man ibersieht leicht, dass jede der Grossen X; mit einer be-
liebigen der Grossen ¥Y; und einer durch beide bestimmten der Grossen
Z, durch eine lineare Relation mit numerischen Coefficienten ver-
bunden ist. Die hierin liegende Eigenschaft der drei zusammen-
gehorigen Grossensysteme, dass das Verschwinden einer Grosse Y
und einer Griosse Z das Verschwinden einer Grosse X nach sich .
zieht, findet einen einfachen Ausdruck in der Formel

(5) YWY, - 2222 = XX X, X,
die eine vollkommen symmetrische Gestalt annimmt, sobald man etwa

an Stelle der Bezeichnung Y, die Bezeichnung —Y, setzt. —

Fur das Folgende sind besonders wichtig gewisse homogene
Functionen zweiten Grades der Grossen X, Y, Z, fur die wir eben-
falls besondere Bezeichnungen einfithren wollen :

{) Vgl. § 3, S. 138, Nr. (3), wo ebenfalls schon ein System von zwolf
Grissen aufgetreten ist, die in dem durch die Formeln (2) ... (4) angegebenen
Zusammenhange stehen.
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(6)
3 3 3

@y =207‘X‘2 = g‘y‘z = 207‘Z‘2
oy =X+ X2 —X2— X2 =2(Y,Y,+ Y, Y) = 2(Z,Z, + Z,Z)
an =X — X2+ X2 — X2 =20Y,Y,+ Y, Y,) = 2(ZZ +2,2,)
ap = X2 —X2—X*4+ X2 =2(Y, Y, —|— V.Y, =242, + Z,Z,)
ay = 2(X,X; + X, X) = Y24+ V22— Y2=2(Z2Z3—Z0Z,)
ay = 2(X;X, + X, X,) = Y2 —Y?2+ Y’— Y?=2(Z,2,—172,7)
a, =2 XX, + X X)) =Y — Y2 — Y2+ Y2 = 2(%2,2,—7,Z,)
ap; = 2(X, X, — X X)) =20, Y,— YY) = 22+ 22— 72— Z?
ay = 2(XX, — X X)) =2V, Y, — Y, Y,) = 22— 2724 Z2—Z2
ay =2(X, X, — X, X)) =2, Y, — Y, Y,) = 22— 2 —72+ Z2.

Es sind dies die bekannten, von Euier entdeckten Ausdriicke
fir die Coefficienten einer orthogonalen Substitution in drei Ver-
dnderlichen, d. i. fir die Coefficienten des Formelsystems
w3/ = 048+ aaB:+ 053 (=1,2,3),
das den Uebergang von einem rechtwinkligen Coordinatensystem
3ty B2, 35 zu einem anderen 3, 3,, 3, mit demselben Anfangs-
punkt vermittelt. In der That tiberzeugt man sich sofort davon,
dass zwischen den durch (6) definirten Grossen a,, die folgenden
fiir die Coefficienten einer orthogonalen Substitution charakteristischen
Identititen bestehen:
(7) ay? = 6,2 + ay’ + a3 = e, + a2 - ay? =12, 3) ’
(8) 0 = 648, + 0280+ 30, G+ i0=1,23),
0 = a6, + ayay + ay6,,

0 = a6y — anay + a6y,
(9) 0 = @y 8y — ay30; + 6464,

0 = @y a3, — G383 + 6383, u.S. W,
die die genannte Eigenschaft zum Ausdruck bringen?!). Durch diese
Grissen a, dricken sich umgekehrt wieder die Verhdlinisse der
Grossen X, Y, Z rational aus, und zwar unter allen Umstinden in
eindeutig bestimmter Weise. Man findet ohne Mithe:

{) In Bd. 39 der Math. Annalen (1894, S. 544 u. ff.) hat der Verf. gezeigt,
dass das angeschriebene Relationensystem in gewissem Sinne vollstindig ist. Man
findet dort auch die bilinearen Relationen zwischen den Parametern X; (oder Y;, Z;)
und den Coefficienten a,, .
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X:X,:X,: X,
(@00 + @11 + 8 -} ag3) : (a3 — ) : (@5, — ay3) : (@1 — ay)
(a3 — a39) : (80 + 81y — 8 — ay)) @ (812 + ay) : (a3 + ay)
(@3 — @y3) : (a2 + Bay) © (800 — 6y + 2 — a3y) : (B3 + ay)
= (81a— 0x) : (831 1 613) : (83 + @5a) : (B0 — A3y — Gy 1 655).
Um die analogen Ausdriicke fir die Verhiltnisse der Grossen
Y; oder Z; zu erhalten, braucht man offenbar nur das Grossensystem
Gy, @, mit dem anders geordneten System derselben Grossen

(10)

il

A3 G33 Gy 832 G35 A3y
G Gy Gy 6y oder ay ay, a4 ay
Agg Qg By G B3 Gy
zu vertauschen.
§ 6.

Darstellung der Seiten und Winkel eines sphirischen Dreiecks
durch die Parameter X, Y, Z.

Wir betrachten jetzt die Grossen X;, von der besonderen An-
nahme X, — 1 absehend, als ein System von einander unabhingiger
Verhiltnissgrossen. Offenbar stellen auch in diesem Falle noch die
durch die Formeln

Zl Yl

(1) hi, = %’ iy = Y,

definirten Grossen [, 4, die Cotangenten der halben Seiten und
Winkel eines sphirischen Dreiecks vor. Es wird also

W = ctg Y VZ°Z.1_Z’Z3 — Zng__
o 1 2= 4t =~ Viang
l M= ctgﬂ — VY Y, Y Y, — Nl
2 bl A AN
(3) sin @, = ‘___”ftzzza, sin oy — Wyoanms .
1 11

Besonders merkwirdige Ausdricke erhalten die Cosinus ‘der
Seiten und Winkel des sphirischen Dreiecks. Sie werden Quotienten
gewisser ganzer rationaler Functionen der Grissen X;, ndmlich der
Euler’schen Ausdriicke fur die Coefficienten einer orthogonalen Substitution: .

a3 as1 G2
COoSs af* — — Ccos = — cos @, — —=
(4) ayy ’ @2 ] ? 3 Qg3 ’
a
cosoy = 22, cosa, = 3, cos @y = -2

ayy ag az
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Diese Quotienten besitzen nicht so einfache Eigenschaften, wie
ihre Zghler und Nenner einzeln genommen. Es leuchtet daher ein,
dass die Einfuhrung der Grossen a,, in die sphirische Trigonometrie
einen Hhnlichen Vortheil mit sich bringt, wie er in zahlreichen
anderen Fillen durch Zerspaltung eineir homogenen Function 0** Grades
in homogene Functionen héheren Grades herbeigefithrt wird. Zu-
gleich ergibt sich uns die Einsicht in einen an und fir sich inter-
essanten Zusammenhang: Unser Satz besagl, dass zu einer orthogo-
nalen Substitution in drei Verdinderlichen (im Allgemeinen) ein bestimmies
spharisches Dreieck gehirt — sofern man nimlich (im Sinne der
Schlussbemerkungen von § 1 des ersten Abschnittes) ein Dreieck
als vollstindig gegeben ansieht, wenn die Cosinus seiner Seiten und
Winkel bekannt sind?!).

Ferner findet sich, wenn man zur Abkiirzung

® R=V3y
setzt,
@ P SNNhYNALAL L 8NN ALGZ
RVY, N\ 1, ¥, RVZy 2,2, Z,
Alle diese Formeln gelten in gleicher Weise fiir eigentliche,
wie fur uneigentliche Dreiecke; die folgenden aber, die die Irratio-

nalitit R enthalten, beziehen sich nur auf eigentliche Dreiecke:

(7 sin §; = M’—ZEY sin 6; = 2V’°;13’1)’3<.z;,
cos 8; = Z°Z‘Z’Z3{ 3xl__}

®) Y, 1Y, Y, ; Z: 121 ¢=0123.
— f0f17273 ” ol
cos o, = Dlilaly {20' - —

Y,
Aus den Formeln (7) und (8), deren Vertriglichkeit auf der
Identitat

('— lezza + Zozzzs + Z0Z3Z1 + Zo 2122)2 + 4Z0Z, Z,Z_r, Y =R
und den analogen Relationen beruht, gehen zwei verschiedene Aus-

* drucke fir tg fgl und tg% hervor:

1) Auf die Umkehrung des obigen Satzes bezieht sich der folgende Paragraph.
Wegen der Ausnahmefille vgl. § 10.
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— Y;.V%,22,2
A 2
s R+20212223 .{2 7—7}
(9) g3 = * s

2
R—2,2,%,7 .{z ’Z',—T}

2, VLLhY
Ferner erhalten die DeLamsre’schen Ausdriicke (S. 128) die Werthe

rsin aq =+ as cos ag + ag
T8 oy LEg 2 _ay FhL+2
- = e Rl 2 = TH T
sin 4 R 2 cosﬁ R 2
(10)1 2 2
sin 2T cos 22X @ _
_ 2 _w hEh 2 _w Fhih,
| sin 2 - R ? cos I R 2 ,
2 2
hieraus folgt sodaun:
So 8y Y [ ay (X + X;) — 2R
'8 183 =83 8T T WK+ %) T2’

S 53 o %0 o __ ay (Xo —Xi) — 2R

(1) I ‘B By =8 BT G H—X)FeR’
S, S __ G O ay (X2 + X;) + 2R

iBg-clgg =c85 189 = — L, (K, +X) —2R °
$p S5 oy , 03 au(Xg— X))+ 2R

1By -8y =185 89 = TG, K —X,) —2R

Aus den Formeln (11) ergibt sich fur das Quadrat der in § 2

(S. 130) definirten Grosse M der Werth :
(12) M2 — Qa9 Gy3 + g3 04y 4 011 G99 — 8%y . R
G2 @33 + gy a1y + Gyy agy +8Xo . R’

der Werth von M selbst endlich kann aus den Formeln (9) abge-
leitet werden:

VL LR Y, Vi ZiZZ,
(13) M — T agagy + 3301 + @y aaa+ 8% . R
agpagy + 030y + Gy ap —8X R
N6V Y Y o Xy - VZZy 2o 7y

Diese Formeln, und namentlich die in ihnen auftretenden Irra-
tionalitaten VY,Y,Y,Y,, VZ,Z, Z,Z, und R bedirfen noch einer Er-
l4uterung.

Zunichst sind, bei gegebenen Verhiltnissen der Parameter X,
rational bekannt nur die Cosinus der Seiten und Winkel, vermdige



146 E. Stopv, TriconomeTrIE. ABscamirr Il [62

der Formeln (4). Aus diesen gehen sodann, mit Hilfe der von
einander unabhingigen Quadratwurzeln aus Y, Y, Y,Y; und Z,Z,Z,Z,
die Sinus hervor, so dass zu jedem System der Cosinus noch vier
verschiedene Systeme der Sinus gehdren. Diese entsprechen augen-
scheinlich den Substitutionen der Gruppe §, (I, § 4, S. 102). Dem
gleichen Rationalititsbereich gehtren noch an die Grussen I, A, P, II.

In den ubrigen Formeln kommt die Irrationalitit R hinzu. Alle
diese gelten, was wohl zu beachten ist, in der angeschriebenen
Form nur fir eigentliche Dreiecke, also fiir solche Dreiecke, bei denen
in die DeLamsre’schen Formeln die oberen Vorzeichen einzutragen .
sind. Will man auch die uneigentlichen Dreiecke beriicksichtigen,
so hat man in der unteren Formelgruppe (10) — R an Stelle von
R zu setzen; diese Aenderung zieht dann eine entsprechende Aende-
rung der ibrigen Formeln nach sich.

Das Auftreten von R entspricht dem Umstande, dass die be-
treffenden goniometrischen Functionen bei Ausfihrung der in § 3
(S. 134) definirten Substitution ¥ ihren Werth #ndern. Die Aus-
fuhrung von ¥ kommt offenbar einer Vorzeicheninderung von R gleich.

Bei einem Dreieck, dessen Seiten und Winkel zwischen 0 und
m liegen, ist allen drei Quadratwurzeln R, VY,Y,Y,Y,, VZZ1Z,Z,
der positive Werth beizulegen. —

Da die Ableitung der die Irrationalitit R enthaltenden Formeln
(7) . .. (13) nicht ganz auf der Hand liegt, und da die Bestimmung
der zusammengehorigen Wurzelwerthe eine gewisse Vorsicht erfordert,
so wird die folgende Darlegung vielleicht willkommen sein.

Wir gehen aus von irgend einer der Functionen, die in den
Zshlern der Devamsre'schen Ausdricke stehen. Es ist zufolge (2)

sin a"fa“ = sin%- cos%3 + cos %-sin‘—:— -
=ngoza_ ]/2212: + ]/22321 12%%
az G33 G2 Qg3
Hier muss das Product der ersten und dritten Wurzel = —2—[2"7——32’13 ,
und das der zweiten und vierten — 3'_@%2;‘222 sein, wobei im Z#hler

in beiden Fillen derselbe Wurzelwerth zu wihlen ist, wie in den
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Formeln (3). Das Product aller vier Wurzeln ist also = ‘___._Zzz‘az:zii .
3

Hieraus folgtl, dass unser Ausdruck den Werth 2]/0?? - (Zy + Z,)
2433 -

hat und nicht etwa den Werth 2]/::2 - (2, F Z;). Es ergibt sich
3
daher

. apta
sin
S _a n4E3
. 0y R 2
Sln—g-
worin R irgend einen der beiden Werthe von %’- : %‘—’ 92’—"' bedeutet.

Ebenso kommt man zu der zweiten Formel links in Nr. 10; dass
der Werth von R in beiden Formeln derselbe ist, folgl aus dem
Umstand, dass in den DerLamsre’'schen Formeln die oberen Vorzeichen
angenommen wurden. Durch Wiederholung dieser Schlussweise ge-
langt man zu den beiden Formeln rechts in Nr. 10, und zu der Ein-
sicht, dass R in allen Fallen dieselbe Grosse bedeutet. Jetzt ergeben
sich durch rationale Operationen die Formeln (11), (12). (Vgl. S. 129.)
Da in der letzten die Auszeichnung des Index 1 verschwunden ist,
so folgt, dass auch in den zu (10) I analogen, mit (10) 11, (10) I
zu bezeichnenden Formeln R der nimliche Wurzelwerth ist. Die

Formeln fir sin 8;, cos s;, tg %‘ ergeben sich nunmehr ebenfalls durch

rationale Operationen; denn es ist z. B.

. cos %_i-_ai- sin M
2sins, 2 1+ 2
s B sin 21 ,
2 2

lg 8 = .&.ls i_ili + l‘ 12:_4_ .
o h+lb+l—Lkl

Um schliesslich noch den Werth der Grosse M zu finden, setzen
wir fir den Augenblick

D, = Z0Z1Z2Z3-{ _—%}
2\

4, = Y0Y|Y2Y3°"2_""—, :
Er wird dann, nach § 2 (Nr. &, S. 130)

M — L4VY Y, . V7, 2,2, 7,
B+ D )+ (0, + 4) - R

= 0,1,2 3.
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Hier sind nun die beiden Summanden des Nenners durch Y, Z,
theilbar. Man findet zunichst ohne Mihe
D,+ 4, = 2X,Y,Z,.
Um die Zerlegung des ersten Factors auszufithren, verbinde
man hiermit die auf S. 144 angegebene Identitit, wonach
D} = RR—42,2,2,Z,. Y}, 4} = R*— §YY,\Y,Y,. 2}
ist. Es folgt :
R + Dy, = 2Y0Z0{X02Y0Z0 + Y02,2,Z; + 7,Y, Yzys},
R + D1, = 2Y,Z{X?V,Z, + ZY, 5L + V., T, Y},
u. s. f., also
M = VYN YaY, V4,4 2,74 ,
Xo*YoZy + Yo 21232y + Z,Y, Y3 Y3 + X, . R
— VY, Y, Yo ¥y VZ,Z, 252,
XV 2+ 2,)Y\ 2323 + Yo 2, oY + X, . R
Diese Ausdriucke fihrt man leicht in die erste der unter (13)
angegebenen Formen itber. Die zweite Gestalt von M ergibt sich
durch eine ganz entsprechende Ueberlegung. Beide Ausdricke ver-
bunden fuhren wieder zur Formel (12), womit eine werthvolle
Controle fur die Richtigkeit unserer Rechnung gegeben ist. —
Natirlich kann man die aufgestellten Formeln noch auf manche
andere Art controliren. Es scheint nilzlich, wenigstens noch den

Werth von tg2 2

Werthe derselben Grosse zu vergleichen, der sich aus den Formeln
(9) ergibt.

Aus (11) folgt:

280 _ O3 — 24y (Xo + X)) (Np 4 Xy) — A (X, + N — X — X5)R

I

der aus den Formeln (11) hervorgeht, mit dem

tg ‘agyays — 2ay (X + X))(Xg + X)) + 4(Xo+ X, — X — X;) R
— Q22033 — 413143 — Gy a3 —8N R .
gy Uy3 — Qg3 @3 —ayy ag3 + 811 R
Soll dieses Ergebniss mit den Formeln (9) im Einklang stehen,
so muss sich aus Zshler und Nenner der Factor Y; abscheiden lassen.

In der That ist

anay— 20, (X, + X) (X, 4 X)
RS SR AR A AR R AR
es wird also
tg? — D (X G £ Yl £ il .0 ol wi £ B nh 2.0 ¥y — 2R
2 T Y (=Yl Vi Yt G 2, Yy Yy + 2R




65) § 6. PARAMETERDARSTELLUNG EINES SPHARISCHEN DREIECKS. 149

Benutzt man jetzt, um statt der Grossen Y; die Grossen Z; cin-
zufihren, die Umformung
2Y {(— Y+ Y2+ V' 4 ¥} + 41, 1, Y,
= (X, + XN (Xo—X,)*— (X4 X3)% — (X4 X)) { (Xo+ X,)*— (X, — X) %}
= k% + 2)2%,2, + k (2, — 2))Z,Z,
=4 — 272,72, 4+ 22,2, + 2,Z,2, + 2,7,2,},
so findet sich
tngc_)_ — R—A—205+ 200+ 2,0+ 2,722y}

2 RA-{—22,24 + 2252+ 2,22, + 2,2, 1y}
Dieses Ergebniss steht in der That im Einklang mit den Formeln (9).
In #hnlicher Weise kann man auch die Producte zweier der Aus-
_drucke (9) bilden und sie mit den Formeln (11) vergleichen. In
diesen Fillen sind im Zihler und Nenner Factoren zweiten Grades
abzuscheiden; die auszufithrenden Rechnungen sind daher ziemlich

umstiandlich. —

Hervorgehoben zu werden verdienen noch gewisse Verbindungen
der aufgefithrten goniometrischen Functionen, aus denen die Irratio-
nalititen wieder herausfallen. Solche sind die Verhiltnisse der
Grossen sins; und die der Gryssen sin g;, die Verhiltnisse der
Grossen cos 8;, cos g;, und die Verhiltnisse der Deramsre’schen Aus-
dricke (10); die Producte 77.tg s;,, P.tgo;, u.s. w. (Vgl. 1, § 7,
S.1144; 11, § 4, Nr. 7, S. 139.) —

Auf Grund unserer Formeln lisst sich jede goniometrische
Function der Seiten und Winkel eines sphirischen Dreiecks, die

rational durch die Grossen tg%, tg%‘ ausgedriickt werden kann, auf

eine einzige Weise in die Form setzen
A+ A VYYY, + A VZZ 2,2, + A R

+ B.VY.\,\.Y,. R + B,.VZZ7,Z,Z, . R

+ B, VY.Y\\Y,Y; . VZ,2,2,Z, + C.VY Y.\ T,Y, . VZ,Z,2,Z;. R,
worin die Coefficienten A, B, C rationale homogene Functionen der
Parameter X; bedeuten. Jede identische Relation zwischen solchen
Functionen verwandelt sich so in eine Reihe von Identititen A = 0,
B=0C=o0o.

Umgekehrt kann man durch Elimination der Grossen X, aus

unseren Formeln zu einer unbegrenzten Zahl neuer identischer
Abbandl. d. K. 8. Gesellach. d. Wissensch. XXXIII. 1"
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Relationen der sphirischen Trigonometrie gelangen. Als Beispiel fir
eine solche Elimination fithren wir an die Formeln

3
P = sin o, {2’:: cos s, — 2¢0s §, }
g G =0,1,2,9).
I1 = sin s, ngc cos 6, — 2¢os o, }
0

§ 1.
Umkehrung des in § 6 aufgestellten Satzes.

Nicht allein die Functionen cos a,, cos «, lassen sich rational
ausdriicken durch die Substitutionscoefficienten a,,, sondern es ist
auch das Umgekehrte der Fall; denn die Grossen a,, hingen rational
ab von den Parametern X;, diese von den Producten [l oder 4,,
und diese wieder von den Cosinus der Seiten und Winkel (§ & Nr. &).

Bequemer kann man die Verhiltnisse der Grossen a, (auf die
es allein ankommt) unmittelbar aus den Formeln (3) und () des
§ 6 berechnen. Die Formeln (3) liefern zunichst die Proportion

Gy : Gy : @3 = sin a,. sin a, : sin a, . sin @, : sin a, . sin a,,

worin man, mit Hiilfe des Cosinussatzes, statt der Grossen sin a; auf
rationale Weise die Grossen cos @, cos e; einfihren kann. Hierauf
ergeben sich aus den Formeln (4) die Verhdltnisse der neun Grossen
8y . .. a5. Un dem Resultat eine in Bezug auf Seiten und Winkel
symmetrische Gestalt zu ertheilen, fihren wir die Bogen A, hy, hy
ein, die die Ecken des gegebenen Dreiecks mit den entsprechenden
Ecken seines Polardreiecks verbinden (die Complemente der Hohen
des Dreiecks). lhre Cosinus sind gegeben durch die Formeln
P _ @I
sina; ~  sin o

(1) cos hy =

Jetzt konnen wir, als Unkehrung des in § 6 formulirten Theorems,
den Satz aussprechen:

Die Grossen

cos h, cos hy.cos a; cos h,y.cos a,
(?) cos hy . cos oy cos hy cos h, . cos a,
cos hy.cos a, cos h, . cos a, cos h;,

sind proportional den Coefficienten einer orthogonalen Substitution.
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Bei unserer homogenen Schreibweise haben die Substitutions-
coefficienten @,, itberhaupt nur die Bedeutung von Verhaltnissgrossen;
wir hitten daher statt »proportional« auch sagen konnen »gleiche.
Um indessen durch die Bezeichnung sichtbar zu machen, dass die
in den Formeln (2) auftretenden Substitutionscoefficienten nicht ge-
radezu identisch sind mit den bisher gebrauchten Grossen a,,, wollen
wir die Ausdriicke (2) der Reihe nach gleich za, 7a,, ... 7ay
setzen, indem wir mit 7= einen allen gemeinsamen Proportionalitits-
factor bezeichnen.

Der erste, in den Formeln (2) nicht vorkommende Coefficient
wird jetzt natiirlich zay, zu benennen sein. Fiir ihn liefern die
Formeln (9), § 5 (S. 142) neun verschiedene Ausdriicke, deren Gleich-
heit man durch leichte Rechnungen bestitigt:

(3) 7Tay, = sin @, .sin ¢, — cos @;.cos a;.cOs h; (1 = 1,2,3),
sin a, sin @, . coS a, cOS a3 — cos h, . cos a
TGy = ! ! 2 €05 G ! ! ws f,
(&) Vi) (11
sin a; sin a, . ¢0S &9 COS a3 — cos h, . cos
Thyy = 4 L 2 3 : “ows f
cos a!

Man kann den Werth von 7a, auch leicht in eine in Bezug
auf Seiten und Winkel symmetrische Gestalt iberfithren. Es ist
ndmlich nach der ersten Formel
sin & |

- ) .
: -1 81N @, — SIn a, Si1n a; . Cos COS ay;
sin a, | ! 2 3+ COS @, ’% !

TAy =
hierfur aber kann man wegen des Cosinussatzes auch schreiben
Tay = (1 — cos @, cos a, cos a;),

(8)

TAy =

SIECRC S

(1 — cos «, cos a, cos «) .

Aus diesen Gleichungen ergibt sich durch Division aufs Neue die
Formel (7), § 1 (S. 126), andrerseits durch Multiplication

(6) 7ap = V(1 — cos a, cos a, cos a;) (1 — cos &, COS «y COS a:,)—.

Auf Grund dieser Sitze verwandeln sich alle Relationen zwi-
schen den Coefficienten einer orthogonalen Substitution in Formeln
der sphirischen Trigonometric. So leiten wir aus den Formeln (8),
§ 5 (S.142), von Neuem die Formeln (9), § 1, her, und ebenso fihren

uns die Formeln (7) zu den Relationen (5) des § 1 zurick.
"e
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§ 8.
Die desmischen Tetraeder.

Da bei der Darstellung der sphirischen Dreiecke durch die
Parameter X; nur deren Verhiltnisse von Bedeutung sind, so liegt
es nahe, diese Grdssen als homogene Coordinaten eines Punktes im
dreifach ausgedehnten Raume zu deuten. Wir gelangen so zu einer
Abbildung der Mannigfaltigkeit aller sphdrischen Dreiecke auf den
Punktraum, deren Studium uns nunmehr beschifligen soll. —
55X
X' X' X
als gewohnliche rechtwinklige Coordinaten auf. Wir treffen damit
eine Festsetzung, die um so ndher liegt, als ja X; von vorn herein
den numerischen Werth Eins hat, wenn wir von einem gegebenen

Um eine bestimmte Vorstellung zu gewinnen, fassen wir

Dreiecke ausgehen.

Die Gleichungen ¥; = 0 und Z;, = 0 stellen jetzt die Seiten-
flichen zweier regulirer Tetraeder vor, die einem Wurfel einge-
schrieben sind, dessen Ecken die Coordinaten 4 1 haben. (Vgl.

Fig. 9. Man denke sich etwa die positive §—‘-Axe nach rechts, die
0

;-’-Axe nach vorn, die ;-‘ﬁ—Axe nach oben gerichtet.)
0 0

Fig. 9.

Diese Tetraeder, die wir kurz als das Y- und das Z-Tetraeder
bezeichnen wollen, bilden zusammen mit dem Coordinatentetraeder,
dem »X-Tetraeder«, eine merkwiirdige Figur, die unter dem Namen
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der desmischen Tetraeder bekannt ist. Wir stellen ihre wichtigsten
Eigenschaften, soweit wir sie brauchen, kurz zusammen, indem wir
wegen breiterer Ausfihrung auf die bereits ziemlich ausgedehnte
Literatur des Gegenstandes verweisen').

 Wie die Gleichungen (5) des § 5 zeigen, gehoren alle drei
Tetraeder demselben Biischel von Flichen 4. O. an, sogenannten
desmischen Flichen. Durch jede Gerade, in der sich zwei Seiten-
flichen zweier dieser Tetraeder treffen, geht auch eine Fliche des
dritten Tetraeders, so dass die Schnittlinien der genannten Flichen
im Ganzen nur 16 gerade Linien bilden. Von diesen verlaufen in
unserem Falle 12 im Endlichen; sie bildén die Kanten des Octaeders,
in dem sich das Y- und das Z-Tetraeder durchdringen; die ubrigen
vier gehdren der unendlich fernen Ebene an. Wie man sieht, gehen
diese sechzehn Geraden 12mal zu vieren durch einen Punkt: es
sind das dieselben 12 Punkte, in denen sich gleichzeilig drei Kanten
von je einem der desmischen Tetraeder treffen. Jedes der drei
Tetraeder enthdlt alle 16 Geraden, die Basislinien des genannten
Buschels.

Ebenso, wie die Flichen der drei Tetraeder zu dreien sich in
denselben 16 Geraden schneiden, so liegen die Ecken zu dreien auf
16 Geraden — den Kanten und Diagonalen unseres Wirfels. Die
Figur dieser 16 Geraden hat die dualistischen Eigenschaften der
zuerst genanuten; sie vertheilen sich 12mal zu vieren auf eine
Ebene, u. s. w.

Die 12 Kanten der drei Tetraeder lassen sich noch auf eine
zweite Art zu drei desmischen Tetraedern verbinden, d. h. zu einer
Figur zusammenfigen, die im Sinne der projectiven Geometrie ganz
dieselben Eigenschaften hat, wie die zuerst betrachtete Figur dreier
desmischer Tetraeder. Diese zweile Reihe desmischer Tetraeder ist,
bei unserer Bezeichnungsweise, den drei Indices 1, 2, 3 zugeordnet;

1) StEPHANOS, Bulletin des Sciences Mathématiques, II. sér. t. 3 (1879)
p. 424. VEmonesg, Mem. d. r. Acc. dei Lincei 1880 v. IV. ScnroTeER, Zeitschr.
f. Math. u. Phys., Jahrg. 28, S. 478. Crelle’s Journal f. Math. Bd. 93, S. 169.
Revg, Acta Mathematica, Bd. I, S. 97. Hess, Math. Ann. Bd. 28, S. 167. CAsPARy,
Math. Ann. Bd. 29, S. 584.

Der Leser wird iibrigens am besten thun, sich die Einzelheiten der im
Texte zum Theil nur angedeuteten, iibrigens ganz einfachen Verhiltnisse selbst
klar zu machen.



154 E. Stupv, TricoNoMETRIE. ABsscanirr II. [10

die Ebenen des ersten z. B. werden erhalten, wenn man die in den
Formeln (10)1, § 6, auf den rechten Seiten stehenden Ausdriicke
gleich Null setzt: ihre Gleichungen sind

X, +X, =0, X,+X,=0.

Jedes dieser Tetraeder hat, in unserem Falle, zwei unendlich ferne
Ecken. Man kann sich von ihnen und von ihrer gegenseitigen Lage
eine deutliche Vorstellung machen, wenn man sich der Gestalt eines
Sugebocks erinnert. Bei dem Tetraeder z. B., dessen Gleichungen

wir soeben angeschrieben haben, ist die %-Axe der Querbalken des

Sigebocks; die beiden Kreuze an den Enden werden dargestellt
durch die Kante 01 des Y-Tetraeders und die Kante 23 des Z-Tetra-
eders, und durch die Kante 23 des Y-Tetraeders und die Kante 01
des Z-Tetraeders. (Vgl. Fig. 9.) Solcher Sigebtcke kann man drei
in unseren Wirfel hineinstellen; und diese bilden, nach Hinzufiigung
der unendlich fernen Kanten, die Tetraeder der zweiten Reihe. Die
Ecken dieser Tetraeder sind die oben erwihnten 12 Punkte. Die
Beziehung zwischen den beiden Reihen desmischer Tetraeder ist,
im Sinne der projectiven Geometrie, vollkommen wechselseitig.

Die Figur der desmischen Tetraeder ist vollstindig bestimmt
durch eines unter ihnen und eine Ecke (oder Fliche) eines zweiten.
Nehmen wir z. B. an, es sei das Y-Tetraeder gegeben und die Ecke
0 des X-Tetraeders. Dann entsprechen die Ecken 1, 2, 3 des
X-Tetraeders der Ecke 0 in den drei involutorischen collinearen
Transformationen (von H. Wiexer so genannten Spiegelungen), die
durch die Paare gegeniberliegender Kanten des Y-Tetraeders be-
stimmt sind. Hierauf findet man die Ecken des Z-Tetraeders, indem
man etwa das Y-Tetraeder z. B. der perspectiven involutorischen
collinearen Transformation unterwirft, deren Mittelpunkt die Ecke 0
und deren Ebene die Ebene 0 des X-Tetraeders ist (in unserem
Falle ist dies die Spiegelung am Anfangspunkt der Coordinaten).

Da man, um eine collineare Transformation des Raumes zu be-
stimmen, gerade fiinf Punkten fiinf andere zuordnen kann, so kann
ohne Weiteres geschlossen werden, dass die Figur der drei des-
mischen Tetraeder durch eine Gruppe von 576 collinearen Transfor-
mationen in sich selbst ubergefithrt wird. Diese Gruppe ist fiir unsere
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Untersuchung von Wichtigkeit. Wir bezeichnen sie, nach der Zahl
ihrer Substitutionen, mit Ggg. Von ihren zahlreichen Untergruppen
heben wir, mit Riicksicht auf das Folgende, nur wenige hervor, die
wir, soweit iberhaupt eine besondere Benennung néthig erscheint,
ebenfalls nur nach der Zahl ihrer Substitutionen in der Bezeichnung
unterscheiden wollen.

Eine Gruppe G, ist, als Untergruppe von Gy, dadurch definirt,
dass das X-Tetraeder als Ganzes in Ruhe bleibt.

Eine Gruppe Gy ist, als Untergruppe von G und Gy, dadurch
bestimmt, dass sowohl das X-Tetraeder, als auch das Y- und das
Z-Tetraeder jedes einzeln in sich ibergefihrt werden soll. Diese
Gruppe ist eine invariante Untergruppe (S. 107, Anm.) der beiden
vorigen. Bei ihr werden die drei Tetraeder der zweiten Reihe noch
in allgemeinster Weise unter einander vertauscht. Halt man aber
auch diese Tetraeder, jedes einzeln, fest, so entsteht eine

Gruppe G5, die in allen vorhergehenden als invariante Unter-
gruppe enthalten ist. Diese Gruppe ist also dadurch definirt, dass
alle Tetraeder beider Reihen einzeln in Ruhe bleiben. Sie wird,
wie man leicht erkennt, von involutorischen Transformationen gebildet,
sogenannten geschaart-involutorischen Collineationen. Abgesehen von
der identischen Transformation, die nur im uneigentlichen Sinne eine
involutorische Transformation genannt werden kann, sind dies die
neun involutorischen collinearen Transformationen, deren Axen von
je einem Paar von Gegenkanten der desmischen Tetraeder (erster
oder zweiter Reihe) gebildet werden (» Spiegelungen« an diesen
Kantenpaaren), und sechs weitere, aus jenen zusammenzusetzende,
mit conjugirt-imagindren Axen. — Von den Untergruppen dieser Gruppe
Gy heben wir nur hervor:

a) die Gruppe der Spiegelungen an den Kantenpaaren des X-
Tetraeders, also die von wier Transformationen gebildete Untergruppe
von G, bei der simmtliche Ecken des X-Tetraeders einzeln in Ruhe
bleiben, b) und c) die in #hnlicher Weise aus dem Y- und dem
Z-Tetraeder abzuleitenden Gruppen. —

Die analytische Darstellung aller der aufgezihlten Gruppen ist
sehr einfach. Fir die Gruppen Gy, Gy und Gy ist sie dieselbe,
mogen wir nun das X- oder das Y- oder das Z-Tetraeder zu Grunde
legen; fur die Gruppen Gy und G,; behilt sie iiberdies auch beim
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Uebergang zu den Tetraedern zweiter Art ihre Form bei. Wuhlen
wir das X-Tetraeder, so erhalten wir die Transformationen von G,
wenn wir fir X', X/, X;, X{’ der Reihe nach die Werthsysteme

:I_‘Xoai‘xnixz’i‘xs; 4

:‘_‘ Xla '__I'_' XOa i X, i X,;

i‘Xza ixs, -_'_X()?ixl;

+ X, + X, +X,+ X
setzen, mit der Bestimmung, dass die Zahl der negativen Vorzeichen
in jedem Falle gerade sein soll. Die Gruppe Gy geht daraus her-
vor, wenn wir nicht nur die angeschriebenen vier, sondern alle
vierundzwanzig Verlauschungen des Indices 0, 1, 2, 3 zulassen;
die Gruppe Gy entsteht, wenn wir noch den Vorzeichenwechsel
einer einzelnen der Grossen X, hinzufiigen; zu der Gruppe G, end-
lich gelangen wir, wenn wir alle diese Transformationen verbinden
mit einer Transformation, die aus den Formeln (3), § 5 (S.144) durch
Substitution von X; an Stelle von Y; (oder Z) entsteht.

Unterwirft man einen beliebigen Punkt des Raumes den Trans-
formationen einer der besprochenen Gruppen, so nimmt er in den
einzelnen Fillen 576, 192, 96, 16 verschiedene Lagen an, wenn
er nicht von vorn herein eine besondere Lage hat. Von den so
entstehenden Configurationen ist bis jetzt wohl erst die letzte und
einfachste genauer untersucht worden, die nach ihrem Entdecker so
genannte Kummer'sche Configuration. — Wir haben keine Veranlassung,
im gegenwdirtigen Zusammenhange auf die merkwirdigen Eigen-
schaften dieser Figur niher einzugehen, die ohnehin ja auch als ziem-
lich bekannt gelten kénnen; doch musste, um des Folgenden willen,
ibr Auftreten hier Erwidhnung finden. —

Greift man aus den Gegenkantenpaaren der desmischen Tetra-
eder irgend zwei heraus, die sich nicht schneiden, was auf 18 Arten
geschehen kann, so liegen diese immer auf einer Fliche 2. Ordnung.
Jede so bestimmte Fliche kann, ihren beiden Schaaren von geraden
Linien entsprechend, zweimal auf diese Art erzeugt werden; es ent-
stehen daher nur neun verschiedene Flichen. Analytisch werden diese
bemerkenswerther Weise dadurch dargestellt, dass man die neun
Substitutionscoefficienten a,, . . . ay;, als Functionen der X, betrachtet,
gleich Null setzt. Fiugt man noch die zwar mit einem reellen Polar-
system, aber nicht mit reellen Punkten begabte Fliche ay, — 0 hinzu,
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die unsere simmtlichen sechs Tetraeder zu Poltetraedern hat, so hat
man damit die aus der Liniengeometrie bekannten 10 Fundamental-
flachen. Wir gehen auf die Eigenschaften auch dieser Figur (die
itbrigens aus den aufgestellten Formeln sehr leicht abgelesen werden
konnen) nicht ndher ein, und bemerken nur noch, dass innerhalb
des ganzen Systems die Fliche @, = 0 nur durch ihre Realitits-
eigenschaft ausgezeichnet ist, dass also von einem gewissen Stand-
punkte aus alle zehn Flichen als gleichberechtigt erscheinen!).

§ 9.

Abbildung der Mannigfaltigkeit aller sphérischen Dreiecke
auf den Punktranm.

Betrachten wir nunmehr die zu Anfang des § 8 erwihnte Ab-
bildung der sphérischen Dreiecke auf die Punkte X, : X, : X, : X; des
dreifach ausgedehnten Raumes genauer, so bemerken wir, dass zwar
jedem reellen sphirischen Dreieck ein reeller Raumpunkt, keines-
wegs aber umgekehrt einem reellen Punkt immer ein sphirisches
Dreieck mit reellen Seiten und Winkeln entspricht. Wir wollen ver-
suchen, von den Realititsverhdltnissen unserer Abbildung eine An-
schauung zu gewinnen. Offenbar sind vier Fille zu unterscheiden,
die wir aufzihlen und einzeln behandeln mussen.

L YYY.Y,>0, Z,72,72,Z >0.
(Dretecke mit reellen Seiten und Winkeln).

Ist ein System der Grossen X; gegeben, das den Bedingungen I
geniigt, so kann man daraus immer ein anderes von derselben Eigen-
schaft ableiten, bei dem sidmmtliche Grossen Y, und simmtliche
Grossen Z; einzeln positiv sind. Wenn n#mlich unter den Grossen ¥;
negative vorkommen, so ertheile man diesen das entgegengesetzte
Vorzeichen. Hierdurch wird das Bestehen der beiden Ungleichungen

1) Den Leser, der sich iiber die hier nur fliichtig beriihrten Gegenstinde
genauer zu unterrichten wiinscht, verweisen wir auf die in den Math. Annalen
erschienen Originalarbeiten der Herren F. KLEiN und RouN, wozu noch die erwihnte
Literatur iiber desmische Tetraeder kommt. Vgl. ausserdem REicHARDT, Acta
Leopoldina, Bd. 50 (1887), S. 377 u. ff., sowie eine Arbeit des Verfassers, Sitzber.
der K. Stchs. Ges. d. W. 1892, S. 122 u. ff.
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I nicht gestort, wie man aus den Formeln (2) des § 5 (S.140) leicht
entnehmen kann. (Vgl. auch § 141, S. 167, Nr. 1, 2))

Jetzt aber sind die Grossen Z, ebenfalls simmtlich positiv ge-
worden. Denn es konnte, nach den letzten Ungleichungen, hochstens
eine von ihnen negativ sein (ndmlich, wenn etwa Y, = Y, ¥, = Y,,
Y, = Y; angenommen wird, die Grosse Z,), was wegen der zweiten
Ungleichung I unmdglich ist. |

Die Punkte des Raumes nun, deren Coordinaten den Bedingungen
Y, >0, Z > 0 geniigen, erfillen das Innere des reguliren Octa-
eders, dessen Begrenzungsflichen die Ebenen ¥, = 0, Z, = 0 sind.
Sie bilden eine zusammenhingende Mannigfaltigkeit. Aus dieser
entstehen sodann drei andere, die im Sinne der projectiven Geometrie
ebenfalls als Octaeder zu bezeichnen sind, wenn wir die angegebenen
Vorzeichenwechsel von Neuem vornehmen. So erkennen wir:

Die Punkte des Raumes, die bei unserer Abbildung den Dreiecken
mit reellen Seiten und Winkeln entsprechen, erfiillen vier getrennte Ge-
biete, die nur tn zwilf Punklen, namlich in den Ecken der desmischen
Tetraeder der zweiten Reihe, zusammenhingen. Jedes dieser Gebiete
besteht aus den Punkten im Inneren eines Octlaeders, dessen acht Be-
grenzungsebenen Flichenstiicke des Y- und des Z-Tetraeders sind.

Bei unserer besonderen Annahme diber
die Lage der desmischen Telraeder ist eines
der genannten Octaeder requlir. Die drei
anderen sind Doppelpyramiden, deren vier-
eckige Basis der unendlich fernen Ebene an-
gehort, und deren Scheitel je zwei gegentiber-
liegende Ecken des requliren Octaeders sind.

In den genannten zwolf Uebergangs-
punkten setzen sich die Flichen der dort
zusammenstossenden Octaeder wie die
beiden Mintel eines Kegels in einander fort.

Fig. 10 verdeutlicht die gegenseitige Lage der vier Octaeder.
Die an das regulire Octaeder angesetzten Pyramidenstumpfe sind ins
Unendliche erweitert zu denken; je zwei gegeniiberliegende bilden
zusammen eines der drei anderen Octaeder.

Bezeichnen wir die vier Octaeder mit [0], [1], [2], (3], so er-
kennen wir leicht, dass den Punkten im Inneren des Octaeders [x]
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Dreiecksgestalten zugehéren, denen nach der in § 2 des ersten Ab-
schnittes eingefithrten Bezeichnung der Index x zukommt. Welche
der vier zu einem gegebenen Index gehdorigen Dreiecksgestalten man
vor sich hat, dariiber entscheidet das Vorzeichen der Quadratwurzeln
VY, Y.Y,Y, und VZZ, Z,Z, nach folgendem Gesetz:

Das Dreieck hat die Gestalt

(4,A,), wemn VZ,2,2,2, >0, VYYL.Y, >0,
(4.A,), wenn VZ,2,2,2,>0, VYY,LY, <0,
(A4, A), wemn VZ,Z,2,Z, < 0, VYV Y,¥; >0,
(4/A,), wemn VZ,2,2,Z, < 0, VYYT,Y, < 0.

In der That, im Falle [0]ist a;, > 0, ay >0, a; > 0, also,
nach Reduction der Seiten auf das Intervall zwischen 0 und 2w,
0 < a,<m oder w < a;,< 27, je nachdem Vm> 0 oder
< 0 ist.

Im Falle [1] dagegen hat man Z,, Z, =0, Z,, Z, = 0, also
ay, >0, an <0, a;;,<0; es wird daher

0 a<nlay a< 2m oder 0 < @y, a; < n < @, < 2m,

je nachdem VZ,Z,Z,Z; > 0 oder < 0 ist. Ebenso ergibt sich die
entsprechende Behauptung fiir die Winkel.

I YZ,WYY.Y, <0, ZZ2Z7Z >0.
(Dreiecke mit reellen Seiten und rein imagindiren Winkeln').

Eine leichte Discussion zeigt, dass durch die Ungleichungen II
sechzehn getrennte Raumgebiete definirt sind, deren jedes die Ge-
stalt eines Tetraeders hat. Jedes von ihnen legt sich mit einer seiner
Seitenflichen an eines der unter 1 beschriebenen Octaeder an. Ins-
gesammt itberdecken sie auf diese Weise gerade die Huilfté der
32 Octaederflichen. Die 16 Tetraeder ordnen sich zu vieren in vier
Gruppen, in deren jeder je zwei Tetraeder lings einer Kante (einem
Kantenstiick des Z-Tetracders) zusammenhiingen. Die einzelnen Gruppen
entsprechen den Indices 0, 1, 2, 3. lonerhalb der ersten Gruppe

1) Wir sagen der Kiirze halber, eine Winkelgrisse sei rein imaginir, wenn
sie sich von einer im gewohnlichen Sinne des Wortes rein imaginiiren Grosse nur
um Vielfache von 27z unterscheidet.
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z. B. besteht ein Tetraeder aus dem Stiick des Z-Tetraeders, das
von der Ebene Y, = 0 abgeschnitten wird:

2, >0,2>0,Y<0,Y.,>0 (=1,2,3).

Die drei anderen legen sich an die drei freien Kanten; sie
haben, bei unserer besonderen Annahme iber die Lage der desmi-
schen Tetraeder, je zwei Ecken im Unendlichen. (Vgl. die Fig. 11,
in der jedoch das Y-Tetraeder mit dem Z-Tetraeder vertauscht ist.)
— Nun haben wir in § 2 des ersten Abschnitles 32 Typen nicht
construirbarer sphdrischer Dreiecke mit reellen Seiten kennen gelernt,
die sich in bestinmter Weise zu Paaren B,,, B, zusammenordnen
lassen. Jefzt zeigt sich, dass diese sechzehn Paare unseren sechzehn
Raumgebieten entsprechen, und dass die beiden Typen desselben Paares
durch das Vorzeichen der Quadratwurzel V7,Z,Z,Z, getrennt werden.

Man erhidlt ndmlich allgemein einen Typus B, wenn man das
positive Vorzeichen wihlt, und den entsprechenden Typus B;,, wenn
man zum negativen Vorzeichen itbergeht.

Beschrinken wir uns der Ktrze halber auf die Annahme
Vm> 0, so ergibt sich die Zuordnung zwischen den 16 Tetra-
edern und den 16 Dreieckstypen B, wie folgt.

Es sei zuerst

[2,>0,2,>0, >0, 2>0,

LY, <0, ¥, >0, , >0, ¥, >0,
so ist a; >0, ayp >0, a3 > 0; es wird also, wegen des an-
genommenen positiven Vorzeichens der Quadratwurzel, 0 < ¢, < 7@
(¢ =1, 2, 3); hilt man nun die Formeln (7) des § 6 mit den
Definitions-Ungleichungen der Typen B, (S. 96) zusammen, so sieht
man, dass den Punkten im Inneren des gewihlten Tetraeders Dreiecke
vom ‘Typus B,, entsprechen. Ebenso ergibt sich bei der Annahme

{Zo>0,Z.>0’ 2,>0,24,>0,
Y, >0, Y, <0,Y,>0,Y%>0
der Typus B, , u.s. f.
Sei ferner
[Z,>0,2 >0,2,<0, Z,<0,
lY, <o, ¥, >0, ,>0, ,>0,
so wird a,;, > 0, a; < 0, ay < 0, und daher 0 < a, < 7 < a,,
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a; < 2n. Es entstehen Dreiecke vom Typus B,,. Ebenso fiihrt die
Annahme
{Z,>0, 2,>0,2,L0, 2,0,
Y, >0,Y,<0,Y,>0,Y,>0
auf den Typus B,,, und die Annahme
[2,>0,2>0,2<0, %<0,
lY,>0,Y,>0, Y,=0,Y,=0,
Je pach der Geltung der oberen oder unteren Zeichen, auf den Typus
By, oder den Typus B,,.
Aus den aufgezihlten Fillen leitet man leicht alle ibrigen ab.
Z. B. dem Quadrupel von Tetraedern, das dem Index 0 zugeordnet
ist (S. oben S. 160), entsprechen die Dreieckstypen By, B, By, Bi;.

n. Yy, >o, 222272 <0.
(Dreiecke mit reellen Winkeln und rein imagindiren Seiten).

Dieser Fall bietet, fir sich allein betrachtet, dem vorigen gegen-
uber nichts Neues dar. Auf ihn bezieht sich die Figur 14, die
durch stark ausgezogene Linien die beiden Tetraeder

{Y0>0, Y, >0 Y,=0, ¥, =0,
7,0, 2,>0, >0, >0

zur Anschauung bringt.

Die sechzehn durch die Unglei-
chungen III definirten Tetraeder hingen
mit den unter II betrachteten nur in
Linien und Punkten zusammen. Beide
zusammen iberdecken die Flichen der
vier Octaeder I vollstindig.

Fig. 14.

Iv. Yyywwy,<o, 7,2272,72,<0.
(Dreiecke mit rein imagindren Seilen und Winkeln).

Die Ungleichungen IV definiren ebenfalls sechzehn Raumgebiete,
Doppelpyramiden mit dreieckiger Basis. Die Basislinien bestehen in
jedem Falle aus Kanten von drei verschiedenen der unter I be-
schriebenen Octaeder; durch je drei in einem Punkle zusammen-
stossende Kantenstucke des Y- und Z-Tetraeders werden sie zu den
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Doppelpyramiden erginzt. Die Fig. 12 veranschaulicht zwei dieser
Doppelpyramiden, die durch die Ungleichungen

Y,>0,Y%<0,Y,>0,Y,>0,
2, <0, 4,>0, >0, Z,>0
und
Y, =0, Y¥,s0, Y,=0, Y,=0,
L,=0,0,=0,24=0,2,=0
definirt sind. Bei der ersten liegt eine Ecke der Basis, bei der
zweiten das ganze Basisdreieck im Unendlichen.

Fig. 12.

Die Dreiecke mit reellen Cosinus, aber rein imaginiren Sinus
der Seiten und Winkel, zu denen wir hier gelangt sind, sind bis
jetzt kaum jemals betrachtet worden. Es war bisher wohl noch kein
Problem der construirenden Geometrie auf der Kugelfliche bekannt,
das zu ihrer Einfuhrung gendthigt hitte. — Spiter (in § 13) werden
wir eine Construction der ebenen Geometrie kennen lernen, die gerade
zu diesen Dreiecken in einer einfachen Beziehung steht, und sie
gewissermassen zu realisiren erlaubt.

§ 10.
Fortsetzung: Die Abbildung der Dreiecke mit reellen Seiten und Winkeln.

Wir wollen jetzt die Ueberlegungen des vorigen Paragraphen,
soweit sie sich auf sphirische Dreiecke mit reellen Seiten und Winkeln
beziehen, noch etwas weiter ausdehnen, um so eine deutliche Yor-
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stellung vom Zusammenhang der dreifach ausgedehnten Mannigfaltig-
keit zu gewinnen, die von diesen Dreiecken gebildet wird. — Zunichst
mogen wir eine Thatsache hervorheben, die bereits durch die in § 9
angestellte Betrachtung begriindet ist:

Den in § 3 des ersten Abschniltes beschriebenen Grenzdreiecken
enisprechen die Grenzflichen der vier Octaeder; und zwar entsprechen
den Dreiecken, deren Ecken in einem griossten Kreise liegen, Punkte
auf den Flichen des Y-Tetraeders, und den Dreiecken, deren Seiten
dasselbe Paar von Gegenpunkten der Kugel enthalten, Punkte auf den
Flichen des Z-Tetraeders.

Betrachten wir jetzt einen Punkt im Inneren eines der vier
Octaeder und die entsprechenden vier Werthepaare der Quadrat-
wurzeln VY,Y,Y,Y, und VZ,Z,Z,Z,. Dann konnen wir uns, um
die Zuordnung zwischen diesen Werthsystemen und den verschiedenen
Arten sphirischer Dreiecke anschaulich zu machen, einer Vorstellungs-
weise bedienen, ganz dhnlich der, die von Riemans in die Functionen-
lehre eingefithrt worden ist: Wir denken uns das einzelne Raum-
gebiet mit vier »Bldttern« oder »Zweigen« iberdeckt, indem wir jeden
Punkt viermal zihlen, und die einzelnen Blitter den vier Vorzeichen-
verbindungen obiger Wurzeln zuordnen. Aus den vier Octaedern
entstehen so sechzehn verschiedene Raumgebiete; und diese ent-
sprechen, nach der Untersuchung des § 9 (S. 159), den sechzehn in
§ 2 des ersten Abschnittes unterschiedenen Dreiecksgestalten. Wir
konnen daher die einzelnen Blitter ebenfalls durch die Bezeichnungen

(AL, (AA), (A/A), (ACA)

trennen. Nun erkennen wir: Die Grenzflichen der vier Octaeder haben
fir unsere vierfache Raumiiberdeckung die Bedeutung von Uebergangs-
oder Vermweigungsflichen. In den dem Y-Tetraeder angehorigen Flichen-
stiicken hingen nimlich zusammen die Blitler (A A,) und (A,A)),
(A, A,) und (A, A)), und in den Flichenstiicken des Z-Tetraeders hingen
zusammen die Blitter (A,A,) und (A,/A,), (4,A,) und (A/A,). Der
Index » entspricht hier der Bezeichnung [x] des einzelnen Octaeders
(S. 4159 oben).

Dieser Satz ist im Grunde nur eine neue Auffassung einer That-
sache, die wir bereits in § 3 des ersten Abschnittes festgestellt hatten.
Ferner sehen wir: Lings der Octaederkanten hingen alle vier Blatter
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zusammen. — Einem Raumpunkt, der einer dieser Octaederkanten
angehdrt, entspricht ein Dreieck, dessen Seiten und Winkel ganz-
zahlige Vielfache von m sind. Solche Dreiecke enthalten keinen
continuirlich-veridnderlichen Parameter mehr, wihrend der Punkt auf
der Octaederkante thatsichlich noch von einem solchen Parameter
abhingig ist. Die Punkte der Octaederkanten sind also singulire Punkte
unserer Abbildung, in dem Sinne, dass jedem zugehorigen Dreieck oo!
Raumpunkte, und also auch oo' orthogonale Substitutionen enisprechen.
Man kann diese Bemerkung naturlich leicht bestitigen mit Hulfe der
Formeln der §§ 4—6.

Eine besondere Aufmerksamkeit verdienen die zwdlf Punkte,
in denen die vier Octaeder zusammenhingen.

Die Ecken der desmischen Tetraeder der zweiten Reihe sind singu-
lire Punkte der Abbildung in dem Sinne, dass jedem von ihnen (oder
auch der zugehirigen orthogonalen Substitution) oo® verschiedene Drei-
ecke entsprechen. Diese Dreiecke sind identisch mit den in § 3 des
ersten Abschniltes besprochenen Uebergangsdreiecken.

Die folgende Tafel, in der wir der Kirze halber nur vier Fille
aufgezihlt haben, zeigt, wie die 412 Punkte den in I, § 3 (S. 99)
angegeben Dreiecksarten zugeordnet sind:

X, X, X, | X, a | o
1 ] 0 0 0 b3
1| —1 0 0 x| 0 (mod. 27).
0 0 1 1 b4 T
0 0 1 | —1 0 0

Der letzte Satz findet eine wesentliche Ergtinzung in der folgen-
den Bemerkung, die man durch eine kurze Rechnung bestitigt:

Jeder Fortschreitungsrichtung durch einen der genannten zwolf Punkle,
die innerhalb eines der angrenzenden Octaederriume verlduft, entspricht
eines der oo Uebergangsdreiecke, die zu dem Punkte gehiren.

Einer der zwolf Uebergangspunkte entspricht also erst zusammen
mit einer bestimmten Ann#herungsrichtung einem »Punkt« oder einer
»Stelle« unserer Dreiecksmannigfaltigkeit; der Uebergangspunkt ver-
tritt far die Blatter der Raumiiberdeckung, die in den beiden dort
aneinandergehefteten Octaedern [¢) und (k] verlaufen, gewissermaassen
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die Rolle einer Trennungsfliche. Tritt man in bestimmter Richtung
in den genannten Punkt ein, und auf der anderen Seite in derselben
Richtung aus, so setzt sich jedes der Blitter des Octaeders [4] in ein
ganz bestimmtes Blatt des Octaeders (k] fort, entsprechend dem, was
wir in § 3 des ersten Abschnittes gesehen haben (S. 100), und zwar
ist die Art und Weise der i“ortsetzung fur je zwei gegeniiberliegende
Octaederecken dieselbe. Ausgenommen jedoch sind die Fortschrei-
tungsrichtungen, die in die Flichen und Kanten des Y- und des
Z-Tetraeders fallen; diese Mannigfaltigkeiten bilden den »Durch-
schnitt« der Mannigfaltigkeit der Grenzdreiecke mit der Mannigfaltig-
keil der Uebergangsdreiecke; sie vertreten die Stelle von Grenzcurven
und Grenzpunkten. In ihnen hingen zweimal zwei, beziehungsweise
alle vier Blatter der Raumiiberdeckung zusammen. — -

Bei dieser ganzen Betrachtung gelten Dreiecke als dquivalent,
deren Seiten und Winkel sich nur um Vielfache von 27z unter-
scheiden. Die Trennung der eigentlichen und uneigentlichen Dreiecke
spielt daher hier noch keine Rolle. Beschrinken wir uns jetzt auf
die Betrachtung eigentlicher Dreiecke, so kénnen wir versuchen, die

Irrationalitit R = |/ L. 222 93 iy einer #hnlichen Weise geometrisch
2 2 2 g

darzustellen, wie wir eben die Irrationalititen V'Y,Y,Y,Y, und
VZ,2,Z,Z, dargestellt haben. Dies hat keinerlei Schwierigkeit. Man
verfahrt am einfachsten so, dass man jedes der vier Blitter unserer
mehrfach uberdeckten Raumgebiete selbst wieder doppelt nimmt, so
dass der Raum im Inneren der vier Octaeder nunmehr im Ganzen
achtmal iberdeckt wird. Das eine Blatt ordne man den positiven,
das andere den negaliven Werthen von R zu. Man sieht dann so-
fort: Verzweigungsstellen der Irrationalitit R, also Stellen, an denen je
zwei  zusammengehirige Bldlter in einander tibergehen, sind die 2wolf
Ecken der desmischen Tetraeder der zweiten Reihe — also, nach
Obigem, zwdlf von einander vollig getrennte zweifach ausgedehnte
Mannigfaltigkeiten. (Vgl. I, § 6, S. 109 u. ff)

Man kaon endlich noch einen Schritt weitergehen, und bei
stetiger Aenderung der Lage unseres Raumpunktes stetige Aenderung
des zugehorigen Dreiecks verlangen. Wie das Dreieck sich #ndert,
wenn der Raumpunkt sich auf einer vorgeschriebenen Curve

(innerhalb der vier Octaedergebiete) bewegt, und schliesslich in seine
Abhandl. & K. S. Gesellsch. d. Wissensch. XXXIIL 12
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anfingliche Lage zurdckkehrt, kann man dann durch ein Verfahren
erkennen, das der Methode nachgebildet ist, die beim Studium der
Integrale auf einer Riemanw'schen Fliche angewendet wird. Es
besteht in der sogenannten Zerschneidung unserer mehrfach zusammen-
hingenden Mannigfaltigkeit und in ihrer Verwandlung in einé einfach
zusammenhtingende Mannigfaltigkeit. Die Dreiecke, die zusammen-
gehorigen Randpunkten der zerschnittenen Mannigfaltigkeit entsprechen,
gehen dann durch Substitutionen der Gruppe & in einander iber.
Wir begniigen uns mit dieser Andeutung, da der Gegenstand keine
principiellen Schwierigkeiten bietet, die Ausfihrung im Einzelnen
aber ziemlich umstindlich ausfallt. —

Die mitgetheilten Betrachtungen werden eine hinreichend deut-
liche Vorstellung davon geben, wie die Dreiecke mit reellen Seiten
und Winkeln vermtge der Parameter X, Y, Z auf die Punkte eines
dreifach ausgedehnten Raumes bezogen werden. Wir mdogen nur
noch eine Bemerkung ausdricklich hervorheben, die sich auf die
singuldren Punkte der Abbildung bezieht: Die Punkte der sechzehn
Octaederkanten sind die einzigen sinquliren Stellen bei unserer Ab-
bildung der Dreiecke mit reellen Seiten und Winkeln. Man bestitigt
dies sofort durch Betrachtung der Formeln des § 6. Der einem
gegebenen Dreieck zugeordnete Raumpunkt kann, ebenso wie die
zugehorige orthogonale Substitution, nur dann unbestimmt werden,
wenn sowohl die Verhiltnisse der Grossen sin s;, als auch die Ver-
hiltnisse der Grossen sin ¢; unbestimmte Werthe haben. Hieraus
folgt a,, @, = 0 mod. #; man gelangt daher zu den Punkten der
Octaederkanten. Umgekehrt kann einem gegebenen Raumpunkt oder
einer gegebenen orthogonalen Substitution nur dann ein unbestimmtes
Dreieck entsprechen, wenn eine der Grossen @, ax, a@;; den Werth
Null hat. Dies tritt aber nur ein fiir die Schoittpnnkte jener Kanten,
nimlich fir die Eckpunkte der desmischen Tetraeder der zweiten
Reihe. — Umstandlicher gestaltet sich die Untersuchung der singuldren
Elemente unserer Abbildung, wenn man auch die ausserhalb der vier
Octaeder liegenden reellen Raumpunkte, und weiterhin Raumpunkte
mit complexen Coordinaten in Betracht zieht. Dieser Gegenstand
wird besonders dadurch verwickelt, dass die Seiten und Winkel
imagindrer sphirischer Dreiecke unter Umstinden keine bestimmte
Linge haben.
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§ 1.
Die Gruppen G, Gy, Gy, G-

Welch inniger Zusammenhang zwischen der sphirischen Trigono-
metriec und den desmischen Tetraedern und Kuvmmer'schen Configura-
tionen besteht, wird noch deutlicher werden, wenn wir uns nun-
mehr die Frage vorlegen, wie sich die Parameter X; bei den
Substitutionen der Grappe & und der aus ibr durch Erweiterung
entsprungenen Gruppen verhalten, die wir im ersten Abschnitt (§ 7)
durch elementar-geometrische Betrachtungen gewonnen haben. ‘

Die Verhiltnisse der Parameter X; #ndern sich nicht bei den
Substitutionen der Gruppe &, und ebensowenig bei denen der
Gruppe $,. (Vgl. I, §§ 4...7.) Bei den Substitutionen der Gruppe
®,s aber werden sie durch eine mit ®,; holoedrisch-isomorphe Gruppe
von linearen Transformationen unter einander vertauscht. Wir geben
der grosseren Bequemlichkeit halber nicht allein die Aenderungen
der Verhiltnissgrossen X; an, die den erzeugenden Substitutionen
S,, 2, von &, entsprechen, sondern auch noch die daraus herzu-
leitenden Transformationen der Verhiltnissgrossen Y, und Z,.

(1)

XXX | W W W V| %% %]
S 1 X, | X, | X, X, |Y, Y, Y| Y| Z| Z| Z, Z
Sl Xu Xo X} Xz Yo Yl - Y? - Y:; - Z: - Zo Zs Z‘z
Sz X'z Xs Xo Xl Yo P Y1 Y2 - Y:I "‘. Z2 Z.‘i - Zo Zl
& & & & & n—%—n n_% % &—%

(2)
XO' Xl' XQ' X3' | }’0, ’ }vl' Y‘l' ]'l,

N
N
;N~
_'N

d
&
ke
2
hal
=
~
i
=

2 —Xl —Xo X3 X2'—‘Y1 _Yo Y:!
S—X| X—X| X|—Y| Y|—Y,
2’3 - X3 Xz Xl h— ‘X0 - YJ Y2 Yj —
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Man erkcont unmiticlbar die Identitit der von den collinearen
Transformationen (1) und (2) erzeugten Gruppe mit der in § 8 (S. 155,
156) besprochenen Gruppe G,;. Wir koonen daher einen Theil der
bis jetzt gewonnenen Ergebnisse folgendermassen zusammenfassen:

Sieht man ein sphirisches Dreieck als bestimmt an, wenn die
Cosinus seiner Seilen und Winkel gegeben sind, so kann man die
Mannigfaltigkeit aller sphirischen Dreiecke durch eine im Allgemeinen
eindeutig-umkehrbare Zuordnung derart auf die Punkte eines ebenen
dreifach-ausgedehnten Raumes abbilden, dass den sechzehn zu demselben
Dreikant oder Dreiflach gehorigen Nachbardreiecken die Punkte einer
Kummer'schen Configuration entsprechen, und dass ferner den oo® ver-
schiedenen Dreikanten durch diese Abbildung die oc® Kummer'schen
Configurationen mit derselben Gruppe zugeordnet werden.

Die Punkte der Kummer'schen Configurationen vertheilen sich auf
die in § 9 definirten Raumgebiete in der Weise, dass im Falle 1
jedes der vier Octaeder vier Punkte derselben Configuration enthilt,
in den Fallen II, 1II, IV aber in jedes der dann vorhandenen 16 Raum-
gebiete ein einzelner Punkt einer zugehorigen Kummer'schen Con-
figuration zu liegen kommt.

Ferner lehren die Formeln (1) und (2): Der Zerlequng der Gruppe
® in die von den Substitutionen S, bez. > erzeugten Unlergruppen
entspricht die Zerlequng der Gruppe Gy in die Spiegelungen an den
Kantenpaaren des Y- und des Z-Tetraeders'). — Auch die Gruppe der
Spiegelungen an den Kantenpaaren des X-Tetraeders hat eine ein-
fache Bedeutung fiir die sphirische Trigonometrie: Sie entspricht
der in § & des ersten Abschnittes (Nr. 9, S. 104) gelegentlich betrach-
teten Gruppe der vier Substitutionen S, ;. —

1) In der erwiihnten Untersuchung des Verfassers iiber die Gruppe Gygq
(Sitzber. der K. Sichs. Ges. d. W., 1892, S. {22) ist ein anderes System von er-
zeugenden Operationen in den Mittelpunkt gestellt, das der Zerlegung von G4 in
sogenannte Schicbungen der Fundamentalfliche ay, = 0 entspricht. Die dort ge-
brauchten Bezeichnungen hingen mit den hier verwendeten so zusammen: Es ist

(35) = 8§, (81) = S5, (13) = 8,3,
(46) = S, 5, (62) = 8,5, (24) = § 5,
also umgcekehrt :
Sy = (48), Sy = (64), Sy = (23),
= = (36), = = (82), I3 o= (14).
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‘ Von der Gruppe &, kann man in verschiedenen Richtungen zu
umfassenderen Gruppen aufsteigen — einmal zu den mehrfach be-
sprochenen Gruppen ®,, & — daon durch die in § 7 des ersten
Abschnittes vorgenommenen Erweiterungen zu den Gruppen (& und
®,4,. Die zuerst genannten Gruppen lassen sich leicht geometrisch auf-
fassen mit Hulfe der in § 10 behandelten vierfachen und achtfachen
Raumuberdeckung. Wir brauchen hierauf nicht niher einzugehen.
Dagegen wollen wir die Vertauschungen der Parameter X; kurz be-
trachten, die den Substitutionen von &y und &, entsprechen. Man
wird némlich auch in diesen Fillen wieder auf collineare Trans-
formationen des Raumes gefithrt: Die den Gruppen &, und &y, zu-
geordoeten Transformationsgruppen des Raumes sind keine anderen,
als die Gruppen Gy und Gy, dic wir in § 8 (S. 155) kennen gelernt
haben. Betrachten wir also congruente Dreikante oder Dreiflache als
nicht wesentlich verschieden, so kénnen wir sagen: Man kann die Mannig-
faltigkeit der oo® wesentlich verschiedenen Dreikante oder Dreiflache (mit
gegebenem Mittelpunkt im Endlichen) derart auf den ebenen Raum von
drei Dimensionen abbilden, dass einem Raumpunkt ein im Allgemeinen
villig bestimmtes Dreikant oder Dreiflach entspricht, umgekehrt aber
einem gegebenen Dreikant oder Dreiflach 96 solche Raumpunkte zuge-
wiesen werden, deren Inbegriff von der mit den desmischen Tetraedern .
verkniipften Gruppe Gy in sich selbst dibergefithrt wird.

Die Dreikante sind paarweise als Polarfiguren zusammengeordnet.
Die zu einem solchen Paar gehirigen Figuren von je 96 Raumpunkten
entsprechen einander wechselweise in den involutorischen collinearen
Transformationen (Spiegelungen), die durch je einen Eckpunkt des
X-Tetraeders und die gegenitberliegende Fliche bestimmt sind. Ins-
besondere folgt: Die Punkte auf den Flichen des X-Tetraeders ent-
sprechen den Dreikanten, die zu sich selbst polar sind, oder den
spharischen Dreiecken, bei denen die Sinus der Seiten numerisch gleich
sind den Sinus der gegeniiberliegenden Winkel. Den Ecken des
X-Tetraeders entsprechen die Dreiecke mit drei (mod. =) rechten Seiten
und Winkeln, —

Die Gruppen Gy und Gy, enthalten die Gruppe G, als invariante
Untergruppe, wie wir in § 8 gesehen haben. Nehmen wir jetzt an,
dass wir irgend eine Gruppe collinearer Transformationen kennen,
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die die Gruppe G, ebenfalls als invariante Untergruppe enthilt,
ihrerseits aber weder in der Gruppe Gy noch auch in der Gruppe
G, enthalten ist, so werden wir zu einem eigenthimlichen Zusammen-
hang zwischen mehreren verschiedenen Dreikanten gefithrt, den man
fuglich als Verwandtschaft bezeichnen kann. Dreikante wirden also
in diesem Sinne »verwandt« dann zu nennen sein, wenn die ent-
sprechenden Raumpunkte einander durch eine Transformation der
gerade betrachteten Gruppe zugeordnet werden, die nicht schon zu
den bereits von uns behandelten Transformationen gehort. Wir
wollen diesen Gedanken durch ein besonders merkwirdiges Beispiel
erldutern, indem wir die § 8 eingefithrte Gruppe Gy, ins Auge fassen.

Diese definirt offenbar eine Tripelverwandtschaft zwischen Paaren
zu einander polarer Dreikante, indem sie drei Gruppen von je 192
vermioge der Gruppe G, zusammengehtrigen Punkien zu. einer
héheren Einheit von 576 Punkten verschmilzt. Aber die so be-
stimmte Zuordnung l4sst sich von den Dreikanten auf die Dreiecke
selbst dbertragen. Wir mogen némlich bemerken, dass die Gruppe
G eine Untergruppe enthilt, die aus der identischen Transformation
und den folgenden beiden (einander entgegengesetzten) Transforma-
tionen besteht:

2X, = —X,—X,—X,—X;, 2X/ = — X+ X, 4+ X, 4+ X,

2X, = Xx+X—X,—X;, 2X' = —X,+X,— X,—X,,
2X, = X,—X, +X,—X,, 2X, = —X,—X,+ X, + X,
2X3’ —_— Xo——Xl'—'Xz—I_Xs, 2X3” —_— —XO_‘XI_X2+X3'

Das System der Substitutionscoefficienten a,;, geht bei diesen Trans-
formationen dber in zwei neue Systeme a; und @, die aus den-
selben Grossen in anderer Anordnung bestehen:

Qg3 Ggy Qp a3 G33 Gy
(”’) gy, Q33 B3y G335 gy Gyp Qi3 Gy .
Gy3 Gy Gy Gy Gy Gy

(Vgl. den Schluss von § 5.) Das Theorem des § 6 (Formel &, S. 143)
fithrt jetzt zu dem Satz:

Ein durch die Cosinus seiner Seiten und Winkel gegebenes sphiri-
sches Dreieck bestimmt noch zwei weitere Dreiecke, deren Seiten und
Winkel mit denen des erslen durch die Formeln zusammenhingen:
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cos a! — 8% _ 1
* 7 cosa; ~  cos e’
’
! cosa;‘f:f‘-’ﬂ-ﬂ-:~‘r—,
cos a; cos a;
cos a,”. 1
S & = osal T eosap’ ‘
. . (C0S G4 i . .
(8) : @t =1,23).
, ’ oS @' - 1 cos a;"
o, = - =
' - co8 a; cos a;" ’
) cos ) — 1 __ cos q;
1 T T cosay T cosa;’
. __ cosay
COS & = Gosay — cosa;
] 4

Von drei auf diese Art verbundenen Dreiecken mit reellen
Cosinus hat immer eines reelle und ein zweites rein imagintre Seiten
und Winkel, wihrend das dritte entweder reelle Seiten und rein ima-
ginire Winkel oder reelle Winkel und rein imaginire Seiten hat.

Setzt man etwa die zuletzt angegebenen Werthe der Grossen
cos a;, cos ¢; in die Formeln des Cosinussatzes ein, so geht die
erste Gruppe von drei Formeln (Nr. 1, § 1, S. 124) in die zweite
(Nr. 6) iber, aus dieser aber geht eine neue Formelgruppe hervor:

(6) (cos a, . cos a; . COS &, — COS @, . COS @ . COS a)?
= (cos®a, — cos’a,) (cos?a; — cos’as) , u. 5. w.,

die man natirlich auch auf anderem Wege begriinden kann. —

Man kann leicht alle collinearen Transformationen finden, die
die Gruppe G, in sich selbst uberfihren. <Sie bilden die bekannte
Gruppe von 11520 Transformationen, die die 10. Fundamentalfliichen
a;,, = 0 (§ 8, S.157) unter einander vertauscht. Jede hierin enthaltene
Untergruppe, die ihrerseits die Gruppe Gy enthdlt, fiuhrt zu einem
dem letzten Satze shnlichen Theorem. Zu einem einfachen Ergebniss
kommt man noch, wenn man die Untergruppe von 1182 Transfor-
mationen in Betracht zieht, die die Fliche aj, — 0 in Ruhe lisst,
d.i. die Gruppe von collinearen Transformationen, die die sechs Tetra-
eder beider Reihen in allgemeinster Weise vertauscht. Die in dieser
Gruppe enthaltenen involutorischen Transformationen fihren zu invo-
lutorischen Zuordnungen sphirischer Dreiecke.
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§ 12.
Die Halbmesser der Eckenkreise und der Beriihrungskreise des Dreiecks.

Man kann die Verhiltnisse der von uns eingefithrten Grossen
Y; und Z; in einer sehr einfachen Weise an der Kugel selbst geo-
metrisch deuten, wenn man die sphirischen Halbmesser der vier
Berithrungskreise des Dreiecks und die dazu dualistischen Grossen
berechnet.

Wir bezeichnen mit g, die Cotangente des sphirischen Halb-
messers des Kreises!), der die Seiten des Dreiecks gleichartig berithrt,
ndmlich so, dass die positiven Richtungen der Seiten, in den Be-
rihrungspunkten auf den Kreis ibertragen, alle drei den gleichen
Drehungssinn ergeben; und entsprechend nennen wir g, die Cotan-
gente vom sphirischen Halbmesser des Kreises, der die Seiten a,
und a; gleichartig und die Seite a, ungleichartig berihrt, u. s. f.
Ferner nennen wir r,, r,, 1y, r; die zu den Grossen gy, 0;, 02, 03
dualistischen Grossen, also die Cotangenten der sphirischen Halb-
messer der Berithrungskreise des Polardreiecks. Dann ist r, die
goniometrische Tangente des sphirischen Halbmessers des Kreises, der
durch die drei Ecken des gegebenen Dreiecks geht, r; die entsprechende
Grosse fiir den Kreis, der durch die Ecken 2 und 3 und durch den
Gegenpunkt der Ecke 1 hindurchlduft, u.s. w.

Um etwa r, zu berechnen, nennen wir ©; den Innenwinkel an
der Basis des gleichschenkligen Dreiecks, das durch die Seite a; und
einen der beiden Mittelpunkte des Eckenkreises bestimmt wird.
Dann ist '

Wy + W3 =17 '? oy
w3+ o, =mn+ « (mod 2n),
(O + Wy =7 —T-' 223

also o =%F o (mod. =),

folglich .- = ctg 3 -cos @, = -/ sino;. Die Radien der drei
- +

anderen Eckenkreise ergeben sich hieraus durch die in § 4 des

1) Genauer: eines der beiden Kreise, die die im Texte genannte Eigenschaft
haben, und durch die Spiegelung am Mittelpunkt der. Kugel in einander iibergehen.
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ersten Abschnittes definirten Substitutionen S;2;. Es bestehen also
die Gleichungen:

iio = I, sin 6, = I, sin 6, = [, sin g,
A . 1 . 1 .
— = l} sin 6 = - sin 6; = < sing,,
3 - r] [2 L_’
)
1 1 . . 1 .
+ — = —~sina; = l,sin 6, = - sing,,
— Il . 13
| L i . .
+ — = —sin 6, = — sin 6, = I, sin g,
—_ T3 ll l2
+ ry — Q—SI-;%E—‘ = = R Zi — 5
@ ! VY W\, YsV2,2, 2,2 @ = 0,1,2,3).
+9 — .QSiDSi — R.Y‘- .
- P VY V1Yo Yy V4 2 2y 2,

Lisst man nur die oberen (oder nur die unteren) Vorzeichen
gelten, so kann man offenbar in allen Formeln des § 6 die Grossen
Z; durch die Grossen r; und die Grossen Y; durch die Grossen g,
ersetzen. Zwischen den Grdssen r;, o; besteht dann dieselbe Ab-
hingigkeit, d. h. es ist

2rp = —oo+ 01+ 02+ 03, 20
27, 06— 01+ 0+ 03, 20
2, G+ o—eo:t e 20 o+ 1 —r+4r1,
2ry, = @t o+ 0 — 05, 20 rnt+n+rn—rn.
In diesen linearen und homogenen Gleichungen haben wir vier
von den funf unabhingigen Relationen, die zwischen den acht Grossen
r;, o, stattfinden mussen. Die letzte, die weder linear noch homogen
ist, ergibt sich aus der Bemerkung, dass der in den Formeln (2) zu
den Grossen Z;, Y, hinzutretende Factor gleich Eins werden muss,
wenn man Z; durch r; und Y; durch g; ersetzt. Sie lautet also

J (rory + 1ars) (rory =+ 131) (rors = 111y)

= kryrirrs. 00010205

‘ = (0001 1 €205) (0002 + €:01) (0005 + 0102)-
Die hiermit geltste Aufgabe, die Beziehungen zwischen den
Halbmessern der umschriebenen und eingeschriebenen Kreise eines
Dreiecks anzugeben, ist fiur den Fall eines ebenen Dreiecks schon
lange erledigt (StemnER, Ges. Werke, Bd. I, S. 213). Wir werden
spiter, in § 14, die von BopiLLier und Steiner angegebenen Formeln
durch einen Grenzitbergang wiederfinden.

—ry 4y,
ro_rl+r2+r3,

t

(3)

(#)
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Es verdient bemerkt zu werden, dass die durch die Gleichungen
(1) vermittelte Beziehung zwischen den Gréssen r; und sin o; wechsel-
seitig ist: Neben die Gleichungen (2), in die man far P und 77 die
Werthe aus Nr. 5, § 1 (S. 125) eintragen mag, stellen sich als Auf-
losungen, bei Annahme der oberen (oder unteren) Vorzeichen, die
ganz analogen Gleichungen

(8) sing, = —4— sing = —%— (i = 0,1, 2, 3).
) Vroryrars ‘ 0001 €203 ( )

Bemerkenswerth sind auch die hieraus fliessenden Ausdriicke
fur P? und 17%:
i ok

(6) P = -y = .

€0Q1 0203 ToTyT27s

Der Vollstindigkeit halber erwidhnen wir noch eine bekannte
Umformung der Ausdricke (2).

Es ist
2sino, __ 2sinaq . sin g, .
i = sna P’ andrerseits (s. S. 139)
. . U2 . Q3
sin @, . sin o . sin 3
sin 6, = , also (bei eigentlichen Drei-
cos 9—‘
: 2

ecken und bei Annahme der oberen Vorzeichen in (1)):

P.r, = ksin 2. sin 2. sin 22,
(7) ] ] 2
P.r, = Lsin'%—cos%’-cos%, u.s. f.
§ 13.

Kreisvierecke in der Ebene. |

Mehrere der von uns aufgestellten Formeln sind noch einer
zweiten geometrischen Deutung fihig, die an planimetrische Construc-
tionen ankniipft, und die wohl ebenfalls ein gewisses Interesse be-
anspruchen darf.

Wir nehmen zuerst an, dass die Seiten und Winkel des dar-
zustellenden Dreiecks simmtlich zwischen den Grenzen 0 und =
liegen, dass es also zum Typus (4,A,) gehort (I. Abschnitt, § 2).

Legen wir die Winkel 2s;, deren Summe 27 ist, in beliebiger
Reibhenfolge an einander, . beschreiben wir um den gemeinsamen
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Scheitel einen Kreis, und bringen wir diesen mit den vier Winkel-
schenkeln zum Durchschnitt, so entsteht ein Kreisviereck, dessen
Seiten sich verhalten wie die Grossen Y, (§ 6, Formel 7, S.144). Ebenso
entsteht ein Kreisviereck, dessen Seiten den Grossen Z; proportional
sind, wenn wir die entsprechende Construction mit den Winkeln
2 o; ausfithren. Wir wollen nun die Halbmesser der benutzten Kreise
insbesondere so wihlen, dass zwischen den Seiten der beiden Kreis-
vierecke dieselben linearen Gleichungen bestehen, wie zwischen den
Grossen Y;, Z,. Dann wird es, wo es nur auf die Verhiltnisse der
genannten Grdssen ankommt, erlaubt sein, die Seiten der beiden
Vierecke mit jenen Grossen selbst zu identificiren.

Die beiden so construirten Kreisvierecke nun geben uns ein
treues Bild der Eigenschaften des sphirischen Dreiecks; sie erlauben
nimlich, den wichtigsten unserer analytischen Ausdriicke eine ein-
fache geometrische Deutung unterzulegen.

Zunichst finden wir in unseren Vierecken nicht nur die Winkel
28;, 20;,, sondern auch die Seiten und Winkel des sphirischen
Dreiecks selbst unmittelbar vor. (S. Fig. 13.) Die Formeln (&) des

Fig. 43.

§ 6 reduciren sich daher jetzt auf einen bekannten Lehrsatz der
Elementargeometrie: )
Y24 12— 12— 12

2 (Yo 11+ 12Yy) ’
22+ 22—, — I?

2224y + 1)

l cos 6, =

[0

l cos a; —
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Die Irrationalititen VZ,Z,Z,Z, und VY,Y,Y,Y, werden gleich
den Flicheninhalten J, und J, der beiden Vierecke:

@) J, = VBB, 07, J, = VT,Y,N,Y,1).

Bezeichnet man ferner die Diagonalen des ersten Vierecks, deren
es, bei verschiedener Anordnung der Seiten, offenbar drei verschie-
dene gibt, mit d,, d,, d;, wie in der Figur angedeutet, so hat man
nach dem Ptolemiischen Lehrsatz z. B.

(3) bd, = VY, + LY, = 4.

Dieselben Ausdricke aber ergeben sich fur die Producte der Diago-
nalen des zweiten Vierecks.

Die beiden zusammengehirigen Kreisvierecke haben also gleiche
Diagonalen:

2R 2R 2R
(4) dlzms dz”——;l;z, d:;:&;'

Hierauf griindet sich eine elegante constructive Losung der
Aufgabe : Die Winkel eines Dreiecks zu finden, dessen Seiten gegeben
sind (oder umgekehrt): Man construire zuerst, in beliebigem Grossen-
verhiltniss, das erste Viereck, hierauf mit Hulfe der bekannten Dia-
gonalen und Seiten das zweite; aus diesem konnen die Winkel o,
oder auch die gesuchten Winkel «,, «,, «; selbst abgelesen werden.
— Auch der Sinussatz reducirt sich auf einen elementaren Satz der
Planimetrie :

(5) 2J, = dydy sin @, = d,d, sin a, = d,d, sin a;,

2J, = dyd, sin ¢, = dyd, sin ¢y = d,d, sin a3,
(6) P:11=J,:J,
(1) sin @, : sin @, : sin @; — 8in «, : Sin «, : Sin «,
= d,:d,: d,.

Ferner gelten, wenn wir mit v, und v, die Halbmesser der beiden
Kreise bezeichnen, denen die Vierecke eingeschrieben sind, die be-
kannten Formeln ,

(8) . by Jd, =k, . J, =ddd; = R. —

1) Wegen der benutzten elementargeometrischen Siitze vergleiche man etwa
BaL1zER, Elemente der Mathematik, Bd. II, Viertes Buch, § 14 (5. Auflage) oder
ScaLomicn, Geometrie des Maasses (Planimetric Nr. 28) oder Sermer, Trigono-
métrie p. {23.
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Diese Formeln beziehen sich zunichst auf die Annahme, dass
das betrachtete sphirische Dreieck zum Typus (4, A,) gehort (s. oben),
.dass also die Grossen Y; und Z; simmtlich positiv sind oder doch
das gleiche Vorzeichen haben (§ 9, S. 159). Eine von Mosws her-
rihrende Anschauungsweise setzt uns aber in den Stand, die Be-
trachtung auf die ibrigen Fille auszudehnen').

Man denke sich auf dem Umfang eines Kreises vom Halbmesser
v einen Punkt B immerfort in derselben Richtung bewegt, einen
anderen Punkt A festgehalten. B moge im Anfang der Bewegung
mit A zusammenfallen. Dann wird die Sehne AB vom Werthe Null
an wachsen, dann wieder abnehmen, schliesslich nach dem ersten
Umlauf des Punktes B von Neuem die Ltnge Null erreichen. Wir
wollen nun bestimmen, dass die Linge der Sehne bei der weiteren
Fortsetzung der Bewegung zu negativen Werthen itbergehen soll,
dann, nach dem zweiten Umlauf des Punktes B, wieder zu positiven
u. s. f.  Wir gelangen so zu der folgenden Regel: Der Sehne eines
gegebenen Bogens ist das positive oder das negative Vorzeichen
beizulegen, je nachdem der Bogen selbst positiv oder negativ aus-
fallt, wenn man ihn durch Addition eines ganzzahligen Vielfachen
des doppelten Kreisumfangs 4tz auf das Intervall von — 2vm bis
-+ 2rn reducirt.

Wir wenden jetzt diese Bestimmung auf unser Kreisviereck an,
indem wir das urspriinglich benutzte Dreieck etwa der Substitution

S, unterwerfen:
’ ! ’
4y = a,, a, a, + m, a; a; + m,

! 1 ’
o = 2% + «;, «g = — «y, ¢y

I
I

— 3.

Die Grossen 2s;, 26, nehmen hierbei die neuen Werthe an:
28, — 2w, 25,4 27, 28, 28;; 20y, 20, — &7, 20,4 27, 20, 2.

Construiren wir nun die zugehorigen Kreisvierecke, so unter-
scheiden sich diese in ihrer Gestalt gar nicht von den zuvor gefun-
denen; aber die Ecken sind jetzt in anderer Weise durch Kreisbogen
verbunden, nimlich so, wie es in Fig. 14 (S.178)angedeutet ist; zugleich
ist die Bezeichnung der Seiten im Viereck (Z) eine andere geworden.
Wenden wir die Mosws’sche Regel an, so finden wir, dass jetzt ent-
weder den Seiten Y, Y/, Z/, Z, oder den Seiten Y,, Y, Z, Z,

1) Moeius, Ges. Werke, Bd. I, S. 408 u. fI., inshesondere S. £08.
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das negative Vorzeichen beigelegt werden muss. Damit haben aber
die Verhiltnisse der Grossen Y;, Z; gerade die Werthinderung er-
fahren, die sie bei der Substitution S, erleiden.

Fig. 14.

Man ubersieht leicht, wie diese Betrachtung fortgesetzt werden
kann: Bei gehoriger Beriicksichtigung des den beiden Umfassungs-
kreisen beizulegenden Drehungssinnes und des Vorzeichens der Dia-
gonalen gelangt man zu einer neuen Auffassung der Gruppén @,6,
®gy, Gy5. Wir diirfen wohl darauf verzichten, den Gédanken bis zu
allen Einzelheiten hin durchzufithren.

Die angegebene Darstellung der sphirischen Dreiecke durch
Kreisvierecke in der Ebene erstreckt sich nicht nur auf die Dreiecke
mit reellen Seiten und Winkeln, sondern auch auf die Fille, in denen
entweder die Seiten oder die Winkel rein imaginir werden; jedoch
ist dann immer nur das eine unserer beiden Vierecke realisirbar.
Ausgeschlossen bleiben dagegen von den in § 9 unterschiedenen
Fillen die unter 1V genannten, die Dreiecke mit rein imagindren
Seiten und Winkeln. Man kann aber die sphirische Trigonometrie
noch auf eine zweite Art zu den Kreisvierecken in der Ebene in
Beziehung setzen; und hierbei entspricht gerade den zuletzt erwihn-
ten Dreiecken eine vollstindig reelle Figur.

Wir construiren jetzt ein eigentliches und ein itberschlagenes
Kreisviereck mit Seiten, die sich verhalten, wie die Grdssen X;, und
bezeichnen die zugehorigen Winkel mit 9, und &,’. (S. Fig. 185.)
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Dann findet sich

a .
cos 9, =%’ cos &, =f, coS Oy —_—%’:i,

o) * ‘ 2
cos &' = ?11—, cos &, = -02-, cos &y — &,

G32 a3 Qg

Fig. 15.

Die reciproken Werthe der Griassen cos &,, cos &, sind also die
Cosinus der Seiten und Winkel eines sphirischen Dreiecks.
~ Dieses Dreieck hat nothwendig rein imaginire Seiten und Winkel,
wenn beide Vierecke reell sind; ist dagegen nur eines der beiden
Vierecke moglich, so kommt man wieder auf die Fille II und Il des
§ 9 zuriick. Auch bei dieser Deutung der Formeln der sphirischen
Trigonometrie stellen sich mehrere der von uns eingefithrten Aus-
drucke als geometrisch einfach definirte Grossen dar. Fir die Flichen
J und J' der beiden Vierecke z. B. ergeben sich die Werthe

J=V—12,2,2,7,, JS=V-YYVYY,.

Schliesslich kann man diese Betrachtungen noch in der Art
erweitern, dass man alle sechs Kreisvierecke gleichzeitig untersucht,
die durch die drei Grossensysteme X, Y,, Z, definirt werden (aber
freilich niemals gleichzeitig reell sind). Man findet so eine zweile
Herleitung des in § 14 (S. 170, 174) aufgestellten Satzes.

Die drei Paare von Kreisvierecken und die drei zusammen-
gehorigen sphirischen Dreiecke stehen in einer doppelten merkwir-
digen Beziehung: Die reciproken Werthe der Cosinus, die zu den drei
Viereckspaaren gehiren, sind die Cosinus der Seilen und Winkel je
eines der drei Dreiecke; andrerseils kann man die sechs Vierecke auch
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so in drei Paare ordnen, dass die Winkel eines Paares selbst gleich
den Seiten und Winkeln je eines der drei sphirischen Dreiecke werden.

§ 14.
Grenziibergang zum ebenen Dreieck.,

Von unserer Parameterdarstellung der sphirischen Dreiecke aus
kommt man durch einen nicht uninteressanten Grenzitbergang zu einer
dhnlichen Darstellung der ebenen Dreiecke.

Um zum ebenen Dreieck zu gelangen, bedienen wir uns einer
Grosse 0, deren hohere Potenzen wir gegen die niederen vernach-
lissigen, und mit der wir schliesslich zur Grenze Null iibergehen.
Wir fithren den Grenzibergang nur fir solche Dreiecke durch, deren
Seiten sehr wenig von Null verschieden sind, und setzen dem ent-
sprechend:

M a, = 0.4, ¢, = @ t=1,2,3).

Die Summe der Winkel @ mag im Grenzfalle 0 — 0 gleich 2n
angenommen werden, so dass

6,6,=0, 6,=7m— @&, G = — @y, G =T — @t.

Die Bezeichnungen o; werden also in der ebenen Trigonometrie

iiberflissig; nicht aber die Bezeichnungen s;. Diese wollen wir jedoch
jetzt etwas abindern, indem wir an ihrer Stelle fortan die Grossen

28 = @ + a + g,
(2) 2;§1=—¢i,—|—d2—|—d3,
2= @ — @, + &,
28 = a4 + @, — @,

gebrauchen.

Die Substitution fiir die Parameter Z;, die der Substitution (1)
entspricht, lautet
(3) Zv=0".%,,2,=12,,5,=14,, Z,=1,.

Die Parameter X; vereinigen sich im Grenzfalle mit den Grossen
Y., an deren Stelle jetzt vier linear-abhingige Ausdriicke treten:

270: Zl—l—Z?—‘l—Zs,

2Y1=—Z1+Z2+Z3,
(4) i

2Y2-— ZI—‘Z2+ZH

273'—_— Z‘!"Zz"‘zs-
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Filhrt man nun den angezeigten Grenzitbergang aus, so ent-
stehen die folgenden Formeln, die die Parameterdarstellung der ebenen
Dreiecke durch die Verhtltnisgrossen Z; enthalten:

5 B _h b b N5,
(6) 22—z BBy T§ T
Hieraus folgt einerseits die Proportion
7 .7 .7 .7 _ & & & & o
(6) Zo . Z] . Z2 . Z;, — 'é‘ . ? ° g 2‘ § . § 9

andrerseits die goniometrische Formel
o S % gl O g2 —
ctg 3 ctgg—i—ct,g2 ct.gg—}-ctg2 ctgg_l.

Ferner ergibt sich

1 4:—_]:____ Ll R ey

& ? LLht’ “2 VY, T i,  Vsosisas’
Vy,Y, Y,Y. 727272

(8) sin @ — ;‘L_)"T"’éy_a, Cos @ = -— f’r_zi_ .
27 7 2 7, 1

An Stelle der Irrationalitdt R tritt jetzt das auch im Vorzeichen
bestimmte rationale Product Z, Z,Z,; die die Grossen sin s, ver-
tretenden Grissen s; enthalten daher nur noch die eine Irrationalitit
V4,2,2,7,:

27 - .
(9) = Y, (=0,1,2,3).
V2,2, 12

An Stelle der Deramsre’schen Ausdriicke, oder vielmehr eines
Theiles von ihnen treten die folgenden:

. @y — @, a a; @ a
( sm»’—g—i ctg—é-ctgf——ctg%ct.g§2
. &1 - &2 é} -
sin & 4—ct52 ct52
_m—@ __ B—F
= — = = ,
(10) ) @ —a ) @ &4
275 22 otg -2
cos ) _ l-{_—cl,g2 ctg2 _
R - R
cos 5 clg ) ctg ) -+ cig ) ctg 3
B+ _ hHh+1
- (-i| - Z] ’

endlich ergibt sich aus den L'HuiLier’schen Formeln, wenn
Abbandl. d. K. S. Gesellsch. d. Wissensch. XXXIII 13




182 E. Stupy, Triconomerrie. Asscanirr Il [98

TR T W ——
(11) M=/ 222 _% Vhihh

5 Yy Vizaz
gesetzt wird,
Soog = 2@ h By
(12) 3 By =3 g =, ctgz—M

Die Grundformeln der ebenen Trigonometrie, der Cosinus- und
der Sinussatz, entstehen bekanntlich aus den ebenso benannten Formeln
der sphirischen Trigonometrie durch den nimlichen Grenzitbergang:

(13) a = a + a®+ 24d, a, . cos &, ,
(14) & _ a & _ Viinz
sina@ = sina ~ sinag Vﬁﬁ
Der Ausdruck fur die Fliche F des ebenen Dreiecks ist der
Grenzwerth der Fliche des sphirischen Dreiecks, wenn man als

Radius der Kugel die Grosse 1 nimmt: Lim. 2o _

0 0?
Vizia =/ : k7, e
(4 5) F= 80 8 8283 = §'d2 ds - Sin dl = Z-Z_OZ_;; ' oYleYa )
142
Yon den Quotienten g (s. § 12) haben drei die Grenze co; der

letzte nihert sich dem Halbmesser 7, des dem Dreieck umschriebenen
Kreises:

_ . VITIT
16 = ?’ = 017278 l. 2 :
( ) To 2 sin @, ) V—0?1?273 (VB Nr 4‘) ’

die Quotienten (% dagegen nehmen im Grenzfall simmtlich endliche

Werthe an, und nahern sich den Halbmessern o, der Berithrungs-
kreise des ebenen Dreiecks:

[ - __ = a - 0y = iy

Qo = §-ctg 5 = §-clg 5 = §-clg 5

— — a — @ — (12

(1) O =% clgg = & 1g§’=sz.tg—2ﬁ,
- - a - 0ty — a3

0= 8 1g 5 S-clgg =4 ‘B“z's

- - & - @ = &,
(’3—81'%;—8:48;:.30-0‘3;8

|
<
&
&
N
&
20
< &N
=
=}
=
5
i

i=0,1,23).

>
Sl
Bl
N
NI
NI
NI
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An Stelle der Relationen (3), (4) des § 12 treten also jetzt diese:
O SR
e ' 01 ' e ' @3
Endlich ergeben sich auch noch fiir die Hohen h; des ebenen

Dreiecks, die Grenzwerthe der Quotienten—2 ul (s. §7, S. 150) be-

dJ
merkenswerthe Ausdriicke, nimlich:
= _ & VRN T,
20 hy = b= 2L (1 =1,2,3).

Natiirlich kann man alle diese Formeln auch unmittelbar ent-

wickeln, wenn man die Griossen Z, von vornherein durch die Pro-
portion (6) definirt. —

Unsere Formeln definiren eine Abbildung der Mannigfaltigkeit
aller wesentlich verschiedenen ebenen Dreiecke auf den Raum von
drei Dimensionen, #hnlich der in § 9 behandelten Abbildung der

sphirischen Dreiecke. Am Besten deuten wir jetzt die Grossen 7‘ als

rechtwinklige Cartesische Coordinaten. Die Ebenen Y, = 0 sind (oiaun
die vier Ebenen, die im Anfangspunkte der Coordinaten auf den
Diagonalen eines Wiirfels mit den Ecken - 1 senkrecht stehen und
je sechs Kantenmitten des Wiirfels verbinden. Die acht Ebenen
Z, = 0, Y, = 0 theilen den Raum in 32 Gebiete, deren jedes die
Gestalt eines Tetraeders hat, einer dreikantigen Pyramide mit unend-
lich ferner Basis, deren Scheitel im Anfangspunkt der Coordinaten liegt.

Reelle Werthe der Parameter Z, fihren zu Dreiecken, deren
Seiten und Winkel reell oder rein imagindr sind. Die einzelnen
Fille sind ebenso zu unterscheiden, wie die entsprechenden Fille

in §9:
L Z7%Z,>0, VYTV, >0.
(Dreiecke mit reellen Seiten und Winkeln).

Die zugehorigen Raumpunkte erfilllen das Innere von vier Drei-
kanten, die begrenzt werden von je drei Ebenensticken Y, = 0.

In einem Falle [0] hat man Z;, > 0 (i = 0,1,2,3); die begrenzenden
13¢
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Ebenen sind dann ¥, =0, ¥, =0, ¥, = 0. Die drei anderen
Falle [1], [2], [3] entstehen hieraus durch gleichzeitigen Vorzeichen-

wechsel je zweier der Grossen Z;.

W 7z77z >0, YYYY,<0.
(Dreiecke mit reellen Seiten und rein imagindren Winkeln).

Die Ungleichungen II definiren zwolf verschiedene Raumgebiete,
Dreikante, deren jedes im Endlichen begrenzt wird von zwei Coor-
dinatenebenen und einer der Ebenen Y, = 0. Diese Dreikante uiber-
decken die Flichen der unter I genannten Dreikante vollstindig.

Aus jedem der unter I und II vorkommenden Dreiecke geht
ein neues hervor durch Multiplication der Seiten mit ¥ —4. Diese
Operation entspricht offenbar der Spiegelung am Anfangspunkt der
Coordinaten. Wir haben daher nicht n&thig, die Fille

n 2%22z,2,<o, YYYY, >0 und
V. ZEEZ4,<0, VT, <o
noch besonders zu besprechen.

Fig. 16.

Die Figur 16 wird eine deutliche Vorstellung geben von der
Lage der 32 Raumgebiete. Es ist die Ansicht eines Cubo-Octaeders
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gezeichnet, aus dessen quadratischen Flichen die Coordinatenebenen
die Diagonalen ausscheiden. Die Kanten werden aus dem Mittel-
punkt durch dic Ebenen Y, — 0 projicirt. In jedes der durch die
genannten Ebenen abgegrenzten Ficher ist die zugehorige Bezeich-
nung I, 1, III oder IV eingetragen.

Betrachten wir etwas genauer "die Abbildung der reellen Drei-
ecke auf die Punkte in den unter I genannlen Raumgebieten [0],
(1), [2], (3]. Wir denken uns jedes dieser Gebiete mit vier Blittern
iberdeckt, die den Vorzeichen der Quadratwurzeln aus Z,Z, Z,Z, und
Y,Y,Y,Y, entsprechen, und wie folgt bezeichnet werden mogen:

(B,B.):VZ,2,2,2, >0, VYYYY >0;
(B.B.):VZ,2,2,Z, >0, VYYYY, <O0;
(B,B,):VZ,2,2,Z, <0, VYYY,Y, >0;
B,B):VZ1.5.2, <0, VIF Ty, <O.

Man erkennt unmittelbar, dass diese Unterscheidung der in § 8
des ersten Abschnitts getroffenen Unterscheidung entspricht: Jedes
unserer Raumgebiete, deren Zahl nunmehr auf 16 angewachsen ist,
enthilt Dreiecke einer bestimmten der dort auseinandergehaltenen
Gestalten. (Vgl. auch II, § 10, S. 159.)

Der Zusammenhang der einzelnen Blitter wird vermittelt durch
die Grenz-Flichen, -Kanten und -Punkte der Tetraeder [0], [1], [2],
(3], und zwar ist die Art des Zusammenhangs dieselbe, die wir
bereits in § 8 des ersten Abschnittes kennen gelernt haben. Die
Punkte der Grenzflichen Y, = 0, deren es & . 3 . 2 verschiedene
gibt, entsprechen den Grenzdreiecken erster Art; die Punkte der in
der unendlich fernen Ebene gelegenen Begrenzungsflichen, deren
4 . 2 vorhanden sind, entsprechen den Grenzdreiecken zweiter Art,
den unendlich kleinen Dreiecken. Die Grenzdreiecke dritter Art, die
unendlich grossen Dreiecke, haben als Aequivalent einen singuliren
Punkt der Abbildung, den Anfangspunkt der Coordinaten: Jeder von
diesem Punkt ausgehenden Fortschreitungsrichtung, die sich in eines
der Gebiete I hineinerstreckt, entspricht ein unendlich grosses Dreieck
von bestimmter Gestalt; oder vielmehr, es entsprechen ihr zwei solche
Dreiecke, die den Uebergang zwischen je zwei Blittern unserer
Raumiberdeckung nach dem Schema
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(BB, < (B/B,), (B.B,)<~— (B/B,)
vermitteln. Wie man sieht, kann man von den Grenzdreiecken erster
Art weitergehen zu den Dreiecken mit reellen Seiten und rein
imagindren Winkeln, und von den Grenzdreiecken zweiter und dritter
Art zu den Dreiecken mit reellen Winkeln und rein imagintiren
Seiten. (Vgl. S. 120.) '

Den 6.4 Schaaren von oo? Uebergangsdreiecken crster Art ent-
sprechen die sechs Punkte der unendlich fernen Ebene, in denen die
vier Gebiete [0], [1], [2], [3] ancinanderstossen; den 6 .4 Schaaren
von Uebergangsdreiecken zweiter Art dagegen entsprechen sechs
Raumpunkte, die auf den Schnittlinien der Ebenen Y, = 0 liegen
und dem Anfangspunkt der Coordinaten unendlich benachbart sind.
Dieser Punkt ist also fir unsere Abbildung eine singulire Stelle
hoherer Art.

Ausser den bereits genannten sind singulire Stellen unserer
Abbildung auch die ibrigen Punkte der Kanten der vier Tetraeder
(0], (1], [2), [38). Das sind erstens die Schnittlinien der Ebenen
Y; = 0 mit der unendlich fernen Ebene Z, — 0. Diesen oo' Punk-
ten entsprechen nur oo’ Dreiecke, nimlich solche, deren Ecken in
denselben Punkt und deren Seiten auf dieselbe Gerade fallen. In
doppeltem Sinne singulir sind die Punkte auf den Schnittlinien ¥; = 0,
Y, = 0. Jedem solchen Punkt entsprechen co! Dreiecke, die gleich-
zeitig Uebergangsdreiecke erster und zweiter Art sind, und zwar
allen Punkten auf derselben Kante die nimlichen Dreiecke. —

Fragen wir schliesslich noch, wie sich die Parameter Z; ver-
halten bei den Substitutionen der auf Seite 122 definirten erweiler-
ten Gruppe. Sie @ndern sich nicht bei der Substitution ¥ (S. 118),
und ebensowenig bei gleichzeitigem Vorzeichenwechsel simmtlicher
Seiten. Es entsteht daher eine Gruppe von nur 24 collinearen
Transformationen, bestehend aus den Vertauschungen der Gréssen Z,,
Z,, Z,, und den Vorzeichenwechseln zweier von ihnen. Dies ist eine
wohlbekannte Gruppe, die sogenannte erweiterle Tetraedergruppe').
Versteht man unter einer »Umlegung« eine Transformation des Raumes,
bei der jede Figur in eine symmetrisch-gleiche iibergeht, so kann

1) F. KLEn, Vorlesungen iiber das Icosaeder (Leipzig, 1884) I, § 14 (S. 23).
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die genannte Gruppe definirt werden als der Inbegriff aller Be-
wegungen und Umlegungen, die ein regelmissiges Tetraeder mit sich
selbst zur Deckung bringen.

Sieht man ein ebenes Dreieck als bestimmt an, wenn seine
Seiten gegeben sind, und betrachtet man iberdies solche Dreiecke
als nicht wesentlich verschieden, die durch einen Vorzeichenwechsel
aller Seiten in einander ubergehen, so entspricht in unserer Ab-
bildung jedem Raumpunkt ein bestimmtes Dreieck und umgekehrt
(natirlich nur im Allgemeinen; s. oben). Den 6.4 Dreiecken, die
dieselben Ecken haben, entsprechen 24 Raumpunkte, die durch die
erweiterte Tetraedergruppe unter einander vertauscht werden. —

Alle diese Ueberlegungen gestalten sich viel einfacher, wenn
man dhnliche Dreiecke als nicht wesentlich verschieden ansieht. Es
kommen dann nicht die Raumpunkte selbst, sondern nur die geraden
Linien durch den Anfangspunkt in Betracht.

Es ist nicht schwer, die geschilderten Verhiltnisse zu verstehen
als Grenzfille derer, die wir in § 10 beschrieben haben. Die ange-
stellte Betrachtung ist indessen doch wohl nicht uberflussig, da die
Abbildung der Mannigfaltigkeit der reellen ebenen Dreiecke auf den
Punktraum manches Besondere darbietet, auch zum Theil andere und
zwar hohere Singularititen besitzt, als die entsprechende Abbildung
der Mannigfaltigkeit der reellen sphirischen Dreiecke.




1. Abschnitt.

Darstellung orthogonaler Substitutionen und sphéarischer
Dreiecke durch elliptische Functionen.

Bekanntlich hat schon Lacranee die Bemerkung gemacht, dass
die alte Additionsformel (in der Lrcenpre-Jacosrschen Bezeichnung):
cos am (¥ - v) = cos am #%. COs am v
— sin am . sin am v. 4 am (4 4 v)
die grusste Aehnlichkeit hat mit dem Cosinussatz der sphirischen
Trigonometrie. Es ging daraus die Moglichkeit hervor, sphirische
Dreiecke durch elliptische Functionen zweier Argumente darzustellen').

Auf diesen Zusammenhang der elliptischen Functionen mit der
sphirischen Trigonometrie wird durch die im zweiten Abschnitt mit-
getheilte Untersuchung ein neues Licht geworfen; zugleich ergibt
sich eine bedeutende Erweiterung der bekannten Formeln: Es ist
ein #hnliches Theorem vorhanden, das sphirische Dreiecke in mannig-
faltiger Weise durch elliptische Functionen von wier unabhingigen
Argumenten auszudriicken erlaubt, und das den erwihnten Satz als
besonderen Fall enthilt.

Die genannte Verallgemeinerung steht in einem eigenthimlichen
Zusammenhang mit den Jacosr'schen und WeierstRrass'schen Additions-
theoremen der - oder G-Functionen, deren Theorie wir daher in
cinigen Punkten zu erginzen haben werden.

Wir bedienen uns bei dieser Untersuchung des Systems von
Bezeichnungen, das Herr WEeiemstrass in die Wissenschaft eingefithrt

1) S. Durige, Theorie der elliptischen Functionen (3. Aufl. 1878), VIL Ab-
schnitt, und die Literaturangaben bei Exnepen (Ellipt. Funct., 2. Aufl,, v. F. MiLLER,
1889) S. 559, wozu noch GreenHiLL, Applications of Elliptic funclions kommt
(London, 1892, Chap. IV). — Der im Texte gebrauchte, etwas unbestimmte Aus-
druck wird durch die folgende Untersuchung erkliirt werden.
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hat. Dieses empfiehlt sich dem d#lteren Bezeichnungssystem gegen-
ilber fir uns schon dadurch, dass es den Dualismus zwischen einem
sphirischen Dreieck und seinem Polardreieck klar zum Ausdruck
bringt; es ist aber auch sonst, im Grossen und Ganzen, fiir unseren
Gegenstand vortrefflich geeignet. Im Einzelnen werden wir uns
allerdings einige Abweichungen von den Festsetzungen des Herrn
WeiersTrass erlauben miissen’).

Nach dem im II. Abschnitt Gesagten kommt es in der Haupt-
sache auf Dasselbe hinaus, ob wir orthogonale Substitutionen oder
sphirische Dreiecke durch elliptische Functionen darstellen. Indessen
hingt das sphirische Dreieck doch in einfacherer Weise von der
orthogonalen Substitution ab, als umgekehrt die Substitution vom
Dreieck. Wir werden daher in der Folge meistens nur von ortho-
gonalen Substitutionen reden. —

Wir stellen zunichst einige Hiilfssitze zusammen, die sich auf
die hiufig wiederkehrende Aufgabe beziehen, die G-Functionen des
. um eine halbe Periode vermehrten Argumentes durch die urspriing-
lichen Functionen G, G,, G,, G, auszudriicken. Die zu diesem Zweck
entwickelten bekannten Formeln?) sind insofern nicht ganz zweck-
missig, als sie die Symmetrie zwischen den drei Functionen G,, G,, G,

1) Dem Verfasser ist es wohl bewusst, wie gewichtige Bedenken einem
solchen Verfahren entgegenstehen, namentlich in einer Theorie, in der ohnehin an
den verschiedenartigsten Bezeichnungen kein Mangel ist; indessen erschien die Ab-
inderung im Interesse der Sache dringend geboten. — Bei der Wahl der im Texte
verwendeten Bezeichnungen ist der leitende Gedanke der gewesen, moglichst viele
gleichartige Formeln (solche Formeln, die eine Gruppe bilden) in einem einzigen
Ausdruck zusammenzufassen, soweit es ohne Zerstorung der Uebersichtlichkeit miglich
schien. Es handelt sich dabei iibrigens nur um die consequente Durchfiihrung der
WEeIERsTRASS’schen Bezeichnungsweise. Dass Herr WEIERSTRASS selbst den folge-
rechten Ausbau seines Bezeichnungssystems unlerlassen hat, ist nach Ansicht des
Verfassers sehr zu bedauern. Der Vortheil, den die Beibehaltung der historisch
iberlieferten Bezeichnungen bietet, wiegt die dadurch hervorgerufenen Uebelstinde
schwerlich auf.

2) H. A. Scawarz, Formeln und Lehrsitze zum Gebrauche der elliptischen
Functionen (Berlin, Reimer. Erschienen sind z. Z. die Bogen {—1{2, Art. 1—60)
Art. 24 —23. Havreuen, Traité des fonctions elliptiques (Paris 1886), t. I p. 190—
195. Auch in diesem Werke ist die Symmetrie der Formeln nicht vollstindig
hergestellt.
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aufheben und daher eine Unterscheidung verschiedener Fille noth-
wendig machen, die man vermeiden kann.
Wir setzen, um zu symmetrischen Formeln zu gelangen,

(1) 0, =0, O,=—06 =—o0—0o, o=a0,)

worin o, &, »' die bekannte Bedeutung haben, so dass

() . eyt o4 w0 =0.
Aus den Gleichungen Vpu—e, = % (A =1, 2, 3) ergeben

sich dann (vgl. Scawarz, S. 24) eindeutig bestimmte Werthe fur die
Quadratwurzeln aus den Differenzen der Grossen e,, e;, €5, nidmlich

3)
— - 6'20)1 — e—mw 6&)3 ]/ . 6,( wl _ e—me 6(‘)2
Ve— o= 6w, ~ 6w, 6wy ' 'U T BT Ga,  Guybw; °
_ Gywy e m9Gw, __Giwy e~ mu1Gy
Vs — & = Gy = ~ Gugbu, * VO 4T By = G Buy
——— _ G, e"Guw, ———  Gywz e~ mu0w,
Vo= &= 6 =~ G, > V% 2= B, = Gugu,

Hieraus folgt

Vés_—'—QZim’ Vé,—e;,:iye;,—e,,
Ve, — e, =1 Ve, — e,.
Versteht man daher unter 4, u, » die Zahlen 1, 2, 3 in einer
der drei Folgen (1,2, 3), (2,3,1), (3,1, 2), und unter V" — i die
Grosse — e—17¢, 50 ergibt sich .

Y —i.elne

(5) B = Vev —é. “/el_eu

Den vierten Wurzeln dirfen hier nur solche Werthe beigelegt
werden, deren Quadrate durch die Gleichungen (3) bereits eindeutig
bestimmt sind; auch sind durch eine dieser Grossen die beiden an-
deren eindeutig bestimmt.

Jetzt erhalten wir die fraglichen Transformationsformeln in der
folgenden Gestalt:

(4)

*=1,2,3).

1) Besser noch wiire vielleicht die Annahme w; = 0, W, = ', w3 = —0",
da dann in der Zahlenebene die drei Punkte w;, ws, w; im positiven Drehungs-
sinn auf einander folgen. Doch bietet eine solche Abinderung keinen besonderen
Vortheil. — Der Leser beachte, dass die Grossen 'Ve‘—ek mit den in der
Scuwanz'schen Formelsammlung ebenso bezeichneten Grossen nicht identisch sind.
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(6) L
gi‘_ﬂ ;—!—;_‘c"'ii% —_ + Gw, = Ve _l;' Vea—c —eimwy,
Gl = F Ve, Voo 6m="T = Va—a la—s, ¢nos,
__——6":(:;—; (‘5"’3 = Vei—e o, = V—i V:“_ez edmoy,

G, (u == wy) Voo G A Vo= 4,
i('iz“G "‘u e,—e,00,= V—?V;;T—e;—ei gL

Die Ausdriicke rechter Hand sind, wie gesagt, nur unter der
Voraussetzung giiltig, dass den Zahlen A, u, » eines der Werthsysteme
(1,2, 3), (2,3,1), (3,2, 1) beigelegt wird; dagegen sind die zuerst
angegebenen Ausdrucke einer solchen Beschrénkung nicht unterworfen.
Auch in allen weiterhin zu entwickelnden Formeln kann man den
Grossen A, u, » die Zahlenwerthe 1, 2, 3 in jeder beliebigen Anord-
nung' beilegen.

Manche der aufzustellenden Ausdricke gewinnen ein etwas ein-
facheres Ansehen, wenn man fur die Producte der G-Functionen mit
gewissen Irrationalititen besondere Functionszeichen einfihrt. Wir
setzen, von der WeiersTrass'schen Bezeichnung abweichend,

a) { Qu _::Ml'/e,‘-—e, Ve, —‘e%i/iz-ﬁ——ey. Gu =G .Gu,

Ou=Ve,—e,.Gu, Ou="Ve —e,.G.u, O,u=Ve—e,.Gu.

A, u, » bedeuten hier die Zahlen 1, 2, 3 in einer beliebigen,
aber bestimmten Anordnung. Die noch nicht erklirten Wurzeln sind
definirt durch die Formeln

(8) V 33-32=Vi_i/32—83’ 1‘/31—3321/'.—" €3—¢€, V 32—‘31:]/{" €y—éy,

in denen der Grosse Vi ein und derselbe Werth beizulegen ist.
Fur die so erklirten @-Functionen gelten die Gleichungen
G’ub’v + O u0 + 60,460, 4 6,'u6,>v = 0,
(9) O’uOly — O ubv + 6,260 — 646, = 0,
l o' (0) = 6,(0)0,(0)6,(0),
von denen die beiden ersten (besondere Fille der spiter zu ent-
wickelnden Jacosrschen Formeln) algebraische Folgen der zwischen
den Quadraten der ©-Functionen eines Argumentes bestehenden Identi-
titen sind (die selbst wieder aus jenen durch Specialisirung hervor-
gehen). — Dic Formeln (6) nehmen jetzt die folgende Gestalt an:
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) =+ (V=i) . einmeEne g,u,

O+ o
ag | Glte)=7F (V=i)". eln® e®%. Qu,
0,8+ w)= (V=i .elnuetns g,
6, + w)= (V=i " elmvetn* g,u.
Der Werth des Exponenten ¢ = 4- 1 hingt vom Vorzeichen des

Productes @ (0) == VG ab:
(en—e,) (e, —e1) (€2 —e,) .
(62 —e) (&3 —e) (eg —ey)

Im Allgemeinen ist es bequemer, mit den @-Functionen zu
rechnen, als mit den G-Functionen, wie schon die Vergleichung der
Formeln (10) mit den Formeln (6) zeigt. Dazu kommt der fur die

Anwendungen wichtige Vorzug der ©-Functionen, dass sie in den

—

& —

Argumenten o : o : u gleichmissig homogen sind (vom Grade — —;—),

wihrend die G-Functionen verschiedene Grade aufweisen (1, 0, 0, 0).
Indessen enthalten die @-Functionen Irrationalititen, die der Mehr-
zahl der von uns zu entwickelnden Formeln fremd sind, und daher
aus diesen Formeln thatsichlich wieder herausfallen. — Wir werden
in der Folge beide Functionszeichen neben einander benutzen.

Erwiahnt sei noch, dass man die @-Functionen durch ihre Pro-
ducte mit einer Exponentialgrosse der Form e***" ersetzen kaunn,
ohne den Charakter der folgenden Untersuchung zu 4ndern.

Die vier Producte & (0)™*. 0,u = G~%. 6,u sind eindeutige
homogene Functionen nullten Grades der Grossen o: o' : u.

§ 1.
Die Gruppirung der Weijerstrass'schen und Jacobi'schen Additionstheoreme,

Das Additionstheorem der Weierstrass'schen G-Function lautet be-
kanntlich
G (w4 w) 6 (v — wu)G(uy + uy) G(u, — u) +
() + 6 (e + u) G (¥ — u) 6w, 4 u) G(u, — w) +
+ 64 u) G(u—u) Gu + u) G(u, — u) = 0.
Fithrt wan hier die neuen Bezeichnungen ein')

1) Vgl. Scuwarz, Art. 38. Auch hier war eine kleine Abweichung in der
Bezeichnung um des Folgenden willen nothwendig, oder doch wiinschenswerth.
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4+u=b, u—uy—=—c, htu=—d, h—u =3,
b Fty=0b, v—uy=—¢, uyyt+u=—4d, uy—u —ad,
b F =", v—uyy=—2¢, y+u=—d, 4 —u=ad,
so bestehen die Gleichungen
¢ =—06—b—c—d, 20 =—a+b+c+d,
= a4+b—c—d, W =—a+b—c—d,
() 2= a—b+c—d, 2’ =—a—b+c—d,

2d = e—b—c+d, 2d=—a—b—c+4d,

und die analogen Gleichungen, die aus (2) durch cyclische Ver-
tauschung der Grossen a, @', a” u. s. w. hervorgehen. Die Gleichung
(1) nimmt dann die einfache Form an

(8) GaGbGcGd 4 Ga'Gb'Gc Gd' + Ga'Gb'Gc"Gd" = 0. —

Denkt man sich nun die Grossen a, b, ¢, d um Vielfache von
halben Perioden vermehrt, in der Weise, dass auch a', b, ¢, d und
a’, b", ¢’, &' um Vielfache halber Perioden wachsen, und fithrt man
dann mit Hulfe der Formeln (6) S. 191 die Functionen G,, G,, G, ein,
so erhalten alle drei Glieder denselben Exponentialfactor, und gleich-
zeitig verschwinden in der neuen Formel auch die Irrationalititen.
Es soll sich nun fir uns darum handeln, eine Uebersicht iiber die
Gesammtheit aller so entstehenden Additionstheoreme und itber deren
Gruppirung zu gewinnen. Hierzu fihren die folgenden Bemerkungen:

1) Die Vermehrung einer der Grossen a, b, ¢, d um eine dop-
pelte Periode 4w: #ndert die Gestalt der Relation (3) iberhaupt nicht,
und ebensowenig die Vermehrung zweier verschiedener der Grossen
a, b, ¢, d um dieselbe einfache Periode 2w,. Wir konnen also, fir
unseren Zweck, alle diese Substitutionen als nicht wesentlich ver-
schieden von der identischen Substitution ansehen. — Aus 1) folgt

2) Vermehrt (oder vermindert) man eine der Grossen a, b, ¢, d
um eine einfache Periode 2®,;, so ist der Erfolg derselbe, welche
der vier Grossen a, b, ¢, d man auch gewidhlt haben mdge. Auf
diese Art gehen also aus der Relation (3) im Ganzen nur drei neue
Formeln hervor.

3) Jede der in Rede stehenden Aenderungen lisst sich zusam-
mensetzen aus den unter 1) und 2) genanaten Substitutionen und
ciner Vermehrung der Grdssen a, b, ¢, d um solche Grossen - m,,
deren Sumwe gleich Null ist. Diese aber kann man leicht aufzihlen.
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Es gibt, wenn man die identische Substitution einschliesst, und nicht
nur die unter 1), sondern fiir den Augenblick auch die unter 2)
besprochenen Substitutionen der ldentitit zuordnet, 64 verschiedene
Substitutionen der genannten Art, als deren Vertreter wir die folgen-
den anfithren mogen:
(0, 0, 0, 0) (die identische Substitution)
(w;5 @3, — 0, — ;) (3 verschiedene Substitutionen)
(0, 0, @, —w;) (3.6 = 18 Substitutionen)
(00yy —w,, ©,, —w,) (3.6 = 18 Substitutionen)
(0, w;, w,, ®,) (2% Substitulionen).

Der in Klammer gesetzte Ausdruck gibt in jedem Falle, in leicht
verstindlicher Bezeichnung, die Zuwiichse der Grossen a, b, ¢, d an.

Wir gelangen so zu & .64 — 256 Additionstheoremen, die durch
eine Gruppe von eben so vielen involutorischcn (und also vertausch-
baren) Substitutionen in einander tibergehen.

Diese 256 Formeln theilen wir nun in 16 Familien von je 16,
deren jeder dieselben, alsbald anzugebenden Eigenschaften zukommen.

Eine erste Familie mtge alle die Relationen umfassen, in denen
die zu einem Product verbundenen G-Functionen alle den gleichen
Index haben. Diese Formeln entstehen aus (3) durch Verbindung
der unter 2) besprochenen Substitutionen mit den folgenden:

(0,0,0,0), (0, 05,0 ), (0,0, 0,,0), (0,0, 0,,),
also durch eine von 16 Substitutionen gebildete Unlergruppe g, der
erwihnten Gruppe von 256 Substitutionen,

Aus dieser Familie von 16 Additionstheoremen entsteht sodann
eine neue, wenn man ¢ um o, vermehrt und d um w, vermin-
dert, und demzufolge dieselbe Substitution (0, 0, »;, — w,) auch auf
¢ und d', ¢" und d" anwendet. Die Ausiibung der Substitutionen
(02, @3, 0, 0) oder (w,, ®,, o,, »,) auf das Grossensystem (a, b, c, d)
wiirde zu derselben Formelfamilie fihren. Es entstehen also durch
die genannten Substitutionen, wenn man A = 1, 2, 3 setzt, und dann
die Grossen a, b, ¢, d beliebig vertauscht, im Ganzen nur 3.3 = 9
verschiedene Familien von je 16 Formeln.

Eine weitere Familie entsteht aus der ersten durch die auf die
Grossen a, b, ¢, d auszufihrende Substitution (0, w;, ®,, ®,), oder
auch durch eine der Substitutionen (w;, 0, o,, w,), (0, @,, 0, w,),
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(w,, @, @;, 0). Es gibt demnach % = 6 verschiedene Familien dieser

Art. Die zuerst genannte Substitution (0, w,, w,, ®,) hat dieselbe Art

der Aenderung fir die Grossen @', b', ¢, d’ und a’, b, ¢", d" zur Folge.
Fithrt man nun die besprochenen Substitutionen in der zuletzt

angegebenen Reihenfolge aus, bestimmt man also zuerst die 16 For-

meln der ersten Familie, und leitet dann aus diesen die Formeln der

9 +4 6 ibrigen Familien her, so gelangt man zu dem folgenden Theorem:
Setzt man entweder

L= (e.—e,) (e,—¢) (,—e,)0a GbGcGd=Oa Ob 6¢c Od,
6.1 L = ( u e,)Gla Glb 610 Gld = O;a G;b 010 Old
(6,1) L= (e,—€,)6,06,bG,cG,d=6,a6,06,06,d,
Is = (6,—¢,)6,66,b6,c6,d=6,a6,b 6,c 6,4,
oder
A
Io — (e#—e,)GaGb GACGId:W;(—Oj- Ga BO) 910 de,
1
6.0 L= —(.—e,)6,086,bGcGd = 5,]0) 0,0~ 6,0 0,b 6¢c Od,
? A
Iy — —_— GMQG"bGVCGVd = W .« Oﬂa Opb 6'0 Oyd,
L= 6,06,b6,6,d = o, ()')‘ 6,10] 6,06006,6,d,
oder endlich
A
L — Ga 61b 6”06,(1 = -6)'_(0)—2 . Ga 0;]) GHC G,d,
I = 6,06b6,66,d = . 0,a0b0,00,d,
(6, 1) oo
I = 6,806,6cGd = & R 0.u06b6cHd,
I — 6,0 6I‘b 6106(1 = -(-.),(—0)2 . Q,a @“b 910 ed s

und bezeichnet man mil Yy, V), Vo, V) tund 3, 4y, 32, §s dieselben Func-
tionen der Grissen a',b',c',d und a',b", c',d’, so bestehen die linearen

Gleichungen
h+%+s% =0,
h—%+3=20, (@, 87y = 1,2, 3 in jeder
(7) %o—3« +1 = 0,  beliebigen Reihenfolge; zu-
po—1t +9=0, sammen 16 Gleichungen]

za+‘)ﬂ+61= 0’

oder, in anderer Anordnung,
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btk = —%1+t% = —f—:
(8) o —l. = l)ﬂ_l—l)r:_so—&ﬂ’
L = —%—% = j—f
L—L, = YPp—y = )
oder endlich
—b—h—h—k =20 = — B+ N+ 1+,

bt h—h— =25
o— 8 th— s =
b—h—hti =25

— D%+ n—0—"N,
- —l)o—‘)1+\)2""‘)3a
— Do— 1 — 9+ Vs,

|
20
ot
I

I

—h—h—h—8 = 29 = —p+H+ i+
9) F+h—h—8h =2% = —php+s—h—8
ﬁ h—h+hLh—8h =20 = —p—Hth—,

|
nNo
=
P>

l

Lh—L—hL+hL = = —p—bh—f+

— === =2 = —L+L+ L+,
Dot+h—h—0h =24 = —h+h—L—0h,
—WFh—0 =23 = —HL—nL+L—0%,

Po—h—Y+h =24 = —L—L—L+05L.
Der in den Formeln (6, 1) und (6, 1Il) rechter Hand auftretende,
allen Grossen p;, v, 3 gemeinsame Factor fillt aus den homogenen
Gleichungen (7), (8), (9) heraus und kann daher weggelassen werden.

In diesem Satz sind die Weierstrass’schen Additionstheoreme mit
denen Jacosr's zusammengefasst. Die WEiERsTrAss'schen sind enthalten
in den Formeln (7), die Jacosr'schen gehen aus (8) und (9) hervor,
wenn man etwa die Grossen y; weglisst und nur auf den Zusammen-
hang der Grossen Y, und 3 achtet!). Es liegt auf der Hand, wie

1) Diese Formeln sind als Fundament der Theorie der elliptischen Functionen
hingestellt in der von BorcHARDT ausgearbeiteten Vorlesung Jacosr's (Ges. Werke,
Bd. I, S. 449). Dass die noch elementarere dreigliedrige ©@-Formel dem Scharf-
blick eines Jacosr entgehen konnte, lag an einem Umstand, den man zunichst fiir
sehr geringfiigig halten mochte. Jacosi hatte nidmlich die von uns a’, b’, ... und
a”, b", . .. genanunten Grissen etwas anders bezeichnet, indem er, statt einer Trans-
formation von der Periode drei, eine involutorische Abhingigkeit zwischen zwei
Reihen von vier Grissen benutzte (a. a. 0., S. 505 Nr. 10). Die Einfiihrung der
Grissen a, b, . . ., die ihn sofort zu den viel spiter erst auf anderem Wege von
WEIERsTRASS gefundenen Formeln hitte hinleiten miissen, bot sich daher Jacosr

T —

-
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man von den Formeln Jacosr’s, die hier aus den WEeiersTrass'schen
abgeleitet sind, wieder zu diesen zuriickgelangen kann.

Zu berucksichtigen ist, wie gesagt, dass der Fall I eine einzige,
der Fall I neun, der Fall IlI sechs Formelfamilien vertritt. In jedem
der drei Fille lassen die Gleichungen (7) vier von den zwdlf Func-
tionen y,, 1, 3 linear-unabhiéngig. Da diese vier Functionen aber
nicht nur linear-unabhingig, sondern ginzlich von einander unab-
hingig sind, so umfassen die aufgestellten Gleichungen tberhaupt
alle Relationen, die zwischen den zwdlf Functionen g, v,, 3 be-
stehen !).

Die Uebereinstimmung der Gleichungen (7)...(9) mit den in
§ 5 des zweiten Abschnittes entwickelten Formeln fillt in die Augen.
Man braucht zwischen den Grossensystemen y,, v, 3 und X;, Y, Z
nur etwa folgenden Zusammenhang anzunehmen:

nicht nothwendig dar. Wir haben also den lehrreichen Fall vor uns, dass eine
kleine Aenderung in der Bezeichnung einen wesentlichen Fortschritt nach sich
zieht. —

Uebrigens sind bei Jacosi die Formeln nicht in drei, sondern in fiinf Gruppen
zusammengefasst, indem der bei uns mit II bezeichnete Fall in drei Unterfille
zerlegt ist.

1) Wegen des Zusammenhangs der Jacosrschen und WEIERsTRASS schen
Additionstheoreme (auf den iibrigens auch Herr WEIERsTRASs selbst gelegentlich
hingewiesen hat) vgl. Brior et BououET, Fonctions elliptiques (2™° éd. Paris 1875,
Livre VII); Fa. MEYER, Amtl. Ber. der Strassburger Nalurforscherversammlung, {885,
S. 384; ScmemNER, Crelle’s Journal Bd. 102 (1888), S. 258; KroNEckER, ebenda
S. 260 u. fl.

Dem im Texte hervorgehobenen Theorem sind Baior und BouQuEr nahe ge-
kommen, noch mebr KronEcker. Doch werden von diesen Autoren nur einzelne
Theile des Satzes formulirt. Andrerseils hat Herr CAspary die Beziehung der
Jacopr'schen Formeln (in die nur die Grissen Y und Z eingehen) zu der Figur
zweier in desmischer Lage befindlicher Tetraeder hervorgehoben (Math. Ann.
Bd. 29, S. 581; vgl. auch Bd. 28, S. £93).

Derselbe Verfasser hat auch die seit Jacos1 bekannten Beziehungen zwischen
orthogonalen Substitutionen und elliptischen Functionen genauer zu ergriinden versucht,
ohne jedoch zu einem besonders bemerkenswerthen Ergebniss zu kommen (Bulletin
des Sciences Mathém., sér. IL., vol. 13 (1889), p. 89, Journal de Mathém., sér.
IV, t. 6 (1890) p. 367; vgl. Jaunkg, Zeitschr. f. Math. u. Phys. Jahrg. 1892,
S. 178). Grisseren Werth dagegen scheint mir die auf J-Functionen von zwei
Argumenten beziigliche Abhandlung des Herrn Caspary zu besitzen (Crelle’s J.
Bd. 94 (1883) S. 74). Leider wird die Brauchbarkeit aller dieser Arbeiten da-
durch sehr beeintrichtigt, dass ibr Verfasser Bezeichnungen benutzt, die das
eigentliche Gesetz seiner Formeln nur schwer erkennen lassen.

Abhandl, d. K. 8. Gesellsch. d. Wissensch, XXXIII. 14
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Xo= Lo » Xl"-_- Lo XQ= L, X3= Is »
(1) Yo=—1n, Y= 1, Y= 1n, Y=,
Zo—_—'—&oa Z1='—"619 Zz—':—&za Zy = — 4,

um beide Gleichungssysteme vollstindig in einander uberzufihren.
Es ergibt sich also, bei Auffassung der Grossen p, als homogener
Coordinaten eines Raumpunktes, ganz ungezwungen eine geometrische
Auffassung unserer Formeln, die sie in die innigste Beziehung setzt
zu den desmischen Telraedern, der Kummer'schen Configuration, den
orthogonalen Substitutionen, der sphirischen Trigonomelrie. Allerdings
ist diese geometrische Deutung insofern unvollstindig, als sie nur die
Verhiltnisse der Grossen [, v,, 3 in Betracht zieht; bei den An-
wendungen kommt es indessen meistens gerade auf die Verhdlinisse
der ©-Functionen an.

Will man die Grossen y;, Y, # selbst in #hnlicher Weise
deuten, so wird man einen Raum von vier Dimensionen zu Hilfe
nehmen; man kann dann die Theorie mit den Eigenschaften eines
reguliren Korpers, des sogenannten Vierundzwanzigzells in Verbindung
bringen.

§ 2
Fortsetzung: Das Aequivalent der Gruppe G .

Das Wesen der nachgewiesenen Beziehung zwischen elliptischen
Functionen und orthogonalen Sustitutionen liegt natiirlich nicht darin,
dass man die Substitutionscoefficienten uberhaupt irgendwie durch
elliptische Functionen von vier Parametern darstellen kann — dies
ist eine selbstverstindliche Folge des Ausdrucks jener Grossen durch
die Parameter X; —, sondern es liegt in der besonderen Natur der
Darstellung, ndmlich darin, dass die coordinirten Grossen r,, ), #
ganz dieselben Functionen, und zwar sehr einfache Functionen werden
von Argumenten, die durch lineare Substitutionen aus einander her-
vorgehen. Besondere Beachtung verdient dabei der Umstand, dass
die Gleichungen zwischen den zwdlf Functionen g, 1y, § die nim-
liche Form haben, wie die Gleichungen zwischen den Argumenten.

Die Natur des ganzen Zusammenhangs wird noch deutlicher
durch folgenden Satz:

Die in § 8 des zweiten Abschnittes definirte Gruppe G (die Gruppe
der Kummer'schen Configuration) wird durch die Gleichungen (6) und
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(10) des § 1 in jedem der drei Fille I, II, 111 isomorph bezogen auf
eine gewisse Gruppe §q, von linearen Substilutionen der Grissen a, b, c, d.

Durch dieselben Formeln wird die umfassendere Gruppe Gy, (die
Gruppe der desmischen Telraeder) isomorph bezogen auf eine Gruppe
Qe von linearen Substitutionen der simmilichen Argumente a, b,c,d,
W, Wy, 0y der Functionen G, G,, G,, G;, €, €, €.

Die genannten Gruppen umfassen jedesmal unendlich viele
Substitutionen, woran wir hier dadurch erinnert haben, dass der den
Grad der Gruppe bezeichnende Index in Klammer eingeschlossen
worden ist. In demselben Sinne beziehen sich die Bezeichnungen
Qo> Quey auf die Untergruppen Gy, Gy, der Gruppe Gg,. (11, § 8,
S. 1565.)

Die Definition der Gruppen @, §oss Qusz> 3sie iSt immer eine
andere in jedem der drei Fille I, II, IIl.

Um die in ihnen enthaltenen Substitutionen iibersehen zu kdnnen,
ordnen wir die S. 193 besprochenen Aenderungen der Grossen
a, b, ¢, d, die in allen drei Fillen nur das Hinzutreten eines ge-
meinsamen Factors zu den Grossen I, Y, 3 bewirken, von vorn
herein der Identitit zu. Es sind dies die Vermehrung einer der
Grossen a, b, ¢, d um eine doppelte Periode -+ &6, und die Ver-
mehrung zweier dieser Grissen um dieselbe einfache Periode 4 2.
Ausserdem betrachten wir als von der Identitit nicht verschieden
alle linearen Transformationen der Perioden w, o' (von der Deter-
minante Eins), die die Grissen e, e,, e; einzeln ungeidndert lassen.
Die Gruppe aller linearen Periodentransformationen reducirt sich da-
durch auf eine Gruppe von sechs Transformationen ¢e, die den
Vertauschungen von e,, e,, e; oder. G,, G,, G, entsprechen (Scawarz,
Art. 33, Harpsen p. 260). Wir behandeln nun der Reihe nach die
drei Anpahmen I, II, III

L

Der Identitit sind noch weiter zuzuordnen:

1) Die summtlichen Vertauschungen der Gréossen a, b, c, d.

2) Die gleichzeitige Aenderung des Vorzeichens zweier dieser
Grossen. '

Den erzeugenden Substitutionen S,, S,, §,, X, 3,, 2} der

Gruppe G, oder &, (II. Abschn., § 14, S. 167) entsprechen dann
"“e
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die folgenden Aenderungen der Grossen a, b, ¢, d um halbe Perio-
den 4 a:

Si: (w1 03, 0, 03), 2y (— oy, 0, 0, w),
(1) 8y: (0, 04, 0, 0,), 23 (—o., 0, 0, 0,),

S;: (0, 0,, 0,, 0,), 2 (—oa,, 0o, 0,, 0,).
Dabei ist es im Falle der Substitutionen 3 natiirlich gleichgiltig,
bei welcher der Grossen a, b, ¢, d wir die hinzugefiigte halbe Periode
mit dem negativen Vorzeichen versehen wollen').

Aus der durch (1) definirten Gruppe g,, entsteht sodann die
Gruppe gy, wenn wir die sechs Transformationen der Gruppe g
hinzufugen, die Gruppe g4, wenn wir ausserdem den Vorzeichen-
wechsel einer einzelnen der Grissen «, b, ¢, d zulassen, endlich die
Gruppe g, wenn wir mit den bereits genannten Substitutionen
noch die cyclische Substitution von der Periode 3 verbinden, die
durch die Gleichungen (2) S. 193 definirt ist, und eine cyclische
Vertauschung der drei Grossenreihen g, v,, 3, bewirkt (¢ = 0,1, 2, 3).

II.

In den FKillen II und III treten an Stelle der unter I genannten
Subslitutionen zum Theil andere, die sich aus jenen durch Trans-
formation vermdge der Substitution (0, 0, @,, — ®,), bez. (0, w,,
w,, »,) ergeben. (Vgl. S. 101 Anmerk.) Im Falle II hat man danach
der identischen Substitution zuzuordnen:

1) Die Vertauschung von a und b, die Vertauschung von ¢ und
d, und die Substitution

@G = ¢c— 0w, by =b,¢, = a+ w,,d =d
(sowie alle 2% wesentlich-verschiedenen Verbindungen dieser Sub-
stitutionen).

1) Da die im zweiten Abschnitte durchaus natiirliche Auszeichnung des
X-Tetraeders im gegenwiirligen Zusammenhang nicht mehr gerechtfertigt ist, so
betrachtet man als erzeugende Substitutionen der Gruppe G;g besser noch die in
der Aomerkung auf S. {68 definirten. Die entsprechenden Substitutionen von
9(16) sind:

8325 () + 20,, @), wy, wy),
5:33: (g + 20, @), Wy, wy),

u. s. f., mit cyclischer Vertauschung von 1, 2, 3; 4, u, #.
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2) Den Vorzeichenwechsel von a und b, den von ¢ und d,
sowie die Substitution _

66 = —a, by =0b,¢,= —c+20;,,d, = d (us w).
Die erzeugenden Substitutionen von g, werden dieselben, wie unter
I (Nr. 1); an Stelle der Substitulionen von gy aber treten zum Theil
andere. Man hat namlich jetzt die Substitutionen von 4e, die die
nachfolgenden Vertauschungen von e,, e,, ¢, und G;, G,, G, be-
wirken, mit den daneben aufgefihrten Aenderungen der Grossen
a, b, ¢, d zu verbinden:

Ay p, #):(0, 0,0, 0); (,»,pu):(0,0,0, O),

(u, v,4):(0, 0, 0,,—m,); (@, u,1):(0, 0, 0,, —w,);

vy 4, u):(0, 0, w,, —w,); (4, 4,7):(0,0, 0,,—a,).

1L

1) An Stelle der Vertauschungen der Grossen a, b, ¢, d treten
jetzt die Substitutionen

I
I

g =b—o,, b = a+ta, ¢ c , dy d ;
g = ¢c—a,, b b y C a+o,, = d ;
@66 =d—a,, b =0 s G = C y dy = a—+ o,

&
|

und die daraus zusammenzusetzenden. ‘
2) Aun Stelle der Vorzeichenwechsel zweier der Grossen a, b,
¢, d treten die Substitutionen

@=—a,b=—b+2u0,, c,= ¢ ,dy= d :

@ =—a, b= b y oo =—c+20,, d = d C

@ =—a, b= b , = ¢ y by = — d+ 20,
u. s. f.

Die erzeugenden Substitutionen der Gruppe g, sind wieder
dieselben, wie unter I (Nr. 1); man kann aber, was bemerkt zu
werden verdient, diese Substitutionen jetzt auch so schreiben

a0|b0|00]d0| | a | b || d
(@) S| b|al|d]ec 3 |—b—a| d| ¢
S, | ¢ d | a | b 2y |—ec|—d| a | b
S, | 4 | ¢ b | a | — dl— c|l b a

Die Substitutionen endlich, die die Vertauschungen der Grossen

Ii» I2, I3 nach sich ziehen, lauten jetzt, wenn wir uns einer dhn-
lichen Schreibart, wie unter II bedienen:
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A, u, »): (0,0, 0,0); (A, #,u):(0, 0, @—w);
ey v,2): (0, o,, 0, @); (v, u, 4): (0, —w,, 0, ®,) ;
v, 4, 4):(0, w,, 0,, @); (4, 4,7):(0, o, —a, 0).
Specialisirt man die Formeln (6, IlI) des § 4 dadurch, dass man
e, = e, = — 4e, setzt (vgl. Scawarz, Art. 10, 20, HaLenen p. 289),

"
so kommt man zu den Ausdriicken?)

fo = 2sin a cosb = sin(a 4 b) + sin(a —1b),
(6, 1V) I, = 2cosa sin b = sin (@ + b) — sin (a —b),
’ 2sin ¢ cos d = sin (¢ + d) 4 sin (¢ —d) ,

b4} (
l Is = 2cosc sin d = sin(c + d) —sin (¢ —d),

die dadurch bemerkenswerth sind, dass die zu einem der desmischen
Tetraeder der zweiten Reihe (II, § 8, S. 153, 154) gehorigen Coordi-
naten in die Sinus von vier unabhingigen Argumenten iibergegangen
sind; im Falle ¢, = e, = ¢, = 0 endlich folgt

(6, V) h=2ea 5 =>b,5n=c¢c 1 =d.

Die Gleichungen (7), (8), (9) des § 1 gehen jetzt ohne irgend-
wie thre Form zu dndern, in die linearen Gleichungen zwischen den
Grissen a, b, ¢, d; d, b, ¢, d; d', b, ¢, d iber (vgl. Nr. 2,
§1, S.193). —

Setzt man etwa im Falle I eine der Grossen a, b, ¢, d gleich
Null oder gleich einer halben Periode, so liegt der zugehdrige Raum-
punkt auf einer Fliche des y-Tetraeders; und in #hnlicher Weise
entstehen die Flichen des Y- und des j-Tetraeders durch Speciali-
sirung der Parameter a', U, ¢, d' und a’, 0", ¢’, d’. Halten wir
uns an die Annahme ¢° = 0, und fihren wir, vor dem Ueber-
gang zu dieser Grenze, eine neue Ordinate 3, ein durch die Sub-

stitution Eo = -f-l%’,-, so erfahren die zwischen den Grossen X,, Y,, Z;

(§ 1, Nr. 10, S. 198) bestehenden Relationen die in § 14 des II. Ab-
schnitles angegebene Aenderung. Man kann also mit Hilfe dieses
Grenzitbergangs auch die ebene Trigonometrie zu den elliptischen
Functionen in Beziehung setzen.

1) Wir fahren hier in der Nummernbezeichnung des § 1 fort.
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§ 3.

Darstellung orthogonaler Substitutionen durch G-Functionen
von vier Argumenten. '

Die durch die Formeln Nr. 10 in § 1 definirten Ausdriicke fir
die Coefficienten a, einer orthogonalen Substitution sind ganze
homogene Functionen zweiten Grades einer jeden der Grossenreihen

Oa, 0,8, 6,a, O,a (us. f).

Es ist nun bemerkenswerth, dass sich die Ausdriicke der zehn
Coefficienten ay, @, . . . a3, némlich

8y = 1} = 2y} = 2&2,
() 6y = (1) = 200 — Do) = 2(eds + dod1)»
o = (9 = 2(hgs — dod) = 2(0ls + Lol)>
oy = 2(+3)) = 2(l — Ll) = 20+ %) v.s.w,

durch Einfihrung neuer Argumente an Stelle der Grissen a, a/, . . .
so umformen lassen, dass sie eine noch einfachere Gestalt annehmen,
nimlich ganze homogene Functionen ersten Grades der ©-Functionen
der transformirten Argumente werden.

Die gemeinte Aenderung der Argumente wird bewirkt durch
die Substitutionen

a = c—d = c—d = ¢ —d,
g = —c—d = a4+ b = —a + Vb,
y = —a+4+b=—c—d = o+,
0= o4+b=—d+¥V =—"—4d,
o« = d— b = d—1b = d—b,
@ * f=—d—b= d4c =—da+¢c,
y =—a+c=—d—Vb = a4+,
f= a4+c=—d+c = —d—1V,
« = b—c = V—¢ = b — ¢,
f=—b—c= d+d=—d+d,
7’:—a+d=—-b’-—c'= a'+d",
= a+d=—d4+d=—b—"c.
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Die so definirten zwolf Grossen o . .. d" sind unter einander durch
genau dieselben Gleichungen verbunden, wie die urspringlichen Argu-

u

menle a...d.

Es konnen also auch hier wieder irgend vier derselben Gruppe
angehdrige unter ihnen als unabhingige Parameter betrachtet werden.

Die in Rede stehende Umgestaltung vollzieht sich jetzt mit
Hilfe von Formeln, die aus den Formeln des § 1 durch Speciali-
sirung hervorgehen. Setzen wir nimlich dort zwei der Argumente
a, b, ¢, d gleich Null, so ergeben sich die folgenden speciellen
Additionstheoreme :

(e.— €,)6,uG,v 4 (e, — ,)G,uG,v 4 (e, — ¢,)6,uG,v
= 2(e,—e,)(e,—e;)(e:—¢,) 62:4_-;-_-1: G? “—2- 2,
— (6, — €,)6,uG,v + (e, — €;)G,uG,v 4 (e,— ¢,)5,uG,v

= — 20, —e¢) GFUTY gpu Y

(3) . 2 2
+ (e,.—e,)GuGy + G 4G,v — 6,u6,v
F
= —20.—e) 5" 6200Y,
+ (e, — &,)GuGY + G uG,v + 6,u6,v
_ qutw u—+v
= 20, 3 6,2 3 >
Gub,v + G,uby
. u+t+v u-tv u—v u—2v
= 26 ) 61 ) 6" 2 a, 2 N
6GuG,v — G,uGv
_ u—+v u-!:v U—v _uUu—v
y = 26,‘7 C")',--2 6 -3 61-——2 s
( 6, u6G,v 4+ G,uG,v

u+t+v o utv U—V o u—UV
= 26,°7-6,°-6,"5-6",",
G.u0,v — G,uG,v

:—_'2(3“—3,)61‘;-061“;-06“;061“;}"'

Um die mit Hulfe dieser Identititen aus (1) abzuleitenden Aus-
drucke der Substitutionscoefficienten bequem ibersehen zu konnen,
fubren wir die folgenden Abkiirzungen ein:
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( My, = G0).000560y60

= (e,—e,)%e,—e)*ez—e)? . Ca GB Gy G,

I, = 0,00)*. B, 6,8 6,y 6,0

5 | = = (e.—e)?. 6, G;8 G,y G, 0,
7 = 0,(00,(0)*. O« 08 6,7 6,0

- (ey —e,)(e,—e)(2—e,) .Ca 6 Gy 6,0,

n,, = 6,(0)°6,(0)*. 6, 0,6 6,7 6,6

= (e,—e) (e,—e,) .6,aG.6 G,y G,J,

u. s. w. Die Aufeinanderfolge der Indices, die dem Zeichen 77
angehingt sind, deutet in jedem Falle die Reihenfolge der den
Grossen e, f, y, 0 zuzuorduenden G-Functionen an; 77y, und I/,
endlich sollen die Functionen bedeuten, die aus 7Z,, durch Sub-
stitution der Argumente o, £, 7, ¢ und o', £, ', 0" an Stelle
von a, @, y, 0 hervorgehen.

Am ibersichtlichsten gestaltet sich das Ergebniss der Rechnung
im Falle

Hier ergibt sich nidmlich der Satz:
Die Ausdriicke
”uu + IIW» + II,,,, ’

Hm«w + mea ’ ”W + Ilpl;ul ’ Hruv + le). )

My + M s, o + My, » Mo, + 11, ,

m,, + 1, , n,,+1,,,, I, +1I,
sind, in dieser Anordnung, gleich den Coefficienten ay, @, 6y, ... ay
der durch die Formeln (1) definirten orthogonalen Substitution.

Sie dndern ihre Werthe nicht, wenn man die Producte IIy,,, durch
die Producte II,,, oder durch die Producte II,;,, erselzl.

Die zweite Hilfte dieses Satzes ist natdrlich eine Folge der in
§ 1 mitgetheilten Formeln Jacosr’'s. — Man bemerke, dass die Grossen
@y . . . @y (durch eine einfach-transitive Gruppe) in einander uber-
gefilhrt werden, wenn man einmal die Indices 4, u, », sodann die
Argumente g, y, o0 cyclisch vertauscht.

(6, )

1L

Es wiirde umstindlich sein, wollten wir auch in den Fillen II und
IlI die einzelnen Substitutionscoefficienten auf dem angegebenen Wege
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unmittelbar bestimmen. Wir gelangen schneller zum Ziel, wenn wir
uns erinnern, dass der Fall II aus I hervorgeht durch die auf die
Argumente a, b, ¢, d auszuiibende Substitution (0, 0, o, —,).
Diese Substitution zieht fur unsere drei neuen Argumentreihen die
folgenden Substitutionen nach sich:

(20;, 0, 0, 0], [— o o, @), [—@, —@p, —a;, — ).
Durch dieselben Substitutionen muss auch die neu zu entwerfende
Coefficiententafel aus (6, I) hervorgehen, abgesehen von einem
Exponentialfactor, der fur alle Elemente den nimlichen Werth
— (e,— €,) (e, —e,)e*™*+=d hat,

Es entsteht also jetzt die Coefficiententafel

Goo 5
Gy, G2, Gy
Gy, Gy, an

(6, 1I: (2 —e)(ea—e,); =
l G315, Gy, O3
- sz + Hmmp + H;m
— IToo00 + (ea— ey)zm‘u‘u‘u + (g — ev)zﬂimm
(ea — ey) (ea—e,)
1Moo + (2 — e‘u)2 H;’t‘uyy + (ex — )2 105,,,
(ea — ep) e2—e,) ’

Hmm + Hmm - ”W-a- + My, 1, — I,

- I];mw + vap - — ”Mr + ”10»0 = — 4Lyoou + IIOme
= H;p" + ”:vmn - H;-o- + H:o-o y | — — ddyoop — HOmaO ’

- IIAWAI + Ilpup 11 widk T Hun H;upv + IImrp

= — Ht;rro + H;()ov = — ”;4,1400 + H(')O;m - Hpmv + ”;pvp

= ”;wo + H:OM y | — — H;poo - H(:Opp’ - ”;qu + H:pm ’
”vlvl - Hlvlv Hywp + ”vmw - ”uyp + IIM

= - H,’wpo + ”;uon - 11;4"# + ”:ww = — Iy, + I,

= — H;Opo - H(;po;u = Hpvm + ”:man = 11;0" + H:M .

Den Werth von a, schreibt man; um das Bildungsgesetz her-
vortreten zu lassen, besser ausfithrlich:
By —
- (e,, —¢,)20,6,6,6; + (e — e,,)’GLGP GFGP + (g— e,,)’G,, 6,6,0,
(ea —eu)ler—e,)
= — (6,—¢,)’6¢'68' 6y'Gd' + 6,¢'G,5G,y G + 6,068 6,7 6,0
(eu.—e,)264"64"6y" 60"+ 6,4'6,'6,7'6,d"+ G,&'G,4" 6,76,9"
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Der den simmtlichen Gréssen a, in (6, II) gemeinsame Nenner
fallt heraus, oder genauer, er geht in den Factor —1 iiber, wenn
man in den Definitionsgleichungen der Grossen p; (6, 1I, S. 195)
rechter Hand den allen gemeinsamen Nenner unterdrickt, und statt
der G-Functionen die @-Functionen benutat.

1.

Die auf die Grossen a, b, ¢, d auszuilbende Substitution
(0, w;, w,, w,) zieht fiir die neuen Argumente die folgenden Substitu-
tionen nach sich:

[w). + 20’,.9 Wy Wy “’2], [m[t + 20,, WDyy Oy my], [wv—l- 20, w,, o, w,].

Man erhilt jetzt, durch eine #hnliche Rechnung wie vorhin, die
Coefficiententafel

Qo »
Gy, G2, Gy
6,]":—8—,8,— e,—e =
( ) (» e)( 81)( 2 #) ay, Gy, G

Gy, Gy, Gy
o + (€3 — c")2 e — (ea—¢,)211,,,,
(ea—eu) (e —e,)
oo + (eu —¢,)21,,,, — (ep — ¢)? ITMU
(e,u —e) (ey. —e)
I + (e, — € My — (6, — epw”;t,uyp
(e, —eal(e, — ,u) ’

Ilvvmt - Hmnv - ”0v0v + IIvovO I[ﬂWp + IIO;mO

= — My + = I, + 11y, = 1L, — ,,,
= ”Zwo + ”;ou s | = H;z,a— ”;,u,‘ | — = ”:,mo + ”;oo,u
- ”Ono + IIrOOv ”,moo + [[Opr Ilvprp - [Ipvpv

= 1/ + 1y, = Iy, — I,y = — Myu + 17/
= [Iplpl - lIlp.lp’ - — ]l:)'omt —l— 11;;;009 = ”;010 + 1];101 )

II_quO + IIOyOy . ]Ivy,uv - II#"}‘ - ”00n + Ilnoo

= 1, — ,, = — Iy, + o = ”;'oo + I,
- - [1;;40,‘ + ”;0;&03 == ”1.00). + ”;uo y | = ”;pu— Adpy *

Hierzu ist Aehnliches zu bemerken, wie zu den Formeln unter II.
Der Coefficient a,, lautet ausgeschrieben:
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Gy —
1
- ?:e: (el‘ - 87)26666 + 6}‘6#6#6}4 - 676v6v67§
= — . — &)?6666 + 6,6,6,6, — 6,6,6,G, |
4 , "
—_— e)'—e‘u 3(81 —_— e‘“)26666 + 6;616161 -_ 6“6#6‘,,6‘“3 .

Mit den aufgezihlten 16 Fillen sind die verschiedenen sich
darbietenden Moglichkeiten, aus linearen Verbindungen der Grossen
11, die Coefficienten einer orthogonalen Substitution zusammen-
zusetzen, noch nicht erschopft. Es geht nimlich aus den Formeln
(6, 1) eine dhnliche Coefficiententafel iberhaupt immer dann hervor,
wenn man die Grossen «, 8, 7, 0 einer Substitution der Gruppe I’
- unterwirft, die aus der in § 1 (S. 193, 194) definirten Gruppe durch
Vertauschung der Grossen a, b, ¢, d mit den Grossen e, 8, y, ¢
entspringt. Die Zahl der wesentlich verschiedenen Substitutionen
dieser Gruppe ist, wie gesagt, 256. Es gibt also 256 verschiedene
Coefficiententafeln der angegebenen Art.

Eine Uebersicht uber die Gesammtheit dieser Formeln erhilt
man, wenn man die Gruppe I" oder Iy, wieder in zwei Unter-
gruppen von je 16 Substitutionen zerlegt. Der Identitit sind zuzu-
ordnen die Aenderung einer der Grossen e, 8, 7, 0 um 4w, oder
zweier dieser Grossen um dasselbe Vielfache von 2w,. Als Erzeu-
gende der ersten Untergruppe konnen dann gelten die auf «, g, 7, 0
auszufiihrenden Substitutionen [2,, 0, 0, 0], [0;, o, ©;, ©;] u.s. W.;
als'Erzeugende der zweiten Untergruppe die Substitutionen, bei denen
o ungedndert bleibt, wihrend g, y, & um solche halbe Perioden
wachsen, deren Summe gleich Null ist.

Die erste Untergruppe fithrt zu den bereits aufgestellten Formeln;
durch die zweite gehen aus jeder von diesen noch 15 weitere
Coefficiententafeln hervor.

In jeder der 46 Reihen von je 16 orthogonalen Substitutionen,
die auf solche Art entstehen, gruppiren sich die einzelnen Glieder
wieder nach dem Schema 1 + 9 4 6. Das erste, fur sich allein
stehende, unter einer der Formen I... I begriffene Glied ist in dop-
pelter Hinsicht ausgezeichnet. Erstens algebraisch dadurch, dass in
ihm die Differenzen der Grossen e,, e,, e, rational vorkommen,
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wihrend die ibrigen 18 Coefficiententafeln die Quadratwurzeln jener
Differenzen enthalten; zweitens, im Zusammenhange hiermit, durch
die besonders einfache Vertheilung der zehn Substitutionscoefficienten
auf die in § 1 aufgestellten Formelfamilien (in denen wir uns jetzt
die Grossen a, b, ¢, d durch die Grossen e, 8, y, J ersetzt denken
wollen). Es ist nimlich in den Fillen I...1lI, nicht aber in den
tbrigen 240 Fullen, immer der erste Coefficient a,, der ersten Familie
() entnommen, und die ubrigen neun Coefficienten vertheilen sich
auf die neun Familien des Typus (lI); die sechs Familien des
Typus (ll) kommen in diesen Tafeln uberhaupt nicht vort).

Es ist nicht unsere Absicht, diesen Gegenstand, der mit der
Theorie der den Periodenvierteln entsprechenden Functionen G; nahe
zusammenhéngt, im Einzelnen zu erértern; doch werden wir spiter
(in § 5) wenigstens in einem Specialfalle die 16 orthogonalen Sub-
stitutionen wirklich aufstellen, die aus einem Coefficienlensystem des
Typus Il entspringen. —

Wir haben die in diesem Paragraphen mitgetheilten Sitze aus
den Additionstheoremen Jacosr’'s hergeleitet. Es ist daher wohl nicht
iberflussig, ausdriticklich darauf hinzuweisen, dass das Ergebniss
einen ganz anderen Charakter hat, als jene Formeln. Sieht man
ndmlich von der zweiten Hilfte elwa des unter I ausgesprochenen
Theorems ab, die, wie gesagt, den Jacosr'schen Silzen gegeniiber
nichts Neues bietlet, so gehort der ibrig bleibende Satz eigentlich
gar nicht der Theorie der elliptischen Functionen, sondern der Algebra
an: Die Relationen zwischen den Substitutionscoefficienten a, sind

1) Fir den mit der Theorie der hyperelliptischen Functionen bekannten
Leser braucht nur kurz angedeutet zu werden, wie man die Gruppirung der 256
Formelsysteme durch eine doppelte Charakteristikenbezeichnung darstellen kann.
Das einzelne System wird bezeichnet durch eine Haupt- und eine Nebencharak-
teristik. Die Hauptcharakteristiken unterscheiden die {6 Reihen, die aus den
Tafeln I ... III entspringen. Die erste Reihe erhilt die Charakteristik (135) = (246),
die aus II hervorgehenden Reihen werden den 'neun iibrigen geraden Charakte-
risliken, die aus III entspringenden Reihen den ungeraden Charakteristiken (1) ... (6)
zugeordnet. In jeder Reihe erhiilt das erste, ausgezeichnete Glied die Neben-
charakteristik (135) == (246), u. s. w. — In gleicher Weise hiitten wir auch schon
die 256 WEeIBRsTRASS'schen Additionstheoreme bezeichnen konnen. —

Dem Umstande entsprechend, dass eine gerade Charakteristik ausgezeichnet
ist, verwendet man iibrigens hier besser eine Bezeichnung durch zweimal zwei
Indices (Séchs. Ber. 1892, S. 164).
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algebraische Folgen der zwischen den Quadraten der G-Functionen
bestehenden linearen Gleichungen. —

In den beiden folgenden Paragraphen beschiftigen wir uns mit
einem Specialfall der in den §§ 1 ... 3 entwickelten Theorie, der in
mehrfacher Hinsicht ein besonderes Interesse beanspruchen darf. Um
eine einfache und zusammenhingende Darstellung zu erzielen, werden
wir dabei die Ergebnisse der §§ 2 und 3 nicht voraussetzen, sondern
wir wollen unmittelbar an die Formeln des § 1 ankniipfen.

§ 4.
Die desmische Fliche vierter Ordnung.

Halten wir in den Formeln des § 1 die Perioden 20 und 20’
fest, und betrachten wir nur die Grossen a, b, ¢, d als verinderlich,
so konnen wir durch diese Formeln jeden Raumpunkt darstellen, und
zwar noch auf oo' verschiedene Weisen. Dagegen erhalten wir nur
Punkte einer Fliche, wenn wir etwa b, ¢ und d einander gleich
setzen. Wir werden von den drei wesentlich verschiedenen Flichen,
die aus den Annahmen I, I und Il hervorgehen, hier nur die letzte
und einfachste behandeln, in dem Umfange, wie es fiir unseren
augenblicklichen Zweck wilnschenswerth ist; erwihnt mag jedoch
werden, dass die in den Fillen I und Il entstehenden Flichen von
der zwilften Ordnung sind, und dass die Fliche I dualistisch ist zu
der Fliche III.

Um die durch die genannte Annahme hervorgerufene Speciali-
sirung der coordinirten Parametersysteme in symmetrischer Weise
darzustellen, fithren wir sechs neue Zeichen s;, t, ein'), Grossen, die
durch die folgenden Gleichungen verbunden sind:

(1) 8‘+82+83=0,
L=8—8, L—8—38, L=238 —8.

Die zwischen den Grossen a, b, .. u. s. w. bestehenden Glei-
chungen werden nun befriedigt durch die Annahme

i) Es wird wohl kein Missverstindniss dadurch verursacht werden, dass
im ersten und zweiten Abschnitt die Bezeichnungen s; in einem anderen Sinne
verwendet worden sind.
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b d =8, « =0, p=F=F=—2s,
@) ¢ =4, V=c=d=s, «=0, r=r=r — 2s,,
l d=s, ¢ =0, d=0=0=— 2s,.

Die Gleichungen (6, III) des § 1 gehen jetzt iber in die folgenden:

2 =0(2s) OO, 290 =0(2s) g2, 230 =06(28) g2,
o 21 = 6(28,) 6:;1, 2y, = 6(2s;) gls", 2y = 6(2s,) o 51"
2, = G(2s,) —s‘: 2, = G(2s,) 6”3”*, 2 = G(28,) g“;;
21, = 6(2s,) 2 :: 2, = 6(28,) 6;:’ 24 = G(2s,) 6‘;:

Zwischen diesen Grossen bestehen nach wie vor die Gleichungen
(7), (8), (9) des § 1. Wir wollen sie, abweichend von der bisher
festgehaltenen Annahme, dadurch in Beziehung zu den Untersuchungen
des zweiten Abschnittes setzen, dass wir sie den drei Tetraedern
der zweilen Reihe zuordnen (II, § 8). Die zu den Tetraedern der
»ersten« Reihe gehorigen Coordinaten mogen mit z;, y;, 2, bezeichnet,
und so gewihlt werden, dass zwischen ihnen wieder dieselben linearen
Gleichungen bestehen, die zwischen den Grossen [, Yy, 3, stattfinden.
Dies erreichen wir durch den Ansatz (vgl. § 3, Nr. 2):

o = Ty — Ty = Yo — Y3 — 2y — 23,
I = — & — &y — Yo+ ¥ = — 2+ 2y,
h=— T+ & =—1Yh — Y = %+ 2,
L= T+ =—Y+h=—12—71,
Dy = Ty — & = Ys — Yh = 73 — 24,
() hW=—a —r = Yo+ Yo = — 2 + %,
= =T+ &= —y—y = % + 2,
Dy = T+ T =—Ytth=—12u 2,
Jo = Ty — Ty = Y — Y= 2 — 2y,
=% — = Yo+ ¥ = — % + 2,
h=—TF o= —Yy — 9= zy + 23,
b= T+ Ty = — Yo+ Y3 = — 2, — 2,.

Die so definirten Grdssen #;, y;, 7, werden nun ebenfalls ganz
einfache Producte von G-Functionen. Mit Hulfe der Formeln (4) jn
§ 3 (S. 204) findet man nach kurzer Rechnung:
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z, = — (e, —¢e,) Gs, G;5,.65, 6,8,.Gs, G,8,,
T, = Gs, 0;8,.6,8,0,5,.0,8,0,8,,
T, = 5,8,0,5, .68, §;8,.0,5,6,8,,
T, — 5,510,8,.06,85,0,8,.0s; G,8;,
Yo = — (e, — ;) Gs, G,8,.Gs, G,$,- 08, 6,8y,
(6) Yy = 68y G,$.06,50,8,.0,8,0;s,,
Yy = 6,$,0,8,.6s, G,$,.6,5,05,8,,
Yy = 6,8,0:8,.5,5,0,8,.06s; G,s,.
7y, = — (e, — e,) Gs, G,5,.6s, G,5,.68; G,3,,
2, = Gsy G,8y.5;:8,0,8,.6,80,8,
2y — 5;8,0,5,.08, 0,5,.05;5,0,8,,
Zy = 5:8,6,8) . 6,8,0,8,. 683 6,8;.

Aus den 16 dreigliedrigen linearen Gleichungen, die zwischen
diesen 12 Grossen bestehen, hebt sich jedesmal das Product von
drei G-Functionen heraus. Man gelangt so zu den folgenden, unter
der Voraussetzung # + v + w = 0 bestehenden Additionstheoremen

(1) (e,.—e,)0,uG,vG,w 4 (e,—€,)6,u6,06,w - (e;—e,)6,u606w =0,
(8) 6,u6,v6,w — 6,uG,v6,w 4 (e,—e,)GuGy Gw =0,
9) Gu GvGw + GuGy Gw + GuGwGw =0,

von denen wiederum das erste eine, das zweite neun und das dritte sechs
verschiedene Formeln umfasst. Wir haben diesc Formeln (7), (8), (9)
hier mit abgeinderter Bezeichnung der Argumente angefithrt, weil
wir sie spiter gebrauchen werden. Uebrigens konnen sie aus den
Additionstheoremen des § 1 auch unmittelbar durch geeignete Speciali-
sirungen der Parameter a, b, ¢, d hergeleitet werden.

Die Darstellung der Grossen z, y;, 2, durch die Formeln (6)
liefert ohne Weiteres die Gleichung unserer Fliche. Setzen wir zur
Abkiirzung

1 1
(10) =% G (2s,) G (25,) G(2s,)
so ergibt sich

__6us,6,s — GENGITN
(1) k. x,2, = GGy re-mm=—(,—e) Bt

Die nicht hingeschriebenen.Ausdriicke der tbrigen Producte z;z,
gehen hieraus durch cyclische Vertauschung von 41, 2, 3 hervor;
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ebenso ergeben sich die entsprechenden Producte w7, und 2z,
wenn man A, u, » durch u, », 2 und », 4, u ersetzt. Aus (11)
folgt nun

160* . oz 208, — — (e, — ¢,),
(12) 160°. 4oy poys = — (e, — &),
160 . 2,2, 792, = — (e, — e,),
d. h., es besteht neben der Identitit
(13) ToZ1 By %5 + YoU1YaYs + %%ty = 0
(vgl. Nr. 5, S. 141) noch die identische Gleichung
(14) € . oL oy - €, . Yoy YoYs + €, . 202,232, = 0,

die keine Folge der linearen Gleichungen (7), (8), (9) des § 4 ist, und
(so lange die Grosse G (S. 194, Nr. 7) nicht verschwindet) die Punkte
einer irreduciblen Fliche des Raumes definirt. Es ist dies die aus
den Untersuchungen mehrerer Geometer bekannte sogenannte des-
mische Fliche vierter Ordnung, zwiolfter Classe, die Reciproke der
Krimmungsmittelpunktsfliche einer Fliche zweiten Grades') (der zu
Eingang des § erwihnten Fliche I).

Es ist hier nicht der geeignete Ort fir eine eingehende Unter-
suchung dieser merkwirdigen Fliche 4. O. Immerhin wird es nitz-
lich sein, ihre Darstellung durch die Parameter s,, s,, 83 noch durch
wenige Worte zu erldutern.

Die Fliche (14) gehort einem ganzen Biischel von desmischen
Flichen &. O. an, einem Flichenbiischel, dessen Besonderheit darin
besteht, dass es drei in Ebenenquadrupel zerfallende Flichen enthilt.
Die Fliche enthdlt daher 16 gerade Linien, die Schnittlinien von je
drei Tetraederflichen (II. Abschn. § 8). Die zwolf Schnittpunkte
dieser Geraden, die Ecken der desmischen Tetraeder der zweiten
Reihe, sind Knotenpunkte unserer Fliche. Zu ihnen gehdren unbe-
stimmte Werthe der Parameter s,, s,, s,. Es werden nimlich die

1) Stanw, Crelle’s Journal Bd. 4014, S. 78 (1887); Warscn, Acta Leopoldina
4888. HumBERT, Journal de Mathématiques 1891 p. 353. Von diesen sehr
interessanten Abhandlungen enthiilt die zuletzt genannte die Parameterdarstellung:

. Gt Gt Oyt Gyt
IO:!l:I'Z'I:l:G‘S-G—lS.@.G—ss'
Herr HumserT hat allein auf diese Formel, mit grossem geometrischem Geschick,
eine umfassende Theorie der Fliche gegriindet.
Ablandl. d. K. 8. Gesellach. d. Wissensch. XXXHI. 45
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Ecken des y-Tetraeders erhalten, wenn wir, unler & eine halbe
Periode verstehend, der Reihe nach

s =2a 8 =26+ w,,

s =20+ o0, s, =20+ 0,
selzen, bei unbestimmt gelassenen Werthen von ¢,. Im ersten Falle
8, = 2@ z. B. entspricht den modd. 4w, 4w verschiedenen, in der
Form 4 ¢, 4+ 26 enthaltenen Werthsystemen je eine (von der Wahl
des Vorzeichens unabhingige) Fortschreitungsrichtung durch den Dop-
pelpunkt 1, =1, = 13 = 0; den vier Geraden durch den Doppel-
punkt, lings deren die Fliche von dem Tangentialkegel des Doppel-
punktes berithrt wird, entsprechen insbesondere die Parametersysteme

th=2d, 26 + 20,, 26 + 20,, 26 4+ 20, (nodd. ko, bao).

Den oo' Punkten der 16 auf der Fliche verlaufenden geraden
Linien entsprechen also nur discrete Werthsysteme der Parameter
84, S5, 8: Systeme von drei halben Perioden, deren Summe gleich
Null ist.

Nimmt man diesen Fall aus, so enlispricht jedem System von
drei Grossen s,, s,, 8;, deren Summe den Werth Null hat, ein be-
stimmter Flichenpunkt.

Umgekehrt entspricht vermoge der Formeln (2) und (3) einem
gegebenen Flichenpunkt (abgesehen von den Knotenpunkten) ein
»bestimmtes« Parametersystem, sofern man die folgenden Substitu-
tionen als von der Identitdt nicht verschieden betrachtet:

1) Die Vermehrung von s,, s,, s, um solche Vielfache 26 ein-
facher Perioden, deren Summe = 0 ist,

2) Den gleichzeitigen Vorzeichenwechsel aller drei Grossen
8y, 83, 83.%)

Besondere Aufmerksamkeit zieht das Coordinatensystem auf
unserer Fliche auf sich, das von den Curven s, = const., ¢, = consl.
gebildet wird. Wir wirden uns indessen zu weil von unserem eigent-

(modd. 4w, 4o

{) Definirt man die desmische Fliche nicht durch die Formeln (3), sondern
etwa durch das erste der drei Formelsysteme (6), so kann man an Stelle der
Gleichung s, + sy 4 s; — 0 die Congruenz s; - s3 + s3 = 0 (mod. 2w, 2w')
setzen. Man hat dann eine umfassendere Gruppe von Aenderungen der identischen
Substitution zuzuordnen. Hierdurch wird aber der einfache Zusammenhang zwi-
schen den Grossen ¥y, %;, 3, ®;, y;, 3; zerstort. Es ist daher zweckmissiger,

1]
nur solche Systeme von drei Parametern zu benutzen, deren Summe gleich Null ist.
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lichen Gegenstande entfernen, wollten wir den merkwirdigen Eigen-
schaften dieser Curven eine eingehende Untersuchung widmen. Wir
haben dazu um so weniger Veranlassung, als Herr Humserr bereits,
auf dhnlicher Grundlage, eine solche Untersuchung geliefert hat, auf
die wir hier verweisen konnen. Bemerkt sei jedoch, dass die von
Herrn Humeert gefithrten Beweise sich zum Theil betrichtlich abkirzen
lassen. Herrn Humsert ist ndmlich der durch den Jacosrschen Fun-
damentalsatz gegebene Zusammenhang zwischen den drei Parameter-
darstellungen (3) entgangen; er musste daher die von ihm gefun-
denen schonen Sitze auf eine umstindlichere Weise begriinden, als
es mit den uns zu Gebote stehenden Hulfsmitteln méglich ist. —

Geht man zur Grenze e, — ¢, = 0 tiber, so verwandelt sich
das Biischel von desmischen Flichen &. O. in das Flichenbiischel
(1 5) Z(,ZZZ; -_— 402 70?17273 = 0,
wobei die Grossen Z;, Y, die in § 14 des II. Abschnittes (S. 180)
erklirte Bedeutung haben. Ersetzen wir im Grenzfall gleichzeitig
a Gy 0

8,y 8, 83 durch — 7, so tritt an Stelle der entwickelten

2’2 e

Formeln das Formelsystem (vgl. 1I, § 14):
(16) @ + a + @ = 2%, & = 2c¢sin &,
(A7)  Z, = ¢*sin & sin @, sin @, Z;, =sin& (i =1,2 3),

Y, — 2sin . sin @ . gin

Y, = 2sin g ' Sin - sin—-,

Y, = 2sin %’-coso;—’-cosf;",
(18) 7 a & a

— = .sin 2. =

Y, = 2cos g " Sin o-cos,

Y, = 4 o0s @ gin D).

Y, = 2cos 5--cos3 -sin g )

Der Parameter ¢* ist fur die einzelne Fliche 4. O. nicht wesent-
lich im Sinne der projectiven Geometrie. Jede dieser Flichen hat
im Anfangspunkt der Coordinaten Z, = Z, = Z;, — 0 einen drei-
fachen (sogenmannten triplanaren) Punkt; ausserdem hat sie sechs
Doppelpunkte Z, = 0, ¥, = 0, Y, = 0 im Unendlichen. (Vgl. die

1) Die Formeln (17) sind schon von Herrn HuMBERT angegeben worden.
15*
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Fig. 16, S. 18%4.) Sie enthilt noch zehn gerade Linien, ntmlich die
vier Geraden Z, =0, Y, =0, und die sechs Geraden Y, =0,
Y, = 0, von denen jede zwei Geraden der allgemeinen desmischen
Fliche 4. O. entspricht. Die Doppelpunktsparameter sind die Viel-
fachen von #; der dreifache Punkt entspricht dem Parameterwerth co.

Die Fliche geht durch eine (imaginire) dualistische Transforma-
tion wber in die Krammungsmiltelpunkisfliche eines Paraboloids. (Vgl.
SaLmon-FieoLer, Geometrie des Raumes, 3. Aufl., Bd. I, S. 345.)

§ 5.

Orthogonale Substitutionen und sphérische Dreiecke,
die mit der desmischen Fliche vierter Ordnung verknfiipft sind.

Wir bringen jetzt die Betrachtungen des § & mit der im 1I. Ab-
schnitt durchgefithrten Untersuchung in engeren Zusammenhang, in-
dem wir, festhaltend an der bereits in § 4 eingefuhrten Vorstellungs-
weise (also abweichend von dem in § 3 beobachteten Verfahren)
die Grossen X, Y, Z in folgender Weise durch die Grossen z, y, z
ausdricken :

X0= V;--”ov X,: VE.:B,, X2:: V(;.:t‘z, X3= VE..Z‘;,,
(W Yo=—Vo.9, \i= Vo.y, Vo= Vo.y2, Yo= Vo.4s,
Zozz—VE.zo, Z,::—V(;.z,, Z2=—V6.22, Z3=— 0.2.
Setzen wir nun in den Formeln (4) des § 3 v = 0, so folgt:

6,uG,u 6,(2u) 46, (2u)

2u¥Ot _ Du(ZU) 1O, (2U)
g GuGyu 6(2u) ?
(2) GuGu G, (2n)— 6, 2u)

— (e —e) ('5;:76,;u - 6(2u)

Fuhren wir diese Werthe in die Formeln (6) des § & ein, so
gelangen wir zu den folgenden Ausdriicken der Coefficienten ay,...a,
(vgl. 1I, § 5, S. 142):

61 (2 31) 6[4 (2 33) 6', (2 Sg)
6(2s1) G(2s) 62sy)
] G6,(2s5) Ga(2sy) Gu(2s1)
3.1 G Gp Oy [T] e®a B o
Gy Ay Gy 6, (2s)) 6, (2s1) Gy(2sy)
6(2sy) 625, G(2sy)

Gy G Gy
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Die auf der rechten Seite stehenden G-Quotienten sind also, in
dieser Anordnung, proportional den Coefficienten einer orthogonalen Sub-
stitution.

Man kann dies natirlich auch sofort durch Ausrechnung
bestitigen: Die Summen der Quadrate von je drei Gliedern in
einer Horizontalreihe haben (unabhingig von unserer Voraussetzung
8, + 8, + 83 = 0) den niémlichen Werth vermtge der Identititen
zwischen den Quadraten von je drei G-Functionen, und die Summen
der Producte entsprechender Glieder in parallelen Reihen verschwin-
den zufolge der Identititen (9) des § 4.

Fir den zehnten Coefficienten a,, den wir als Function der
Grossen 2s,, 28,, 2s, durch ein besonderes Zeichen

(4’) Qg — 0(2319 2s,, 28,)

darstellen wollen, ergibt sich eine ganze Reihe verschiedener Aus-
dricke. Man kann ihn zunichst ebenfalls aus den Formeln (&) des § 3
herleiten, indem man wieder die obigen Formeln (2) benutzt; man kann
ihn zweitens berechnen mit Hiilfe der Formeln (9) in II, § 5 (S. 142);
man kann ihn endlich finden, indem man aus der Quadratsumme
der Glieder in irgend einer Vertical- oder Horizontalreihe die Wurzel
zieht und das Vorzeichen geh¢rig bestimmt. Wenn man alle diese
Ausdriticke mit einander vergleicht, so ergibt sich:

Die durch die Formel (&) definirte Function Q dreier durch die
Gleichung u 4 v + w = 0 verbundener Argumente hat den Werlh

0 (u, v, w)
— ' (Gun Gub Ouw G G G
ey—e, \Gu Gv Guw Gu Gv OGw
__ Gu (6,v G %G,u
4 — G \Gv Gw  Gu G_u)
5
) = Vpu+ pv+ pv
= — (fu + ¢v + ¢w)
A pv—pw 1 pw—pu __ 1 pgu—pv

T2 pv—pw T 2 pw—pu 2 pu—pv

Von diesen Formeln umfasst die erste drei, die zweite neun
verschiedene Ausdricke der Function Q. Die Gleichheit der Aus-
drucke in den beiden ersten Zeilen ist eine Folge der Identititen
(7) und (8) des § &; die Gleichheit der Ausdricke in den drei letzten
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Zeilen bildet das bekannte Additionstheorem der g-Function. {u ist

das in der Scawarz'schen Formelsammlung mit %—: bezeichnete Inte-

gral 2. Gattung.

Die Substitutionscoefficienten a; sind, als Functionen von zweien
der Argumente s betrachtet, in ihrer Verinderlichkeit durch eine
Gleichung beschrinkt, die man entweder aus der Gleichung (14) des
§ 4, oder auch aus der zwischen den Quadraten der Functionen
G,, Gy, G; bestehenden Identitit ablesen kann:

’ (ep. - ev) a112 + (8, - el) a132 + (el - eﬂ) 0322
(6) ‘ = (6. — &) an’ + (e, — &) ay’ + (62 —¢,) a’
- (e;u - ev) a332 "I_ (8, - el) al22 + (el - ep) (1212 =0.
Zu der nimlichen Gleichung gelangt man von der Formel (7)
des § & aus, da die linke Seite der Gleichung

(7) (3,‘ — e,) Gy 0n 8y | (6, — €;) anay ay (ex — e,u) G338y38y — 0

in das Product aus @y, und der linken Seite von (6) zerfallt'). —

Wir schliessen hier die linearen Substitutionen der Argumente
8y, 89, 83, ©, @ an, die die Transformationen der in § 11 des zweilen
Abschnittes besprochenen Gruppen G4, Gy, Gy, Gyzs hervorrufen,

Zunichst entsprechen der Gruppe G, der Kummer'schen Con-
figuration die 16 nach der Festsetzung des § & (S. 214) noch ver-
schiedenen Aenderungen der Parameter s, um halbe Perioden @,
deren Summe Null ist. Insbesondere die erzeugenden Operationen
S:;y 2, (S. 167) haben als Aequivalent die folgenden linearen Sub-
stitutionen der Parameter s,:

| ! ' . ’ ’ 1

8 Sy . 83 8 89 83
®) Si [8—20,| 5to, sto,| 2 |5—20, s+, s+o,
S, |sito,|8—20, +ao,]| 2 |8+ 0, |s—20,| 540,
S, |40, | nto, | s5—20,) 2 | s+0,]| st o, |s5—2,

1) Die drei Ausdriicke (6) (und ebenso die linke Seite von (7), getheilt
durch agy) haben denselben Werth fiir jede orthogonale Substitution. Bildet man
ihre Summe, und setzt man diese gleich Null, so entsteht die vom Verfasser als
Normalform bezeichnete Gleichungsform der desmischen Fliche 4. O. (Sichs. Ber.
1892, S. 155).
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Fiigen wir hierzu die Vertauschungen der Grossen s,, s,, s;, S0
erfahren die Grossen z; die Vertauschungen der Gruppe Gy ; die
Gruppen Gy, und Gy, entstehen sodann, wenn wir noch lineare
Periodentransformationen hinzufigen: Die Gruppe Gy, entsteht durch
Zufugung der Vertauschung von x und »; Gy entsteht, wenn man
sdmmtliche Vertauschungen von A, x4, » hinzunimmt.

Die Gruppe Gy umfasst im Allgemeinen alle collinearen Trans-
formationen, die die desmische Fliche 4. O. in sich selbst iber-
fuhren; ausgenommen sind nur die Fille gy = 0 und g, = 0; im
ersten Fall lisst die Fliche, wenn etwa e¢; — 0 angenommen wird,
noch die Transformationen von G, zu, im zweiten 288 Transforma-
tionen, die eine invariante Untergruppe von Gy, bilden. —

Die genannten linearen Transformationen der Parameter s, (Nr. 8)
haben nur Vorzeichenwechsel der Substitutionscoefficienten a,,, der
unter (3) angegebenen G-Quotienten zur Folge. Dagegen erhilt man
wesentlich neue Gruppirungen von G-Quotienten zu Coefficienten-
systemen orthogonaler Substifutionen, wenn man die Parameter s,
um Periodenviertel vermehrt, deren Summe gleich Null ist. Betrachtet
man der Einfachheit balber jetzt auch noch die unter (8) angegebenen
Aenderungen als nicht wesentlich verschieden von der identischen
Substitution, so bleiben im Ganzen noch 16 Aenderungen der Grossen
s, um Periodenviertel, deren jede zu einem neuen Coefficientensystem
filhrt. Diese 16 Anordnungen der G-Quotienten lassen sich, dhnlich
wie die Formeln (6) des § 1, in drei Typen ordnen, von denen der
erste einen, der zweite neun, der dritte sechs verschiedene Fille
umfasst. Den ersten Fall haben wir unter (3, ) bereits angefthrt.
Als Vertreter des zweiten Typus wihlen wir die durch die Sub-
stitution

' o w) . w)
§ = 8 — g, '52—32+?a 83—33+§

aus (3, I) hervorgehende Coefficiententafel :

Gy(25y) 0, (2s3) G (259)
o Ve—e Gmay Voo Gas
3 — (28;) . — .. 6(282> o 6/“2s'|)
3,1 Ve,—e, 6"1——(2&), Vei—e, Ve,—e, 625y’ 6(@s)
e By (Rsy) 5,(2s) = ﬂg._s.‘l
Ve_l H 61\232) _— 6(251) ) Vel'_“ey Vel v 6). (2 33) )
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als Vertreter des dritten die Tafel,
stitution

wz w
81'-_—'-31""‘?, 32'=32+ ’§Ea

hervorgeht :

E. Stupy, TRIGONOMETRIE.
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die aus (3, I) durch die- Sub-

83'=83+ F)

G(28) 5 (2s3) —— 5;(25,)
— Va—eVe—e,g (2;)’ Ve,—e, 61(233) Ve.— '6:(232)’
Ve—e, G (2s3) l/——-—6 (2s9) 6,(2s)
(3, “l) - e,—e; Vev ’46 2: ) L] € 6 (2:) ’ V 6— y 6_(2T]) ’
G (2s9) 665(231) G,,(25s)
— Ve.—e,Ve,— ‘6 2; "k Ve—e, Gr2s) VO 6"(2s3)

Bei der mit unseren Formeln zusammenhingenden Darstellung

sphiirischer Dreiecke durch elliptische Functionen beschrinken wir
uns auf den einfachsten und interessantesten Fall (3, I). Wir konnen
uns nunmehr kurz fassen. Die Formeln (6) des § 4 liefern uns,
wenn wir die Formeln (2) in II, § 6 (S. 143) beriicksichtigen, und
iber die Vorzeichen der zunichst nur durch die Producte 1, 4,4,
gegebenen Grossen [, A cine geeignete Entscheidung treffen, unmittel-
bar den Ansatz:

|, — ctg % @y GwHG,'s Gusy __ . 013, Ous,
T 0,w0s,0,s, Os, O,s,
_ Gy(2s,)+6u2s,) Ve,‘—ea@;es,,)'
Ve,—e; 6(2s,) Ga(2s,) — Bp(23y)
_ B —0s Vew—er
o Vey—e). g).sx — Cusy ’
(9) (x=1,2,3)
2 — e, 06w,5;s5,0,s,  0;s5,0,s,
« = o8 5 = 610,08,6,8,  05,0,s
__Gy(2s,)+6,(2s,)  Ve,—e,6(2s,)
Ve,,—e;.G\QS”) Gyi2s,) — 6, (2s,)
A Vi
- Vev_e?. Cl Sy — Cv Sy
Die Functionen ¢u, {,u, {,u sind die in der Scuwarz'schen
Gy 6, u 6, u
Formelsammlung (Art. 25) mit GAZ 6’—‘ g Gou bezeichneten Integrale.

2. Gattung. #

Durch die Formeln (9) sind die Cotangenten der halben Seiten
und Winkel eines sphirischen Dreiecks als eindeutige homogene Func-
tionen 0" Grades von sechs Verhillnissgrossen
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0,0 18:8:8

“
dargestellt, zwischen denen zwer lmeare Gleichungen stattfinden :

0, +0o,+o0,=0, §+8+s8s5=0 —
Fir die Cosinus und Sinus der Seiten und Winkel ergeben sich
die Ausdricke:

Gu(2sy)
cosa_Ggs\, sin a, = Ve, 6(23\’

__6,(2s,) 6(2s,,)
* T Ga(2sy)° 63(2s,)°

(10)

sin @, = Ve,—e, -

COS «

woraus unmittelbar die bei gegebenen Werthen von w und o' zwi-
schen den Seiten und Winkeln stattfindende Relation abgelesen wer-
den kann:

(11) P:1l =Ve—e, :Ve—e, .

Diese Proportion ist wieder nichts Anderes, als die Gleichung
der desmischen Fliche &. O., bezogen auf das System (ranscendenter
Coordinaten, das von den sechs Winkelgrossen a,, «, gebildet wird.
(Vgl. Nr. 6.) —

Unsere Entwickelung setzt uns nicht nur in den Stand, die
Cotangenten [/, 4, der halben Seiten und Winkel eines sphirischen
Dreiecks als eindeutige Functionen von drei unabhingigen Verdnder-
lichen auszudricken, sondern auch umgekehrt zu gegebenen Werthen
der l,, A, die Argumente in allgemeinster Weise zu bestimmen.

Dem Beweise schicken wir den folgenden Satz voraus:

Durch die Formeln (9) oder (10) wird die in § & des I Ab-
schnities definirie Gruppe ®,, isomorph bezogen auf eine gewisse Gruppe
von linearen Substitutionen der Arqumenle w,, 0,, 0,, 8, 8, &;.

Wie man durch geeignete Aenderungen der Argumente s, allein
die Gruppe @, oder vielmehr die durch diese Gruppe hervor-
gerufenen Aenderungen der Grossen [, 4, erzeugen kann, haben wir
soeben schon gesehen (Nr. 8); es handelt sich also nur noch um
die Hervorbringung der Substitutionen T und T, die einfache Vor-
zeichenwechsel der Grossen I, 4, im Gefolge haben. (Vgl. S. 102,
Nr. 3.) Wir bemerken nun, dass die linearen Periodentransforma-
tionen, die e, e,, e, ungedndert lassen, die Yorzeichen der Quadrat-
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wurzeln VE!,:;, Ve,—e, thatsichlich noch beeinflussen. Die (rag-
lichen Transformationen haben, wenn «, 8, y, d ganze Zahlen bedeuten,
die der Bedingung

(@ + o) = 28y

geniigen, die Gestalt
{ 0, = o, + 2e¢0, + 280,,
0w, =w, + 270, + 200,.)
Wir finden nun, mit Hulfe der Formeln (6), S. 75

(12)

le!f' _ (_‘)“‘H’ 61(0!! Gyw,’ _ (__‘)7""’ 6w, .
Guw,' — 6w, ’ Ow,” ~ Ow,

Die Periodentransformationen (12) zerfallen demnach in vier
Schaaren, die in folgender Weise den Substitutionen von $, (S. 102)
zugeordnet sind:

[ 1 :a+t+=0 yp4+0=0
T:aea+pf=1 y+0=0 (mod. 2).
T: e+ pg= v+ o=
TT: a +p8=1 y+d=1

Diese Substitutionen also rufen, verbunden mit den Substitu-
tionen (8), dieselben Aenderungen der Gréssen I,, 4, hervor, wie die
Substitutionen der Gruppe ®,.

Zu bemerken ist jedoch, dass die Substitution TT auch durch
gleichzeitigen Vorzeichenwechsel aller Grossen s, hervorgebracht wer-
den kann. Es entsteht also eine moglichst umfassende mit @, holo-
édrisch isomorphe Gruppe, wenn wir die folgenden Substitutionen
der Identitdt zuordnen:

(13)

1) Die Aenderungen der Grossen s, um Vielfache ganzer Perioden,

2) die Substitution s, = — s,, verbunden mit den Perioden-
transformationen (12), die der Bedingung # + 7 == 0 mod. 2 (d. h.
f=y=0 mod. 2, « 4+ 6= 0 mod. %) geniigen.

1) Herr F. KLEIN bezeichnet diese Gruppe als (homogene) »llauptcongruenz-
gruppe der zweiten Stufee innerhalb der Gruppe der Modulsubstitutionen, Thre
Untergruppe 8 + 7 = 0 mod. 2 gehort, nach der Terminologie des Herrn KLEIN,
zur vierten Stufe. S. F. KLeiN, Vorlesungen iiber die Theorie der elliptischen
Modulfunctionen, ausgearbeitet und vervollstindigt von R. Fricke (Leipzig, Teubaer,
1890—92) Bd. I, S. 388 u. ff.
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Die Aenderungen 1) und 2) umfassen bereits die ganze Vieldeulig-
keit der Argumente (o : ), die zu gegebenen Werthen 1, A, gehiren.

Sind n4mlich die Grossen l,, 4, bekannt, so konnen wir mit
Hiilfe der Gleichung (14) in § & {S.213) die Verhdltnisse der Gréssen e,,
e., e, rational darstellen. Haben wir sodann uber den Werth einer
dieser Grissen, und damit auch dber die Werthe der iibrigen ent-
schieden, so ergeben sich 2w, 2w’ als ein Paar solcher primitiver
Perioden des Integrals

=
2Vip—ellp—eu) —e,)
fur die der reelle Theil des Quotienten ::—t positiv ist'). Die ihnen

innewohnende Vieldeutigkeit ist zun#chst noch gegeben durch die
Formeln (12), ohne hinzutretende Beschrinkung. Jetzt konnen wir,
auf Grund der Formeln (3, 1) die Grossen s, finden, ahgesehen vom
Yorzeichen, und abgesehen von Vielfachen ganzer Perioden, die noch
zu ihnen hinzutreten konnen. Tragen wir nun die gefundenen Werthe
in (9) auf der rechten Seite ein, so sind die Gleichungen (9) mog-g§
licher Weise noch nicht erfilllt, da die Vorzeichen links und rechts
noch verschieden sein konnen. Diesen Mangel haben wir noch zu
beseitigen durch eine geeignele Periodentransformation, nach An-
weisung der Formeln (13). Die den Grossen s,, s;, 83, w,, @,, o,
jetzt noch anhaftende Vieldeutigkeit ist dieselbe, die wir oben unter
1) und 2) angegeben haben. —

Die Formeln (10) gehen im Falle A = 3, u = 1, » = 2 in die
von Laerance enideckten bekannten Formeln itber. Man kann sie
natirlich auch im Rahmen der Weierstrass'schen Theorie unmittelbar
begriinden, indem man das in der Form

{) Da die in die Definition der G-Function aufgenommene Bedingung
wl
?R(‘;)> 0 auf einer willkiirlichen Entscheidung zwischen zwei an und fiir sich

gleichwerthigen Maglichkeiten beruht, so kinnen die zwischen den Grossen Iy, Ay
bestehenden Gleichungen noch auf eine zweite Art durch ganz ihnlich gebildete’
Functionen befriedigt werden. Diese beiden Parameterdarstellungen der Mannig-
faltigkeit M3® (S. 136, Anmerkung) sind natiirlich als verschieden anzusehen, da
es nicht mdglich ist, die eine durch analytische Fortsetzung in die andere iiber-
zufiibren.
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G % 6, Gv Gw Guu
G =B G TG G B
6u G 6w Gv GOw G6,u

. — —_— =
G — G G & 6 o By

geschriebene specielle Additionstheorem (8) des § 4 mit den beiden
Cosinussitzen der sphirischen Trigonometrie vergleicht. Der von uns
eingeschlagene lingere Weg hat aber den Vorzug, dass er tiefer in
das Wesen der Sache hineinfithrt, und insbesondere die Beziehung
der Formeln (10) zu der in § 3 nachgewiesenen Darstellung ortho-
gonaler Substitutionen durch elliptische Functionen von vier Argu-
menten aufdeckt. In der That erhilt man das Coefficientensystem
(3, I) und (4), wenn man in die Formeln (6, IIl) des § 3 die durch die
Formeln (1), (2) des § & (S. 211) gegebene besondere Annahme ein-
fuhrt, mit der unwesentlichen Aenderung, dass die Grossen a;,... a5
das Vorzeichen gewechselt haben, und dass gleichzeilig die beiden
letzten Verticalreihen vertauscht sind. — Auch wenn man die Sub-
stitutionscoefficienten in dieser letzten Anordnung, ohne sie vorher
vertauscht zu haben, zur Darstellung eines sphirischen Dreiecks be-
nutzt, ergibt sich ein bemerkenswerther specieller Satz:

Man kann die Cosinus der Seiten und Winkel eines sphdrischen

Dreiecks auch mit Hilfe der folgenden Formeln durch elliptische Func-
tionen von zwei Arqumenten ausdricken:

- 6 (v 4+ w)Gyv . 6(v+ w)6yw
'COS al———m, Cos al—_6lm,
Glv+w)6,v Gv+w)6,w
— fad —_ e
(14) COS 6, = g,(‘(v+t;))660’ COS 0ty = g’(‘(v_l_';)?w )
_ _ Glo+ul6, _ _ Gh+wlGw.
CO8 8 = — G wFwBy %= 7§ hutwbw

In diesem Falle werden jedoch nicht, wie in dem eben betrach-
teten, gleichzeitig auch die Sinus der Seiten und Winkel durch ein-
deutige Functionen dargestelit.

Die Gestalt der in den letzten Paragraphen entwickelten Formeln
. kann noch in mannigfacher Weise abgeindert werden, insbesondere
dadurch, dass man statt der G-Quotienten die Functionen pu und
@'u benutzt. Wir stellen hier einige (bekannte) Relationen zusammen,
deren man sich bei solchen Umformungen bedienen kann:
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G,(24) = Glu — (e, —e,)(e, — ¢,)6'y =
= 6126.«2 — (& — e#) 6'6,} = 6,'6," — (el - ev} 626#2’

GuuG,u P _ _2;'goy—e#)’goy—~¢z,,)
GuGju Pu—e ©'u ’

1
2

Gau = VPRu—e =
1 1
= (el — ) {putuy + gl
_pu—ar—a—cgllm—e)
Pu
_ tpu—a)’+p—12e?
bkp'u

(Vgl. auch Nr. (2) § 5 (S. 216). —

(15) \

§ 6.
Die Wellenfliche, — Schlusswort.

Dass die Formeln der sphirischen Trigonometrie mit gewissen
Formeln der Theorie der elliptischen Functionen durch ein so enges
Band verkniipft sind, wie wir soeben gesehen haben, dies beruht
zum Theil auf dem Umstand, dass die aus der Trigonometrie ab-
geleiteten Gruppen &, u. s. w. isomorph sind zu gewissen Gruppen
linearer Substitutionen der Argumente w, o', %, v, . . elliptischer
Functionen. Ein solcher Isomorphismus wird aber noch auf mannig-
fache andere Arten hergestellt werden kénnen. Es wird niitzlich
sein, noch mit wenigen Worten eines Beispiels zu gedenken, das
einiges Interesse beanspruchen darf, weon sich auch nicht so be-
merkenswerthe Stiize ergeben, wie in den bereits behandelten Fillen.

Betrachten wir die G- oder @-Functionen, die zu zwei von
einander unabhingigen Perioden-Paaren 2w, 20" und 24, 2¢' ge-
horen, und daher durch die Bezeichnungen @,, @, unterschieden
werden mogen, und setzen wir

(1) { Zy, — —Ou év, T = 01“(:)1”,
T, = Ou60p, z, = 0,u0,v,
so erkennen wir sofort, dass wir auch bei dieser Annahme die

Gruppe Gy, durch eine Gruppe von linearen Transformationen der Argu-
mente #, v, ndmlich von Aenderungen um geeignete Vielfache halber
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Perioden hervorbringen konnen; ja wir konnen, wenn wir noch
Periodentransformationen zu Hulfe nehmen, auch noch die Gruppen
Gy und Gy, in dhnlicher Weise erzeugen. Es ergeben sich also
auch jetzt wieder einfache Ausdrucke fur die Cosinus der Seiten
und Winkel eines sphirischen Dreiecks und seiner simmtlichen
Nachbardreiecke. Lassen wir u und v allein sich #ndern, so er-
halten wir wieder eine Mannigfaltigkeit von oo® Dreiecken, denen
im Raume die Punkte einer Fliche entsprechen. Auch hier gelangen
wir zu einer bekannten Fliche, dem sogenannten Tefraedroid, oder
zu der davon nicht wesentlich verschiedenen Fresnel'schen Wellen-
fliche ).

Aus der Parameterdarstellung (1) folgt, dass die fragliche Fliche
nicht allein durch die Substitutionen der Gruppe G5, sondern ausser-
dem noch durch die Substitution z, = — &y, #; = =; in sich selbst
dbergefuhrt wird. Ihre Gleichung enthilt daher nur die Quadrate
der Grossen z,;, und sie ist in diesen Quadraten von der zweiten
Ordnung, da man 6,2 und 6. linear durch 6 und ;' ausdriicken
kann, die Grossen z? also ganze lineare Functionen von zwei
Parametern werden. Man schliesst nun leicht, dass die gesuchte
Gleichung die Form

ez + o' + o' + &) + o (@’zd + 2’5" + x» + + =0
haben muss. Die Elimination der Grossen 6%, @2, @7 @2 lusst
sich leicht ausfuhren. Setzt man

@2(0) | 8,20 | 6,2(0)
OF0 B0 6,10

(2) a:b:¢c=

also

2 2

‘) ey—e,:e,——el:el—e“=lﬂ—cﬁ:c :a? — 12,
- P o . 0 —-‘ 1.‘ 4 ‘ ‘
B, — b8 — i — 6 = — i 5 55—

r* el oc2 a? a?

so folgt
b .
(@ + ot + o o) + (¢ g)atnl 4 ot +

&
“ £+ @ie + ated) + (5 + 3)@ie + aed = 0.

1) Vgl. H. WEBER in Crelle’s Journal Bd. 84 (1878) S. 353.
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Dies ist die Gleichung des Tetraedroids, eines speciellen Falles
der Kummer'schen Fliche 4. O. Sie geht in die bekannte Gleichung
der Fresner’'schen Wellenfliche

w2 y? 52 _
m2+y2+52_02 + a:'l_}_y?_'_z‘l._b'l + w2+y‘l+z2_c? -
iber durch die Subslitution

r = V—bc-gl, y = V—e¢a- 2, 2 =V _—ab. 2.
0

3
hl
x, Lo

Die Gleichungen (3) zeigen deutlich die Abhungigkeit der Fliche
von einer Gleichung 6. Grades, deren Wurzeln paarweise reciproke
Werthe haben.

Indem wir unsere Betrachtungen hiermit beschliessen, wollen
wir nicht unterlassen, darauf hinzuweisen, wie das Begonnene nach
mancherlei Richtungen hin fortgesetzt werden kann. Die Trigonometrie
bietet in der That einen reichhaltigen Stoff dar, dem sich noch
manche neue Seiten abgewinnen lassen werden.

Zunichst weist unsere Darstellung selbst, ebenso wie alle friheren,
noch eine wesentliche Licke auf: Sie gibt uns keinen Einblick in
vollstindige Systeme von Formeln der Trigonometrie. Wir meinen
hiermit Folgendes. Man setze einen bestimmten sogenannten Inte-
gritilsbereich fest, d. h. man betrachte den Inbegriff aller ganzen
rationalen Functionen F, die sich z. B. aus den Grossen [, 4, oder
etwa aus den Grossen cos a;, sin a,, cOS e, Sin ¢; mit numerischen
Coefficienten bilden lassen. Welches ist nun die Gesammtheit der
Functionen F, die identisch verschwinden? Welches sind die zwi-
schen diesen Functionen bestehenden Relationen (sogenannte Syzygien
erster und hoherer Ordnung)? Es ist klar, dass man erst dann,
wenn diese Fragen fur die gebrduchlichsten goniometrischen Func-
tionen der Seiten und Winkel erledigt sind, mit Sicherheit wird
sagen konnen, dass man auch nur die gewohnlichen trigonometrischen
Formeln vollstindig beherrscht.

Ein anderer Kreis von Fragestellungen bezieht sich darauf, wie
man die Relationen F — 0 befriedigen kann, dadurch dass man die
in ihnen vorkommenden goniometrischen Functionen der Seiten und
Winkel, sei es durch eindeutige Functionen von drei unabh#ngigen
Gréssen darstellt, sei es iberhaupt durch Functionen eines geeigneten,
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von vorn herein gegebenen kunctionenbereichs. Wir haben zwar
gesehen, dass die Cosinus der Seiten und Winkel sich rational
a;
8%
einer 4hnlichen Darstellung durch eindeutige transcendente Functionen

durch drei Grossen darstellen lassen, dass die Grossen tg f;—",

fahig sind, dass endlich die Grossen tg%‘, t.g'—;i eindeutig durch vier

Grossen ausgedriickt werden konnen, zwischen denen eine Gleichung
besteht; aber dies sind nur gelegentliche Ergebnisse. Eine syste-
matische Theorie solcher Parameterdarstellungen, die ja freilich zu
den schwierigsten Gegenstinden der Functionentheorie gehoren wiirde,
fehlt noch durchaus.

Ferner haben wir nicht behandelt die sogenannten Invarianten
der betrachteten projectiven Gruppen, d. h. die ganzen homogenen
Functionen der Verdnderlichen, die sich bei den Transformationen der
Gruppe bis auf einen Factor reproduciren, und ebensowenig haben
wir die mit unseren Gruppen verkniipflen algebraischen Gleichungen
betrachtet. Es sei z. B. ein sphirisches Dreieck nicht unmittelbar
vorgelegt, sondern durch das Dreikant bestimmt, das seine Ecken
aus dem Mittelpunkt der Kugel projicirt, und dieses Dreikant selbst
sei nicht durch seine einzelnen Kanten oder Flichen, sondern nur
durch sein Polarsystem gegeben. Dann wird die Theorie eine andere
Gestalt annehmen, indem die bis jetzt rational bekannten Grossen
nunmehr als Wurzeln algebraischer Gleichungen definirt sind. Die
Durchfithrung dieses Gedankens, der die Trigonometrie mit gewissen
terndren Formen in Zusammenhang bringt, wird, in den einfachsten
Fillen wenigstens, keine Schwierigkeiten bieten. — Noch in anderer
Weise kann man einen Zusammenhang zwischen der Trigonometrie
und der Formentheorie herstellen durch das bekannte Hesse'sche
Uebertragungsprincip, indem man jeden Strahl durch den Mittelpunkt
der Kugel darstellt durch ein Punktepaar, das dem sogenannten un-
endlich fernen Kugelkreis angehort. Nicht nur die Trigonometrie,
sondern iberhaupt die Polygonometrie auf der Kugel wird so in eine
keineswegs unfruchtbare Beziehung gesetzt zur Theorie der bindren
quadratischen Formen. Wieder in anderer Weise konnte man, eben-
falls durch Hesse’s Uebertragungsprincip, die ebene Trigonometrie mit
der Theorie gewisser binirer Formen verbinden. Ein jedes ebene
Dreieck ist nimlich Poldreieck eines einzigen Kreises. Nimm{ m: 1

-
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diesen als Triger des bindren Gebietes, so entspricht dem Dreieck
eine Form 6. Ordoung, deren vierte Ueberschiebung (f, f), identisch
verschwindet, und der unendlich fernen Geraden entspricht eine
quadratische Form ¢. Die goniometrischen Functionen der Winkel
des Dreiecks werden irrationale absolute Invarianten im System der
Formen f und ¢.

Die Betrachtung des unendlich fernen Kugelkreises erinnert uns
daran, dass man auch auf die Gruppe der collinearen Transforma-
tionen eines reellen Kegelschnittes eine Geomelrie der Ebene griin-
den kann, die mit der von Losarscuewski und Borvar entworfenen
absoluten Geometrie iibereinstimmt, durch die sogenannte projective
Maassbestimmung. Den Untersuchungen des 1. und II. Abschnittes
werden sich in diesem Falle #hnliche Ueberlegungen an die Seite
stellen lassen, die andere, und zwar verwickeltere Realitiitsverhiltnisse
darbieten. In #hnlicher Weise wird dann auch der III. Abschnitt zu
ergiinzen sein, in dem wir der Einfachheit halber von den Realitits-
verhiltnissen ginzlich abgesehen haben. —

Wir haben gelegentlich schon erwihnt, dass die Functionen-
theorie neuerdings zur Bildung eines Dreiecksbegriffs gefithrt hat, bei
dem vom Dreieck eine zusammenhingende Fliche gefordert wird.
Wir haben diesen Dreiecksbegriff, der sehr wohl eine genauere Unter-
suchung verdient, ginzlich bei Seite gelassen. Andrerseits hat Herr
Scanuine kitrzlich gefunden, dass die Formeln der sphirischen Tri-
gonometrie auch dann noch einfr einfachen geometrischen Auffassung
fahig sind, wenn man den Seiten und Winkeln complere Werthe bei-
legt (Gott. Nachr. 1894, Nr. 5). Dieser schone Satz ist aber (was
Herrn. SchiLLiNG entgangen ist) nur einer von drei dhnlich lautenden
Sitzen, die den drei Hauptarten der Raumgeometrie angehdren, und
den drei Systemen complexer Zahlen entsprechen, die man aus zwei
Einheiten bilden kann. Das Dreieck wird so zur Figur eines rium-
lichen Sechsecks erweitert, bei dem je zwei auf einander folgende
Seiten sich rechtwinklig schneiden — einer Figur, die von der gross-
ten Wichtigkeit ist fiir die Geometrie der Bewegung, und deren
Theorie eine grosse Zahl von interessanten Sitzen in sich vereinigt,
die man dem grossen franzdsischen Geometer CuasLEs verdankt.

Nicht geringeres Interesse bietet die Frage nach einer anderen

Verallgemeinerung: Wird es moglich sein (wie es durch verschiedene
Abhandl. d. K 8. Gesellsch. d. Wissensch. XXXIII, 16
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Umstéinde wahrscheinlich gemacht wird), die Theorie der Tetraeders,
zunichst im Nicht-Euclidischen Raume, in #hnlicher Weise zu be-
handeln wie die des Dreiecks?

Auch die Untersuchungen des lIl. Abschnittes endlich verlangen
eine Fortsetzung. Von noch weilergehenden Verallgemeinerungen
absehend, gedenken wir nur der Ausdehnung unserer Betrachtung
auf &-Functionen mit zwei Verinderlichen, wie sie durch die Theorie
der Kummer'schen Fliche und durch die Rosexnaw'schen &-Formeln
nahe gelegt wird Auch in diesen Formeln, die acht Argumente
enthalten, tritt das System von linearen Gleichungen auf, das wir
wiederholt zu betrachten hatten. Aber auch schon in der Theorie
der elliptischen Functionen kann man, wie hier nachtriglich bemerkt
werden mag, dhnliche Formeln mit acht und mehr Argumenten bil-
den, zum Beispiel auf Grund des folgenden algebraischen Satzes:

»Sind 1;, vy, 4 und 1/, v/, 3 (@ = 0,1, 2, 3) zwei Systeme von
zwolf Grossen, die in der auf S. 196 Nr.7...9 angegebenen Bezichung
stehen, so definiren die Gleichungen

L = LI 4+ L,
0= b+ ur
L = — Ll — L,
53“ = — Ll — Z:;l.':s' (u. s. w.)

ein drittes System von zwolf Grossen 3, v,’, 3 von derselben
Eigenschaft. «
Wir erwithnen nur eine Folgerung dieses Satzes.

Bezeichnen wir mit a,...d", @,...d" zwei Systeme von zwolf
Grossen, die in der mehrfach besprochenen Beziehung stehen, so
#ndert die Summe a, =

O O+ Oz O
4+ 0 Oviii + Oiris 9,0,

worin zur Abkirzung
Oz = 00 O Oyc Oyd

(.)aﬂyd = (;ad (:)ﬂ.l; 676 63(7

gesetzt ist, ihren Werth nicht, wenn man die Grossen a...d, a...d

durch d'...d", @ ...d" oder a'...d", a'...d" ersetzt.
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Wir ersehen hieraus, dass die zweite Hilfte des in § 3 unter
I (S. 203) formulirten Satzes noch erhalten bleibt, wenn man die dort
besprochenen zehn Grossen ay. a,;, @y, ay, u. s. w. durch die allge-
meineren Ausdriicke q, (s. oben),

all == (@ym'r _I_ 01:‘;1;4} (1(-_)_uurr _I_ (:)ny_u) ’

a?.‘} = (é)yl'yl' —l— (.)y;ll"ll) (@‘uryv + Ql"ur‘u\ *

a'JZ - (Oyn;u + (-;)r‘u‘ur) (é)yngu —I— (.)vuur> u. S. w.
ersetzt. Coefficienten einer orthogonalen Substitution sind diese
Grossen qa; im Allgemeinen offenbar nicht; immerhin sind sie uns
erwihnenswerth erschienen, weil sie vermdge ihrer grosseren Allge-
meinheit das Bildungsgesetz jener Substitutionscoefficienten deutlicher
hervortreten lassen als die auf S. 205 (Nr.6,1) angegebenen Ausdriicke
der Grossen a,, selbst.

Von dem ganzen Kreis unter einander zusammenhingender Pro-
bleme, die soeben erwihnt worden sind, und von denen einige vielleicht
eine genauere Betrachtung verdienen, konnte von uns nur ein kleiner
Ausschnitt behandelt werden. Immerhin wird das Mitgetheilte wohl
zeigen, dass die Formeln der Trigonometrie doch noch nicht so gepau
bekannt sind, wie man wohl hier und da geglaubt haben mag, ja
dass das Beste vielleicht noch zu thun bleibt. Aehnliches aber gilt
von der elementaren Geometrie itberhaupt.

So kommen wir am Ende unseres Weges zu dem im Vorwort
ausgesprochenen Gedanken zuriick. Mochten Andere das Begonnene
weiterbilden und vervollstindigen: méchte man sich wieder gewthnen,
in der elementaren Geomeltrie ein dankbares und wichtiges Forschungs-
gebiet zu erblicken!
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