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Teorema. Pust~ A i B { �rmitovymatri
y, priq�m B neotri
atel~na. Togdafunk
i�
f(t) = Tr exp(A − tB)

absol�tno monotonna, t. e.
f(t) =

∫ ∞

0
e−tsdµ(s),

gde µ { neotrit
atel~na� mera.

�kvivalentnye pereformulirovki:
1. Vse koeffi
ienty mnogoqlena t 7→

Tr(A + Bt)p, p ∈ N, neotri
atel~ny.
2. Funk
i� t 7→ Tr(A + tB)−p, p ≥ 0,absol�tno monotonna.



Ne umen~xa� obwnosti, sqitaem qto Bdiagonal~na� s sobstvennymi znaqeni�mi
bn > bn−1 > . . . , b1 > 0.
Sobstvennye znaqeni� A − tB nahod�ts� izuravneni�

det(λI − A + tB) = 0.

�to mnogoqlen ot λ. Vynosim t za skobku ipolagaem y = λ/t, x = 1/t, poluqaem
0 = det(yI+B−xA) =

n
∏

j=1

(y+bj−xaj,j)+O(x2),

gde O(x2) { mnogoqlen del�wi�is� na x2.
Ots�da poluqaets� qto

λj(t) = −bjt + aj,j + O(1/t), t → ∞,

i vse λj vewestvenny na vewestvenno�iosi. Po teoreme Relliha, onianalitiqeski prodol�a�ts� izokrestnosti beskoneqnosti v okrestnost~vewestvenno�i osi.



Prosto�i qastny�i sluqa�i. Pust~ A to�ediagonal~na. Togda
f(t) =

n
∑

j=1

eaj,je−bjt =
∫ ∞

0
e−st

n
∑

j=1

δbj
(s)ds.

Tak qto v �tom sluqae µ { diskretna� meras polo�itel~nymi atomami v toqkah bj.
V obwem sluqae, diskretna� komponentamery ta �e, no budet ewe nepreryvna�komponenta s nositelem na (b1, bn).



Xtal~ ugadal takoe �vnoe vyra�enie dl�plotnosti:
dµ(s) =





n
∑

j=1

eaj,jδbj
(s) + w(s)



 ds,

gde
w(s) =

1

2πi

∑

j:bj<s

∫

C
eλj(ζ)+sζdζ,

gde C { dostatoqno bol~xa� okru�nost~ s
entrom v 0. Zametim qto prava� qast~{ eto summa vyqetov v nekotoryh pol�sahfunk
ii λ(ζ) + sζ.
Teper~ dostatoqno vz�t~ preobrazovanieLaplasa ot w i ubedit~s� qto ono ravno
f . Pri �tom ne ispol~zuets� niqego krometeoremy Koxi v ploskosti.



Lemma 1. Dl� l�bogo s

n
∑

j=1

∫

C
eλj(ζ)+sζdζ = 0.

Dokazatel~stvo: eto integral ot 
elo�ifunk
ii po zamknutomu konturu.
Teper~ sqitaem preobrazovanie Laplasa ot
w:
∫ ∞

0
w(s)ds =

n−1
∑

k=1

∫ bk+1

bk

e−tsw(s)ds =:
n−1
∑

k=1

Ik(t).

Fiksiruem t > 0 i deformiruem konturtak qtoby polo�itel~ny�i luq byl vnekontura. Novy�i kontur oboznaqaem C′. Poopredeleni� w, imeem:
Ik(t) =

∫ bk+1

bk

k
∑

j=1

1

2πi

∫

C′
eλj(ζ)+s(ζ−t)dζds.



Men�� por�dok integrirovani� i por�doksummirovani�, poluqaem
n−1
∑

k=1

Ik(t) =
n−1
∑

j=1

1

2π

∫

C′

∫ bn

bj

es(ζ−t)dsdζ

=
n−1
∑

j=1

1

2πi

∫

C′
eλj(ζ)

(

ebn(ζ−t) − ebj(ζ−t)
) dζ

ζ − t
.

Zametim qto
n
∑

j=1

∫

C′
eλj(ζ)ebn(ζ−t) dζ

ζ − t
= 0,

po to�i �e priqine qto i v Lemme 1 (t u nasvne kontura!).
Po�tomu

n−1
∑

k=1

Ik(t) = −
n
∑

j=1

1

2πi

∫

C′
eλk(ζ)+bj(ζ−t) dζ

ζ − t
.

Na beskoneqnosti imeem
λj(ζ) = −bjζ + aj,j + rj(ζ),



gde rj(∞) = 0, tak qto po formule Koxidl� ka�dogo j poluqaets�
−

1

2πi

∫

C′
eλj(ζ)+bj(ζ−t) dζ

ζ − t

= −
e−bjt+aj,j

2πi

∫

C′
erj(ζ)

dζ

ζ − t

= e−bjt+aj,j(erj(t) − 1) = eλj(t) − e−bjt+aj,j .

Skladyva� vse �ti vyra�eni�, poluqaemformulu dl� plotnosti.



Teper~ ostalos~ dokazat~ qto vyra�enie
1

2πi

∑

j:bj<s

∫

C
eλj(ζ)+sζdζ

polo�itel~no pri l�bom polo�itel~nom s.Zafiksiruem s i k tak qto bk < s < bk+1.
Ide� Xtal� { zamnit~ konturintegrirovani� C na tako�i gomologiqny�ikontur (na rimanovo�i poverhnosti Sfunk
ii λ) na kotorom podintegral~na�funk
i� polo�itel~na!
Pri etom ne ispolzue
� niqego kromeuslovi�i Koxi{Rimana i teoremy Koxi na
S.



Voobwe S mo�et byt~ nesv�zna, no �tonikak ne mexaet. λ -meromorfna� funk
i�na S s prostymi pol�sami v n toqkah nad
∞. Zametim qto v silu naxego vybora s i
k, pri j ≤ k golomorfnye vetvi

λj(ζ) + sζ = (s − bj)ζ + . . .

strogo vozrasta�t, a pri j < k oni strogoubyva�t (vse pri dostatoqno bol~xih pomodul� vewestvennyh ζ).
Tak qto pri bol~xih |ζ|, funk
ii Im(λj(ζ)+

sζ) ime�t tot �e znak qto Imζ esli j ≤ k iprotivopolo�ny�i znak esli j > k.
Na S est~ antikonformna� invol�
i�(kompleksnoe sopr��enie). Nepodvi�nyetoqki �to�i invol�
ii obrazu�t n krivyhle�awih nad vewestvenno�i os~�.



Eti krivye razbiva�t S na 2 qasti, S+

i S−, kotorye proektiru�ts� v verhn��i ni�n�� poluploskosti. Rassmotrimotkrytye mno�estva:
D+ := {ζ : |ζ| < R, Imζ > 0, Im(λ(ζ) + sζ) > 0},

D− := {ζ : |ζ| < R, Imζ < 0, Im(λ(ζ) + sζ) < 0},

a tak�e
D = int(D+ ∪ D−).

Mno�estvo {ζ : |ζ| = R} sostoit iz nokru�noste�i sootvetstvu�wih vetv�m λj,priq�m okru�nosti Cj prinadle�at ∂Dkogda j ≤ k i ne pereseka�ts� s ∂D kogda
j > k.



Pust~ D1 { komponenta D kotora� imeetna grani
e kakie-nibud~ okru�nosti Cj.My zamenim integrirovanie po etim Cj naintegrirovanie po ostal~no�i qasti ∂D1.Integral tol~ko pomen�et znak, potomu qtoforma
eλ(ζ)+sζdζ

oqevidno golomorfna na D.
Oblast~ D1 { �to rimanovapoverhnost~ koneqnogo tipa; e� grani
asostoit iz koneqnogo qisla krivyhparametrizovannyh okru�nost~�.
Lemma 2. Nikaka� graniqna� kriva�
∂D ne mo�et proektirovat~s� v otkrytu�verhn�� ili ni�n�� poluploskost~.



Dokazatel~stvo. Pust~ g(ζ) = λ(ζ) + sζ.Na tako�i graniqno�i krivo�i po opredeleni�budet Img = 0, togda kak Img > 0 v D.Po�tomu v silu uslovi�i Koxi{Rimana Regstrogo monotonna, a nikaka� funk
i� nemo�et byt strogo montonno�i na zamknuto�ikrivo�i.
Tak qto l�ba� graniqna� kriva� soder�itqast~ (mo�et byt~ tol~ko toqku) nadvewestvenno�i os~�, i simmetriqnye kuski(mo�et byt pustye) nad dopolneniem kvewestvenno�i osi.
Pixem
eg = eReg+iImg = eReg(cos(Img) + i sin(Reg)),

i integriruem po dvum simmetriqnymkuskam γ+, γ−. Poskol~ku Img = 0 nakrivo�i, a Reg vozrastaet, to φ(s) =

exp g(γ(t)) vewestvenna i vozrastaet, kak



funk
i� natural~nogo parametra t na γ+.Tak qto
1

2πi

∫

γ
eg(ζ)dζ

=
1

2πi

(

∫

γ+
+

∫

γ−

)

φ(t)(dξ(t) + idη(t))

=
1

π

∫

γ+
φ(t)dη(t) = −

1

π
η(t)dφ(t) < 0,

gde my prointegrirovali po qast�m, iispolzovali qto η(t) = 0 na kon
ah γ+ vsilu Lemmy 2.
Vot i vse!
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