
Pro odnu zadaqu Saksa

Oleksandr �remenko

Zadaqa (Stan�slav Saks, 8 l�togo, 1940. Priz: 1 k�lo bekonu).

Neha$i subgarmon�qna funkc�� φ ma vs�di qastkov� poh�dn� ∂2φ/∂x2,
∂2φ/∂y2. Qi vipliva zv�dsi wo ∆φ ≥ 0?

Zauva�enn�: oqevidno wo ∆φ ≥ 0 v us�h toqkah neperervnost� ∂2φ/∂x2, ∂2φ/∂y2,
ot�e na vs�di w�l~n�̈ı mno�in�.

Teorema. Neha$i u - subgarmon�qna funkc�� v plowin� � pripustimo wo
perx� qastkov� poh�dn� ux(x, 0) � uy(0, y) �snu�t~ na os�h, a drug� poh�dn�
uxx(0, 0), uyy(0, 0) �snu�t~ v toqc� (0, 0). Tod�

uxx(0, 0) + uyy(0, 0) ≥ 0.

Dovedenn�. Pripustimo protile�ne, tobto wo

uxx(0, 0) + uyy(0, 0) < 0. (1)

Tod� mo�na dodati garmon�qni$i pol�nom tak wobi u(0, 0) � obidv� perx�
poh�dn� v poqatku koordinat stali nul�mi a drug� poh�dn� stali v�d’mnimi:

v(x, y) := u(x, y) + a+ bx+ cy + d(x2 − y2),

v(0, 0) = 0, vx(0, 0) = 0, vy(0, 0) = 0, vxx(0, 0) < 0, vyy(0, 0) < 0.

Z oznaqenn� poh�dnih vipliva wo

v(x, 0) ≤ −kx2, v(0, y) ≤ −ky2 (2)

dl� dosit~ malih x, y � de�kogo k < 0. Vikoristovu�qi pol�rn� �
kompleksn� koordinati

z = x+ iy, r = |z|, θ = arg z,

por�vn�mo v z garmon�qno� funkc�� Cr2| sin 2θ|, de C – dosit~ velika
dodatn� stala, tak wobi v(x, y) ≤ Cr2| sin 2θ| na kol� r = ε, dl� de�kogo
ε > 0. Tod� z principu maksimuma vipliva wo

v(x, y) ≤ Cr2, |z| ≤ ε. (3)

Rozgl�nemo s�me$istvo subgarmo�qnih funkc�$i

vr(z) := r−2v(rz), |z| < ε/r.
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Koli r pr�mu do 0, c� funkc�̈ı viznaqen� u vse b�l~xih � b�l~xih krugah
�k� viqerpu�t~ plowinu. Z (3) vipliva wo koli r → 0, s�me$istvo vr
obme�ene zverhu na ko�nomu kompakt� v plowin�. Os�l~ki vr(0) = 0, to
mo�na vibrati posl�dovn�st~ vrn , rn → 0 cih funkc�$i �ka zb�gat~s� v
topolog�� Xvarca D′ v us�$i plowin� do de�köı subgarmon�qnöı funkc�̈ı
v0. Za v�domo� teoremo�, zb��n�st~ tako� v�dbuvats� v L1

loc(R) � v
L1
loc(iR). Z ner�vnoste$i (2) � (3) oder�umo dl� graniqnöı funkc�̈ı

v0(z) ≤ C|z|2, z ∈ C; v0(z) ≤ −k|z|2, z ∈ R ∪ iR.

Ale ce supereqit~ teorem� Fragmena � L�ndel~ofa, wo dovodit~ Teo-
remu.
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