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Berichtigungen und Zusitze.
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Gottingen, im November 1885.






C. F. GAUSS WERKE

HERAUSGEGEBEN VON DER KONIGLICHEN GESELLSCHAFT DER WISSENSCHAFTEN ZU GOTTINGEN.

AUSGABE AUF DRUCKPAPIER.
Band: .
I. DISQUISITIONES ARITHMETICAE. Zweiter Abdruck 1870. Preis 12 Mark.
II. HOHERE ARITHMETIK. Zweiter Abdruck. 1876. Preis 12 Mark.
Die Besitzer des ersten Abdruckes von Band II. konnen die beim zweiten Abdrucke

hinzugekommenen Zusitze als ,Nachtrag zum ersten Abdrucke des zweiten Bandes®
zum Preise von 1 Mark beziehen.

III. ANALYSIS. Zweiter Abdruck. 1876. Preis 12 Mark.

IV. WAHRSCHEINLICHKEITS - RECHNUNG UND GEOMETRIE. Zweiter Abdruck. 1880,
Preis 15 Mark.

V. MATHEMATISCHE PHYSIK. Zweiter Abdruck. 1877. Preis 15 Mark.
VI. ASTRONOMISCHE ABHANDLUNGEN. 1874. Preis 20 Mark.

Die Entnahme von einzelnen Binden bezw. des vollstindigen Werkes erfolgt ge-
gen Baarzahlung von der K. Universitats-Casse in Gottingen, welche nach wie vor
den Vertrieb besorgt.

Versendungen nach auswirts erfolgen ohne Nebenkosten, ausser Porto, wenn die
Preiszahlung durch Postnachnahme gewiinscht wird und zulassig ist; sonst sind wegen
der fir Werthsendungen erforderlichen festeren Verpackung pro Band 60 Pfennig
Emballagekosten mehr zu zahlen.

Gottingen im Mai 1885.

GAUSS-DENKMUNZE.

Die K. Gesellschaft hat zur Feier der hundertsten Wiederkehr des Geburtstages von
C. F. Gauss durch Herrn Miinzmedailleur H. F. Brehmer in Hannover eine Denkmiinze
Von 70 Millimeter Durchmesser in bronzirtem Kupfer herstellen lassen. Sie enthalt den
Kopf von Gauss und die auf ihn sowie auf die Feier sich beziehende Inschrift. Um
dieses Kunstwerk allgemeiner zuganglich zu machen, hat die Gesellschaft verfiigt, dass es
zu dem Preise von finf Mark von der K. Universitits-Casse zu Gottingen bezogen

werden kann, von Auswartigen ohne Nebenkosten, ausser Porto, wenn Postnachnahme des
Preises erfolgen kann.




Allgemeine Lehrsitze betreffend diejenigen analytischen Functionen,
welche ein algebraisches Additionstheorem besitzen.

1.
Wenn eine analytische Function ¢(u) des Argumentes » die Eigenschaft
besitzt , dass zwischen den zu je drei Werthen des Argumentes
u, v, u-+v
gleh'drenden Functionswerthen

o) 9@, g(tv)
eine algebraische Gleichung besteht, deren Coefficienten von » und v unabhingig
sind, so sagt man, dass fiir diese I'unction ein algebraisches Additions-
theorem besteht, oder dass diese Function ein algebraisches Additionstheorem
besitzt. :

Jede analytische Function ¢(u), welche ein algebraisches Additionstheorem
besitzt, hat die Eigenschaft, dass zwischen der Function und ihrer in Bezug auf
u genommenen ersten Ableitung ¢'(«) eine algebraische Gleichung besteht, deren

Coefficienten von dem Argumente « unabhéngig sind.

Der Bereich des Argumentes einer solchen Function kann in jedem Falle
auf alle endlichen Werthe ausgedehnt werden, ohne dass die Function aufhért,
den Charakter einer algebraischen Function zu besitzen; denn jede analytische
Function ¢(u), welche ein algebraisches Additionstheorem besitzt, ist Wurzel
einer algebraischen Gleichung, deren Coefficienten eindeutige Functionen des
Argumentes » sind und fiir alle endlichen Werthe desselben den Charakter ra-
tionaler Functionen besitzen. Es kann also das Argument dieser Functionen
nur eine im Unendlichen liegende Grenzstelle haben.

Zum Gebrauche der elliptischen Functionen.



2 Allgemeine Lehrsitze. Art. 2.

Eine analytische Function ¢(u), fiir welche ein algebraisches Additions-
theorem besteht, ist

entweder L., eine algebraische Function von w,

oder 1L, wenn mit ® eine passend gewihlte Constante bezeichnet wird,

umy
eine algebraische Function der Exponentialfunction € @ |

oder  IIL., eine algebraische Function einer Function pu = s, welche, wenn
mit g, und g, zwei passend gewihlte Constanten bezeichnet wer-
den, durch die Differentialgleichung
ds\
5’?) = 48*—g,5—¢,
und die Bedingung ¢(0) = oo bestimmt werden kann,
Die beiden ersten Fille sind als specielle Fille im dritten enthalten: der
erste, wenn g, und g; einzeln den Werth Null haben, der zweite, wenn g3 — 2743
gleich Null ist.

2.

Unter den analytischen Functionen eines Argumentes u, welche ein alge-
braisches Additionstheorem besitzen, sind diejenigen ausgezeichnet, welche fiir
alle endlichen Werthe des Argumentes den Charakter ganzer oder gebrochener
rationaler Functionen haben, welche daher eindeutige Functionen ihres un-
beschrinkt verdnderlichen Argumentes sind.

Alle eindeutigen analytischen Functionen ¢(u), welche ein algebraisches
Additionstheorem besitzen, haben die Eigenschaft, dass ¢(u-v) rational aus-
driiclkbar ist durch die Werthe ¢ (u), ¢ (v) und die Werthe der ersten Ableitungen
g, o).

Wenn eine analytische Function ¢(u) die Eigenschaft besitzt, dass ¢(u—-v)
rational ausdriickbar ist durch o(u), ¢(v), ¢'(u), ¢(v), so ist diese Function eine
eindeutige Function ihres unbeschriinkt verdnderlichen Argumentes, welche fiir
alle endlichen Werthe desselben den Charakter einer ganzen oder gebrochenen
rationalen Function hat.

Hs gilt auch der Satz: Wenn eine eindeutige analytische Function ¢ (u)
die Eigenschaft hat, dass zwischen der Function und ihrer ersten Ableitung ¢'(u)
eine algebraische Gleichung besteht, deren Coefficienten von dem Argumente
nicht abhéingen, so besitzt diese Function ein algebraisches Additionstheorem.



Art. 3. Allgemeine Lehrsitze. A 3

Eine eindeutige analytische Function ¢ (), welche ein algebraisches Ad-
ditionstheorem besitzt, ist
entweder 1., eine rationale Function von u, uni
oder II., eine rationale Function einer Exponentialfunction € ®
oder III., eine rationale Function einer Function ¢@u und ihrer ersten Ab-
leitung @'u.
Die beiden ersten Fille sind wiederum als specielle Fille im dritten
enthalten.

3.

Jede transcendente eindeutige analytische Function, welche ein alge-
braisches Additionstheorem besitzt, ist nothwendig eine periodische, und zwar
entweder eine einfach periodische oder eine doppelt periodische
Function. '

1. Wenn alle Perioden des Argumentes der Function als positive oder ne-
gative ganzzahlige Vielfache einer und derselben Periode 2w dargestellt werden
konnen, so heisst die Function einfach periodisch. Die Grisse 20 heisst
primitive Periode.

2. Wenn eine periodische eindeutige analytische Function nicht im er-
Kkliirten Sinne einfach periodisch ist und wenn dieselbe sich nicht auf eine Con-
stante reducirt, so ist es auf unendlich mannigfaltige Weise moglich, zwei Pe-
rioden 20 und 20 des Argumentes der Function derart auszuwihlen, dass alle
iibrigen Perioden durch Addition und Subtraction aus diesen beiden zusammen-
gesetzt werden konnen. In diesem ¥alle wird die Function doppelt perio-
disch genannt und jedes System von zwei Perioden 2w, 20, welche die angege-
bene Kigenschaft haben, heisst ein primitives Periodenpaar.

Dér imagindre Bestandtheil des aus den zwei Perioden 20 und 2w eines

primitiven Periodenpaares (2w, 2w’) gebildeten Quotienten %’ =1 ist stets von
Null verschieden und zwar kann vorausgesetzt werden, ohne dass die Allgemein-
heit der Untersuchung hierdurch wesentlich beschréinkt wird, dass der reelle
Bestandtheil des Quotienten %, welcher in der Folge mit SQ(%) bezeichnet
werden soll, einen positiven Werth hat.

Zwei Periodenpaare (2w, 20') und (2®, 2@&') sollen aequivalent genannt
1%



4 Allgemeine Lehrsitze. Art. 4.

werden, wenn die Gesammtheit aller derjenigen Grossen, welche durch Addition
und Subtraction ganzzahlig aus den Perioden des einen Paares gebildet sind,

tibereinstimmt mit der Gesammtheit aller auf analoge Weise aus den Pe-
rioden des anderen Paares gebildeten Grossen.

Damit zwei Periodenpaare (2w, 20’) und (2@&, 20') aequivalent seien, ist

nothwendig und hinreichend, dass zwischen den Perioden beider Paare Glei-
chungen von der Form

26 = 2po -+ 290, 26" = 2p'w + 2¢'’
bestehen, in welchen p, ¢, p, ¢ ganze positive oder negative der Bedingung
pg —aqp = 1

geniigende Zahlen, einschliesslich der Null, bedeuten.
Die beiden Grossen

9*(%) und  (pg'— qp’)*(%)
haben dasselbe Vorzeichen.

Durch geeignete Bestimmung der Zahlen p, ¢, p, ¢ kann stets erreicht
werden, dass

~r
[0}
~ s

4.

Der allgemeinste Fall der eindeutigen analytischen Functionen, fiir welche
ein algebraisches Additionstheorem besteht, wird gebildet von den eindeutigen
doppelt periodischen Functionen, welche fiir alle endlichen Werthe des Argu-
mentes den Charakter rationaler Functionen besitzen, deren Argument also nur
eine im Unendlichen liegende wesentlich singulédre Stelle hat. Diese
Functionen werden im weiteren Sinne elliptische Functionen genannt.

Wenn in dem Folgenden von einer elliptischen Function die Rede ist, so
ist stillschweigend immer eine eindeutige elliptische Function gemeint.

Es sei (2w, 20') ein primitives Periodenpaar, so sind alle Perioden in der
Formel w — 2pw + 2p/w’ enthalten, in welcher jeder der beiden Zahlen p und p’

alle ganzzahligen positiven und negativen Werthe, Null eingeschlossen, beizu-
legen sind.



Art. 5. Die Function v Gu. 5

Ziwei Werthe des Argumentes heissen congruent oder incongruent,
jenachdem die Differenz derselben eine Periode ist oder nicht.

Ein Periodenparallelogramm des Argumentes u einer elliptischen
Function, fiir welches (2w, 20) ein primitives Periodenpaar ist, wird analytisch
definirt durch die Geesammtheit aller Werthe, welche in der Formel

U = iy 2tw 4 2¢'o0’

enthalten sind, falls jeder der beiden verdinderlichen Grossen ¢, ¢ alle reellen
Werthe zwischen 0 und 1 (0 eingeschlossen, 1 ausgeschlossen) beigelegt werden.

Unter dem Grade einer elliptischen Function versteht man die Zahl,
welche angibt, wie oft diese Function innerhalb eines Periodenparallelogramms
unendlich gross wird; hierbei ist jede Stelle, an welcher die Function unendlich

gross wird, so oft zu zihlen, als die Ordnungszahl des Unendlichgrosswerdens an
dieser Stelle anzeigt.

Es gibt keine elliptische Function ersten Grades.

Die Function 6u.

5.
Die einfachste analytische Function, welche fiir alle endlichen Werthe
des Argumentes u den Charakter einer ganzen Function besitzt und die Eigen-
schaft hat, fiir u =0 sowie fir alle diesem Werthe congruenten Werthe

w = 2pw ~+ 2p'w’ von der ersten Ordnung unendlich klein zu werden, wird ge-
geben durch die Formel

KT w,u' = 0,%1,*+2 +3,...£c0
’ wu ,L;+ e hat 2y , ’ 9 ; ’
1) Gu = ul] <1 —77>e( ? ( w = 2pw -+ 2v'e )
w w ) —
ausgenommen % = 0

in welcher der Grosse w alle in dem Ausdrucke 2pw -+ 2p/'w’ enthaltenen Werthe,
mit Ausnahme *) des Werthes w = 0, beizulegen sind. Hierbei wird vorausge-
setzt, dass der reelle Bestandtheil der Grosse —"’7 einen von Null verschiedenen
(U]
und zwar positiven Werth hat.
Aus der obigen Definition ergibt sich, dass 6(— u) = — 6 (u) ist.

*) An diese Ausnahme wird in den beziiglichen Formeln durch einen dem Product- oder Summen-
Yeichen folgenden Accent (") erinnert.



6 Die Function Gu. Axt. 5.
Es bestehen ferner die Gleichungen
(2. 6(0) = 0, G'(0) = 1, G"(0) = 0, G"'(0) = 0.

Die Function Bu ist durch eine nach Potenzen der Grosse w mit ganzzah-

ligen positiven Fxponenten fortschreitende Reihe darstellbar, welche fir alle
endlichen Werthe von w convergent ist.

Die Coefficienten der einzelnen Glieder dieser Reihe sind ganze Func-
tionen zweier Grdssen g, und gy, welche durch die Gleichungen

1 — 1
(3) 02”‘22 3.5. >-'ww4’ 93:22'5'7'22”—?;6*

bestimmt sind.  Auch in diesen Glefchungen sind der Grosse w alle in dem Aus-

drucke 2pw —+ 2p'w" enthaltenen Werthe, mit Ausnahme des Werthes w = 0,
beizulegen.

Die Grossen g¢,, g, heissen die zu der betrachteten 6 -Function
(4) 6u = Gu|o,0") = G(u;g,9,)
gehorenden Invarianten.
‘Wird mit m irgend eine von Null verschiedene reelle oder complexe Grosse

bezeichnet, so besteht die Gleichung

(5.) G (u|w,w) = G(u3g,,9,) =

,m Ggs M g3>

Fir alle endlichen Werthe des Argumentes » und der Invarianten g, und g

besitzt die Function 6(u; gs,¢;) als Function der drei unbeschrinkt verinder-
lichen Grossen u, g,, g5 betrachtet den Charakter einer ganzen Function.
Es ergibt sich

6) Gu = ut s gou® B G ' _ giu® . 905t B
v a 21.38.5 28.8.5.7 29.82.5.7 27.8%.5%.7.11

Die Function 6 (u ; 9o 93) geniigt der partiellen Differentialgleichung

0'6 2 06 1
7. = 2
™) qur = 1205 ag + 5% g, 127" 6,

aus welcher sich, wenn

dm - 6n -1
(8) Gu = 2 m G, * ( >< > (411?—{—611—{—1)' (m,n = 0,1,2,8...00)



Art. 6. Die Function Gu. 7

gesetzt wird, zur Berechnung der ganzzahligen Coefficienten a,, , die Recursions-
formel

16
(9.) tmn = 3(m+1) tugr,n1+ 3 M+1) w2 np1—5 (Zm + 81 -—1)(4m + 61 — 1) am—p,n

ergibt. Dem Coefficienten ay, ist der Werth 1, dagegen denjenigen Coefficienten,
fiir welche einer der beiden Indices einen negativen Werth erhélt, der Werth 0
belaulcoon

Die Werthe der Coefﬁcwnten @y, 5 fiir welche die Summe 4m - 6n + 1 die
Zahl 35 nicht {iberschreitet, sind in folgender Tabelle enthalten.

wtm—l—Gu-Hl m I 1t 1 am w wtnHBn-H) g [ 1 Qi n
w00 0| 4 1506600
u? 110 u® |32 20019960
w | 0 { 1 610 1416951
w210 28| 162100440

27
wt (11 ] e wt s 41843142
s 102 ‘ — 54 1[4 1796330440
(8]0 + 69 w?® 142 — 376375410
(10) 5 | P | 70| —388946691
B | 05| 2388991320
ot | &[0 \ + 321 w318 — 9465715080
1] 2| 4068 e l1] —e6519779667
Lo | 03 ‘ 414904 2| 4| — 144916218720
3 11| 433588 w® |52 —210469286736
Wt | 212 | 4257580 1810} 425514578881 -
. 15]0] 160839 15 | — 1289959784640
g5 | L8| 502200 wd |4 '( 3 | — 4582619446320
41| 2808945 71| —485174610648

Darstellung der Function 6w durch einfach unendliche Producte.
| 6.

Fiir unendlich grosse Werthe von 8‘3(%) ergibt sich

1 (um)® —
1.) Gu = ¢ ) 20 gin 4T

’
T 20

denn es besteht, wenn bei der Bildung der unendlichen Producte der Zahl # alle
ganzzahligen positiven Werthe beigelegt werden, die Gleichung

: umw A 2nw < _v_M> 2nw
) st ( 2(»> % H <1 21w ) € n 21w 6



8 Die Function Gu. Art. 6.

Mittelst der Function sinus-kann die Function Gu auf verschiedene Weise als ein
einfach unendliches Product dargestellt werden.

Es ergibt sich ndmlich

1 (um\? 0" (20— ) - sin - (200 1 (umy
3, 5u=—2—m—sinﬂ-eé(2“’) I | St gy (o) sn,1 1Y e sint (127) <2w>
T 2w N sing(ﬂ(})‘l‘t)
w

1 1
E—}—zn sin%—’%j%

und, wenn mit v die Grosse

2
™
(4. =5

bezeichnet wird,

ez sin? adid
(5.) Gu — €% .20, U I I 1 -__._<;2i .
m 20 . 9 ( no'n
n sin ——)
w

Zur Abkiirzung soll

(6.) - = v, 620} — 6vm — o o _ - e—w—m — Grm — 1
gesetzt werden. Der reelle Bestandtheil der Grosse tmi ist in Folge der beziig-
lich des Vorzeichens der Grosse 9?(—3—) getroffenen Festsetzung negativ; der
absolute Betrag der Grosse 4 ist also kleiner als 1. :

Unter Benutzung dieser Bezeichnungen ergeben sich die Gleichungen

2rov® 20 . sin(nt — )% _pi oy SIDBTF )T png
(7)) Gu = ¢ . ~w—s1nvwnn prr— I,

sinntn
e e e
(9.) — &1, Eg.sim 1, 1 —zzzzluishgf;qtk‘m _
(o) R e



Art. 7—8. Die Function Gu. 9

Vermehrung des Argumentes der Function 6« um eine Periode.
7.
Zwischen 6 (x) und G (u— 2w) besteht die Gleichung

(1) Gu4t20) = —627‘(u+m) 6(u), aus welcher sich 4 = %%;—

ergibt. Bei der Vertauschung des Periodenpaares (2w, 2w’) mit dem Perioden-
paar (2w, — 2w) bleibt die Function Gu ungeéindert und es ergibt sich in Folge
dessen analog den obigen Gleichungen '

@) Sutaw) = —TT V6w, g = e

Fir die Aenderung des Argumentes um eine beliebige Periode gilt die
Gleichung

3)  Blut2potag) = (—)PITPT2 (1 an)(n+pot+99) g
oder, wenn pw —+ qw'= &, pn - ¢n'= i gesetzt wird,
() Gut2) = o1 T2 g,

wo das obere oder das untere Vorzeichen gilt, jenachdem die Grésse 6 (®)
einen von Null verschiedenen Werth hat oder gleich Null ist.
Zwischen den vier Grossen w, ', 7, 7 besteht die Relation

(5.) no'— on’ = -|—322, wenn 5)%(%) einen positiven Werth hat;
dagegen ist

(5%) o' — oy’ = ——f;—, wenn, entgegen der getroffenen Voraussetzung,

8‘%(—%) einen negativen Werth hat.

Die Function %—Lf
u
8.
Fiir die Function I 1og G (u) = G'w) elten die Gleichungen
du 8 Gu) 8 ' 8

6'(u+20) G G'(ut20)  G(x) ,
6 (u+20) 6(u)+2n’ 6 (u+20) —”6@5_{—27]’
Gut25)  Gw) | ..

Gw¥za) — Gw T

Zum Gebrauche der elliptischen Functionen.

)




10 Die Function gpu. Axt. 9.

Wenn o + o' =w’", 741 = 7" gesetzt wird, so ergibt sich

6'(w”
® s

Fiir die Umgebung des Werthes v = 0 gilt die Reihenentwickelung

| 6'w) 9o 95 . 95 7 9293 9
@) Cw +** B35 2570 a7l w8l
wihrend die Ausdriicke

6(%) , 1 1 U w = 2pw-}2p’
) 6(%) +zw ( u—%+ﬁ+_ﬁ> ausgenommen % = 0 )

¢) = :‘%u + ET‘:E% cotg ';‘—Z +3, (cotg i‘; (u—an’)——i> +3 (ootg -2% (u+2nm’)—|—i>}
(n =1,23...00)
fiir alle endlichen Werthe des Argumentes Geltung haben.

Die Function gu.
9.

Mit der Function Gu ist die Function pu=pulw, o)

= ¢ (u; _qé, gs) durch
die Gleichung

(1) pu = T;L log Gu

verbunden. Es bestehen daher die Gleichungen

11 W = 2ot 2y’
(2) T +z <(u—w)‘ w") ausgenommen % == 0
1 1
®) = +( e e rme O e
20 (m> n sm2 T 2nw’) n sinz—;%(u—{—%m') '
(4) p(—u) = KJ(“),
, 1 ulo o 1 n
(5 p(ulo,0") = p(u;g,,9,) = WW<E o m) = W§)<%;m4gg,mﬁg3>.

Fiir die Umgebung des Werthes u = 0 gilt die Reihenentwickelung

) 1 92 935 95 6 89,95 8
(6. pu=atiteaz¥tagdtas etz et




Art. 9. Die Function gu. i1
und zwar besteht, wenn

1
(7.) pu = b out et Ut

gesetzt wird und 4 grosser als 3 ist, die Recursionsformel

(8 = G 2% ¢ =28 d=2)

Die Function gu ist cine doppelt periodische Function, fiir deren Argu-
ment (2w, 20') ein primitives Periodenpaar ist; dieselbe wird innerhalb jedes Pe-
riodenparallelogramms nur an der Stelle, welche dem Nullwerthe des Argumentes
congruent ist, unendlich gross und zwar ist die Ordnungszahl des Unendlich-
grosswerdens gleich 2.

Die Function gu ist also eine elliptische Function zweiten Grades. In
der fiir die Umgebung des Werthes v = 0 geltenden nach Potenzen des Argu-
mentes fortschreitenden Reihenentwickelung der Function

s,
2 oo
ist % das einzige Glied mit negativem Exponenten, wihrend das constante Glied
dieser Entwickelung den Werth Null hat.
Durch die angegebenen Figenschaften ist die Function pu unzweideutig

bestimmt. Unter allen doppelt periodischen Functionen {iberhaupt ist daher
die Function gu die mdglichst einfache.

Die erste Ableitung @'u der Function @u ist eine elliptische Function
dritten Grades, welche nur fir die dem Nullwerthe congruenten Werthe des
Argumentes unendlich gross wird.

Es ergibt sich .
(10, p(—u) = —p'¥),

r 1 r .’
(L) pu=—23, (w = 2po-+ 2w
Aus der letzten Gleichung wird fiir v = w, o', 0" gefolgert

(12.) plo) =10, p) =0, p")=0
Fiir die Umgebung des Werthes u = 0 gilt die Reihenentwickelung

. 9 9,9
W) en— — et g By By Sy



12 Die Function pu. Art. 10.
Zwischen der Function gu und ihrer ersten Ableitung @'u besteht die

Gleichung

(14.) (')’ = 4p’u—gypu—g,,

aus welcher sich

(15.) p'u = 6p*u—=3%g,, 9"u == 12pu-p'u

ergibt. Alle Ableitungen der Function gu, deren Ordnungszahl grade ist, sind
ganze Functionen von gu.

Die drei Grossen
(16.) : po = ¢, po’'= ¢, po'=c¢
sind von einander verschieden, wenn beide Perioden 2w, 20" des primitiven Pe-
riodenpaares endliche Werthe haben, und es ergibt sich
A7) () = d(pu—po)(pu—po”)(pu—po) = 4(pu— e)(pu—-cy)(pu—-¢y).

Es bestehen daher die Gleichungen

e,+e+e =0,
(18.) L e N ”’%(eﬁ‘f‘egﬁ-@ = — 19
€663 = 1g-

Die Grosse (e,—ey)(es — ) (e, —e) = %5 (g3 — 27¢3) moge mit G be-
zeichnet werden.

10.
Fiir den besonderen Fall, in welchem der reelle Bestandtheil der Grosse —2—,—

unendlich gross wird, wihrend 2w einen endlichen von Null verschiedenen
Werth hat, werden die beiden Grossen e, und ¢; einander gleich. Unter dieser
Voraussetzung ergeben sich folgende Gleichungen:

O\ 1 1/ =V 2. 39,
W e (Gt (i o
20 102 ﬂ 3 20 s 9 2g
) = gy
™ ¢ 9.93 : 393 393
(2) <’2';> = 3, e = 0 6 = €;= ~ 2, 95—27g2 = 0,
G'u B ur | 1/ = >" n L) 20 . wum
() gy = peotegetylay) W e =, Gu=e" = 2T
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‘Wenn endlich gowohl 2w, als auch 2w unendlich grosse Werthe annimmt,
wihrend lim%<%@.> von Null verschieden ist, so werden alle drei Grossen

e, €y, ¢; einander gleich und es ergibt sich

1 G'u 1
(4) = w = W Gu = u; € = ¢ = ¢ = 0, go =0, g, =0.

Additionstheorem der Function %

11.
Zwischen der Function pu und der Function Gu besteht die Gleichung

' G 6 (u—
o R e )
Aus derselben ergibt sich durch logarithmische Differentiation
- G'(u-v G’ (u—) Gu _  pu
(2) 6(u+v)+ G (u—v) 26u T pu—pv’
3) G'(utv) G'(u—uv) G'v — '

Guto) Gu—v) 260 = ou—gv
Folglich besteht das Additionstheorem

6'(u -+ v) G'u 1 pu—pv
(4) 6(%"""0) 6u+ 77777 +2 U —pPv !
5. G'u—v)  Gu Gv 1 puipv

Gu—v) Gu GBv ' 2 pu—pv

Additionstheorem der Function gu.
12.

Durch Differentiation ergibt sich aus dem Additionstheorem der Function

-g—:: das Additionstheorem der Function pu
' 19 g)’u:,:g)’v) 19 gou_Hpv)
. '_t === _—— — —_———_—
(1) putv) = pu 2 u \pu — @v YF 2 o0 U — v

(6p*u — zgo)(pv—-gm\ + 4p%u — quu—J3 _}:gfup v
Bpu—p

(6% — L g,) (pu—pv) + 4% — g, v — gy FPuP'v
2 (pu —pv)* ’

(2) = pu+

3) = pv+




14 ' Additionstheorem der Function gpu. Art.
2 (pupv —1 9,)(pu + pv) — g3 F Pup'v
4.) puxv) = 2 (g — o)
_ L[pug gl
(5.) = Z[mﬁ] — pu — pv.
Aus diesen Formeln erhilt man die folgenden
6.) 1 2(pupv—1g,) (putpv) —gyEplugp'e
puto) 2 (pupv -+ 1 g,)* + 29, (pu - pv) !
’ 2(pupv —19,) (pu—+ pv) — g,
(") putv)tpu—r) = — (pu—po)?
0? ks
(8) : = 2pu— - zlog (pu—pv) = 2pv — o5 log (pu—pv),
’ ’ 62
©) o) —pu—v) = — T = — s log (pu— ),
(pupv =1 95)* + g, (pre -+ 9v)
(10)  p+ v) - plu—ov) = (gm——gav)“" )
, (p'v)* 1 (g'w)® 1
+p) — — —
(1) $luo) = (wv—w)‘“’ 2 (@v—sow) >‘0 (pu—pv)® 2 (m—m)gg’ ’
_ ($nu—p Pluto)+e )Y
(12)  4(pw)+pWw)+pu+v) = gm__gw> Pt —p()
(13.) pu—pv _ —put0)—'[®)
pu—pv pu+ov)—pw)’
1 pu o'u
(14) - 1 v o' = 0.

L oputor) —p'uto)

(15)) . P (2u) = (p*u+19,)° -+ 29, pu .
4p%u — g pu—g,

! d21 U
[

Durch Integration ergibt sich aus der letzten der vorstehenden Formeln

G'(2u) o O pu  G(2u) ,
16) G(2u) 5u+~' g’ G P
16.
G(2u) = G'u @ Iog_@ = 26u(6'u)*— 36°uG'u6"u- G>u6""u.

12.



Art, 13. Elliptische Functionen beliebigen Grades. 15

- Darstellung einer elliptischen Function beliebigen Grades
durch die Functionen 6 (x|w, o) und g |, o).

13.

Wenn ¢(«) eine elliptische Function #** Grades, (2w, 2w’) ein Perioden-
paar des Argumentes derselben und 6 (u) die zu diesem Periodenpaare gehorende
Function G (u|w, o) bezeichnet, so ist es stets moglich, 2r -+ 1 Grossen

Uy Uyy oo U5 Uy O

99

oy O

1’
derart zu bestimmen, dass die Gleichung besteht

o G (u—u) G (u—uy)...6(u—u)
o) = C- G(u—v,)Gu—uv,)...6u—uv,)

(1)

Ziwischen den Groéssen %, Uy, ... %,; ¥, ¥y, ..., findet hierbei die Be-
ziehung statt

() Aty pu, = v o, o,

Dieser Satz lisst sich folgendermassen umkehren.

Wenn die Grossen w,, 4y, ... u.; vy, v,. ..., die Gleichung (2.) befrie-
digen und wenn keine der Differenzen ‘

w,—ov, (A Avp =.1,2,8.--7)

der Null congruent ist, so ist die durch die Gleichung (1.) bestimmte Function
©(u) eine zu dem Periodenpaare (20, 2vw') gehorende elliptische Function »*"
Grades.

Wenn von den » Grossen u,, %, . .. %,, beziechungsweise v,, v,, . .. v,, keine
zwei einander congruent sind, so sind alle Wurzeln der Gleichung ¢ (u) = 0, be-
ziechungsweise ¢(u) = co, einfache Wurzeln. Sind hingegen einige der Grossen
Uy, Uy, ... U, oder einige der Grossen v, vy, . .. v, einander congruent, so sind die

entsprechenden Wurzeln der Gleichung ¢(u) = 0, beziehungsweise ¢(u) = o,
mehrfache Wurzeln.



16 Elliptische Functionen beliebigen Grades. Arxt. 14.

14.
‘Wenn

Ugy Uyy Uyy oov U,

(n+1) von einander unabhiéngige und unbeschriinkt veriinderliche Grdssen be-
zeichnen, so ist die Function

1 o) @) .- 9D (u) !
i 1 ﬁ"(’”ﬁ) W,(ui) 9(“'_1)(“1)
M) ol gy ) =1 o) @) .. Y ()

1op(w,) ¢'(w,) ... 9" 0(w,)
in Bezug auf jedes ihrer Argumente eine elliptische Function (n - 1)*" Grades.

Als Function von %, betrachtet wird dieselbe nur an der Stelle u, = 0 und den
congruenten Stellen unendlich gross, dagegen fiir
Uy == Uyy Ugy ==+ U, — (U -ty - ‘%‘“,.)
und die congruenten Stellen unendlich klein.
Es moge vorausgesetzt werden, dass von den Grossen
Upy Ugy = oe Uy Uy Uyt
keine der Null congruent ist, ferner dass von den Grossen

Upy Ugy oov U,

keine zwei einander congruent sind.
Es ergibt sich zuniichst

B (g~ 1ty 4y -+ + - 0, 6 (10— 1)) B (g — ) + - - B2y — 10, )

(2) ¢ (ugy uyy ety - - -0, ) = C, G+ (%)

wo der Factor C, nur von den Grossen u,, u,, ... %, abhingt.
Zur Bestimmung dieses Factors dient die Gleichung

(P(ul) Uy * ot un)
5(“1‘+“2+' ot u,) 6 (1) 6(%p) - - - 6 ()
Wenn nun vorausgesetzt wird, dass keine der Summen

Uty Fu, wgu e, u, o,

—_— C” == (——l)nnl
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der Null congruent ist, so ergibt sich durch wiederholte Anwendung der angege-
benen Formel

-y G (1t + 4ty + - -+ )T, 6 (w,—u)
(3) "?(“07 Uy Uy - - '”n) =(—1) Poansline!— 6)1—)—1(7;0) 6”il(ul)6;+l(u2) . .1.,‘6';‘197(@%) -,

(A<<u, 2Zu=012..2)

Die Geltung dieser Formel ist, wie sich aus Stetigkeitsbetrachtungen ‘ex-
gibt, nur an die Bedingung gekniipft, dass keine der Grossen u; (4 = 0,1,2.. .m)
der Null congruent ist.

Fir die im Art. 13 betrachtete elliptische Function ¢(w) ergibt sich hier-
nach die Darstellung

@ (U 2y, Uyy oen )
@ (U V)5 Vyy ..a0,)]

(4) o(u) = C'-

wo der Factor C’ nur von den Grossen u;, u, ... %,; vy, vy, . .. v, abhéingt. Hier-
bei ist vorausgesetzt, dass von diesen 2r Grossen keine der Null congruent ist
und dass keine zwei derselben einander congruent sind. Es bietet keine Schwie-
o
rigkeit, aus dieser Formel durch einen angemessenen Grenziibergane andere
g gang ¢

Formeln herzuleiten, welche sich auf die angegebenen Ausnahmefille beziehen.

Es gelten tiberhaupt folgende Siitze:

Jede zu dem Periodenpaare (2w, 20') gehorende (eindeutige) elliptische

T ; 8 g p

Function ¢(w) ist rational ausdriickbar durch die zu demselben Periodenpaare
gehorende Function gu und deren in Bezug auf die Grosse # genommene erste
Ableitung @'u. Umgekehrt sind diese Functionen gu und @u durch die Function
¢(u) und deren erste Ableitung ¢'(u) rational ausdriickbar, wenn (2w, 2w’) ein
primitives Periodenpaar des Argumentes der Function o(u) ist.

‘Wenn die betrachtete Function ¢(u) cine grade Function ihres Argu-
. v S g
mentes ist, so ist dieselbe eine rationale Function von @u; wenn die Function

K

. 5 . . . . n) .
¢ (u) dagegen eine ungrade Function ihres Argumentes ist, so ist —CP—(,V) elne ra-
tionale ¥unction von pu.

Wenn die betrachtete Function ¢(x) nur fiir v = 0 und die congruenten

Werthe unendlich gross wird, so ist dieselbe eine ganze Function von gpu
und p'u.

Zum Gebrauche der elliptischen Functionen.
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R . G ()
Die Function i)
15.

Unter der Voraussetzung, dass n grosser als 1 ist, ergibt sich fiir den
Grenzfall

U, = u, = U, = =u, = v,
wenn
B R '
Wl 1 12 " . ()
(1) o(u) = (—1)" 6" (u—) 6(u+ 1) P (0) = ©'"v v . Py

61z+1(d76);m(7@0) ’ =\ . . - .
' \ {@(H"l)fu p(ﬂ)q; . @(211—3)0 i
gesetzt wird,

L pu—pv Qu—gv .. YU Dy — gLy

L p'v v, .. @Y
(2') Pn (7]) . (‘P (u) = 77!“ f"”v g,)mfu .. p("‘H)U
@7(/”—_1)’1) g)(”)v . 9(2)1——2)0

Wird nun beiderseits nach Potenzen der Grosse u — v entwickelt, so folgt
aus der Vergleichung der Coefficienten der mit (v — v)* multiplicirten Glieder

B((n -4 1)) 1 P, i(0)

(3') ; o, N o T : N
6(nv) 6™ () nlnl P, (v)

Andererseits ergibt sich, wenn die Grosse ¢, durch die Gleichung

y —_ (’__ 1)71—1'073 Wi

(%) 60) = rarst. oy @ 07@

definirt wird, )

(5) Sind o) 1 G Panl®)
. G(nv) 62u+1(,v) - n! !l c, P, w)

Fiir jeden hier in Betracht kommenden Werth von » hat demnach der
Quotient i’é‘;'.}l den Werth 1.
Fiir n = 2 ergibt sich
6.20) = —¢,.0v.6'(v);
in Folge der Gleichung (16.) des Art. 12 ist also ¢, = 1.
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Mithin ist auch ¢, = 1 und es besteht daher, wenn » statt v eingefiihrt
wird, die Gleichung

©'u ©'u .. pe—Dy
(6.) Olm) _ L= g e
' 6" (u) (11218t . (m—1)1)7? .

!
i
|
|
|

ga("“)u gJ(”)’LL . gJ(Q”'?’)M’

Den Gleichungen (14.) und (15.) des Art. 9 zufolge sind simmtliche Ablei-
tungen der Function gu als ganze Functionen von gu, ¢'u, +g,, g5 mit ganzzah-
ligen Zahlencoefficienten darstellbar. Die Determinante P, (u)

IE)

. 5 . 5(1?7./,) e 1 . . \ .

die Function &) ausgedriickt ist, ist daher ebenfalls eine ganze Function
W

durch welche

Ny

dieser Grossen.

B (nu)

Wenn nun # ungrade ist, so ist - ~ eine grade Function von , esist

C';"”(u)
(nu) . B : . o i
daher 5’7(%)‘ eine ganze Function von pu, +¢,, g5; wenn dagegen =z grade ist,
IO I ~ . ., 1 B(nw) .
so ist 2 gine ungrade Function von » und es ist ——- () ine ganze
. 6“‘” ) g) u 6%%(“)

Function von gu, £4,, g5-
Es besteht daher fiir alle ungraden Werthe von » eine Gleichung von
der Form

6 (nu) 1
(7') Gmn(u) = T1y21 31_”“@__1)!)2 G(gou, %92793)71:1
2

und fiir alle graden Werthe von » eine Gleichung von der Form

G (nu) —p'u .
(8. —m = o131 752 G (910, 599 95) pos »
6" (u) (11213t .m—1n1) .Lé._
In diesen Gleichungen bezeichnet G (pu, +¢., g;'y eine ganze Function
der drei Grdssen gu, §g,, g5 mit ganzzahligen Zahlencoefficienten und der
Index N den Grad dieser Function in Bezug auf das Argument pu.
Da

2
d loe G (nu) _ n?(pu — p (nu)),

9. = —
( ) duz Og 6““(“)

so konnen die angegebenen Gleichungen dazu benutzt werden, um @ (nw) rational
durch pu auszudriicken.

3%
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Darstellung einer elliptischen Function beliebigen Grades
durch die Function g—; und deren Ableitungen.
16.
Aus der Gesammtheit derjenigen Werthe des Argumentes u, fiir welche
eine elliptische Function »** Grades
6 (1 —u,) B U—u,)...0u—u)
(1) o) = C- G —v)0U—0v,)...6(w—0,)

unendlich gross wird, sei ein vollsténdiges System einander nicht congruenter
Werthe

V., U

10 Vgy vee vm

herausgehoben und es sei fiir w = 1,2, ... m.

Cuu =)™ 4+ Clu—r,) " 4 Ol - O )7
die Summe aller Glieder mit negativem FExponenten, welche in der fiir die
Umgebung des Werthes o, geltenden nach Potenzen der Grosse u — v, fortschrei-
tenden Reihenentwickelung der Function ¢(u) enthalten sind.

Unter diesen Voraussetzungen bestehen die Gleichungen

(2~) V1+7‘2+"'+7'm =T Cl—+~c2+.”+0m = O?
: - 6'(u—v, - (=D oy d 6 U —0,)
3) o) = O+ 2, Oy T 2 2 7y O g Eiu .

r = 1,2,...(7@—1); w = 1,2 ...m).

Die Constante C, kann bestimmt werden, wenn der Werth der Function
¢(u) fiir einen nicht singulidren, d. h. keinem der Werthe v, v,, ... v, con-
gruenten Werth des Argumentes u bekannt ist, oder wenn in der fiir die Umge-
bung irgend eines der Werthe v, geltenden nach Potenzen von u — v, fortschrei-
tenden Reihenentwickelung der Function ¢(u) ausser den Gliedern mit nega-
tivem Exponenten noch das constante Glied gegeben ist.



Art. 17—18. Die Functionen G,u, G,u, Gyu. 21

Integration einer elliptischen Function beliebigen Grades.
17.

Aus dem in dem vorhergehenden Art. enthaltenen Ausdrucke fiir die
Fuanction ¢(u) ergibt sich fiir die zu derselben gehdrende Integralfunction, wenn
nmit € die Constante der Integration bezeichnet wird, folgender Ausdruck:

[owaw = 5, 0,108 6u—v,)+Cou 0

— %, g 4, 5, (- AP ),

(A = 2, ,...(?y—l), ‘u_1,2,...m).

Die Functionen 6u, G,u, G,u.

18.
Durch die Gleichungen
%
Cu = GLIE(D ) = - "“‘6(%‘@* = 6,(ujw,w’),
e——y‘”uﬁh ” en’,uﬁ 4
) G = W) & ST G, w),
,_n'u 7]
e 6 "+ e 6 - ’
Gu = L 2 _ O S 6w,

werden drei Functionen G,u, G,u, Gyu als eindeutige 1'unctionen der unbe-
schriinkt veriinderlichen complexen Grosse w erklirt. Fir alle endlichen
Werthe des Argumentes » besitzen dieselben den Charakter ganzer Functionen.
Jede der drei Functionen Gyu. Gyu, Gyu ist cine grade Function des Ar-
gumentes . Dem Werthe u = 0 entspricht der Functionswerth 1.
Wenn in der Formel (1.) des Art. 11 fiir v beziehlich die Werthe w, ", o'
gesetzt werden, so ergeben sich die Gleichungen

.(2‘) oo, — <%%)z’ e, — %%>2’ <6 L(,)
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aus welchen hervorgeht, dass jede der drei Differenzen gu — ¢, (2 =1, 2, 3) das
Quadrat einer eindeutigen Function des Argumentes w ist.
Es bestehen die Gleichungen

BuG,ubu

(3.) pr = —2 Gu GGy’ 6(2u) = 26uB,vG,u6 u.

Bezeichnen 4, u, » die drei Zahlen 1, 2, 3 in irgend einer Reihentfolge, so
gilt die Reihenentwickelung

(4) ‘ Gu = 1—Leo,u— (62 —g)ut—- -
Die Grosse g, hat zufolge Art. 9 (18.) den Werth
(5) 92 = - 4(6“ cr+er e}. +e,7. e\u) = __4<(07.—'—6,u) (6;»——-01‘)*36%)'

Fiir die Vermehrung des Argumentes um eine. ganze Periode gelten
die Formeln

6(ut20) = — TG0 | Gur2e)=—e* TG | Gutae) = — 21T Gy
[ |
G, (u+20) = — u | Buree )=+ e CFg G 20 = + € (wtos
(6') ‘ ” " ’ ’
6,20) = + 150 | w20y = — 2“6 6 a0y =+ T
1

6, (u+20) = + ito)g | 6, (ut20") = + €7 (M_"w )6, ] 6, (ut20') = — 21 Wt )g

Diese Formeln sind specielle Fille der folgenden, in welchen p, ¢ irgend
welche ganze positive oder negative Zahlen, einschliesslich der Null, bedeuten :

20 = 2po +2q0", 27 = 2+ 27,
6(““}"26)) = (_1)27q+]7+([ 627!(“'*'“’\)6'207
& 27, )
(1) 6,(u428) = (— 1)pQ+P e 7+ ))6,14,
62(2t+ ZG)) = (— 1)19{1 62?‘(0{ + G))Gﬁﬂ ,

Gy(u+26) = (— l)pQ+q 627‘(&’ + G)’@:‘w.
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19.
Ks bezeichne jetzt

& = po-+ qov’
eine halb e Periode, mit anderen Worten, es werde vorausgesetzt, dass die beiden
ganzen Zahlen p und ¢ nicht beide zugleich grade sind.
‘Wird entsprechend der im Axt. 7 erklirten Bezeichnungsweise
N , 6%
T=ptq = G
gesetzt, so stimmt die Function

—hu T
¢ 6@ _ ¢ 6@m—u
Go - 1)
mit der Function G,u tiberein, wobei der Index 4 den Werth 1, 2 oder 3 hat,
jenachdem p& gleich e, ¢; oder ¢ ist.
Es ist nun

pd = ¢, also L = 1, wenn p = 1, ¢ = 0 (mod. 2);
(1) pd = ¢,, also 4 = 2, wenn p = 1, ¢ = 1 (mod. 2);

pd = ¢, also 4 = 3, wenn p = 0, ¢ = 1 (mod. 2).

1

Unter der Voraussetzung, dass der Werth von 4 den vorstehenden Bedin-
gungen gemiss bestimmt wird, bestehen die Gleichungen:

(2.) po = e,,
¢ S@iw € 6@—n
(O o w-—un)
(8) - 66 = G,
. Surn . _ Gw  Surs) _ Gu,
(%) Guxao) T1 7 6,u ’ GuEta)  Gu "

Wird in den Ausdriicken fiir ¢ (u+v) der Grosse v der Werth ® beigelegt,
so ergibt sich

(e,—e ) (e, —e)

+&H)—e =
(5. puEta)—e, pu—c,



24 Die Functionen Gu, G,u, G,u. Art. 20—21.
20.

Fiir den ersten im Axrt. 10 betrachteten Grenzfall R (%) — oo erhiilt man

’

1 ()2 1 (Br)?
1)) Gu = eé(g‘”) cos gz G,u = Gu == 6°(2“)

Wenn aber sowohl 2w, als auch 2’ unendlich gross wird, wihrend
lim 8%(%) einen von Null verschiedenen Werth hat, so ist

(2) Gu = Gu = Gu =1
zu setzen.

21.

Durch die Gleichungen

(1) \/ﬁrm\—"‘rélr = Gu’ Vou— G = g \/g/o}o;es = &

sind die Werthe der drei Quadratwurzeln als eindeutige Functionen des Ar-
-gumentes w definirt.
‘Wenn dem Argumente # der Reihe nach die Werthe

’ n ’
o, =0, o =o0oto=o0" o =o

beigelegt werden, so ergeben sich folgende Gleichungen

”

VIR —7'w
i Ge € 6w o
LT Ge Gw Go” ’ G = Gw GwGw
TUJ” ,(D"
9 \/--' _— G, 0" = e Bu G, . 67‘ Gw
(@) €6 = Go' BoBw’ Vey—e, == Go' — GoBa’
,470)’ T”(,l)’
v R S 6,0’ e Guw
“TOT 6w T GG 0 VAT Gy T Gaew

durch welche die Werthe der sechs Quadratwurzeln in eindeutiger Weise
bestimmt werden.
Ziwischen diesen Wurzelgrossen bestehen in Folge der Voraussetzung
’
(0] . .
9?(—(1;) > 0 dic Bezichungen

(3) \/53—02 = ——Mi\/e‘z—"e;? \/63_81 = _7:\/(’71'——637 Vef.»-'__el" = _i\/%'—a‘
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Verwandlungsformeln fiir die Functionen Gu, Gu, Gy, Gyu.
22.

Aus den Gleichungen (2.) des Art. 21 ergeben sich fiir die Grossen
Bw, Bw", Buw folgende Ausdriicke

11w ! "' . ) I’ o'
ot yiel ot

(1.) 6w = ————) 6w = Gw' = _.Jﬁ—_._._

‘761"‘ 23 \1/01— 23 \4/62— 2 Vexj‘;z— ' \4/‘32" A \4/61'~ ‘;a .

Hierbei ist zu bemerken, dass die drei Wurzelgrossen

\4/62 ‘—?3 ) c/e—;:'_éu ) VQ_“E

nur solche Werthe annehmen konnen, deren Quadrate den durch die Gleichungen
(2.) des Art. 21 bereits eindeutig bestimmten Gréssen

\/62 — €3, \/:g::——é; ; \/;:;:6;

beziehlich gleich sind. Jede der drei vierten Wurzeln kann demnach nicht
vier, sondern nur zwei Werthe annehmen; sobald aber iiber den Werth einer
dieser drei Grossen entschieden ist, sind die Werthe der beiden andern ein-
deutig bestimmt.

Der Grosse \/4 ist der Werth ¢t beizulegen.

Fiir die Vermehrung und Verminderung des Argumentes der vier 6-Func-
tionen um eine halbe Periode gelten unter der Voraussetzung, dass den zweiten
und vierten Wurzeln die im Vorhergehenden bestimmten Werthe beigelegt

werden, die in der Tabelle auf der folgenden Seite enthaltenen Verwandlungs-
formeln: ‘

Zum Gebrauche der elliptischen Functionen.



26 Verwandlungsformeln fiir die G- Functionen. Art. 22,

+.
Guto) — + e 1" 6w 6,u=i

T — ‘(u—"‘w)ﬁ "

e\/eT:—T

—— y——— Fq(uty
Gutw) =x\e— 2\/6—636 ™ 6w Gu— FVe—e, Ve, —e, € (e ’w)Gu

@)
+ e —e +o(ut s
G(utw) = Ve,—e, - €~ ™ Gw Ogu = \/im - e CE w)Gsu
\/6 b
+ ' Vo e o(uts
Gutw) = Ve—e, - € 1" 6w Gu— Va b | gEuuEie)s
' : \/61‘ b
+ RN oTE S
Gutw’)= T N P S LR (e T )62?4
Ve—e e \/e —e,
e —+ . - Nz NN
G (utow')= Ve,—e, - €1 u@'m”@u: L Ve __e_ e W0 )GSu
\/z Ve,— ¢,
() o
e e ) A g 1
Gut o) =15Ve,—e¢ \e,—e,6 ST =7 -L/ﬁgf“’l./e“’ ot (WEL g,
1
— + ' — Ve —e.  *1'(utie"
Gy(u+ 0") = Va—a - 6 "ou6u— \i Va—t Liwtio )6 1
\/(fl — 32
+ . . i_ " i 1
Gutw) = AR T ——— A G LY
\/01 b \/62—“ Cy
— + 4 Ve ¢ + v (ut 1w
G(utw) = Ve,— e, + 6 T G G u = f;i::;c% e (4o )62u
\/92 G
*) S+ Ve,— e, +3
Guto) = Ve,—e, - €~ T Gu’ G = \?2:22— -6 @t yo )6 "
' e, —e,

e - +y
G(ut o) = —?\/Bs“‘“el Ve e, ~ K G’ G ot — +@\/€ By P o' (utto )Gu

3



Art. 23.

Verwandlungsformeln fiir die Quotienten zweier 6 -Functionen.

Verwandlungsformeln fiir die G- Quotienten,

23.

Fiir die Quotienten zweier @ - Functionen gelten folgende Verwandlungs-

formeln:
G(utow) _ —1 Bu
KACEDD, Ve,—z,\e,—e, Gu
Gutw) . i Gu
CETO Ve, —e, Gyu
Gutw) _ i G,u
6 (utow) Ve, —e, O
6 (urw) 1 . Gu
Gutw) O Vaie 6w
G (utow”) —i Gu
L) GuEo) T Ve—e, \/;:ga Gu
G (utw) - . O
G,(ut o) ‘\/e_: ¢, G,u
6 (uto) 1 Gu
B,(u* o) Ve,—e, G,u
6utw”) . 1 G,
GuEo) T Via  Gw
Guto) 1 G,u
G,(utw) - \/e f:; Ve -—e Gu
Gut2m)  Gu
GuEde) Gu
{2.)
6(ut2m,) 6_’11:
6u*20,)  Gu

6,uro) _ _ - Bu
6(u+w) = FVa—q G
Guto) 1 Gu
6<u+0)”) =+ \/e _,.e 6?(
6uto) Ve, —e, qu‘
G,(urow) \/32_38 G,
6,utw) Guk
Bute) T Va—e, 6,u
Gutw’) Ve Gu
GS(ui (O”) - \/0 — e, Glu
G,(utw) B,u
G,ut o) +\/c~e Gu
Gutw) Ve —g Gu
G(utow) e g B
G, (utw’) Gu
G,(utw’) tiye o G,
G,(u* o) i B
B,(ux o) \fe —e, Gu’
GuEze) _ 6w
6,(u*t2w;) _G:u
Gut20)  Gu
6mt20,) ~  Gu’

4%



28 Differentialgleichungen der G- Quotienten. Art. 24—25.

Aus diesen Formeln ergibt sich, dass die Functionen 32— und g—z ein-
A v

deutige doppelt periodische Functionen sind, fiir deren Argument (2w,;, 4w,) ein
primitives Periodenpaar ist.

Gleichungen zwischen den Quadraten von je drei 6-Functionen.
24.
Aus den Gleichungen
Gu

@)u‘—el == W (l = 172,3)

ergeben sich durch Elimination von gu die folgenden Gleichungen zwischen den
Quadraten von je drei 6 - Functionen

Giu— G+ (e,—,)G'u = 0,
Gyt — Gyt -+ (6,—¢,)Gu = 0,
Gy — Gyu -+ (6, —€,)6'u = 0,

(ez - s)Gfu + (63-—— 81>6:%+ (el - 62) qu = 0.

Differentialgleichungen der 6-Quotienten.
25.
Die Gleichung

o Gt . G, u . Gy
(L) PU = TG T Gu.Gu

geht durch Einfiihrung der Bezeichnungen

Gu G Gu
(2.) ——6}7 - §01, “—67 = §,uv, '67 - g;“,
iiber in die Differentialgleichungen

d§0 d.Eu,v d§ o .
(3') '—d;L = §4¢2§vl, - du = - (e‘lle-el‘) Elv Eov; ‘*d%;’ = —gyo Evo .




Art. 25. Differentialgleichungen der 6 -Quotienten. 29

Die Functionen &, §,,, &, geniigen hierbei der Bedingung, dass fiir den
Werth u = 0

ds, 1 dg,
“) &, =0, —u= L o = 1, £, =0, limg, e = —1.

o

Die angegebenen Differentialgleichungen nehmen in Folge der zwischen
den Quadraten von je drei @-Functionen bestehenden Gleichungen (Art. 24)
folgende Formen an:

2 |
(5 (B = (—te, e (e, e))),
2
) B ) = (1—8) (0, e,
d 2
(1) B} = @, +60) & + 0.

Es gentigen daher die vier Functionen

Gu 1 Gu 1 Gu 1 Gu

67 Vern S Ven S Viaves ot

derselben Differentialgleichung

<% g = (1— (CM‘— e,) Y (1— (e,— el)gz) .

Zu bemerken sind noch die Gleichungen:

Gu  G'u- d Gu L P . Butt . G
(8.) Gu Gu %log Gu Y ou—e, - Gu.Gu '’

Guw Gu _ d Gu _ ,  (e—e)pu . G .Gu
®.) Gau  Gu W %8G = ) (pu—e) (e~ Gu.Gu
d Gu @ _ (e (er—e) - _ Gu
(10.) %_6;@7 = Wlog G = —- gm—elwﬁ_b—el = —(¢,—¢,) (e —¢) gﬂi e,
= e (7 ey = — —€ )———0C .
(e,—¢,) o e, (e,—e,) & ,



30 Die Jacobi’schen elliptischen Functionen. Art. 26.

Vergleichung der 6-Quotienten mit den Jacobi'schen elliptischen
Functionen.

26.

Wenn der Modul &£ der Jacobi’schen elliptischen Functionen durch die
Gleichung

g . %6
(1) k= Py

bestimmt wird, so ergeben sich fiir die 6-Quotienten folgende Ausdriicke durch
die Jacobi’schen elliptischen Functionen:

6w 1 . G,u —— cos am (\e,— e, k)
—:—:sma — e,y = =
Gu Ve, —e, m (Ve ") Gu \/ ®sin am (Ve, —¢,-u, k)
G.u — Gu o A am (\/e e3 w, k)
‘Glld —_ cos am (\e, — ¢,-u, ) Gu Ve, —e, sin am (\/e e, )
G,u P G !
—_ —C. - == 6 — €=
qu = A am (Ve, —eyu, B) Gu v * sin am (Ve, —e,u, k)
(2) — S
G . ————eeme Gu T,
—6—:% = sin coam (\e, —e,-u, k) B Py tg am (Ve,—e,u, k)
Gu cos coam (V' ¢, —e,-u, k) l o ‘“”‘—;::_*
62“ \/0—1__:5\; 08 €0 v i 61” sin coam (\/61' €Uy k)
G,u \/8 Gs“ 1
3 3 A k = e
62“ \/61 —€ coum (\/e 63 “ ) 6‘“ €08 am (\/01_‘63'“7 k)

coam (\e,—e,-u, k) = am (K—\e,—¢,u, k).

Der Quadratwurzel \/e,—e, kann hierbei jeder ihrer beiden Werthe beige-
legt werden, die Entscheidung tiber den der Quadratwurzel y¢,—¢, beizulegenden
Werth hiingt hingegen von der Uebereinkunft iiber die Bestimmung der Grosse
K ab, welche der Definition von coam (\/e,—e¢,-u, k) zu Grunde liegt.



 Art. 27. Einfiihrung der Grossen K und K'. 31

Die von Jacobi mit K bezeichnete Grosse kann niimlich jeden in dem
Ausdrucke

Ve,— ¢, (0 + 4po - 2q0")
enthaltenen Werth annehmen, wobei p und ¢ beliebige ganze Zahlen bezeichnen.
Der in den vorstehenden Formeln vorkommenden Wurzelgrosse \le,—e, ist nun

derselbe Werth wie im Art. 21, oder der entgegengesetzte Werth beizulegen,
jenachdem die Zahl ¢ grade oder ungrade ist.

Bestimmung eines primitiven Periodenpaares fiir das Argument der
Function gu mittelst zweier eindeutig bestimmter Grossen K und K.
27.

Die Wurzeln der Gleichung 4s*— g, — g, = 0 mogen, — unter der Vor-
aussetzung, dass g5— 2743 nicht gleich Null ist, — in irgend einer Reihenfolge
mit e, e, ¢; bezeichnet werden, mit der Bedingung, dass, falls die bei der geo-
metrischen Darstellung den drei reellen oder complexen Grossen e, e,, ¢; ent-
sprechenden Punkte in gerader Linie liegen, ¢, dem mittleren dieser drei
Punkte entspricht.

Unter dieser Voraussetzung sind die Grossen

€C—C 9 €,— ¢, 2
1. L R Rl R %
( ) b0 v b6
so beschaffen, dass keine von beiden einen reellen negativen Werth hat und

dass auch keine von beiden einen reellen positiven Werth hat, welcher
grosser als 1 oder gleich 1 ist.

[Z

Mit & und & sollen diejenigen Werthe der Quadratwurzeln aus fz:i_s

und %C—i—“ bezeichnet werden, deren reelle Bestandtheile positiv sind. Es hat
1 3

dann auch der reelle Bestandtheil des Quotienten % einen positiven Werth.

Die Grossen K und K’ sollen die Werthe der bestimmten Integrale

1 W1
i ' dt dat .
2, K = /v—t:::—':.:_.—: I{l = j e —— Cemm—
&) Jo V1B V1 o Vi Viow



32 Einfilhrung der Grossen K und K'. Art. 27.

bezeichnen, vorausgesetzt, dass die Integration auf directem Wege aus-
gefiihrt und den Quadratwurzeln diejenigen Werthe beigelegt werden, deren
reelle Bestandtheile positiv sind.

‘Werden nun zwei Grossen w; und wg durch die Gleichungen

K K"
(8) =

W, = —— w, =— —o—e—
' \/61— 2 ’ ’ \/ef’"es

bestimmt, in welchen der Werth von e, —e, beliebig fixirt ist, so ist (2w,, 2wy)
ein primitives Periodenpaar des Argumentes der zu den Invarianten g, und g,
gehorenden Function p(u; g,, g;) und es bestehen, wenn

w, = o, + o,
gesetzt wird, die Gleichungen
po, = ¢, pw, = &, puy = &

Die reellen Bestandtheile der beiden Grossen K, K’ und der reelle Bestand-
theil des Quotienten

0, K’
w,? - K
haben positive Werthe.
Wenn die Grosse 2% — %2 einen reellen Werth hat, so haben K und

6,—¢.

K’ positive Werthe. Iln csliesem Falle ist das Dreieck, dessen Ecken bei der
geometrischen Darstellung den Grossen 0, 2w;, 20, entsprechen, ein recht-
winkliges und zwar entspricht dem Werthe 0 der Scheitel des rechten
Winkels. ‘ :
' Das erwidhnte Dreieck ist jedoch ein spitzwinkliges, wenn die Grosse
k* eine complexe Grosse mit positiv imaginirem Bestandtheile ist; es ist ein
stumpfwinkliges, wenn &* eine complexe Grosse mit negativ imaginirem
Bestandtheile ist, und zwar entspricht dem Werthe 0 der Scheitel des stumpfen
Winkels. In dem letzteren Falle sind die bei der geometrischen Darstellung
den Grossen 0, 2wy, — 2w, entsprechenden Punkte die Ecken eines spitz-
winkligen Dreiecks.

Das Periodenparallelogramm, dessen Seiten bei der geometrischen Dar-
stellung beziehlich den beiden durch die obigen Formeln bestimmten Perioden



Axt, 28. Bestimmung der Wurzelgrossen fiir ein specielles Periodenpaar, 33

2w;, 2w, entsprechen, ist also entweder ein Rechteck, wenn A* einen reellen
Werth hat, oder es hat, wenn dies nicht der Fall ist, die Eigenschaft, durch seine
kiirzere Diagonale in zwei spitzwinklige Dreiecke zerlegt zu werden.

Diese Kigenschaft ist fir das auf die angegebene Weise bestimmte pri-
mitive Periodenpaar (2w,, 2w,) charakteristisch, wenn noch die Bedingung hin-
zugefiigt wird, dass po, = e;, pw,= ¢; sein und dass der reelle Bestandtheil des
Quotienten —u(i)—; einen positiven Werth haben soll. Denn ausser den beiden
primitiven Pleriodénpaaren (2w, 2wg), (—20;, —2w,) gibt es kein anderes
diesen Periodenpaaren aequivalentes Periodenpaar mit derselben Eigenschaft.

Bestimmung der in den Verwandlungsformeln der @ -Functionen
vorkommenden Wurzelgrossen fiir ein specielles Periodenpaar.

28.

Unter der Voraussetzung, dass die Perioden 2w, 20”, 2w/, auf welche sich
die Formeln des Art. 21 und des Art. 22 beziehen, durch die Gleichungen

(1) 20 = 20,, 20" = 20, = 20, +20,, 20" = 20,

bestimmt werden, wobei w, und wy die im Art. 27 festgesetzten Werthe haben,
ergibt sich, dass der in Art. 21 fixirte Werth der Quadratwurzel \¢—e¢, genau
iibereinstimmt mit demjenigen Werthe dieser Wurzelgrosse, welcher zur Be-
stimmung der Grossen o, und w; angewendet wurde und beliebig gewiihlt
werden konnte.

Zur Bestimmung der Werthe der tibrigen in den Gleichungen des Art. 21
und des Art. 22 vorkommenden Wurzelgrossen ergeben sich, unter Beibehaltung
der im Art. 27 festgestellten Bezeichnungen, die folgenden Gleichungen

_53 — Voo, G W 6o 1 - G . k'
Gw ~ T ¥ G 6,0 k'’ Gy I’
2) Ve,—e, = k\e—e,, Ve—e, = ' \Ve—ugr
Vi = —iVaa,  Norh = —ikVaTE,  Ya—h = —i#\as.

Wenn der Werth von y/c,¢, = Ve, ¢, beliebig fixirt wird und mit

Zum (tebrauche der elliptischen Functionen. 5



34 Einfithrung der Grossen F und FE'. Arxt. 29,

V% , Vi diejenigen Werthe dieser Wurzelgrossen bezeichnet werden, deren reelle
Bestandtheile positiv sind, so gelten die Gleichungen :

(3.) Ve,—e¢, = \EVe—e, Ve—e, = \/k Ve—e, .

’

. .. G % . .
Bestimmung der Grossen —Gf:—‘ und 630—8 mittelst zweier
8 .

1

eindeutig bestimmter Grossen E und E.
29.

Unter Zugrundelegung der im Art. 27 erklérten Bezeichnungen sollen die
Grossen E und E’ die Werthe der bestimmten Integrale

\/l—kzt2 _ f — k22
B= f Vi—ge Vi Ty eid

—ﬁ\/l T2
(1)
,2 722
e VK f e
o Vi Vi Vi

bezeichnen, vorausgesetst dass die Integrationen auf directem Wege ausge-

fithrt und den Quadratwurzeln diejenigen Werthe beigelegt werden, deren reelle
Bestandtheile positiv sind.

Unter dieser Voraussetzung sind die Grossen 7, — Eﬂ;’_l, n, = .g :)’3
. . 1 3
durch die Gleichungen
(2') h = \/61-6ng_ 4 — K¢, Mg == "'i\/ef“’ea gE"}” "e_s"K,
€, 0y 6,— €y
bestimmt, aus denen sich
1 : i
(3) E = —=n+ew), B = —ee= (15 + 6y0,)

€—6s 01 Cq

ergibt. Zwischen den Grdssen w,, wg, 7y, 7; besteht zufolge Art.7 (5.) die
Gleichung

)

%)
4) T Wg— W7y == 5

welche der Legendre’schen Relation EK'+ F'K— KK — »721 entspricht.



Art. 30—31.  Darstellung der Functionen G,u, G,u, G,u durch unendliche Producte. 35

Darstellung der Functionen 6u, 6,u, 6,4 durch unendliche Producte.
30.

~ Die Function 6,4 ist ebenso wie die Function 6w durch ein zweifach un-
endliches Product darstellbar.

Wenn nidmlich
1) w,= QCu+leo+2pe, w,= (2p+ Do+ 2p'+1)w/, w, = 2po 4 (2p'+ 1w’
gesetzt wird und bei der Productbildung jeder der beiden Zahlen g, p alle

ganzzahligen positiven und negativen Werthe, Null eingeschlossen, beigelegt
werden, so besteht fiir jeden der drei Werthe von 4(4 =1, 2, 3) die Gleichung

. u +3 u?
—_t —
@) Gt = Gylu|w, ') — € %" I I (1= e e
w, w, :
. . . ; 2
Die Werthe, welche die Grossen _2% =0, € =2z 2w g2

annehmen, wenn dem Argumente « der Reihe nach die Werthe
U+ o, u+ o U+ o’

beigelegt werden, sind zusammengestellt in folgender Tabelle, in welcher

r= 2 und 5 = ¢ die im Art. 6 erklirte Bedeutung haben.
w

% \ w4+ o \ w4+ o ‘ u -+ o
v l Cient4 l v+ ‘ Gk
(1.) 2 iz \ s I ihte

2n0v? | 2000 F -+ ol 2novit w4 o' F 4 Tri o

200+ u+ 17" 0"+ T4 Tnioni

"

27wp? o g
e el Vi h'e

62*qu26*qu 6-21—1,(1)

2100 1w 40w 1 2rwv? "
e 1O T g i, o 1 e

o (lei 1 : 1T — . . e
Die Grosse 4* hat die Bedeutung ¢ * und Vi ist gleich "™ zu setzen.
Mit Benutzung dieser Tabelle ergeben sich aus den im Axrt. 6 enthaltenen



36 Darstellung der Functionen G,u, Gyu, Gyee durch unendliche Producte. - Art. 31,

Ausdriicken (7.) (8.) (9.) fiir die Function 6u folgende Ausdriicke der Functlonen
6,1, B,u, Gau durch emfftch unendliche Producte:

L 2nwv? cos (mt —o)x —omi, cos(nt+ o) om
2. Gu = e | s = ST T
) b ¢ cosor ], cosmen ¢ [In COSHTT
2nwv? g4+t o U4 A2 1 R g?
©) = L o
20t 1 4 2h% cos 2um + At
(4.) =6 cosvm |1 (S0
L 2nwp? cos((n—t—v)m —wvni gy cos((v—F)r+o)n v
®) Gou =6 L, cos(n—§)n ¢ ﬂn €08 (h— L)7m ¢
z.q(mﬂ 1+ J2n—1 Z—Z 1+ J2n—1 2
(6‘) =0 Hn 1k =1 r[n 1+ Jen—1
o 2moew? 1 4 272! cos 2vm + k2
(7.) =€ Hn (1 + th—-l)2 -
' 2ot sin((n—Hr—v)n —omi - S0 (—FPr+o)n vm
@) Su="c¢"" Il —Gmnm ¢ bW d@mp—pnm ¢
‘ 27‘(”,02 1— k?n—-l Z°2 1— J2n—1 2
(9') = 0 Hn 1— p2n—-1 n 1 __th—l
27w L— 20?1 cos 2um +- hn—2
(10.) =¢ " I

‘\l - /@27»——1)2

Durch Entwickelung nach Potenzen der Grésse v und Vergleichung der
Coefficienten der mit ¢* multiplicirten Glieder ergeben sich die Gleichungen

1 tro = — 20wt |l A
() o = =2ttty + X G e
2 0 4p2n—1
(12) T TR e i
X 21— 1
(13-) 20 = ——'2630)2—ﬁ22 »-—4;&

n (1 _j?n———ljf )
welche der Gleichung (19.) des Art. 6 entsprechen.

Der Zahl » sind bei der Bildung der unendlichen Producte, beziehungs-
weise der unendlichen Summen, alle ganzzahligen positiven Werthe beizulegen.



Art. 82. Bestimmung der Wurzelgréssen durch unendliche Producte. 37

Bestimmung der in den Verwandlungsformeln der 6 -Functionen
vorkommenden Wurzelgrossen durch einfach unendliche Producte.

32.
‘Wenn die Grossen %y, Ay, Ay, 2y durch die Gleichungen
a hy= (1—h®)(1—1*)(1—hE)-- -, hi = (L+2HA+)A+ 08 -,
) hy = (1+h) A+h3)(1+h5)-- -, hy= (1—h) (1—h¥)(A—Nho)- .

definirt werden, in welchen die Grosse 4 die im Art. 6 erklirte Bedeutung hat,
so ist

(2) hy = hyhy by hy, hyhyhy =1
und es ergibt sich
- 72 9 PN — h2 . 2

38) Go= 22T Gy 22T T Gy = g;"iez"“’i~—k?—-.

T ho T Y kg T 2/@“}&2

Die im Axt. 21 in eindeutiger Weise bestimmten Wurzelgrossen
\/62_6_37 -\/6_, G, \/e1 6

haben demnach die Werthe

s 1.92.4 ———— ™ — T
(4.) \/62——63 = ”27;)“4}&7”20731, \/8,—“63 = Ehgkg, \/61-*62 = %-72(2)7’&%,

mithin gelten fiir die in den Verwandlungsformeln des Art. 22 vorkommenden
Waurzelgrossen y/e,—

s Ve—e,» Ve—e¢ die Gleichungen

{'/ez—es = \/—2—1—2—;2;&%7%]’&?, \L/é;:—e; = \/'Z%k()hg’ c/e1_ez = \/_z%kohgy
.

e . T L,
\4/02*'03\791—63 C/(ﬁ‘“ez = \S/G’ = 2‘_;\/51—‘2}71?}&37

in welchen der Werth von \/ ZE beliebig fixirt werden kann.
(1)

Es ergibt sich also

1__

6) k‘t__&:—:fﬁ__lﬁh (1+h2)(1+h4)(1+h6) 8 ]nrg____ 61_62__ (M{“]l)(l_hs)(l_—@'_ 8
(6. T e—e, %(1+k)(1+k3)(1+h5)--- v T e, (AR AR (AR



38 Uebergang zu dem Periodenpaare (2, 2&'). Art. 33.

Uebergang von dem primitiven Periodenpaare (2w, 2e')
zu einem dquivalenten Periodenpaare (26, 2.

33.

Wenn an die Stelle des primitiven Periodenpaares (2w, 2w’), auf welches
die in den vorhergehenden Artikeln enthaltenen Formeln sich beziehen, ein dem-
selben dquivalentes Periodenpaar (2&, 2@ tritt, wo

() B = po+qv, &= po+qo pg—qp' =1,
so ist in jenen Formeln an die Stelle von
0, o, o= o+ L @, &, &
. . beziehlich °~ ~ =
Ty Ny = Ty Ty =
zu setzen, wobel 7 = pi+qy, ¥ = pn+q7.
Bei dieser Vertauschung bleiben die Invarianten g, , g, und die Functionen
6w und pu in Folge der Gleichungen
@) Gulo, o) = Gu|s, ), po, o) = p(u|d,d')
ungedndert. Der Gleichung (17.) des Axt. 9 zufolge bleibt mithin bei dieser
Vertauschung die Gesammtheit der drei Grossen e, ey, ¢, also wegen der
Gleichungen (2.) des Art. 18 auch die Gesammtheit der drei Functionen ©,w,
6,4, Byu ungeiindert; dagegen komnen die Indices der drei Grossen e, ¢,, e,
und dem entsprechend die Indices-der drei Functionen 6,u, G,u, G;u ihre
‘Werthe éndern.
Aus den in den Artikeln 6, 8, 9,18, 21, 22, 23, 26, 31, 32 enthaltenen
Formeln ergibt sich eine Anzahl neuer gleichfalls giiltiger Formeln, wenn in
denselben gleichzeitig die Grossen

~ ~ I ~/
(D, w ) w ‘(D’ w ) w
N "z " ~ N ~r
Ny 1> 7 iy Ty 1
€, €, ¢ - . . Ciy €,y €,
(s ! : : beziehlich durch die Grossen B Ter
Gu, Gu, Gu G,u, Gu, Gu
w ' w @
V= ——, T = — v = T = =
20’ w

e =
20’ I



Art, 38. . Uebergang zu dem Periodenpaare (26, 2&'). 39

ersetzt werden, wobei die Grossen z und % ihre Bedeutung entsprechend &ndern.
Hierbei sind die Indices 4, u, », welche den Gleichungen
w = ¢ w'= ¢ o = e

@ b=ty ev—e, e
gemiiss zu bestimmen sind, von den Resten der Zahlen p, ¢, p, ¢ in Bezug auf
den Modul 2 abhingig. _

Die nachfolgende Tabelle enthilt die Werthe dieser Indices fiir jeden
der sechs von einander verschiedenen Félle, welche eintreten konnen.

Reste modulo 2 \
plalpldladlp]y
I j1jojoj1]1]2]s3
(5. ILjrjoj1rjr)1]s]2
Mufrjo(1fz|1]3
IVyr1j1]1[of2]8]1
Vioj1[1]ofs[2]|1
VIJO [T |1 13|12

Hiernach bestehen, wenn fiir 4, w, » die durch die vorstehende Tabelle
gegebenen Werthe gesetzt werden, die Gleichungen
G,(u|®,8") = Gu = 6,(u|v, o),
(6. 6,(|®,&) = Gu = Gi(u|w,v),
G,(u|®,8") = Gu = 6,(u|w,v).
Unter derselben Voraussetzung ergeben sich durch die Vertauschungen (3.)
aus den Gleichungen (5.) des vorhergehenden Art. die folgenden Gleichungen,

~F

s TTCY w e " . .
in welchen 7 = €™, © = — zu setzen ist, wihrend Ay, 4, Ay, h; die im vorher-
w .

gehenden Art. erklirten Functionen der Grdsse £ bedeuten :

(7) \/§46_:; = 2t h, 0 = 2l TL, (1—h) (14 B2,
(8) VET T S | e

© VEGT = aim TLo-mumy,
(10.) {‘i’— E;E\/G = 2tn) = ot T (1—nenye.

. - 8= ) 4 4 4 s N
Der Wurzelgrosse VG ist der Werth Ve —¢ Ve —e, Ve, —e, beizulegen.

Der Werth von {/2® kann beliebig fixirt werden.
T
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Unter der Voraussetzung, dass die Wurzelgrossen durch die Gleichungen
(7—10.) bestimmt werden, bestehen die Gleichungen

o o .~~2"’2‘,__ —1
(11) 2 Vd 6u = P G} T (1— 72 (1B o=2) (1— B 2?),

2
Y ) M2 "
(12) \/ 2 e —eu = €1 et e TI, (0 1)L+ I (14 120a2),
DY Y — 2002
(13.) \/ 2 Ve, —e,Gu = IO (1 1) (14 B 2 (1 i 12),

- S o9
e) V2o 6u = €TV T, (1 (1) (1 1),

u Cat) »'

® )
=—2&,4=6 ) T=~—G;—) h = €

Der Zahl # sind bei der Bildung der unendlichen Producte alle ganz-
zahligen positiven Werthe beizulegen.

Die Grosse 27j®@ kann mittelst der Gleichung (10.) des Art. 6 oder der
Gleichungen (11—13.) des Art. 31 bestimmt werden, nachdem in diesen Glei-
chungen die angegebenen Vertauschungen (3.) vorgenommen sind.

Einfilhrung der Thetafunctionen.  Ausdruck der vier 6-Functionen
durch die Functionen $(v|x) und @u|s, &).

34.
Der Werth des unendlichen Productes
(1) F(z) = LI (1) (14 =122 (1 12—122) (n=123,...00)

kann durch eine nach Potenzen der Grosse z* fortschreitende unendliche Reihe
dargestellt werden, welche fiir alle endlichen Werthe der Grosse z, den Werth
2z = 0 ausgenommen, unbedingt convergirt. Fiir alle Werthe der Grosse 4,

deren absoluter Betrag kleiner ist als 1, besteht néimlich die identische
Gleichung

@) TL, (1—R) (14 2n=172) (14 7201 22) = 14 h(e2+ 2=2) + Dt (A ) + B0 (&4 2=9) o -

In Folge dieser Umgestaltung des unendlichen Productes in eine unend-
liche Reihe ergeben sich aus den Gleichungen (11—14.) des vorhergehenden
Art. folgende Darstellungen der vier G - Functionen:



Art. 34. Einfithrung der Thetafunctionen. 41

26 s 2700% 1 1 2700?71 1@y 2
(3.) _3%’{ {;/G Gu — € 0y 7},&4217(/;2 Z) = e [wv = Zn (— 1)11724(2»1-1-1) o2 -l-l,
‘ 05 4 ) 70 2 EN kS 7 2 = (2 2
(4) \/2% \l/cLﬁeT Gu = 627&1} el'(hPe) = 62(‘(”0 En ptemty 29”"'1,

Cryy—— 2% , 27 ip? . s
(5.) \/%{/61—61,6”': et F(2) =e¢ " X N,

0m 4 27 Ho? . 7,0v? n2 2n
(6. %\/e;,_@,,, Gu = ¢ " F(zi) — ¥ 2, (=1t
Bei der Bildung der vorstehenden unendlichen Summen sind der Zahl »

alle ganzzahligen positiven und negativen Werthe, einschliesslich der Null, bei-

zulegen, withrend » — €™ zu setzen ist.

Durch die Gleichungen

(1) 1; S, (1) RO aptin onohtsingon 20 sinsor— - = 9,(0),
(8) >, g 2L opkeosun 4 2hcos Sun 4 2h T eosBor e = 3,2,
(9.) DI e = 1427 cos20m+ 2h* cos 4vm + 20" 008 6um o0 = Ty (1),
(10.) Zn(—l)" e = 1—2hcos2vm + 2h* cosdvm— 2k’ cos bom 4 -+ = NRO)

(n=0,%£1,%2,... +c0)

werden die Functionen 3;(v), 9,(v), 95(v), J,(v) definirt, welche, wenn vr =&
gesetzt wird, bei Anwendung der Bezeichnungsweise, deren sich Jacobi in
seinen Vorlesungen (Gesammelte Werke, Bd.I S. 501) bedient hat, mit den
Jacobi schen Functionen 3,(w, q), 3@, q), J5(@,¢), S(@,q) beziehlich tiber-
einstimmen. Die von Jacobi mit ¢ bezeichnete Grosse hat dieselbe Bedeutung,
wie die im Vorhergehenden mit 4 bezeichnete Grosse.

Herr Hermite bezeichnet (Journal de M. Liouville, 2™ série, tome IIT.
p. 26) fiir 4 = 0,1, »=0,1 den Werth der unendlichen Reihe

s (e TIeeRrt g ).
(m=20,%+1,4+2,...+00)

Zwischen der durch die Gleichungen (7—10.) festgesetzten Bezeichnungs-
weise der vier Thetafunctionen I,(v) (0 =1,2,3,0) und der von Herrn

Zum Gebrauche der elliptischen Functionen.
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42 Einfithrung der Thetafunctionen. Art. 34,

Hermite angewendeten Bezeichnungsweise besteht daher, wenn w = t gesetat
wird, die durch folgende Gleichungen ausgedriickte Beziehung

00,(@) = 9,(2),  0,,(x) = 9,(2), 0, = %K@, O, =i @).

Die Functionen J,(v) sollen im Folgenden, wenn es nothig ist, eine Angabe
hinsichtlich des Periodenpaares (2&, 2&'), auf welches diese Functionen sich
beziehen, in die Bezeichnung derselben aufzunehmen, mit

(11) 5, (01%) = 9,/ (e =1,2,8,0)

bezeichnet werden.

Aus der angegebenen Definition ergibt sich
(12)  9,09)+3,0]0) = 23,@[4),  ,(0[x)—I,(]c) = 29, (2] 40).

Die vier Functionen J,(v|t) geniigen nebst allen ihren Ableitungen der
partiellen Differentialgleichung

: 0 1 029
(13.) B = Im o

Werden durch die Gleichungen

F M2 Py
(1) O = Ould,5) = ¢ 5, (1Y),  u =2

fiir o = 1, 2, 3, 0 vier in Bezug auf die drei Argumente u, ®, ® homogene Func-
tionen definirt, so bestehen dem Vorhergehenden zufolge die Gleichungen

v:%, r—_—%, hz(fm.,
(15.) VESGEou = & 5,000 = 6,(]a,a),
(16.) \/-2%5\4/07;7{67_10 = 627‘&”2 5,(w|7) = O,(u|6,d"),
17.) zz’-{/cjffe;@u — 1 g ey = O,u]5,d),

Ye =02
(18.) \/g:if/el——e“@% = @24100 3, ]) = O,(u|d,d).



Art. 35. Einige Reihenentwickelungen.
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35.

Durch Entwickelung nach Potenzen der Grosse v und Vergleichung der
Anfangsglieder erhiilt man aus den Gleichungen (15—18.) des vorhergehenden
Axt. folgende Ausdriicke fiir die im Art. 33 (7—10.) bestimmten Wurzelgrossen :

(1) VEG = 2900 =

g|a

h%(l_shl.z,i_ SIES— T34 .. L),

(2) \/ZT@ f/e‘u—% = G() = 2 (14 W2 IR 344 ),

3.) \/—2? Ve,—e,

9,(0) = 1+ 2h+2h*4 2894 - .,

(4.) \/ ?%Z—e# = 3(0) = 120+ 2k—2%+. ..
Es ergibt sich hieraus das System von Gleichungen

(5.). 31(0) = n9,(0)9,(0)94(0), J5(0) + 93(0) = 93(0),

6) o= 2 (4 ) (0340, o= 5(55) (SH0—940), e, = —2(5) S0+,

@) \/39_: 2}za+2?+271 toe 4 24Ah (2h + 214 2h2%+ - - 1),
T ve,u_— ev \/el~ er'— 81—— e‘u ¢
2% 4 9 “ ..
@) \/_z_(_»_ _ 1+2h+42£12h+ _ 4%#2 i (L4 24 2005 ),
w \/67._ ev \/6[-‘ 61' + \/el_ eu
» - 43_6,/ J2(0|x ontponty ot ...
(9.) \/k:=4"' — Z(l)_ + 24"+ 21" +

€,—¢, 33(0]‘:) T 14 2k 2BA 2RO - -

(10) g = Ve _ %0)n) _ 1-vhoioaty..
’ Ve, —e, 34(0]%) 14 2k + 2h% 4 2R - . -

Zwischen der Grosse

(11) Z—' 1—\/7? . {/6}‘———_6—),«—-‘1/8/7*0"/4 . 2h+21&9+--- _ 32(0}41'2
’ 1+ VE (‘/ere‘,+f/g:_7u 14204 251040 T (0] 47)

und der Grosse 4t besteht hiernach dieselbe Gleichung, wie zwischen \j und <.

6



44 Verwandlungsformeln fiir die J-Functionen. Art. 36.

Die Gleichung (11.) ist ein specieller Fall der Gleichung

any JEnom Ve G _ Sqwjen _ Ve Ve, 6s,4)

Voo, G Veo,Gu | Su@ler) | Ve—e,+Vee, G20(5, 45"

welche sich aus den Gleichungen (12.) des vorhergehenden Axt. ergibt.

Durch Entwickelung nach Potenzen der Grdsse v und Vergleichung der
Coefficienten der mit »°, bezichungsweise mit +?, multiplicirten Glieder erhilt
man aus den Gleichungen (15—18.) des vorhergehenden Axrt. folgende den
Gleichungen (10.) des Art. 6 und (11—13.) des Art. 31 analoge Gleichungen:

o 1 97" (0) n? 1—83Rpt2 4 53R — ...
(18.) 25H = — — T :
6 91(0) 6 1—3hl245h28—...
o A0 LB S
14. %% —= —9e a2V o sa, T
(14.) A0) Zelw 2 75,(0) 2¢,®*+ 3 WIS N
. , 1900 B+ 4hA 4 9RO+ - -
15. 2B = — 2 Hl— = — 2 B} dn?
(15.) nw e,n 275,(0) 2e,0°+ 4 T ol ol 2oy
- , 130 h—4ht4 90— . .
16. PR = — 92 ®%— — = N9 A2 .
(16 1 TR 3,(0) 26,6 —4n 1—2h + 2h4— 2004 - - -

Verwandlungsformeln fiir die 9-Functionen.

36.

Fir die Vermehrung des Argumentes v der Functionen 3,(v), ,(v). 9,(),
J3(v) um eine der Grossen 4, 41, ++ 47, 1,71, 1 +1, bezichungsweise um die
Grosse p 4 qt,-wo p und ¢ ganze positive oder negative Zahlen bedeuten, gelten
folgende Formeln:

S+ = &) J0+1) = G,(v)
31(0"""%) = sz(v) 31(1)"_1) = *31(1))
32(”""%‘) = —31(0) 32(”""1) = '_'32(”)

33(U+Jf) = so(v) &s(v +1> = 33(’0)
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'30(7) +147) = i/f"i“ G_'vm'ﬁl (@) 9,(v+7) = e ) 9,(v)
S0 = ihFETT Y, (0) G(o47) = —h @G (y)
Qv+ = eV 35() 9,0 +7) = nt e_zmiﬁz(v)
S(wi7) =  WHeUT 9, ) G047 = 1 e 205 (v)
3’0 ('U +1-+ ;’C) = ]Z_j'F e_’UTE’&' 32(/0) 30 (U +14 T) _ —h_l 6‘207:7; 30 (?))
G (w+s+47) = Bt 0—07”.33 (v) S w+1+41) = 5! 6——2@7&5 5,(v)
32(’0 +i+37) = —-z'h—"if 6*7)7!7: 30(0) 9, (U +14 T) — ! e—ZUﬁj 32(?])
S+t +47) = e 3, (v) G0+ 1+47) = it e 2vm 9,(0)
—q? —2quxi
S, +p+qr) = (_1)qh q e qu Zﬁo(v)

-q* ~2quri
S +ptg) = (—PTITT e g )

—0® —9gumi
S@rprg = ()P P g, )

—q? e—2qvm'

$H@+p+qr) = h ().

Grundformeln der linearen Transformation der Thetafunctionen.
37.

Aus den Gleichungen (2.) und (6.) des Art. 33 ergeben sich in Folge der

Gleichungen (15—18.) des Art. 34 folgende die lineare Transformation der
®-Functionen betreffende IFormeln:

@1(14}6;,6)') = g V%@l(zﬂw,w'), O,w|d,6) =g \/%@a(u[(», o),
(1) ;
O,(u|d,0") = sa\/—:—@g(u\w,(u'), O,u|d,d) = \/ 6 (u o, o).

In diesen Formeln bedeuten e, 8, y die drei Zahlen 2, 3, 0 mit der Be-
stimmung, dass e =441, f=u+1, y=v-+1 (mod. 4). Die Grdssen
&, &, &, &, bedeuten achte Wurzeln der Einheit.



46 Lineare Transformation der Thetafunctionen. . Art. 37.

Die einfachsten linearen Transformationen, aus denen alle anderen linearen

Transformationen (ﬁ ; Z,) zusammengesetzt werden konnen, sind die Transforma-
. H

tionen‘(i’ (1)) und (_(;’ (1)> Fiir diese letzteren gelten folgende Grundformeln:

@1(”\‘”)“”) = ’i“%@l(u\w,w’—}—w) @1(%10“?(”,) = 7/\/% @1(/"”‘”'7”—‘”)
O,(u|w,0") = i_%@fz(ulu’ﬂ”"k‘”} O,(n]w,w) = T(:_z(—")0(7’”“)’7_‘”)
(2') —
O,(u|w,0) = O,(u|w, v+ ) O,u|lv, o) = %@awlw',-— -w)
Ollo,0) =  Blu,wte) | Bulo,0) = {/Z6,0v,
. /T —f;jv“ )
3,09 = i 5,0x+1) 5,019 =i\/Le " 5 (2]-D)
T B
5,019 = i 5,0l5+D) 9,019 = /i " 5, (2]-0)
) | iy
S0 = Helk+D) 5,000 = {/ie 7" 8, (2]-1
. N )"“Ti”? v 1
S@l7) = 9@t +1) %01 = Ve T 95,(2]-D).
Der Quadratwurzel \/ ? = g ist derjenige ihrer beiden Werthe beizu-

legen, dessen reeller Bestandtheil positiv ist. Der Grosse i* st der Werth
e~ *™ beizulegen.

Aus den vorstehenden Formeln erhilt man folgende analytische Dar-
stellungen der vier Functionen J(v|t):

- ___T:_i v—=1 2 l - _EZ: )2
5009 = Vix e T s = Ix,e T

T

(%)

‘ ™

5,019 = V15, e 5,009 = {1, T

(n=0,+1,+2,...+00).

TT—i(v +n)?
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Additionstheoreme der 6- und @-Functionen.
38,

‘Wenn mit w, u,, 4y, ug vier beliebige Grossen bezeichnet werden, so ergibt
sich aus der identischen Gleichung

(pu—pu,) (pruy—pu, ) + (9 —pu, ) (pug— pu, ) + (pu—pu, ) (Pu,—pu,) = 0

durch wiederholte Anwendung der Formel (1.) des Art. 11 die Gleichung

G (ot + 2, )G (e — u, ) G (uy+ 115 ) G (0,— )
(1) + 6 (1 + 1, ) 6 (10—, ) G (4 1, ) G (y— 1, )
+ G ()G (06 —,) G (u, -+ 20,) O (u,— 1t,) =

Y

welche fiir alle Werthe der Grossen u, w,, y, u; Geltung hat.
Durch die Gleichungen

wu+u = a, w—u, = b, U+ Uy = €, w—u, = d,
(2, wt, = u w—h, = b’ g1, = ¢ wy—tt, = d’
. 2T ’ 2 ) 3 1T Y 3 1T ?

!/
wu, = a’, w—u,=b", A+, = ¢’ t—y = d”

werden drei Systeme von je vier Grossen a,b,c,d; o,b,c,d; o', 0", ¢, d” ein-
gefiihrt, zwischen welchen folgende Beziechungen bestehen : '

W= i(a+b+e+d) o'= L(a'+V+c+d) o = @' +b0"+c"+d")
V= i(a+b—c—d) V'= i(d+b—c—d) b = 3@"+0'—c"—d")
¢ = ia—Db+ec—d) d'= I(a—=b+c—d) c = La"=0"+c"—d")
= (—atbte—d) | d'= H—ad+b+d—d) | d = y(—a"+V"+c"—d")
(3.) S — —_—
@'= La+b+c—d) a = 3@ +b+c—d) @' = L' +b"+"—d")
V'= La+b—c+d) b = (@ +bV—c+d) b= L(a"+0"—¢"+d")
c/!= %(@—b—{«(}—l—d) 0 J— —%‘(C&’»——b’—{—c,‘-'—d’) C, = %—-((l”-—«b”—-}—c”—l—d”)
d”= —%—(a_b— —cu‘d) \ d J— %—(C&’— b,77 CVA- dl) d/ - %(Cﬂ”— b,,~— cl’___ Cl”)
(8%) GV = P+ d = Y A

Aus den Gleichungen (3.) ergibt sich, dass jedes einzelne der drei Systeme
von je vier Grossen a,b,c,d; o,b,c,d'; a',b",¢",d" als ein System von vier
unabhingig verinderlichen Grossen betrachtet werden kann.
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In der Gleichung (1.) mogen nun an die Stelle der Grossen w+u;, u—u,,
Ug+ ug, Uy —us der Reihe nach folgende Grossen gesetzt werden :

(1] a,by¢,d5 [2] a+ @, 0+ @y, d5 [8]a+ 8,0+ 8", c—d',d; [4] a+6",04+ 6", ¢ + &', d—';
(5] a+&+28,0+&,c+6,d—8; [6] a+&,b+¢,c4+6,d—,

wobel &, &', & die im Axrt. 33 erklérte Bedeutung haben. Dann ergeben sich
unter Benutzung der Gleichungen (3.) und der Verwandlungsformeln der 6-Func-
tionen nach jedesmaliger Abtrennung eines den drei Gliedern der entstandenen
Gleichung gemeinsamen Exponentialfactors die in der Tabelle [A.] zusammen-

gestellten Gleichungen. Die Indices 4, u, » bedeuten in irgend einer Reihen-
folge die Zahlen 1, 2, 3.

(A
. GaGbGec Gd + 6Ga'GVGIOGd + Ga'GU'Ge"Gd" = 0
[2] 6,06,06¢G6d + Gad'GHGIGd + 6,a"6,0" 6¢"'Gd" = 0
[3) 6,46,66,c6d + GaG GG + 6,0"6,0"6,c'Gd" = 0
[4] 6,46,06,66,d — G,aGb6GcGd  + (¢,~¢,) 6,a"G;b" Gc'Gd"'= 0
(5] (6,— €,)6,04 6,0 6,cG;d+ (¢,—¢,)6,06,0'6,66,d  +  (¢,~¢,)6,a'6"G,e"6,d"= 0
[6] 6aGbGeGd —  GaGYGGd (¢, —¢,)(e,—e,)0a" G 6" Gd"= 0.

Aus diesen Additionstheoremen der -Functionen erhiilt man vermittelst
der Gleichungen (15-—18.) des Art.34 die entsprechenden in der Tabelle [B.]
zusammengestellten Additionstheoreme der ®-Functionen. Die Indices e, 3, y
bedeuten in irgend einer Reihenfolge die Zahlen 2, 3, 0.

[B.]

[1] G0 O,00Oc O,d+6,a O, OO d+0,a"O 1" 0, c"O,d"= 0
[2] 0.6 0D O, ¢ O d+6.40.b0,.00d+ 6.4 6.0"6,0,d"= 0
[3] 0.0 030 Oy¢ O,d+ O, a0l O, 0,d'+ O.a"O30"0,¢"O,d"= 0
[4] O30 O30 Oyc Oyd — O30’ O30’ O, c'O,d' + O,a"OD"O,¢"0,d"= 0
[5] O,a 0,0 O,c O,d —0,d' O O,¢ O,d + O,a"Ob" O,c"O,d"= 0

(6] 0.60,00,0,d—0,40.6.¢0,d 640,00 " 6,d"= 0.



Art. 38. Additionstheoreme. 49

In der Gleichung [ B. 4] hat
fir (e, B,y)=1(2,3,0), (0,2,3), (3,2,0) dasobere Zeichen,
fir (e, 8,7)=1(2,0,3), (0,3,2), (3,0,2) dasuntere Zeichen
Geltung. In der Gleichung [ B. 6] gilt fiir ¢ = 2 und fiir « = 0 das obere, fiir
e — 3 das untere Zeichen.

Bei dem Uebergange von den Functionen ®(u) zu den Functionen J (o) er-
gibt sich aus den Gleichungen der Tabelle [B.] nach Abtrennung eines Expo-
nentialfactors mit dem Exponenten %(“Z“L b4 ¢*+d?) unter Beriicksichtigung der
Gleichungen (3¥%) ein System ganz analoger auf die ¥Functionen J(v) sich be-
ziehender Gleichungen, welche dieselbe Form haben, wie die Gleichungen der
Tabelle [B.).

Die Argumente der in den Gleichungen der Tabelle [A.] auftretenden
B-Functionen hiingen ab von vier von einander unabhiingigen verinderlichen
Grossen. Diese Zahl erniedrigt sich, wenn einem oder zweien der erwithnten
Argumente der Werth Null beigelegt wird. Aus den auf diese Weise sich er-
gebenden speciellen Féllen der in der Tabelle [A.] enthaltenen Formeln, in
welchen die Indices 4, 4, » beliebig permutirt werden kénnen, sind die in den
Tabellen [C.] und [D.] zusammengestellten Formeln hergeleitet. Die Argumente
der hierbei in Betracht kommenden G- Functionen sind durch drei von einander
unabhéngige unbeschrinkt veriinderliche Grissen u, v, w ausgedriickt, wihrend
die Indices 4, w, v in irgend einer Reihenfolge die Zahlen 1, 2, 3 bedeuten.

Aus [A. 2] sind hergeleitet [C. 1, 16, 19] - und [D. 1],
s [AC3] " [C.7,8,13, 14,17, 18] ., [D. 7,8,
. [A4] »  [C.2,5,6,9,10,11, 12,15, 20] ., [D. 2,5, 6, 9],
» [A.B] ’ [C. 4] » [D. 4],
w [A.6] ” [C. 3] ' » [D. 3]

Die Substitutionen, durch welche der Uebergang von einer Gleichung der
Tabelle [A.] zu einer Gleichung der Tabelle [C.] oder [D.] vermittelt wird , und
die eventuell anzuwendende Permutation der Indices ergeben sich in jedem ein-
zelnen Falle ohne Schwierigkeit aus der Vergleichung der einander entsprechen-
den Glieder beider Gleichungen.

Die rechten Seiten der Gleichungen [C. 7] und [C. 8] enthalten, vom Vor-
zeichen abgesehen, dieselben Glieder, wie die’rechten Seiten der Gleichungen
[C. 13] und [C. 14] und wie die rechten Seiten der Gleichungen [C. 17]und [C. 18].

Zum Gebrauche der elliptischen Functionen. 7
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1] G, (w) G (u+v-+w) G (u—v)
(21 (e,—€.)8;(w) G (u+v+w)G (u—7v)

[8] G, ()6, (u-+v+1)5, (u—0)
[5] G, (w)0, (u-+v+w)G, (u—v)
[6] 6,(0)G; (u+v+w)G, (u—v)
{7 G, ()6, (u+v+w) 6 (u—v)
Rl 6, ()G (u+v-+u) G (u—v)
9] G, ()6, (u+v-+w)6, (u—wv)
[10] G (w) G (u+-v+w)G; (u—v)
[11] G;(w)0,(u+v+w)6; (u—v)
[12] Gy ()6, (u-+v+w)G (u—v)
[18] G, (w) 6 (u+v+w)G, (u—v)
[14] G,(w) G (u+v-+w)G, (u—v)

{15] (ey—~€.)0 ()G, (u—+v-+w) Glu—v)

[16] G(w)G, (u+v+w) G(u—v)
[17] 6 (w)G, (u+v+w)G,(u—v)
18] G (w)G, (u-+v-+w)G,(u—v)
[19] G (w) G (u-+v+w)G, (u—v)

[20] (e7~£u)6 (w) G (u-+v+w)G; (u—v)

I

l

I

I

Additionstheoreme.

]
6 (-+10) 6 (1), (0-+10)G0)
G (u+w)G, ()G, (v+w)G,(v)

Art. 38.

— Gy (u+w)G, (u) 6 (v+w) G (v)
— G, (u+w)G, ()G, (v-+w)G,(v)

G, (u+1)0, (1) G, (v+w)Gy (v) — (er—e)(er—ey) 6 (u+w) G (u) 6 (v-+w) G (v)
(4] (e—eu)0:(w)B; (u+v+1w)G; (u—v) =/(er—~€,)5, (u+w)6, (w)6, (v+w)G,(v)

G, (u+w)G, ()5, (v+w)G, (v)
G, (u+w)G; ()G, (v+w)G,(v)

6}. (M+W) 6 (M)GLL(U +7/U>61, (/U)
G (u+w)G, ()G, (v+u)B,(v)

G, (4-16)5, ()G, (v-+10)G, (v)
G, (u+w)6, ()G, (v+w)G,(v)
Gy (u+w)6, ()G, (v+w)G;, (v)
B, (u+w)6; ()6, (v+w)6,(v)

G (u+w) G ()G, (v +vw) G,(v)
G (u-+0)Gy ()6, (v-+w)B,(v)

G, (u+w)G, ()G, (v+w)B,(v)
G (u+20) 6 (1) G(v-+)G, (v)

Gv (M-}—’M))GM(H) G(U—F'M))G;_ (U)
& (UG, ()6, (v-+10)G, ()

G (u+w)G, (1) 6 (v+w)G, (v)
G (u+w)G, ()G, (v-+w)G,(v)

(e2—6,)G(u+w)G, ()6, (v+w)B,(v)
(e2—e,) B (u+w) 6(u)6, (v+w)G,(»)
(er—€.)8,(u+w)G, (1) G (v-+w)6 (v)

- 6u(u+w)6v (M)GA (1) +w) 6(”)
— G, (u+w)6,(u) 6(v+w)G, (v)

(eu—;)08, (u+w) 6(u)6, (v+w) G (v)
(eu—02) G (-+)5, () G(v-+1)B, (»)
(eu—€1)6, (u+w) G (u) G (v+w)G, (v)
(e5—¢2) G (u+w)G, ()G, (v-+w) G (v)

+

G, (u+w)G,(14)6(v+w)G, (v)
4+ G, (u+w)06, ()G, (v+w) G(v)

— 6,(u~+w)G, ()G, (v+w)G,(v)
— G (u+w)G (u)G;, (v-+w) G(v)

—_ G, (u+w)G, (u)G; (v+w) G(v)
— G, (u-+w) 6() G, (v+w)G, (v)

— Gy(uw)G()G (v+w) 6(0)
— G, (u+w)G,(w)G,(v+w)G,(v).
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Wenn der Grosse w in den Formeln [1—14] der vorstehenden Tabelle der
Werth Null beigelegt wird, so ergeben sich die in der Tabelle [D.] zusammen-
gestellten Formeln. ‘

D]
1] 6 (u+v) 6u—v) = Gubv—Gubv
[2] (e—€,) 6 (u+v) 6(u—v) = 6: u G —G,u Gy v
(3] G, (1 +0) G, (u—v) = GyuGv—(e,— ¢,)(er—¢,) 6 uG v
[4] (e ) Gy(u+ )Gy (u—1) = (61— 0,) B UG v —(01—0)GLu Gl
[5] Gy (6 +12) 6y (u—v) = G,uGv—(¢;—€,)0 uBv
(6] G, (4 +0)6, (u—v) = GuG,v—(¢1—€,)G,uB v
[7] Gy (u+v) 6(u—v) = G,u6u6,v6,v—06,u6,uG,vG6v
[8] 6 (u+0)0,(u—v) = G,uGuG,vG,v+ 6,uG6,ubv0v
9] G, (t+v) G, (u—v) = G,uB6,uG;v6,v—(e,—ez) 6u6,uGv G .

Aus den in der vorstehenden Tabelle enthaltenen Formeln ergeben sich auf
sehr einfache Weise die fiir die Quotienten zweier 6 -Functionen geltenden
Additionstheoreme.

Man erhilt beispielsweise durch Verbindung von [D. 8] mit [D. 3], indem
der Factor 6,(u— v) bei der Division fortfillt, gl(éiig rational ausgedriickt durch

6u Gu Gu Gv 60  Go

Gu' Gu' Gu' Go' Go' G’

Andere Ausdriicke fiir die Grosse g{ii@) erhilt man durch Verbindung
2 v
von [D. 8] mit [D. 4], [D. 5] und [D. 6], von [D. 8] mit [D. 9] und nachfolgende
Vertauschung von 4 und w, endlich durch Verbindung von [D. 1] und [D. 2]
mit [D. 7). '

Analogerweise erhélt man verschiedene Ausdriicke fiir die Grosse _gﬂgf%@g
(w4
durch Verbindung von [D. 9] mit [D. 3], [D. 4], [D. 5] und [D. 6], oder indem man

mittelst [D. 7] 6,(u+v) 6 (u—v) und 6,(u +v) 6 (u — v) berechnet und aus den er-
haltenen Grossen den Quotienten bildet, oder endlich, indem man mittelst [D. 9]
6, (u+v)6,(u—w») und 6,(w+v)6,(u—w») berechnet und aus den erhaltenen
Grossen den Quotienten bildet.

7%
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Die Functionen E(u), Z(u), Qu), O(u), Hu), Il(u,'a) Jacobi’s.
39.
ﬂDie Functionen, welche Jacobi mit F(u), Z(u), Qu), O(u), H(u), II(u, a)
bezeichnet hat, sind erklirt durch folgende Gleichungen:

u
Ew) = f AZamudu, Jacobi's Gesammelte Werke Bd. I. S. 299.
A .
Z(w) = E(u)—;[l—’é.u, S. 187.
“E(w)d
Q(u) = efo ) ‘ S. 300.
a2 du MK S.198.
O(u) = @(0)6/" ) » 00) = \/J;;—, S.231.
(Qut+K") -
_ 1 ;T . S. 224.
Hw) = ;e * " Ow+K), _ %S. 226.
e sin®amu du
ou,a) =k smamoocosauna,AaunaufO 1 T sin’ am a sin am o
Qu—a S.197.
— 1 J. )
= zlog g gy T H@ v S. 305.

Zur Vereinfachung der nachstehenden Formeln, sowie zur FErzielung
grosserer Uebereinstimmung derselben mit den Formeln des Art. 26 empfiehlt
es sich, die von Jacobi mit w, beziehungsweise mit @, bezeichneten Argumente
der vorstehend erklirten Functionen mitye —e¢,-u, \e, —e,-a zu bezeichnen.
Es ergeben sich dann folgende Gleichungen:

N ramee 1 G, u
E(\/el.._ 6, ) = ~Vg;? M@;‘;—Fe‘“)’
o — (S 1,)
Ze—ew) = Wi‘?“ 6, o /'
Loy
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Hierbei ist Folgendes zu bemerken:
Bei der Definition der betrachteten sechs KFunctionen konnen die von
Jacobimit K, K’ bezeichneten Grossen als bekannt angenommen werden. Der

reelle Bestandtheil des Quotienten % hat stets einen positiven Werth. Der

Werth der mit \/e, ¢, bezeichneten Grésse kann beliebig gew#hlt werden.
Die Grossen w, o', », T, Ak sind durch die Gleichungen

K , K" u o Kt . Tne
O = ——=—, e N ———) v o= Sy T = = = g, /7, = @
Ve, —e, Ve, —e, 20 o K
bestimmt. Zur Bestimmung der Gréssen
o 5 T ——
T \/G’ : T ‘/el“' G N

dienen die Gleichungen (1.), (4.), (13.) des Art. 35, in welchen 4 = 1, "u, = 2,
® = w, 7 =) zu setzen ist.

Nach Potenzen des Moduls % fortschreitende Reihenentwickelungen
fir die Grossen K, K', h.
40.
Unter Zugrundelegung der im Art. 27 getroffenen Festsetzungen moge

jetzt angenommen werden, dass der Modul # dem absoluten Betrage nach
kleiner ist als 1.

Unter dieser Voraussetzung gelten, wenn der Werth der unendlichen Reihe

TN, (1.8, (1.3.5\
) (g (53 e (e e
mit & bezeichnet und zur Abkiirzung
1\2 . 1\2 1.3\
2) 1=, (Pr=g, ()G n==8, ..

gesetzt wird, die Gleichungen
. s 4 1 a1 1o 1
@) K = g-@, K'= Rlognat — 2 [‘if‘i‘(ﬂ—@“) +og g (B R)+ 5 g (8 - |

Dem natiirlichen Logarithmus ist hierbei sein Hauptwerth*) beizulegen.

*) Unter dem Hauptwerthe des natiirlichen Logarithmus einer Grosse z, welche mit Ausnahme
der reellen negativen Werthe jeden complexen Werth annehmen kann, wird hier und im Folgenden
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Weil die Grosse K nicht gleich Null werden kanu, da der reelle Bestand-
theil derselben stets einen positiven Werth hat, so ist auch die Grosse

!
T

2 log nat % - fiir alle Werthe von %, deren absoluter Betrag kleiner ist als

t, durch eine nach Potenzen der Grdsse & mit ganzzahligen positiven Expo-
nenten fortschreitende Reihenentwickelung darstellbar. Die Coefficienten der
einzelnen Glieder dieser Potenzreihe sind rationale positive Zahlen.

Es ergibt sich
(4.) Aw‘"K; = 2lognat§ {1) B2 - ~26 AEE 2’5“«»" 154

. K'r

In Folge dieser Reihenentwickelung ist auch die Grosse h = ¢ % und
jede Potenz derselben, deren Exponent eine positive Zahl ist, fiir alle Werthe
des Moduls £, deren absoluter Betrag nicht grosser ist als 1, durch eine nach
Potenzen der Grosse & fortschreitende Reihe darstellbar; die Coefficienten der
einzelnen Glieder dieser Reihen sind positive Zahlen und die Summe der-
selben ist fiir jede dieser Reihen gleich 1.

Insbesondere ergeben sich folgende Reihenentwi.ckelungen:

21
.2 4 6 .8
(5.) ; h = L+ k T 2048 S -

(6.) B _+,,<\/7€> +15<\k>~} ]5()(\/7» 13

Der Wurzelgrosse \I; ist derjenige ihrer beiden Werthe beizulegen, dessen
reeller Bestandtheil positiv ist.

Wenn von der Reihe fiir die Grosse 4* das Anfangsglied allein, oder nur
die zwei, drei, vier ersten Glieder in Rechnung gezogen werden, so ist der be-
gangene Fehler dem absoluten Betrage nach beziehlich kleiner als

(- DOE, (- DWEY, (22 BWDY, (- s B BB,
mithin kleiner als
F(VEY, 5 (VEY', B WE)", (N

derjenige Werth des natinrlichen Logarithmus der Grosse z verstanden, dessen imagindrer Bestandtheil
dem absoluten Betrage nach kleiner ist als m.

Unter derselben auf die Verdinderlichkeit der Grosse z sich beziechenden Einschrankung soll fiir
beliebige Werthe des Exponenten m unter dem Hauptwerthe der Potenz 2™ der Werth Mmiog nate

verstanden werden, vorausgesetzt dass dem natirlichen Logarithmus sein Hauptwerth beigelegt wird.
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Entwickelung der Grosse i nach Potenzen der Grosse 1.
A1.

Die in dem Art. 27 enthaltenen Definitionen und Lehrséitze bleiben be-
stehen, wenn an die Stelle von ¢,, ¢,, ¢; beziehlich ¢,, e,, e, gesetzt wird, wobei
die Indices 4, w, » in irgend einer Reihenfolge die Zahlen 1, 2, 3 bedeuten.
Hierbei muss indess die Bedingung aufrecht erhalten bleiben, dass, falls die
den drei Grossen e¢,, ¢,, ¢, bei der geometrischen Darstellung der complexen
Grossen entsprechenden Punkte in gerader Linie liegen, ¢, dem mittleren
dieser drei Punkte entspricht. '

Fiir jede unter der angegebenen Bedingung zulidssige Permutation der In-
dices sind daher dem Inhalte des Art. 27 zufolge zwei Grossen &, &', folglich
auch zwei Grossen K, K’ eindeutig bestimmt. Aus den letzteren Grossen er-
gibt sich, sobald iiber den der Quadratwurzel ye, ¢ beizulegenden Werth eine
Entscheidung getroffen ist, ein bestimmtes primitives Periodenpaar (2w,, 20,)
des Argumentes der Function pu, fir welches die Gleichungen

(1') 30(‘”;,) = ¢, g‘)((’);,’%‘wy) = ey,r 5’(‘”,,) == C

bestehen. Hierbei ist zu bemerken, dass die Gesammtheit der drei Grissen
w;, v, =, +o,, o fir jede der zulissigen Permutationen der Indices eine
andere ist.

Nachdem eine bestimmte Permutation ﬂ, ,u, v der Indices 1, ‘2, 3 ausge—

das Quadrat desselben mit \/e ¢, bezeichnet Welden.

Es mogen ferner {/E,l"fﬁ'.ﬁf.“g";, {/e;(i diejenigen Werthe dieser Wurzelgrossen
bezeichnen, welche unter der Vorauséetzung, dass den beiden Potenzen mit dem
Exponenten } ihr Hauptwerth beigelegt wird, durch die Gleichungen

2) %“*—e‘} = Vi = (Ef-f;;ﬁ)*, (

erklaut sind.

Die Grossen w, und o, seien durch die Gleichungen
K K"t
(3.) w, =

Voo " T Ve

bestimmt.
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Wird hierauf
& = w,, (7)'=wu, T = — h = €

gesetzt, so gelten fiir die erklirten Wurzelgrossen die Gleichungen des Art. 35.

Fir die in diesen Gleichungen vorkommende Grosse \/ 27_"1 ergibt sich
2K . 2K "
hierbei der Werth - \/M__A \/ - und zwar ist der Wurzelgrosse \/ — derjenige
e,—e

ihrer beiden Werthe beizulegen, dessen recller Bestandtheil positiv ist.

Die Grossen e;, e,, e, konnen als veriinderlich betrachtet werden, mit der
Finschriinkung, dass keine der beiden Grossen A°, &” negativ werden darf.
Wenn nun ferner die Veréinderlichkeit der Grissen ¢,, e,, e, voriibergehend in
der Weise beschrinkt wird, dass der absolute Betrag der Grisse &* kleiner bleibt
als 1, so finden die im vorhergehenden Art. enthaltenen Entwickelungen Anwen-

dung. Die rechte Seite der Gleichung (9.) des Art. 35 wird daher, wenn man
fiir * die Reihe

(4. [ = j/zi +2 (Vk> +15 (W” ) +150 (VZ” " . vergl. Art. 40 (6.)

und fir die Potenzen von A* die aus dieser Reihe durch Potenzerhebung sich
ergebenden Reihen setzt, identisch in v idbergehen.

Hieraus folgt, dass die der Gleichung (9.) des Art. 35 analoge Gleichung
(11.) desselben Art.

2h 4- 2094« ..

b= Ty b1

identisch befriedigt wird, wenn fiir 4 die Reihe

h= Lea(D (LY 150 (L)
(5 b= 5 +2(5) +15 ~2—>+150<_2— NI
gesetzt wird, vorausgesetzt dass diese Reihe convergirt. Diese Folgerung
ist von der Voraussetzung, dass die Grosse &* dem absoluten Betrage nach
kleiner sei als 1, nicht abhingig, denn die Convergenz der Reihe (5.) ist alléin
an die Bedingung gekniipft, dass die Grosse

Ver—e,—Ve—e, 1 yF
(6.) o S OTVIT e

Ve, —e, +\/e—e 1+ \E
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dem absoluten Betrage nach den Werth 1 nicht iiberschreitet. Diese Bedin-
gung aber ist den getroffenen Iestsetzungen zufolge stets erfiillt und zwar
stimmt der aus den Gleichungen (5.) und (6.) sich ergebende Werth der Grosse
k, wenn die Werthe der Wurzelgrossen in ‘der angegebenen Weise bestimmt

. , i .
werden, mit dem Werthe 4 = ¢ {iberein.

Ist die Wahl der Indices 4, @, » so getroffen, dass von den drei Grossen
e —e,., ¢,—e,, ¢,—e, die erste den grossten, die letzte den kleinsten absoluten

Betrag hat, so ist die Grosse [ dem absoluten Betrage nach nicht grosser als

T 2

g 5y also kleiner als {5 » Withrend die Grosse & dem absoluten Betrage nach
9

nicht grosser ist als ¢ 2Y*F. Unter dieser Voraussetzung ist, wenn die drei
ersten Glieder der nach Potenzen der Grosse ! fortschreitenden Reihenent-
wickelung fir die Grosse A in Rechnung gezogen werden, der absolute Betrag
des begangenen Fehlers kleiner als eine Einheit der dreizehnten Decimalstelle.

In den meisten Fillen der Anwendung wird es daher, wenn die Indices
A, w, v passend gewdhlt sind, ausreichend sein, die zwel oder drei ersten
Glieder der angegebenen Reihenentwickelung allein zu berticksichtigen.

Die Reihenentwickelung (5.) kann indess fiir numerische Rechnungen in
vielen Fillen auch dann noch mit grossem Nutzen angewendet werden, wenn die
Grosse ! dem absoluten Betrage nach nicht den in jedem einzelnen Falle erreich-
baren kleinstmoglichen Werth hat. ,

Wenn nimlich der absolute Betrag der Grosse / nicht grosser ist als £, so
ist der absolute Betrag der Summe aller auf die zwei ersten, beziehungsweise
auf die drei ersten Glieder der Reihenentwickelung fiir die Grosse £ noch fol-
genden Glieder bereits kleiner als

. 17, beziehungsweise 1113,
und hieraus folgt die Richtigkeit der vorhergehenden Behauptung. .
Wenn der Werth der Grosse £ gefunden ist, so ergibt sich der Werth
der Grosse \/ ?:E)z durch die Gleichung (8.) des Art. 35 und der Werth von o,
mittelst der Gleichung
(7)) 0, = »El»:i]og nat (%)

Dem natiirlichen Logarithmus ist sein Hauptwerth beizulegen.

Zum Gebrauche der elliptischen Functionen. S
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Uebergang von dem primitiven Periodenpaare (2w,, 2w,)
zu dem Periodenpaare (2w,, —2w,).
' 42.

Die Entwickelungen des vorhergehenden Art. ergeben sich aus den
Gleichungen des Art. 35 unter der Voraussetzung, dass & = 0,, & = w, gesetzt
wird. Analoge Entwickelungen ergeben sich mittelst analoger Schliisse, wenn
® =w,, &= —w, gesetzt wird.

Bei dem Uebergange von dem primitiven Periodenpaare (2w;, 2w,) zu
dem primitiven Periodenpaare (2w,, —2®,) bleiben némlich die beiden Inva-
rianten g,, g, und die Grosse ¢, ungeiindert, withrend an die Stelle der Grossen

e, ¢, k, ¥, K, K, T
beziehlich die Grossen
e, ¢, K, k, K, K, - 1

treten. Diejenigen Grossen, welche bei diesem Uebergange an die Stelle dexr
Grossen £, [ zu setzen sind, sollen mit %, I’ bezeichnet werden.
. o 4 1 4 1 . 1
Wenn nun die Wurzelgrossen Ve, —e, Ve,—e, > Ve, — € \/e‘“'»— e, in der Weise
fixirt werden, wie im vorhergehenden Art. angegeben ist, so konnen die Wurzel-

grossen, welche aus diesen durch die Vertauschung von e; und e, sich ergeben,
durch die Gleichungen

S . D 4 T 4 .
\/evme/1 = --mz\/el—eﬁ \/eyuel = \/—@ \/el“ev,
4 U 4 4/ B ¥
\/e{—eu = \—1i \/e‘u——ev, \/e”-— e, = V-1 \/61’“%
erklirt werden. Der Wurzelgrosse \y—i ist hierbei irgend einer ihrer beiden
Werthe, aber jedesmal derselbe, beizulegen.

Es bestehen hiernach die Gleichungen

A I TG

welche zur Berechnung der Grosse # angewendet werden konnen. Aus der
Gleichung (8.) des Art. 35 ergibt sich

oy L2l 2h an .. . 1 9K
( )\/ﬁz.___:iwh__j:_._ =—I*~—_2—_—h~(1+2h _Lzh’lé_‘_-.): -4"_'.._:;,".“\/77: .
Ve e, Ver—e,+Ve,—e, e,

(1)

@) U=
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Hierbei ist der Wurzelgrosse \/ -2{:; derjenige ihrer beiden Werthe beizu-

legen, dessen reeller Bestandtheil positiv ist.

Die Gleichung (3.) kann zur Berechnung der Grosse w, angewendet
werden ; zur Berechnung der Grosse w, ergibt sich dann die Gleichung

v 1
(4.) ’ 0; = % log nat <7z'—>'
Dem natiirlichen Logarithmus ist sein Hauptwerth beizulegen. Die
beiden Grossen 4 und A sind durch die Gleichung

(5.) lognath-lognath’ = =*

mit einander verbunden.

Aus den Gleichungen (1—4.) und (13—16.) des Axt. 35 erhdlt man, wenn

gg'- = 7, gesetzt wird, die folgenden:
© (8) \/g VG = zm,3< |- L) = E M BT,
@ VBV = (o] L) = e R ),
(8.) 2“".\/; e, = Sa(o‘ﬂ-%> = 1420 2 20+ - -
99 \/ 2o ¢ Ve, —e, = 30(0’5) = 12K 22
" 1 ' " R
(10.) - ,ésigi:j_) — e e ; SHOES)
AR | 9,(0]—2)’
" 1 7
(11.) 27, 0, = _,,zetwg_l iﬁ@ﬂ:;) = ,v_zpwwgml J <O‘ __,_>,
: : 0 2 3< i 2
o] =) 5,(0]—1)

Aus den Gleichungen (15—18.) des Art. 34 ergeben sich in Ueberein-
stimmung mit den beziiglichen Formeln des Art. 37 folgende Gleichungen:

u Oy -
- T = —, N==¢e ,
20, w;,

L)
T

8%
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(12) VGG = s (ol L) = i6le, w),
(13.) \/%97—\4/52,‘7:6/“ = 027‘"(”"”2 ,30<v i~> = O,ulo, ),
(14) \/28_ Voo Gu = & 5 (»] D) = oo, ),
{15.) \/E—U:’\I/Q 6” 6,4 = Oz‘r‘"mwz 32<v?~ ;) = 0,u|o,,—wv;).

Uebergang von dem primitiven Periodenpaare (2v;. 2w,
zu dem Periodenpaare 2w;, 2m,+20,). ’
43.

Bei der Vertauschung der beiden Grossen e, und e, gehen die Grossen |
und % beziehlich in —7 und -—4 tiber, wihrend die Griosse ® = w, den Glei-
chungen (7.) und (8.) des Axt. 35 zufolge unverindert bleibt. An die Stelle des
primitiven Periodenpaares (2w;, 2w, tritt hierbei das primitive Periodenpaar
(2w,, 2w, + 20,) und zwar gilt das obere oder das untere Zeichen, jenachdem
die Grosse &° eine complexe Grosse mit positiv oder negativ imaginirem
Bestandtheile ist.

Formeln zur Berechnung der Perioden und Ausdriicke der 6-Functionen
durch - Reihen fiir den Fall reeller Invarianten.

44.

Wenn die Grossen e¢,, ¢,. ¢, bekannt sind, so sind die in den Artikeln
34, 35, 41 und 42 enthaltenen Formeln ausreichend sowohl um ein primitives
Periodenpaar 2w;, 2w,) des Argumentes der Function gu und die Grossen
G'w; Go, - - .
= '67'/:" o= e " zu berechnen, als auch um die vier 6-Functionen durch
) w3

o,
solche J-Reihen auszudriicken, bei denen die Grosse A, beziehungsweise die
Grosse &', dem absoluten Betrage nach einen moglichst kleinen Werth hat.
Zur Erleichterung des Gebrauchs dieser Formeln sollen dieselben fiir die-
jenigen Fille, in welchen die Invarianten g,. g; reelle Werthe haben, mit den
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durch diese Specialisirung herbeigefithrten Modificationen in den Axrtikeln 45
und 46 nochmals zusammengestellt werden.

45.

Haben die beiden Invarianten g, und g, reelle Werthe und ist die Discri-
minante G' = [ (g5 —27g3) der kubischen Gleichung 4s* — g,s—¢; =10 po-
sitiv, so sind alle drei Wurzeln derselben reell.

Es bezeichne ¢; die im algebraischen Sinne grosste Wurzel dieser Glei-
chung, ¢, die mittlere, ¢, die kleinste Wurzel derselben. Den Wurzel-
grossen Ve ¢ Ve, ¢ Ve, ¢, Ve, ¢, lege man ihre positiven Werthe bei.

Man setze

e CEy e K K'i G'w, 6w,
(1) k= PR I LTS O e, == o) el =, G e
1Y 1 Ve, — e Ve, e, O w V3
. ) .
), T , . U wur
[ — 3. ) — — b — T . p— R p—
(2) ST W h = ¢ ’ /"1 = =0 ) v o= > Y] vy = ) :
i 20, o,

A R w, < o .
Die Grossen o, &, %, h, h, haben positive Werthe.
P

(2

Nach diesen Festsetzungen ergibt sich, wenn 21=1, u=2, »r =23

2

~ 1

® = w;, ® = w; gesetzt wird, dem Inhalte der Artikel 34, 35 und 41 ent-
sprechend das System von Gleichungen

. outan YT y 5 9 13
(3.) e \/61 G- \/63 _17(2, ,  ho= é 2 (é) 415 (;) -~ 150 <_;> +oe,

'l./', S s
Ve, ¢ + Ve 6

/ 20 2 ) . W% 1
4. N T e 1240 -2/ 4« W, == - log nat( )
( ) \/ \/61-— e+ .\/Cl e, ( T )7 k P <] /)

=% 1o 33REH5BRL 73Rt L.

(5.) G T CR /S NA Y L 7 AN

- B - ’ — 1_ ~
R W1, == 9T,

1707)1“ 4

(6. -V

€ = 20* (14 I B4 iy .. )

?

T

200

=V

—_
(7) \/2?’?17 Ve, e, = 1h2h+2lhp 209 - ..,
(8.) \/ ¢ -0y, = L—2h F 2k 200,

o T a o ‘17(
(9.) \/fjil-m = TR SR SRS TR ),
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, Y0, 8/ 20, 0, 0% o
(\10.) ‘/_._;L \/GGM = @ ™ 3] (U!‘t),

9(1:1 ‘‘‘‘‘ 27, w v? q
(11) \ Ve, —e,Gu = ¢~ 8, (v]7),
(12.) \/ 2(”‘-\/Eﬁme Gu = ¢Fnenv’ s s(v]7),

e 2

(18) \/20" Ve,—e, 6 w = ? (v 7).
(14.) Jo(v|t) = 1- 2hcos2vm + 2h* cosdvm— 2h°cos Bvm 4 - -,
(15.) Si(0|7) = 2h*sinvn— 2h*sin Svm+ 2k sin Som - -+,
(16.) Ja(v]7) = 2t cosvn 4 2kt cos 3vm 4 2K cos Bom - - - ,
(17.) Js(v]7) = 142k cos20x + 2kt cos 4vm + 2h0c08 6ur -+ - -

Wenn ¢, es = e_e“ also e ~o ist, so ist l \/2“1— h=e .
Wird dagegen 4 =3, u=2, =1, & = w;, @ = — o, gesetst, so er-
gibt sich entsprechend dem Inhalte des Art. 42 folgendes System von Gleichungen

¢, —¢€,

(18.) = i——f/—éi . h, = —l‘—+ 2 ( L >5+ 15 (lh>9+150 (11. 13+ .
. ' \/ef” c~s+</e:i ' 2 2 . 2 2 ’
(19) N/ 2 (e 2k 2n ), o= “olognat (),
e Ve, — e, +Ve,—e, ) h,
= 18"+ 5° 0 — T .
20. 27, Wy = — y — o, = AT
{20.) s Ws 6 1 3/L1+5/L1~» 7/21 1. ) 1 Wy = W7 PR
(€ T« DU 7}:
(21.) Ve —e, = 2B (1473 + i+ 1+ ),
(22.) \/2% Ve,—e, = 1+ 20y + 20% + 205 + - - °
(28, \/ Zm“ \/c —e, = 1—2h, 42k 2h] 4 - - -,

(24 \/ o0y — {;ﬁ RE(L— 8H2 + 5hS—Thi* 4+ - ).
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(25) VETEGn = ot (] - 1),
(26.) \/EWFZ Gu =. ¢ % (oi] =),
(27) Vil et = ¢ P (i - 1),
(28.) \/3:;\/e1:7 Gu = ¢ %y (] - .

@9 9,(ni

— 1) = 1T (P B BT ) — B (o g7

25

_%) — ki% (1™ eorT) _h":i (eBs7_ e3um) + 0 (651;11:_,"__0-5017%

(30) 79, (s

)

@) 9,(vi

__%) — h%(evlﬂ—[—(:“vlm) + h%(e-%vlft_l_ c—svln)_l_ h?_(eﬁ”lﬂ%w e~5v[ﬁ) Ty

(32_) 33 (?Jl’i ____i_) = 1+ (62”175—[— 8-2011:) + 7@%(64”1‘”4— 6'401‘“) 4+ h‘i(eerlﬁ_‘_ C—leﬁ) e

o

< < s : = V21 - x
Wenn 0 = €,—¢,, also =10 1st, so ist 7, = %511, h, = e
Die Grosse 67" = 0,04321 .. ist kleiner als 5

Wenn g, positiv, also e, negativ ist, so empfiehlt sich der Gebrauch der
Gleichungen (3—17.), ist aber g, negativ, also e, positiv, so empfiehlt sich der
Gebrauch der Gleichungen (18—32.), weil in dem ersten Falle 4 kleiner ist als
hy, wihrend im zweiten Falle 4, kleiner ist als 4.

46.

Haben die beiden Invarianten g, und g; reelle Werthe und ist die Discri-
minante G = L (g5i— 27¢3) der kubischen Gleichung 4s°—g,s—gs==0 ne-
gativ, so ist nur eine Wurzel derselben reell, wihrend die beiden anderen
Wurzeln conjugirte complexe Werthe haben.

Es bezeichne e, die reelle Wurzel dieser Gleichung; die beiden complexen
Wurzeln derselben seien in der Weise mit e, und e, bezeichnet, dass die Diffe-
renz e;— e; positiv imagindr ist.

Es seien p und ¢ zwei positive Grossen, fiir welche die Gleichungen

T ~be
6—e = pe™, e,—e, = pe’7", (0<v<x)
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bestehen. Allen in den folgenden Gleichungen vorkommenden Wurzelgrossen
ist ihr Hauptwerth beizulegen.
Man setze

a7
e,—e 6, —¢ er"
2= 278 , Vi 2 T lv‘-’ D) = e
(1) e, —¢, e —e, Vi(eg—e,
G w,
W, = Wt w, 0= 0,—0; = = T,
: G o,
1 Lo ™ m ui
W + T T 9! 4
2.) = h, = € h,= € *° 5 =
- v = _ { — .
( w, 2 ? ' 2 20,7 ? 20,

‘ . w, e
Die Grossen o,, S 1, haben positive Werthe.
Nach diesen Festsetzungen ergibt sich, wenn 42 =12, wu=1, v =3,
g o] 5 L ° ]
B = wy, O =wy =40yt yw,, | =1ily, h=ih, gesetzt wird, dem Inhalte der
Axtikel 34, 35 und 41 entsprechend das System von Gleichungen

. ~ha (s (B (L)
(3) lz hg = "i' +2 <*é + 15 é* + 150 »-2- +ee,
. S 2 .
. ’ 2 "~ 2
1 0, = ‘%"‘% —-;—w;, o, = o, + o,

3

oy b T 1 8° 03— 5 ha—7"hy” + B :
L = - - g Wp— W, 7, == T
BT 1Mo shS—thy .. T T R ’

—
QT
N

o — e

v = 1 __ s 1 17
T = 37 57y s s = Mo+ 57

D —
\/_'ﬂ? \/”(03” ¢)

") V5 e Ve = e e

[=7}
~

I

2722% (1-- ha - he+ hi? +--4),

(8) s\ Vo6 = 2ilat i 415 +-),

(9.) 2o TG = T B BB — TR ).
2
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Q0. 8—= 2 V2 T
(10.) V2 =G ou = 6 5, 0, 345,
Y0, g 2 IR
(1) V2 Vi) G = e 5 (0,1 41y,
T, = 7.
D0, 4——— 27, w, 02
(12') \/2‘2’2 462_”6361?" = € T 2 ‘ 33(”21%"'72)7
Qw, 4——— 2 9 2’!)2
(13‘) \/2::2 \/62-6163(“ = e T @abs 30(’”2'%""1‘2)7
(14.) 6—%m§ (0,4 +7,) = Zh“ sinwv r+2h" sin 8v, r—2h;‘ sin 5o, — ,
(15)) 6_%ﬁ 9,@,]3+7,) = 2h cos v, ~c_2h cos 3v, 7r~2h cosSv Tt

(16.)  F[95(,|347,) + (v, | 5 +7,)] = 14 2h;cos v, + 2k cos 8o, 4+ - -,
r
L

(17)  3[&@lE+7)— 9,0, 5 +7,)] = 2i(h,c08 20,7 + I c0s 60,7 +- - +).

> < ; < —37
‘Wenn 6=0, also ¢ =14m, S0 ist ZZ-;— = und p, __e

Wird dagegen 4 —=2, =3, v=1,

~ ~ 4
B =y, &= —0, = fw;— }Lw,

l =1ily, h = ihy gesetzt, so ergibt sich das System von Gleichungen

(18) ,= 1 y— aVat _yoroiuy o= _2% ( )+15< >+15o<~4 e

—ez+\/e‘»

( 2w}, 2w, 1
[ — = —=——y 1+ 2R+ 20 +..), o,= —2lognat <——
asy | V= G e, o= S (),
W, = -%—wz—%u);, Wy = %‘”2'{'%“’;7

w 14 8%h; —5%hi— TRl 4 .
9 ! — 3 3 3 . I [ -
(20.) N2 We 6 14 8hI—Bh—Th .. o Vg = Wy 7y )

= g d 0, M= dnhd,

(21.) \/ff’-’&&/z(e—el) = (LB RO R ),
(22) W e etV a) = 14+ 2 +

(23) W 2L (o Vo) = 2041+ 15+,

(24) \/i“’?\‘/—G = %h’;‘(w 8h2— 53— AL + ).

Zum Gebrauche der elliptischen Functionen.

9
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DY Y a— 1 —2v w v —1m .
(25) VEE G on = L ey i)y e,
(26) VG a0 = @ P ) 4,
T = — L.
. 2w — — 27w 2 Gt i 2
(21, V2ot = 6T L s (il )
T e __2 ! 1,2 .
(28’) \/ 1:;”;'2 \763_82 61“ = ¢ 7,12%03 . 30(”37’]%+73)7
1 _ a7 ) 4 2 \ 25
(29.) _i_e f’nsl (vsz'] %+Ta) —_ hg(evﬂﬂ—e'v“‘")—l— h;(e.%vgﬁ__ e—3v3n)_h; (65”57‘ v,,_e“5”sﬂ)_
) 1 2/ 34 28, B
(30‘) e F T 32@32. l %‘*‘73) — k;(evsﬂ-F e-vsn)_h;(e.‘hsm_{_ e—Svav'c)__h; <e5@31:_{_ 6—5037t>+“_

(8L) 4[9a(0yt |5 +7) + 3, (0| 5+ 75)] = 1 (0574 ¢499™) L 20(cB0 ™y g 800m) 4
(32') %[33 (Uai | % + Ts)—ﬁu(vsi l % + 73)] =1 [k3(62v3n+ e—%sﬁ) + h§<6603n+6-61)37:)+ o !

Wenn ¢, __0 also (P:l‘n:’ s0 ist l —tg8'c und p, —6 e

Die Grosse tgim hat den Werth /21 = 04142136, die Grosse
e T — 0,2078796.

Wenn g;, also auch e, positiv ist, so empfiehlt sich der Gebrauch der
Gleichungen (3—17.); ist aber g;, also auch e, negativ, so empfiehlt sich der
Gebrauch der Gleichungen (18—32.), weil im ersten Falle die Grosse A, kleiner

ist als die Grosse &3, wihrend im zweiten Falle die Grosse &g kleiner -ist als die
Grdsse k.

47.
Unter Beibehaltung der im Art. 45 und im Art. 46 getroffenen Fest-
setzungen bestehen ferner folgende Gleichungen:

Slnt) _ oy OISO e,

1. - = r = . (Art. 4

() G(z ® +“) \/e “ \/6 % S| E+7) + %[ F+ oy (Art. 45)
LG Getu) 1 305+ 71)+3x(vlii—%+ ) Avt. 45

) S V V= S [ =S hn) T w, AT

: Gy(yw,+u) g 3 (Ve 7) — & (02|T2) . (i)é '

(3) _6(‘1—(1):@0—)- = €y— € 6’2 3 (U ‘T2)+31(/Uzl Z) Ty = 2(»2 (Alt. 46)

SACRIENESNACRILN) .

G, (3o, +u) —
(+) = V—ede- ECNOXI) B CRIER

6(1m+u)

o, N
=— 2. (Art. 46
T 20, ( )
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Berechnung eines zu gegebenen Werthen von gu und @u
gehorenden Werthes des Argumentes w.

48.

Uebereinstimmend mit den im Art. 41 getroffenen Festsetzungen sei
(2w;, 2w,) ein bestimmtes primitives Periodenpaar des Argumentes der Function
gu. Die Wurzelgrossen y/g—e,, Ve—e¢, seien ebenso definirt, wie im Art. 415
die Quadrate derselben mdgen mit \/e,—v¢, , Ve— ¢, bezeichnet werden.

Bezeichnet w, einen der Werthe, welche fiir » gesetzt die Gleichung
@u ==s befriedigen, so sind alle Wurzeln dieser Gleichung in der Formel

1) w = u+ 2po,+ 2p'o,

enthalten, in welcher p, p' irgend welche positive oder negative ganze Zahlen
einschliesslich der Null bedeuten.
6,(u* 2w,) G,u

i

g3 wt2e,) —  Gu gibt es unter diesen Werthen
der Grosse u stets solche, ful Welche der reelle Theil des Quotienten

\\//e*_ % O u‘ nicht negativ und demnach der absolute Betrag der Grosse
& —e, u

(2 ) yel— 6 Guu — C/e)._— Gu 61,’1// C/E;:;v - f/a:;,; 61(2?’{'1 Dy 4’(”1/)
Ve—e, 6Mu+\/e,l €,0,u f/eliz%—f/el—;y G,(2u|®,, 40,)
nicht grosser als 1 ist.

Nachdem der Werth von \s—¢, beliebig fixirt worden, fixire man den

vergl. Art. 35 (12.)

Werth von \/s—¢, so, dass der reelle Theil von l/ﬁ— 6 \Vs—e —% nicht negativ ist

Ve —e \s—

und setze
5 Vame—Voa _, VazeVsg—Va—aVome
\/e).— 6 + \/el_" u \/el_— 6 \/8—'6# + \/el_ G \/S— 6,
8, = L (I G (T
= TP
*) 8= QPP+ (B3P
20,3 = iiz)zl‘2+ M}

9%
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Dann ergibt die Gleichung
I it s _ f
<\/ G—¢ \/"1 “u \/1——&2 \/1_“1422

= 1Qdognat(t +i\V1—8)+ VI— (&t + 18 L+ 5, Ft..0),

(5.)

wenn man der Grésse \/I—# irgend einen ihrer beiden Werthe und dem natiir-
lichen Logarithmus irgend einen seiner unendlich vielen Werthe beilegt, stets
einen solchen Werth von w, fiir welchen die Gleichung pu = s erfiillt ist.

Die Integration kann auf directem Wege ausgefiithrt und der Quadrat-
wurzel \/1—7*¢* kann derjenige von ihren beiden Werthen beigelegt werden,
dessen reeller Theil positiv ist.

Bezeichnet {S irgend einen der beiden Werthe der Wurzelgrosse
Vis'— g,s—g,» so besteht die Gleichung
(6.) g.')’u, = —VE,

wenn bei der Berechnung der Grosse w mittelst der Gleichung (5.) der Wurzel-
grosse \1—¢ der Werth

() Vicp = Ve—atVa—e 120 VS
2 \/1»—Z4t2 (8‘—@#)(8‘—81)
beigelegt wird. Hierbei ist der Wurzelgrosse \/1—7" derjenige ihrer beiden
Werthe zu geben, dessen reeller Theil positiv ist.
Bei dieser Bestimmung der Wurzelgrosse \/1—¢ erhélt man demnach aus

der Gleichung (5.) fiir jedes gegebene System zusammengehorender Werthe

s, VS ecinen Werth des Argumentes u, fiir welchen gu = s, g'u =— —\/S ist.
Durch Einfithrung der Bezeichnungen
(8.) ®,¢) =t, ®,() = t+2¢, ®, () = ¢+ P+ 221,

geht die Gleichung (5.) tiber in die Gleichung

(9.) S LVe— 6 +Vea—e,) u = 18 lognat(t+i\1—¢) +
. * + \/1—-—# )265 (t)l"'—-}—(l 3 2@2(6) Pt (.‘_'ii)z@ia o

2:4:6
Setzt man s gleich e, beziehungsweise gleich e,, so ergeben sich aus der
Gleichung (5.) die folgenden
(10) v, = 22[;:: 28,1 lognat 217" — 20 (35 &, + 53 5;”_[. ERUNEED!
) w, =

w, =

Wez_ e+ C/E;‘:‘fa“ ' (\/ez e, + \/ez— G |
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Dem natiirlichen Logarithmus ist sein Hauptwerth beizulegen. Anstatt mit
Hiilfe der Gleichungen (3—7.) direct einen Werth der Grosse u zu ermitteln,
welcher zu gegebenen Werthen von gu — s, g'u = —\/S gehort, kann man
auch aus diesen letzteren nach Annahme einer beliebig zu wihlenden Grosse o
mittelst des Additionstheorems zuniichst die Werthe von @(u+v) = s und
@'(u+0) = —\/8' bestimmen und aus den auf diese Weise erhaltenen Werthen
von @(u+v) und @'(u+v) mittelst der Formeln (3—7.) einen der zugehdrenden
Werthe des Argumentes u +v berechnen. Durch Subtraction der Grosse v er-
gibt sich dann einer der gesuchten Werthe des Argumentes w.

Dieses Verfahren kommt besonders fiir den Fall in Betracht, in welchem
fir die Grosse v der Werth + w, gewihlt wird.

Es folgen hier die fiir die Annahme v = — v, sich ergebenden Formeln.

Man fixire den Werth der Wurzelgrosse Ve—s so, dass der reelle Theil
der Grosse

Ve —s 14+1¢
11. v = i
( ) ‘i/e)._ e’vf/a/l_ey 11

nicht negativ ist, berechne die Grosse ' aus der Gleichung

4 1
(12) \/9;;—-8 —\/el_' ex/\/e).'"f)_u_ = It

Ve}.—s + Ve}u— ¢ C/e).— ey

und lege der Wurzelgrosse \/i—¢* den aus der Gleichung
" = Vi g 1T\
2(—¢)  VI=T{® (5—a)
unter der Bedingung $\/1—i%” >0 sich ergebenden Werth bei.
Unter diesen Voraussetzungen ergibt die Gleichung

(14.) ' T (\4/811:?-5—{/0;,:_%;)2- (—uw,) =
— 18 lognat (#4 VT 7%) 4 VI 2% (€ 0 38,04 2 8,074 )
ebenfalls einen derjenigen Werthe der Grosse u, fiir welche pu = s, p'u = — V8

ist. In Bezug auf die Formeln (5.) und (14.) ist Folgendes zu bemerken.
Die Glieder der nach Potenzen der Grosse ¢ fortschreitenden Reihe

20,1t + %25_ 8cﬁ,zta_{' ?T% 80,3t5'{— e

nehmen in stirkerem Masse ab, als die Glieder einer geometrischen Reihe mit
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dem Quotienten ['#’, wobei der absolute Betrag der Grosse /¢ die Einheit nicht
tiberschreitet. Im Allgemeinen wird es sich demnach empfehlen, zur Berech-
nung eines Werthes des Argumentes » die Gleichung (5.) oder die Gleichung
(14.) anzuwenden, jenachdem von den beiden Grossen ¢, ¢ die erste oder die -
zweite den kleineren absoluten Betrag hat.

Wenn die Grossen e, ¢,, e, bekannt sind, so sind die im Vorhergehenden
enthaltenen Formeln ausreichend, um alle zu gegebenen Werthen von gu und
@'w gehorenden Werthe des Argumentes u zu berechnen.

Entsprechend den in den Artikeln 45 und 46 enthaltenen Bestimmungen
sind fiir diejenigen Fille, in welchen die Invarianten g, und g, reelle Werthe
haben, die Permutationen (4, u, ») = (1, 2, 3), (3, 2, 1), (2, 1, 3), (2, 3, 1) in
Betracht zu ziehen.

Zur Frleichterung fiir den Gebrauch der vorstehenden Formeln sollen die
wichtigsten derselben in den beiden folgenden Artikeln unter Voraussetzung

reeller Werthe der Invarianten fiir die angegebenen Permutationen specialisirt
werden.

Specielle Formeln zur Berechnung eines zu gegebenen Werthen von
gu und @u gehorenden Werthes des Argumentes « fiir den Fall reeller
Invarianten.

. 49.

Unter Beibehaltung der im Art. 45 erklirten Bezeichnungen ergeben sich
fir den Fall reeller Invarianten, wenn G einen positiven Werth hat, und mit
o,  zwel reelle Grossen bezeichnet werden, dem Inhalte des vorhergehenden

Art. entsprechend folgende Systeme von Gleichungen, in welchen dem natiir-
lichen Logarithmus sein Hauptwerth beizulegen ist:

L =1, pw=2, v = 3.
Y = 1+ G0+ GOP+ G+ -,

Qmw
Ly — 0
S )y G LTI Il i oy
Q= 13278 1:8-5\2712 4 |
(1) g, (G2 P+ () 1+ ’! o Lilognat 27 — (5 8t 5 Soet o)
L= EOLS A Ve e+ Ve, —e.) '
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2) ou—=s, % Vs— EZO §/el—cs\/s——e —Ve,—e,\Vs—e, o
§S— 6 - ‘4/61_63\/8"62+\/01 82\/8———83 ’
(3) pu — ___\/S ER\/I Z4t2>0 \/1-—-t2 —_ \/Z-—_E;-F\/a_—z 1—‘Zzti> \/S .
2 VIei? 6= a)i—e)’
s % (\4/61'—' 88+€/E::‘—6—2>2' (u_ ;, wx) =
" | e (VI Pt ) 4 VI B (L4 2 80P 3 8 P )
=(%+q)m1+ﬂw3) —léa“—gl, -‘125?1-
(2%) pu = s, %VZ_—sioy \/61'-3'—\/31_‘ 33\/61—92 = It

\/61'“5 + \781—‘63{/81_ €,

, o Ve—arvVe—e 1—pt* VS
3% U= — S Ry1— l4t2> 0, \/l—t’Z = \/el % L 2 -
( ) p \/ \/ 2(62—“63) vlﬁlit/g (S_el)’

L(\“‘/g_._—e—_}_f/e_:__; S —to,— ;) =
(4) = Qilognat (VI #4) + VI 3 (@t + 3 €t "+ 25 Lt ™+ );
= (§+01)0)1+(1+ﬁ>(1)37 —léa—zl? —1§521'

I A=23, p=2, »=1
8, = 1+ (' h+ED) R+ G0+

L Qi
L=  (VE+EDUHEDT+, | TP T Vo—etVo—e)

5) Q. = 13y278 _1-_3-_52112 .
( ) 11,2 (2-4) 1+ (j::)z . ) Alm _ 81 log nat 2l——1_____(112 ?—111314 L1'2+ _.) )

1,3= 246 l ] 2t (\/9—9 +\/ev e)
(6.) pu = s, \/s =0, \4/01—% Vo—e, —-ye,—es\/s_e, = lt,

\/S'_e \/61_ €y \/3—62 +\/62—-63 \/3_61
— —e,+\e,—e, 1— L Vs

7) pu = — VS, RVI—If~ 1 = Ve,—e, s o hh
(1) ghu = VS, R=ti=0, ¥ 20 i —e)e—a)

) \\/6 - e + \/e :64 (u - ;’ 0)3) =
(8.) = ¢ lognat (VI—i— 1,0) + i VI=8(8, 4+ § 8,84 558,80+ )3
| w=co+(}+po, —1=e=1, —1=p=1L
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(6%) u=s, Rime=o, VZaVa—aVe—a .,
\/9—6 +\/e e, \/e

¥ = —\/S 1— 52 17— \/?__e;_{_\/eg_e — et \/S—
(7 ) " \/S’ %\/ lltl >O, \/1 tl 2?;((31"“32) \/ v-z*tfz (3-—-8 )7

LlVe,—e,+Ve—e,) (40— o0,—to,) =
(8%) = 81 ]Og nat (\/T:E”“ tﬁ’) +i\/1_:i?2(81,1t;+ i Qmi;s %Sl,stis"}" o ')3

= (+a)o+G+Ho, —1=e=1, —1=g=L

50.

Unter Beibehaltung der im Axt. 46 erkldrten Bezeichnungen ergeben sich
fir den Fall reeller Invarianten, vorausgesetzt, dass G' einen negativen Werth
hat und dass mit ¢, B zwei reelle Grossen bezeichnet werden, folgende Sy-
steme von Gleichungen, in welchen dem natiirlichen Logarithmus sein Haupt-
werth beizulegen ist:

. 41 =2, p=1, » = 8.

8, = L+ (U G+ G on
L= GVE+CEE+ERIE+, | T {om ot Vea—e)

1. == Lé_ 278 1-3:5\2712 e

( ) 82’2 (2'*> ZZ+(246) Z * ’ 1,0 28 zlognatZl‘l—?z(lz 821‘,‘ Exs 822+ )
Lo = smep | o= ey

. — \/3—3 Vs— \/e e \/s—e, — \/e e,\s—e,
@) i i éR\,/e_?—_e*\/s—e =0 \/ei,—ea\/s—el~}—\/62—el\/s—e3

’ = —— — Ve —e _-__ 1-|-Z2?f2 \/S
(3‘) pu:—-\/S R 1—Z2t2>0_ ]___t;= ) 6a+\/62 6
’ v v 2 Vl_l4t2 (S—-—eJ(S——GQ’

= il,t,,

s We—e,+Ve,—e ) (u—to,) =
(*) = Lilognat(VI— 3+ 4,0) + VI—5(,, t,4 3 8, 04 22 8,84+ )3
B

u=(?}+a)w2+ﬂw;, —1§“§1; é ?
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(2%) pu = s, RYe—s=0 Ve,—s —Ve—eVe—o, = il,t,
’ = \/62—8""{/62_63{/02—61 wY

e Va—aaVise 1+Be S
% —_ _ 152 T BT NVOTTO Tl VO
(3) Pu \/87 E)‘\/ [2 . >0, \/1 ty = 2(6 —e,) \/]_A:Z;téz (32 —38) ?

5 (\/ —e,+Ve,—e, (u—«—.—vw;) =
(4%) = Qilognat (VI— 1P —1i) —\T— 1 (L, t+ 28, 14 24 8, £04 - -);

it:awz—{-(%z-—l—ﬂ)w;, —1;&?17 _‘“%éﬁié

IV l=2, M=3, vy = 1.

8 = 1+G)G+ GG+ GEP R+, 8,

Lu= rh+G U+ DU+ | T Vo—a4Ve—c)

5) Q.= 1:3\278 L8:5\2712 4

( ) 3,2 (2-4) it (3581 + ’ . 2¢, lognatQZ‘—Z(‘ &, + LR, _|_)
= GED By | 2=

’ Veme+Vo—e)

_ Ve,— e,\s—e, C/OT"— Vs—e, — Ve, —e,\s—e, .
(6) pu s, %\/G =, \/{;—_7 =Y, \/6 Ze \/s_e +\/0__e \/s—e = ilyt,,

, _ S e— e+ \e—e, 1+ S
(1) pu=—VS, RVi—FL~—0, Vi— 2z\/ \/14::‘@3 7(84;6?/)(8—03)7
TWVe—e, +Ve—e,) (0~ o)) =

&) = €, log nat(Vi—£ —t,i) + NTZ?z (Rguly + 28, 0 258, -5

u = eo+GF+po, —(=e=}, —1=F=L

— s—e,—\/e,—e,\e,—

(6%) pu =5, Rys—e,=0, \\//stcé-l—%//é:_ez_}//e%—ee = il t,
(%) pu = —VS, RVI=Br=0, Vi@ = Ve,—e, +Ve,—e, 1+4t VS

2i(63——01) \/1:7,{;7;2 (S——Gz)’
sWe—e+Ve—e)- (u—fo,) =

(8%) = ,log nat (VI—1— ;i) + 1\ 1T— 17 (8 i+ £ L, 1074 22 Q, 154 -+ ) 5

! = =
u:(;}-]—a)wf{-ﬂu)g, —i=ae=4, —1=8=1
Zum Gebrauche der elliptischen Functionen. 10
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Einige durch elliptische Functionen vermittelte conforme Abbildungen.
51.

Wenn o, einen positiven, o  einen positiv imaginiiren Werth hat (vergl.
die Formeln und Bezeichnungen des Art.45) und ¢, ¢ zwei veriinderliche
Grossen bezeichnen, welche einschliesslich beider Grenzen alle positiven zwi-
schen 0 und 1 licgenden Werthe annehmen konnen, so entspricht bei der geo-
metrischen Darstellung der Gesammtheit aller Werthe

w = to+ v, (0=t=1, 0=¢=1)
die Fliche eines Rechtecks.

Wird die Veréinderlichkeit der Grosse w auf die Begrenzung dieses
Rechtecks beschrinkt, so nimmt die Function g(u|w , o) = pu alle reellen
Werthe und zwar jeden dersclben nur einmal an.

Fiir die Werthe des Argumentes u
o, (t= 0-~-i) ;oo tte, ('=0-1)3 toFfo, (E=1.-0); t'o, (I'=1.-0)

liegen die Werthe der Function gu hezichlich in den Intervallen

+o0-.e, ; e ety ; Gyl ; Cyvn =00
und zwar sind die zugehdrenden Werthe der Ableitung ¢'w beziehlich

negativ ; positiv imaginér ; positiv ; negativ imaginir,

Die Function gu nimmt alle complexen Werthe mit negativ oder po-
sitiv imagindrem Theile und jeden dieser Werthe einmal an, wenn dem Argu-
mente « alle dem Gebiete

# = to,+t'w, oder v = to,—t'o, (0<<t<<1, 0<<t<1)

angehorenden Werthe beigelegt werden.

Bei der geometrischen Darstellung der Werthe der Function gpu cnt-
sprechen demnach den cinblittrigen Flichen der beiden Rechtecke

w = to,xt'n, (0=¢
dic einblittrigen Flichen von zwei Halbebenen, deren gemeinschaftliche
Begrenzung von der Axe des Reellen gebildet wird. Auf die ¥Fliche jeder von
diesen beiden Halbebenen wird die Fliche je eines der beiden Rechtecke in der

Art zusammenhiingend und in den kleinsten Theilen &hnlich abgebildet, dass
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die Punkte beider Flichen einander gegenseitig in eindeutiger Weise ent-
sprechen.

Den Mittellinien beider Rechtecke # = fto, x4 0,, v = o, tt'e, ent-
sprechen hierbei in der Xbene, deren Punkte die Werthe der complexen Grosse
pu geometrisch darstellen, vier Halbkreise, welche sich zu zwel Kreisen er-
génzen.

Der eine dieser beiden Kreise hat den Mittelpunkt e, und den Radius

V(e,—¢,)(c,—¢,), der andere hat den Mittelpunkt e, und den Radius \/(c,—¢,)(e,—¢,)
Die Punkte

pllotho) = ¢xiV(o—e)(G—0,)
sind beiden Kreisen gemeinsam.
Durch die Function

Ve,—e, +iVe,—e, pu—etiVie,—e,)(e,—e,)
e, — z'\/el——e2 pu—e,—i\(e,— €,)(e,— ;)

wird die conforme Abbildung der einbléttiigen Fliche des Rechtecks
= to,+t'v, (0=t=1, 0=¢=1)

auf die einblittrige Fliche eines Kreises mit dem Radius 1 vermittelt. Dem

Mittelpunkte des Rechtecks entspricht der Mittelpunkt, jeder der beiden Mittel-

linien des Rechtecks entspricht ein Durchmesser des Kreises. Den Ecken des

Rechtecks entsprechen die vier Punkte

FVe—e, —z\/e—w .
2

Wenn dem Argumente u alle dem Gebiete

w = *tox{w, (0=t=1, 0=t'=1)

angehorenden Werthe beigelegt werden, so ist der absolute Betrag der Function
Vie,—e,)(e,—e,) TS_A kleiner als 1, gleich 1, grosser als 1,
jenachdem der Werth von ¢ kleiner als 4, gleich 4, grosser als 4 ist.

2
Unter derselben Voraussetzung ist der absolute Betrag der Function

e Gy ' . .
Vie—e)(e,—e,) — G kleiner als 1, gleich 1, grosser als 1,
jenachdem der VVelth von t'  kleiner als 4, gleich 4, grosser als 4 ist.

10+
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Von den vier Grossen w, Gu ﬂ, Gu haben innerhalb des Gebietes
Gu’ Gu’' Gu

= Etio xt'o, (0=t<<1, 0=4¢'<<1)
die reellen Theile einerseits und die imaginiiren Theile andrerseits dasselbe Vor-
zeichen. Fiir dieselben Werthe des Argumentes u ist der reelle Theil jedes

der sechs Quotienten _gﬁ:_ (u,» =1,2,3) von Null verschieden und positiv.
U

v

Der imaginére Theil des Quotienten _g‘iz hat innerhalb des Gebietes
v/L
w = tw,+t'o, (0<<t<T1, 0<<t'<<1)

positiv oder negativ imaginére Werthe, jenachdem w grosser oder kleiner als » ist.

. . w 2w . . ” . .
Wird die Grosse o mit v, die Grosse 22 mit © bezeichnet, so haben
wl ml

innerhalb des Gebietes
w = to,x{v, (0<<t<<1, 0=t'<<1)
die reellen Theile der Functionen J (v|t), 3 (v|t), 9,(v|7), J,(v|t) positive
Werthe.
Innerhalb des Gebietes
= to,+t' o, (0<<t<<1, 0<<#'<<1)
sind die imagindren Theile der Functionen J,(v|7) und 9, (v|t) positiv imaginir,
die imaginéren Theile der Functionen J,(v|t) und J,(v|7) negativ imaginr.
Innerhalb des Gebietes
u = to,—t'v, (0<<t<<1, 0<Tt'<C1)
sind die imaginéren Theile der Functionen ¥ (v|t) und 9 (v|t) negativ ima-
gindr, die imagindren Theile der Functionen J,(v|7) und 9 (v|t) positiv
Imagindr.
Beispielsweise ergibt sich hieraus, dass die Function
—i.—lognat%g—i_i%%‘%, (¢=0,1,2,3)
wenn dem natiirlichen Logarithmus sein Hauptwerth beigelegt wird, innerhalb
des Gebietes (0 <t<1, 0 <v<1) eine reelle stetige Function der beiden Ar-
gumente ¢, ¢’ ist, welche fiir #'= 0 den Werth Null hat.

52.
Wenn o,= w,+ o, einen reellen positiven, .= o,—w, einen positiv
imaginéiren Werth hat (vergl. die Formeln und Bezeichnungen des Art. 46) und
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’ M . M - .. . . . . .
t, ¢ zwei verinderliche Grossen bezeichnen, welche einschliesslich beider
Ly 7, N 11 7 3 o IS
Grenzen alle positiven zwischen 0 und 1 liegenden Werthe annehmen konnen,
so entspricht bei der geometrischen Darstellung der Gesammtheit aller Werthe

= tw,+t'wv, (0=t=1, 0=t'=1)

die Fliche eines Rechtecks. Lings der Begrenzung dieses Rechtecks nimmt
die Function g (|w , w,) = pu alle reellen Werthe und zwar in Folge der
Gleichung @(w,+u') = @(w,—u') jeden derselben zweimal an.
Fir die Werthe des Argumentes
to,, (t=0-1); o,+t'o, ('=0-1); tw,+w), (t=1.0); ¢, ({'=1...0)
liegen die Werthe der Function gu bezichlich in den Intervallen

+o0--p, ; Cyr et — 00 ; +00- -, ; ¢, —00,
und zwar sind die zugehorenden Werthe der Ableitung ¢'u beziehlich
negativ ;  positiv imagindr positiv ; negativ imagindr.
Die Function gu nimmt alle complexen Werthe mit negativ imagindrem
Theile und mit Ausnahme des Werthes pw = ¢, jeden dieser Werthe zwei-
mal an, wenn dem Argumente « alle dem Gebiete

U = tw,+t'w, (0<<t<<1, 0<Tt<T1)
angehorenden Werthe beigelegt werden.

Die Function pw nimmt alle complexen Werthe mit positiv imaginidrem
Theile und mit Ausnahme des Werthes pw = e, jeden dieser Werthe zwei-
mal an, wenn dem Argumente » alle dem Gebiete

= tw,—t'o, (0<t<1, 0<t'=<<1)
angehorenden Werthe beigelegt werden.

Bei der geometrischen Darstellung der Werthe der Function @u ent-
spricht der einblittrigen Fliche jedes der beiden Rechtecke

W= tw, Tt (0=t=1, 0=t'=1)
je eine zweiblittrige aus zwei Halbebenen gebildete Fliche. Die Begrenzung
beider Halbebenen wird in beiden Fiillen von der Axe des Reellen gebildet; in
dem ersten Falle ist der Punkt ¢,, in dem zweiten der Punkt e ein Windungs-
punkt erster Ordnung im Innern der betrachteten zweiblittrigen Fliche. Den
Mittellinien beider Rechtecke # = tw,*tw,, u =

1
=

w,* t'w, entsprechen in
der Ebene, deren Punkte die Werthe der Function pu geometrisch darstellen,

u
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vier Bogen desselben Kreises, dessen Mittelpunkt ¢, und dessen Radius gleich
V{e,—e,)(¢g—e¢,) ist.  Dieser Kreis enthilt die beiden Punkte e und e,.

Durch die Function y/(e,—e,)(e,—¢,) gii wird die conforme Abbildung der
einbléttrigen Fliche des Rechtecks ]

= FTto,*t'o, (0=t

IA

Al

1
‘2‘70

IA

t'=%)

auf die einblittrige kliche eines Kreises mit dem Radius 1 vermittelt. Dem
Mittelpunkte des Rechtecks entspricht der Mittelpunkt, jeder der beiden Mittel-
linien des Rechtecks entspricht ein Durchmesser des Kreises. Den Ecken des

Rechtecks entsprechen die vier Punkte

T Ve—e)e—ea)’ Vie—e)le—e,)

Wenn der complexen Grosse u alle dem Gebiete

+ _777”7\/Z—, 2 i \/8:

= tio,Ttw, (0=¢t=1, 0=¢=1)
angehorenden Werthe beigelegt werden, so ist der absolute Betrag der Function
S Gu . . .
Vie,—e,)(e,—c,) o kleiner als 1, gleich 1, grosser als 1,
: K7

Jenachdem das Product (¢ — 4)(#'—4) positiv, gleich Null, negativ ist.
Von den beiden Grossen u, _66% haben innerhalb des Gebietes
u = Tio,* o, (0=t<<1, 0==t'<1)
die reellen Theile einerseits und die imaginéiren Theile andrerseits dasselbe
Vorzeichen.

Wenn den drei Grossen 0, o, o, bei der geometrischen Darstellung die
Ecken eines spitzwinkligen Dreiecks entsprechen, so entspricht der Ge-
sammtheit aller Werthe

= FTio,Tt'w, (0=t=y, 0= tHt'=1)

die Fliche eines geradlinig begrenzten convexen Sechsecks mit den Kcken
*o, to, *w, welches die Figenschaft hat, durch seine drei Hauptdiagonalen
in sechs congruente spitzwinklige Dreiecke getheilt zu werden.

Entsprechen dagegen den drei Grossen 0, w, o, bei der geometrischen
Darstellung die Ecken eines stumpfwinkligen Dreiecks, so entspricht der
Gesammtheit aller Werthe

u = *to, Tt o (0=t+t'=1, 0

I
Al
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die ¥Fliche eines geradlinig begrenzten convexen Sechsecks mit den Ecken + w,
+w,, +o,, welches durch seine drei Hauptdiagonalen in sechs congruente spitz-
winklige Dreiecke getheilt wird.

Fiir alle innerhalb des ersten beziehungsweise des zweiten Sechsecks lie-

gende Werthe des Argumentes « hat der reelle Theil jedes der sechs Quotienten
g‘% (u,v»=1,2,8) einen von Null verschiedenen und zwar positiven Werth.
" Fiir den Fall, dass w, = w/ ist, gilt dieselbe Behauptung fiir alle inner-
halb eines Quadrates
u = *to, o0, (0 =t+4t'< 1)

liegenden Werthe des Argumentes.

Es moge angenommen werden, dass das primitive Periodenpaar (2w, , 2w
des Argumentes u einer Function ¢'u|w , ) so gewihlt sei, dass den Grossen
0, w,, o, bei der geometrischen Darstellung die Ecken eines spitzwinkligen
Dreiecks entsprechen (vergl. Art. 27.) Dann entspricht der Gesammtheit aller
‘Werthe

= 2tw, + 2t'w, (0=t=1, 0=U=1, 0=t+U=1)

die Fliche eines spitzwinkligen Dreiecks. Die Grossen o, w + 0, = »,, o, ent-
sprechen den Mitten der Seiten desselben. Werden diese drei Punkte durch
drei geradlinige Strecken verbunden, so wird die Fliche des betrachteten Drei-
ecks in vier congruente spitzwinklige Dreiecke getheilt und es entsteht auf
diese Weise das N etz der Oberfliche eines Tetraeders, welches die Eigen-
schaft besitzt, dass je zwei seiner Gegenkanten gleiche Lénge haben. Jedem
Punkte der Oberfliiche dieses Tetracders wird ein Werth der Function g (u|o,, w,)
zugeordnet und durch Vermittelung dieser Function wird die Oberfliche des
Tetraeders auf diejenige unendliche Ebene, deren Punkte die Werthe der
Function pu geometrisch darstellen, in der Art zusammenhingend und in den
kleinsten Theilen fihnlich abgebildet, dass die Punkte beider Flichen einander
gegenseitig in eindeutiger Weise entsprechen.

Wenn das erwithnte spitzwinklige Dreieck in ein rechtwinkliges iibergeht,
so tritt an die Stelle der Oberfliiche des betrachteten Tetracders die doppelt zu
denkende Fliche eines cbenen Rechtecks, dessen beide Blitter lings der ganzen
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Begrenzung des letzteven, eine Falte bildend, mit einander zusammenhéingen.
(Vergl. den im 70sten Bande des Journals fiir Mathematik abgedruckten Aufsatz
des Herausgebers: Conforme Abbildung der Oberfliiche eines Tetraeders auf die
Oberfliche einer Kugel.)

Die Fliche des geradlinig begrenzten convexen Sechsecks, dessen Ecken
den Werthen *w ., T, * o — o) entsprechen, hat die EKigenschaft, durch
die drei Hauptdiagonalen des Sechsecks in sechs congruente spitzwinklige Drei-
ecke getheilt zu werden.

Fiir alle Werthe des Argumentes #, welche den innerhalb des erwiithnten
Sechsecks liegenden Punkten entsprechen, hat der reelle Theil jedes der sechs

’&L_(

. G . . .
Quotienten _G;t w,v=1,2,3) cinen von Null verschiedenen und zwar posi-

y
tiven Werth.

Aus den Beweisgriinden dieses Satzes kann die in den Gleichungen (2.)
des Art. 28 enthaltene Bestimmung der in den Verwandlungsformeln der 6-
Functionen vorkommenden Wurzelgrossen hergeleitet werden.

Das Quadrat des Moduls und die absolute Invariante als Functionen
des Periodenverhéltnisses.

54.
4 -
Die Grosse ¥ = i_ilii = gi%gl% ist, vergl. auch die Formel (6.) des
10 3 T
Art. 32, eine eindeutige analytische Function des Verhilltnisses © = —* der

. . . . .o, . . 1
beiden Perioden eines primitiven Periodenpaares (2w ,2w,).

Diese Function moge mit 6(t) bezeichnet werden.

Man setze © = a+(37, wo a und 3 zwei reelle verinderliche Grossen be-
zeichnen. Wihrend die Grosse a alle reellen Werthe annehmen kann, ist die
Verinderlichkeit der Grosse § auf positive Werthe beschriinkt.

Der Gesammtheit aller Werthe

T = o+ {4 (0=aZ=1, BZVel-w)
entspricht bei der geometrischen Darstellung der complexen Grdsse t die Fliche

eines von zwei geraden Linien und einem Halbkreise begrenzten Kreisbogen-
dreiecks T, dessen drei Winkel einzeln gleich Null sind. Eine Ecke dieses
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Kreisbogendreiecks entspricht dem Werthe § = +oco0, die beiden andern ent-
sprechen den Werthen 1 — 0 und Tt —= 1. Wenn die Veréinderlichkeit der
Grosse t© auf das Gebiet T beschrinkt wird, so ist das geradlinige Dreieck,
dessen Ecken den Werthen 0, 1, © entsprechen, ein spitzwinkliges. Dieses
Dreieck geht in ein rechtwinkliges iiber, wenn t einen der Werthe

148 (p=>0) ; Bi (8=>0) a+i\a(l— o) (0<u<1)

annimmt, welche den der Begrenzung des Bereiches T' angehdrenden Punkten
entsprechen.

Liéngs der Begrenzung des Bereiches T nimmt die Function 0(t) = &°
alle reellen Werthe und zwar jeden derselben nur einmal an.

Fiir die Werthe der Grosse ©

liegen die Werthe der Function 6(t) = &* beziehlich in den Intervallen

— 00 -0 ; 0.--1 ; 1.--4o0o0.

Im Innern des Bereiches 7' nimmt die Function 0(t) alle complexen Werthe
mit positiv imagindrem Theile und zwar jeden derselben nur einmal an.

Der einblittrigen ¥liche des Kreisbogendreiecks T' entspricht daher bei
der geometrischen Darstellung der Werthe der complexen Grosse 0(t) = &
die einblittrige Fliche der auf der positiven Seite der Axe des Reellen liegendew
Halbebene, in der Art, dass die Punkte beider Flichen einander gegen-
seitig in eindeutiger Weise zugeordnet werden.

Die Function 6(t) nimmt alle complexen Werthe mit negativ imagi-

néirem Theile und jeden derselben einmal an, wenn der Grisse t alle dem
Gebiete

T = o4 Bi (—1=a=0, B=V-aira)

angehorenden Werthe beigelegt werden. Diesen Werthen entspricht bei dexr
geometrischen Darstellung der Werthe der complexen Grosse t die Fliche
eines zweiten Kreisbogendreiecks, welche mit 7', bezeichnet werden moge.
Je zwel in Bezug auf die Gerade a = 0 symmetrisch liegenden Punkten der

beiden Bereiche 7' und T, entsprechen conjugirte complexe Werthe der Grosse
O(x) = k"

Zum Gebrauche der elliptischen Functionen.

11
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Durch symmetrische Wiederholung in Bezug auf seine drei Seiten*) ent-
stehen aus dem Kreisbogendreieck T ausser dem Kreisbogendreieck 7', noch
zwei andere; durch entsprechende symmetrische Wiederholung der entstandenen
Dreiecke und durch Fortsetzung dieses Verfahrens ergeben sich unendlich
viele Kreisbogendreiecke, deren ¥lichen die ganze Halbebene >0 lickenlos
und einfach ausfiillen.

Jedem derjenigen Kreisbogendreiecke, welche aus dem Bereiche T' durch
eine endliche Anzahl symmetrischer Wiederholungen hergeleitet werden, ent-
spricht bei der durch die Function 6(t) = &* vermittelten conformen Abbildung
die auf der positiven oder die auf der negativen Seite der Axe des Reellen
liegende Halbebene, jenachdem die Anzahl der erwidhnten symmetrischen
Wiederholungen eine grade oder eine ungrade ist.

Die beiden Transformationen der Grdsse t

T2+, TH"‘]—_}?ETW
sowie alle Transformationen der Grosse 1, welche aus diesen beiden durch Zu-
sammensetzung erhalten werden, lassen die Function 6(t) = &* unveriindert.

Es ergibt sich auf diese Weise eine Transformation 7 || %}%, in welcher
Ps ¢, P, ¢ vier beliebige, nur den Bedingungen pg—qp' =1, p =1, ¢ = 0,
pP=0, ¢=1 (mod. 2) unterworfene ganze Zahlen bezeichnen.

Aus dem Umstande, dass die Fliche des Kreisbogendreiecks T' und die
Flichen der aus demselben auf die angegebene Weise entstehenden Kreisbogen-
dreiecke die Halbebene 3> 0 liickenlos und einfach ausfiillen, wihrend die
Function 6(7) jeden der Werthe, welche sie innerhalb dieses Gebietes annimmt,
innerhalb desselben nur an einer einzigen Stelle annimmt, ergibt sich, dass,
falls #* einen von 0, 1 und oo verschiedenen Werth hat, und T, eine Wurzel
der Gleichung f(7) = &* bezeichnet, alle anderen Wurzeln dieser Gleichung
durch die Formel © = Z—i% gegeben werden, in welcher p, ¢, p, ¢ vier
ganze Zahlen von der angegebenen Beschaffenheit bezeichnen.

Es besteht iiberhaupt der Satz: Jenachdem die vier ganzen Zahlen

*) Unter der symmetrischen Wiederholung einer Figur in Bezug auf eine Kreislinie versteht
man diejenige Figur, welche aus der betrachteten durch Verwandlung mittelst reciproker Radien her-
vorgeht, falls der Mittelpunkt jener Kreislinie zum Transformationsmittelpunkt und das Quadrat des
Radius dieser' Kreislinie zur Transformationspotenz gewihlt wird.
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psq, P> ¢ ausser der Bedingung pg'—¢p'= 1 mit Bezug auf die Tabelle (5.)
des Art. 33 den Bedingungen des Falles

I, II, 111, v, v, VI
. ; . . (P TN e
geniigen, ist der Werth von 0<])+é7> gleich
: 0(x) 1 1 ) H(x)—1
6(<), ) —1° oK =60 1—6(z), TR

Jede dieser Grossen ist gleich einem der sechs Werthe des durch die vier

Grossen oo, e, ¢, ¢, bei beliebiger Anordnung derselben bestimmten Doppel-
verhiltnisses.

ot

5.

Durch die Transformation t || _% geht das Gebiet T in das Gebiet T,
iiber, indem den Fcken -+o0i, 0, 1 -des Gebietes T beziehlich die ¥cken

0, +o0i, —1 des Gebietes T} zugeordnet werden; der Werth t = ¢ entspricht

bei dieser Transformation sich selbst.

Bei den Transformationen t|| TiI und || i:—l entspricht das Gebiet T'

sich selbst, indem den Ecken +o0i, 0, 1 desselben die Ecken 0, 1, +oo¢, be-
zichungsweise 1, +oo¢, 0 zugeordnet werden. Bei diesen beiden Transforma-
tionen bleibt der Werth © = 4(1+V/8¢) ungeiindert.

Das Gebiet T' wird durch die Gerade a = 4 und durch die beiden mit
dem Radius 1 um die Punkte t = 0 und © =1 als Mittelpunkte beschriebenen
Kreislinien in sechs Kreisbogendreiecke mit den Winkeln 0, 4w, 47 getheilt.
Dieser Theilung des Gebietes T' entspricht bei der durch die Function 6(t) = &
vermittelten conformen Abbildung desselben auf eine Halbebene eine Theilung
der letzteren in sechs Kreisbogendreiecke mit den Winkeln 4w, 4w, +=w. Die
im Innern der Halbebene liegenden Begrenzungslinien dieser Dreiecke werden
gebildet von der durch den Punkt &’ = 4 hindurchgehenden, auf der Begren-
zung der Halbebene senkrechten Geraden und von den beiden um die Punkte
k= 0 und &° = 1 als Mittelpunkte mit dem Radius 1 beschriebenen Kreisen.

Wird das Gebiet T, und die demselben entsprechende auf der negativen
Seite der Axe des Reellen liegende Halbebene in entsprechender Weise getheilt,

11%
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so ergibt sich eine Theilung der Ebene, deren Punkte die Werthe der com-
plexen Grosse £* geometrisch darstellen, in zwolf Kreisbogendreiecke.

Wenn g, und g, die im Art. 5 (3.) erklirte Bedeutung haben, so bestehen
die Gleichungen

O Y [+ e—F)1—2)] 27
2T[RE(1—F)]F — ¢gi—27g" 27[*(1—1*))? T gi—27g?
Die Grosse 92

g eine zu dem primitiven Periodenpaare (20, 20,)
2 3

gehorende absolute Invariante, ist eine eindeutige analytische Function
des Periodenverhéltnisses t, welche mit j(t) bezeichnet werden moge.

-é‘%'([lﬁz——(_lkg—ikl‘f% — j(r) wird eine conforme Abbildung

der Fliche jedes der erwihnten zwolf Kreisbogendreiecke auf die Fliche einer
Halbebene vermittelt, welche so beschaffen ist, dass die Punkte beider Flichen
einander gegenseitig in eindeutiger Weise zugeordnet werden.

Ueberhaupt gilt folgender Satz:

Léngs der Begrenzung des Gebietes

Durch die Function

T = o4 Bi (0=a=y, B=Vi@)

nimmt die absolute Invariante 7 J: __ — j(1) alle reellen Werthe und jeden

derselben nur einmal an; fiir die Werthe des Periodenverhéltnisses t

B (B=too1) 3 ad+iVI—@®  (a=m0.-3) 3 LB  (B=4VE.- 400)

liegen die Werthe von j(t) beziehlich in den Intervallen

Die absolute Invariante j(t) nimmt alle complexen Werthe mit negativ oder
positiv imagindrem Theile und jeden derselben nur einmal an, wenn dem Pe-
riodenverhiltnisse t alle dem Gebiete

T = a+t i, T = —at B (0<a<h, B>VIE@)

angehorenden Werthe beigelegt werden.
Alle Wurzeln der Gleichung j(t) =j(r,) sind gegeben durch die
Gleichung

_ Pt
P+aqT

1)
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in welcher den Grossen p, ¢, p, ¢ alle Systeme von ganzen Zahlen beizulegen
sind, welche der Bedingung pg'— ¢gp'=—1 geniigen.
Es folgen hier einige auf die in den Art. 54 und 55 enthaltenen Unter-
suchungen sich bezichende Literaturangaben.
Dedekind, Ueber die Theorie der elliptischen Modulfunctionen, Journal
fiir Mathematik, Band 83, Seite 265 ff. 1877.
¥. Klein, Ueber die Transformation der elliptischen Functionen, Mathema-
tische Annalen, Band 14, Seite 111 ff. 1878.
Weierstrass, Zur Theorie der elliptischen Functionen, Sitzungsberichte
der Koniglich Preussischen Akademie der Wissenschaften zu Berlin,
Jahrgang 1883, Seite 1271 ff.

Normalform der elliptischen Integrale erster, zweiter, dritter Art.

56.

Die zu einer elliptischen Function ¢ (#) gehorende Integralfunction f @ () du
besteht, wie die im Art. 17 angegebene Formel zeigt, im Allgemeinen aus vier
verschiedenartigen Bestandtheilen:

1. einem Gliede von der Form C .u,

. . ~ o v G'(u—uv,)
2. einem Aggregate von Gliedern von der Form —Z, fbs—(ui?)b’ welches

sich nach Axt. 11 (5.) durch ein Glied von der Form —(2,C S« und

.”) . a un
eine elliptische Function des Argumentes w ersetzen lasst,
3. einem Aggregate von Gliedern von der Form % C, logG(u—w,), welches
sich in Folge der Gleichung X, C, = 0 (Art. 16 (2.)) unter Hinzunahme

einer additiven Constante auf die Form 2.0, 1ogg(§‘f:ﬂ bringen lésst,
L u G,

einer elliptischen Function des Argumentes u, welche zu demselben Pe-
riodenpaare (2w,20’) gehort, wie die Function ¢ (u).
Hiernach ergibt sich, wenn ¢ (1) eine zu dem Periodenpaare (2w,2w’) ge-

horende elliptische Function des Argumentes u bezeichnet, aus der Formel des
Art. 17 die folgende:

(1) o = Cou—(3,6) 2% 43,6108 %22 4,0,

e Gu Guy,
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Entsprechend der in den Art. 48—50 gebrauchten Bezeichnungsweise
moge mit s der Werth der zu der elliptischen Function ¢(«) gehtrenden Function
@u, mit VS einer der beiden Werthe der Quadratwurzel aus der Gurdsse
8 = 45’*—g,s—g, bezeichnet werden.

Die Gesammtheit der Werthe, welche die als Function des Argumentes s
betrachtete Grosse w fiir einen beliebigen Werth s, der Grosse s unter der Be-
dingung annehmen kann, dass, wenn VS, einen bestimmten der beiden
Werthe der Quadratwurzel aus der Grosse S = 45— g s —yg, bezeichnet, fiir
jeden dieser Werthe die Gleichung g'u = —V/S, erfiillt ist, stimmt {iberein mit
der Gesammtheit aller derjenigen Werthe, welche das elliptische Integral
erster Art * 5 unter der Voraussetzung annimmt, dass die Integration

(o) VS
von dem Werthepaare s == s, S = VS, ausgehend lings irgend eines Weges
bis zum Werthe s = oo erstreckt wird.

Bezeichnet u, irgend einen beliebigen dieser Werthe, so sind alle tibrigen
in der Formel # = wu + 2pw+ 2p'ow’ enthalten, in welcher den Coefficienten p,
alle ganzzahligen positiven und negativen Werthe einschliesslich des Werthes
Null beizulegen sind.

Die Perioden 2w, 20" des Argumentes der elliptischen Function ¢(#) und
der zu dieser Function gehorenden Function @u heissen daher auch Perioden

s
(o5) V5

Wenn der Werth dieses elliptischen Integrals erster Art mit J(s,\/S) be-
zeichnet wird, so ist die Gleichung

des elliptischen Integrals erster Art u =

@) w = J(s,VS) =/°°‘L

mit dem gleichzeitigen Bestehen der beiden Gleichungen
(3. s = pu, VS = —gpu

vollstindig gleichbedeutend.
Als Normalform eines elliptischen Integrals zweiter Art kann

¢ -
die Function % erklirt werden, vorausgesetzt, dass der Werth auch dieser
u
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Grosse als Function des Argumentes s betrachtet wird. Es besteht ndmlich die
Gleichung

G'u (5,V8) 5ds
(4.) Gu =f T/*gv

wenn die Integrationsconstante in der auf der rechten Seite dieser Gleichung
stehenden Integralfunction durch die Festsetzung bestimmt wird, dass die fiir

hinléinglich grosse Werthe des absoluten Betrages der Grosse s geltende Ent-
wickelung eines Zweiges dieser Integralfunction die Gestalt

©VS) sds ~ g 1 g, 1 ]
(&) f Vs e A
annimmt, wobei
T o— oVs st 9 1 ]
\/8—2\/8{s+,\\ e wt

zu setzen ist.

Wird der Werth dieser Integralfunction mit J'(s,\/S) bezeichnet, so er-
gibt, wenn w irgend einen die Gleichungen (3.) dieses Art. befriedigenden

Werth bezeichnet, der Werth der Function —g;i einen Werth des elliptischen

Integrals zweiter Art
— (3,\/5) sds

J’S S =f i
5V5) =
Bei Vermehrung des Argumentes » um 2w, bezichungsweise um 2o,

U
#ndert sich der Werth der Function _g_ﬁ um die Grosse 27, beziehungsweise
w

um die Grosse 2v. Dieselben zusammengehorenden Aenderungen der Werthe
G'u

der Grossen u, S konnen durch entsprechende gleichzeitige Aenderungen der

Integrationswege fiir die Integrale

/‘Oo ds f(s’\/g) sds
£ —
(v VS Vs
herbeigefithrt werden.

Die Grossen 27, 27 heissen daher auch die den Perioden 2w, 20 des
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elliptischen Integrals erster Art

g ® ds
TN = [ %
(5,V8)
entsprechenden Perioden des elliptischen Integrals zweiter Avt

— (s,VS)
rayE) = [

Als Normalform eines elliptischen Integrals dritter Art kann die

. (7
aus der Function 4 5; “+; ° durch Integration in Bezug auf die Grosse u hervor-

gehende Integralfunction

(6.) f Z:"’p du = log Gévu 6:) +®7 uw+C vergl. Art. 11 (5.)
erklirt werden.

Die von dem Argumente » unabhiéngige verinderliche Grosse v, welche
Parameter des betrachteten elliptischen Integrals dritter Art genannt werden
kann, darf weder den Werth Null, noch einen dem Werthe Null congruenten
‘Werth annehmen.

Wenn der in dem Ausdrucke fiir das betrachtete elliptische Integral
dritter Art auftretenden Integrationsconstante C' der Werth Null beigelegt wird,
so erhiilt das constante Glied in der fiir die Umgebung des Werthes v — 0 gel-

tenden, nach Potenzen der Griosse w fortschreitenden Entwickelung mit dem
Anfangsgliede — log u

(7.) f% Zﬁiﬁ%}du = —logu+ 0=} pv-w'+§ev-w't...

ebenfalls den Werth Null. Unter dieser Voraussetzung ergibt sich, wenn die
Grossen s,VS die durch die Gleichungen (3.) dieses Arxt. festgestellte Bedeutung
haben und die Gréssen s,, VS, durch die Gleichungen s, = pv, VS, = — @'v
bestimmt werden, als Normalform eines elliptischen Integrals dritter Art der
Ausdrack

Glo—u) fws) VS+VS, ds
®) log 5. Gv o - S, \/S

dessen Werth mit J (s, VS5 o, \/So) bezeichnet werden moge.
Durch Vertauschung der beiden Grdssen « und v ergibt sich

G (u—v)
log X 4 By o J(s,0 VS5 5,VS),
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es besteht daher die Gleichung
T <. g % & ,

(9) J(S,\/S, so)\/So)_"J(sw\/So; 87\/8) = %% U= E% Ky (2%0+1)ﬂ7’7
in welcher n, eine ganze Zahl bedeutet.

Diesem Satze entspricht in der Legendre-Jacobischen Theorie der
elliptischen Integrale der Lehrsatz iiber die Vertauschung von Parameter und
Argument bei elliptischen Integralen dritter Art.

Bei Vermehrung des Argumentes » um 2w, bezichungsweise um 2o,
dndert sich der Werth des betrachteten elliptischen Integrals dritter Art be-

zichungsweise um
G'v . ’ r G'v ’ .
(10.) "27117-1-2496;4-2””7 —274'v 42w GT_I—ZM mh,

wobei n, #' zwei ganze Zahlen bedeuten, deren Bestimmung eine besondere Er-

orterung erfordert. Diese Grossen sind daher Perioden des elliptischen Integrals
dritter Art

w , . . GVS) v v
ot g Go—u) , G VS + V8, 45 _ 1 S
(11-) f%@—u—gov dy = log Gu Go Go % f ¥ s—s, VS (s, \/S, SO,\/SO)‘

Aus dem Vorstehenden ergibt sich, dass die zu einer elliptischen Function

¢(u) gehorende Integralfunction [¢(u)du darstellbar ist durch ein Aggregat be-
stehend aus

1. einem elliptischen Integrale erster Art,

2. einem elliptischen Integrale zweiter Art,

3. einer endlichen Anzahl von elliptischen Integralen dritter Axt,
4. einer rationalen Function der Gréssen s = pu und VS = —gpu.

Additionstheoreme der elliptischen Integrale.

57.
‘Wenn

Ut u, = Uy, T, = PU,, T, = PU,, L, = PU,, Ly = PUg,
Yo = = U Y1 = —@U, Y= =Pl Yy = —9U
gesetzt wird und die Integralfunctionen J(x,y), J'(®,y), J(®,y; @,,y,) die
im vorhergehenden Art. erklirte Bedeutung haben, so bestehen folgende
Gleichungen:

Zum Gebrauche der elliptischen Functionen.

12
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1) I (20, 9:) + I(2,,9,) = J (@4, 9;)-

(2') J’<x17y1) +J’(x27 yz) = J'(%,%)—F%%Zy—z-

— X

1 + o
(3) J(xl,yl;woyyo)+J(w2,y2;xo,%)=J(ws,ya;xm?/o)—log[%-xl hide  hity],

—Zy ZTy—Z, Zo— &,
Diese Gleichungen gelten in dem Sinne, dass, wenn den auf der linken
Seite einer dieser Gleichungen stehenden Integralfunctionen irgend welche der
unendlich vielen Werthe beigelegt werden, die dieselben annehmen konnen,
die Summe einem der unendlich vielen Werthe gleich ist, welche die auf der
rechten Seite derselben Gleichung stehende Function annehmen kann.

Bestimmung der Perioden der aus elliptischen Functionen
entspringenden Integralfunctionen.

58.

Unter einer Periode der aus einer beliebigen elliptischen Function ¢(u)

entspringenden Integralfunction [¢(u)du ist jeder Werth zu verstehen, welchen
Uy +2(

das bestimmte Integral f ¢(u)dw unter der Bedingung annehmen kann,
U,

dass die Function ¢(u) fiir keinen Punkt des — im Uebrigen beliebig, aber
von endlicher Linge zu wéhlenden — Integrationsweges unendlich gross wird.
Die Grosse 2@ bezeichnet hierbei eine beliebige Periode des Argumentes der
Function ¢(u), einschliesslich des Werthes Null.

Wenn die Grosse 2& den Werth Null hat, so ist der Integrationsweg ein
geschlossener. Es bezeichne k, die Summe der Zahlen, welche die An-
zahl und den Sinn der Windungen dieses geschlossenen Integrations-
weges um die Punkte

Uft+2mu>+2m’w' (m,m=0,%1,+2 ...+ c0)

angeben, und von denen stets nur eine endliche Anzahl von Null verschieden

ist. Dann ist das lings des betrachteten Integrationsweges zu erstreckende
Integral

* Gu—n,)
u'_vlu - .
fuo Sw=u,) du = 2k i,
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U
mithin hat das lings desselben Weges zu erstreckende Integral f ozp(u)du,
%o

wenn die Function ¢(w) auf die im Art. 16 (3.) angegebene Gestalt gebracht
wird, den Werth

3,2k, G mi, (p=1,2,8,---m).

U,
Der Werth des Integrales f ocp(%)du ist also stets bestimmbar, wenn der

%
Integrationsweg insoweit gegeben ist, dass fiir die in Betracht kommenden
Werthe v, die mit 4, bezeichneten ganzen Zahlen ermittelt werden konnen.
Ist 26 von Null verschieden, so moge in der Nihe des Werthes u, ein
Werth w», so angenommen werden, dass fir keinen der geraden Strecke
(w,-.- u+2w) und fiir keinen der geraden Strecke (u, ... u+2w’) angehdrenden
Werth des Argumentes « die Function ¢(x) unendlich gross wird. Der vorge-
schriebene vom Werthe », zum Werthe u + 2& = u,+2mw + 2m'e’ fithrende In-
tegrationsweg werde mit L, ein beliebiger, vom Werthe », zum Werthe u,
filhrender, keine Unendlichkeitsstelle des Argumentes der Function ¢(w) ent-
haltender Weg werde mit L' bezeichnet; L" bezeichne den Weg, welcher,
wihrend die Variable u den Weg L' beschreibt, von der Variablen #+4 2@ be-
schrieben wird.
Wenn die Variable # nach einander folgende Integrationswege beschreibt,
erstens, den vorgeschriebenen vom Werthe #, zum Werthe u 4 2& fiih-
renden Weg L,
zweitens, den vom Werthe w;+2® zum Werthe w426 fiihrenden
Weg L/,
drittens, den vom Werthe u+2& = u+2mo+2m'e’ zum Werthe
u+2mo fihrenden geradlinigen Weg®),
viertens, den vom Werthe # +2mwo zum Werthe », fithrenden gerad-
linigen Weg,
finftens, den vom Werthe u, zum Werthe u, filhrenden Weg L/,
so ist der aus den fiinf angegebenen Theilen bestehende Integrationsweg,
welcher, im angegebenen Sinne durchlaufen, mit I bezeichnet werden moge,

*) An die Bestimmung, dass die Integration auf directem Wege ausgefiihrt werden soll, wird
in den beziiglichen Formeln durch einen an das Integralzeichen angefiigten Accent (/) erinmert.

12%
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ein geschlossener; es besteht daher, wenn die im Vorhergehenden mit £,
bezeichneten ganzen Zahlen sich auf den Integrationsweg L beziehen, die

Gleichung

%, 1+ 20 %y +2 0 1 U 20 1 Uy + 210 A
f () d = f odut [ e [ o@du— [ () du— [ o (w)du =
uo Uy U,

Uy+20) Uy +21m0 Uy o

(L) (L) (L") (L)
= %bzk.uq&ﬂi7 (@ =1,2,-.-m).
Es ergibt sich also die Gleichung

Uy 2H 1Y Uy 20 | Uty +20]

(1) ¢ (u)du = m o(w)du +m’ o (w)du + 2,25, C,wi.

Uy Uy Uy
(L)

Unter den Grossen C; besteht die Relation %, C, = 0; es konnen aber
swischen denselben Grossen noch andere Relationen von der Form 27,C0=0
bestehen, in denen die Coefficienten y, ganze Zahlen sind. Wenn dieser Fall
eintritt, so ist es stets moglich, aus den Grossen C, C,...C, andere Grossen
€, G, ... ¢, durch Addition und Subtraction in der Weise zusammenzusetzen,
dass auch umgekehrt jede der Grossen C, C,, ... C, durch Addition und Sub-
traction aus den Grossen €, €, ... @Q zusammengesetzt werden kann, wihrend
unter den letzteren Grossen keine homogene lineare Gleichung mit ganzzah-
ligen Coefficienten besteht.

Es geht in diesem Falle der Ausdruck

2,2k, G, mi (u=1,2,---m)
in einen Ausdruck von der Form
2,2m,C (v»=1,2,-9)
tiber, wo die Coefficienten m, ganze Zahlen sind.
Wird nun
1 U 20 1 Uy 20
) o(u)du = 9, f ouydu = &,  2C,mi = 2, (r=1,2,¢)
iy o,

gesetzt, so ergibt sich

Uy +20
(3. o@)dy = m24+m'Q +3m L , (r=1,2,9)

Uy

(L)
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Da es nun, wenn die Wahl der Grosse 2@ — 2mw + 2m'e’ keiner Be-
schrinkung unterliegt, stets moglich ist, solche Integrationswege anzugeben,
fiir welche eine beliebige der Zahlen m, m, m , m,, ... m den Werth 1, alle
ibrigen aber den Werth Null erhalten, so bilden die Grossen 2,92, 9,
L,,...8, ein System primitiver Perioden der Function [¢(u)du, aus denen
sich alle anderen Perioden dieser Function durch Addition und Subtraction
zusammensetzen lassen.

Zum Zwecke der Darstellung der Function ¢(u) in der im Art. 16 (3.)
angegebenen Form kénnen die Grossen v, so gewithlt werden, dass jede der-
selben innerhalb des durch die Werthe u,, u+ 20w, u + 2w + 20, u+ 20" be-
stimmten Periodenparallelogramms

w = u,+2to + 2w’ (0<t<1, 0<t<1)
liegt.
Wird die veréinderliche Grosse v gleichfalls der Beschrinkung unter-

worfen, innerhalb dieses Periodenparallelogramms zu liegen, so ergeben sich
die Gleichungen

1 U2 L ' -ul+2m' v
if ELu—~i)du=—21q, i/ Glu—2) du = — 27
) 'y G (u—) ov g 6 (w—0)

und, wenn v, v" ebenfalls dem Innern des erwithnten Periodenparallelogramms
angehoren,

1 Urt2w 6/( rr) 6/( /)
%—v %—v P "
;/u‘ Gu—0o") 6(u——v’):|d% = — (=),

) U207 ,
/ 6’(“—1}”) _ 6’(%——1} )
u

Sw—v) T Gu—v) dy = —27/(v"—v").

(4)

Da der Gleichung (1.) des Art. 56 in Folge der Relation 2 C = 0 die
Form

6'(u—v,) Gu—r") d Gu  dy,(u)

6) o) = G+3.0,] S S )~ B0 %o Gt o

gegeben werden kann, so ergeben sich aus den Gleichungen (4.) fiir die Pe-
rioden &£, £ folgende Ausdriicke:

(6') 2 =2 Oo"U -2 (EH qav.u. + E.lt, CL’t) LR Q=2 Cowl~ 2("\'7:}0(/7“‘1;,“ + E#QLIL)A’]"
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Durch die Gleichungen (1—6.) ist die Aufgabe der Bestimmung der Pe-

rioden der aus der elliptischen Function ¢ (#) entspringenden Integralfunction
Jo(u)du in allgemeinster Weise geldst.

59.

Diese allgemeine Bestimmung der Perioden soll jetzt fiir die Normalform
des elliptischen Integrals dritter Art specialisirt werden.

Die Grosse v moge, wenn a, $ zwei reelle Grossen bezeichnen, auf die
Form 2aw + 28" gebracht werden; mit a, 3, mogen diejenigen ganzen Zahlen
bezeichnet werden, fiir welche die Differenzen a —a, 38— @, nicht negativ und
kleiner als 1 sind.

Unter der Voraussetzung, dass 3—8,, beziehungsweise a—a, einen von
Null verschiedenen Werth hat, bestehen, wenn &, & positive Grossen von an-
gemessener Kleinheit bezeichnen, folgende aus den im vorhergehenden Art.

entwickelten allgemeinen Formeln durch Specialisirung sich ergebende Glei-
chungen :

g'w'+20
(1) [m %%i—gg% = — 210 + 20 %’ +2(B,+1)w, wenn 0 <& < 2(B—B,),
ipews2w’ , ,
(2) /;m %%—i—g—g dy = -—2n’v+2m'%2——2(a0+1)ni, wenn 0 <& << 2(a—a,),
g 0’420 , , ,
N PO du = —2m0+ 20 S0 +2g,m, wemn 0 < &' <2—2(3—B,),
ip—ew20’ , ,
(4) %% du = —2qv+ 2(»'—66—%— 20wt wenn 0 <e <2—2(z—a,).

Ist hingegen 8 —f8 = 0, bezichungsweise a—a = 0, so bestehen die
Gleichungen :

1pte’ w120 Gut g .
" v 'v . ’
) Sy Fumprde = =20+ 20 Ghbdhm, vem § = f, 0 <¢'<2,
premt20’ o g
0 ) B , .
(6.) 3 gz g;du = —27'v+20 75%——2%.—.@, wenn o = o, 0 < e << 2.
+ew M
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60.

Zur Bestimmung der Werthe, welche die Integrale

1 W 5' ’ w’ ,
—pPU -—80 v
fo u—pv du, /0‘ o—pv du
annehmen, wenn die Integrationen der getroffenen Festsetzung zufolge auf

directem Wege ausgefiithrt werden, kann folgende, von den in den beiden vor-

hergehenden Artikeln enthaltenen Untersuchungen unabhingige Schlussweise
dienen.

Aus Art. 11 (3.) ergibt sich die Formel

K22
—pv 6w+w) _, Gv
(1) l —p du = log 6 —u) 2 e

Die Grosse » moge, wenn a, B zwei reelle Grossen bezeichnen, auf die
Form 20w + 23w’ gebracht werden; mit a , 3, mogen diejenigen ganzen Zahlen
bezeichnet werden, fiir welche die Grossen a—a , 8 — @, nicht negativ und
kleiner als 1 sind.

Damit das erste, beziehungsweise das zweite der beiden zu Anfang dieses
Art. betrachteten Integrale eine bestimmte Bedeutung habe, darf die Grosse
B — B,, bezichungsweise die Grosse a— a, nicht gleich Null sein.

Aus Gleichung (1.) ergeben sich die Ausdriicke

{ Ga—y G d v G
(2.) fo ﬁdu = ZnU—ZwH-{-nm’, /(; ﬁdu = 2‘q'?}—2w'—6—5 +n'wi,
wo n,n’ ungrade ganze Zahlen bezeichnen.

Wenn die Grosse » von dem Werthe 2aw + 280" ausgehend auf directem
Wege in den Werth (2a +1)o + (23 + 1)’ iibergeht, so konnen sich die Werthe
der beiden bestimmten Integrale und die Werthe der Ausdriicke

G y , G0
270 — 2w G 270 —20 o

nicht anders als stetig éndern; bei diesem Uebergange behalten daher die
beiden ganzen Zahlen n,n' ihre Werthe unverindert bei. Wenn aber der
Grosse v der Werth (2a,4+ 1)+ (28, +1)0" beigelegt wird, so nehmen die
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beiden bestimmten Integrale den Werth 0, die Ausdriicke
20— 20 g—;’, 2‘q’?}—-2m'—g—:~

beziehlich die Werthe (28 +1)m, —(2a,+1)7ni an, es ergeben sich also fiir die
ganzen Zahlen n, n' die Werthe
(8.) n = —(28,+1), n' = 20 +1.

Unter Zugrundelegung der speciellen Voraussetzungen, dass B, = 0 ist,
beziehungsweise dass a, = 0 ist, ergeben sich folgende specielle Gleichungen :

— P G'v . , o
(4) f gous—g% = 27v— 2w Gy v = 20w+ 2B, (= beliebig, 0 <<B<<1)
—S‘}’U ‘ " 76,?) . . , o
(5) f Pu—pr du = 2170 — 2w —GT-I— T, U = 20!(1)—}—2(3(1), (0<<a<<1, B beliebig).
61.

Es kommt mitunter vor, dass eine elliptische Function ¢(«), zu welcher
die Integralfunction bestimmt werden soll, als Quotient zweier ganzen homo-
genen Functionen desselben Grades der vier G-Functionen Gu, Gu, Gu, Gu,

_ 6,(6u, Gyu, Gy, Gy )
() = G Gu G G, Gy)’

gegeben ist.

Fiir jede solche Function stimmt ein primitives Periodenpaar des Ar-
gumentes mit einem der fiinf Periodenpaare

(20,20'), (4w,20"), (2w, 40'), (40,20 +20"), (4w, 40’)

tiberein. Dieses primitive Periodenpaar moge mit (2&, 2@") bezeichnet werden.

Wird nun die den Untersuchungen des Art. 56 und des Art. 58 zu
Grunde gelegte Function G(u|w, ') durch die Function G(u|®, &) ersetzt, so
kann die Function ¢(u) auf die im Art. 58(5.) angegebene Form gebracht
werden und es ergeben sich dann die Perioden der aus der Function ¢(u) ent-

springenden Integralfunction f @ (u)du aus den in demselben Art. entwickelten
Gleichungen.



