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SUR ' • :

LES
A VARIÉTÉS LINÉAIRES LACUNAIRES

PAR M. A. BLOCH

I. — Introduction.

t. Le présent Mémoire est le développement d'une Note publiée
aux Comptes rendus de î Académie des Sciences le i3 octobre. 1924 (1).
Il s'agit d'une généralisation du théorème sur les sommes d'exponen-
tielles donné par M. Borel, dans son Mémoire Sur les zéros des fonc-
tions entières (Acta mathematica, t. XX). Les propositions établies ici
sont à ce théorème ce que les théorèmes de MM. Landau et Schottky
sont à celui de M. Picard. Elles généralisent a la fois le théorème de
M. Borel et ceux de MM. Landau et Schottky.

Un des énoncés analogues au théorème de M. Landau qui seront
obtenus est le suivant :

THÉORÈME. VIII. — Soient
/(^)==ao4-(^i^4-...i ^(^):=éo+ b^x +-...; ...;

Â'(a') == <?o + ̂ i •:y "̂  • • •

n fonctions d'une variable x\ holomorphes dans le cercle x \ <^ i, ne s y
annulant pasy et dont la somme ri y devient pas égale à T unité. Les termes
constants <2o, èo? • • •? <?o sont supposés différents de ï unité ̂  et tels que la
somme d'un nombre quelconque d'entre eux diffère de zéro et de T unité.

( 1 ) Sar le théorème clé M. Borel et sur une généralisation de la théorie de
Picard-Landau (C. R. AcacL Se.. t. 179, iyÂ, p. 666).
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Alors les coefficients a^y b^y ..., e^ Cet d'une manière plus générale,
les coefficients des termes de degré i, a;, b^ ..., e^ admettent une borne
supérieure dépendant uniquement de a^y bo, ..., CQ Cet de i).

Cet énoncé contient^ comme on voit, une condition restrictive rela-
tive aux termes constants; cela t ient à ce qu'une somme d'exponen-
tielles de fonctions entières en nombre supérieur à 2 peut être égale
à i sans que toutes se réduisent, à des constantes; il y a donc dans la
théorie actuelle des cas spéciaux^ ce qui ne se présentait pas dans la
théorie de Picard-Landau-

2. Dans la section II du présent Mémoire sont établis sommairement
les théorèmes de MM. Picard, Landau et Schottky par une méthode à
la fois élémentaire et relativement rapide, dont l'exposition est destinée
à alléger la substance des sections ultérieures.

Dans la section III, le théorème de M. Borel est établi et interprété
(comme dans laNote citée des Comptesrendus}y de manière adéquate à
l'objet du Mémoire actuel.

La section IV contient certains lemmes, d'ailleurs intéressants en
eux-mêmes, qui seront utilisés dans la suivante.

L'objet de la section V est l'étude des systèmes de deux fonctions
holomorphes d'une variable, qui, dans un domaine donné, ne s'an-
nulent pas, et dont la somme n'y devient pas égale à l'unité. Des théo-
rèmes sont-obtenus (donnés déjà en partie dans la Note des Comptes
rendus), analogues à ceux de MM. Landau et Schottky; ils comportent
la distinction entre le cas général et deux cas spéciaux pour lesquels
les énoncés sont un peu plus restrictifs.

Il s'agit dans la section VI des systèmes den fonctions holomorphes
de n variables qui, dans un domaine donné, ne s 'annulent pas, et dont
la somme n'y devient pas .égale à l 'unité. Un théorème ressemblant à
celui de M. Landau, et déjà annoncé aux Comptes rendus, est démontré
à leur sujet, et à la fin de cette section et de la suivante sont établis
divers compléments.

Dans la section VII sont étudiés les systèmes de n fonctions holo-
morphes d'une variable qui, dans un domaine donné, ne s'annulent"
pas et dont la somme n'y devient pas égale à l 'unité. On obtient pour
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.ces systèmes des résultats généralisant ceux de la section V. La
démonstration est donnée sous forme condensée; l'interprétation
géométrique permet de simplifier l'es recherches accessoires et d'obtenir
avec aisance des énoncés invariants dans le groupe projectif.

La section VIII contient diverses observations et suppositions^tant
• à propos des différentes parties du Mémoire que sur des sujets voisins.

3. Il n'était pas -douteux a priori qu'au théorème de M. Borel dussent
correspondre des propositions en termes finis, de même qu'au théo-
rème de M. Picard correspond le théorème de M. Landau. Cela résulte
d'un principe général qu^on peut formuler ainsi : Nihil est in infinùo
quod non prius fuerit in finito. Mais quelles étaient les propositions en
question? Voilà ce qui n'était pas évident au premier abord. Les
résultats publiés aux Comptes rendus sont, comme nous l'avons dit^
exacts, et seront démontrés dans ce Mémoire; mais la démonstration
n'en est pas tout à fait aussi simple que le texte de la Note pouvait le
donner à croire ( î ) . C^est là un point sur lequel nous reviendrons au
paragraphe VIII. ^

II ne sera pas inutile de rappeler les principales phases du dévelop-
pement de la théorie des fonctions entières (2).

Les idées génératrices de la théorie contemporaine sont dues, pour
la plupart, à M. Hadamard : démonstration du théorème de M. Picard
au moyen du théorème du minimum du module et de la dérivation;
inégalité relative aux zéros", qui devait conduire M. Jensen à la formule
bien connue sous son nom ; polygone de Newton donnant la croissance
d'une fonction entière dont les coefficients sont donnés; convexité
de logM(r) en fonction de logr,

M. Borel montra que ces principes étaient vrais pour des fonctions
entières absolument quelconques; dans ses travaux, le rôle essentiel
est joué par les modules maxima et minima des fonctions considérées,
qu'il compare à l'aide des méthodes de sa théorie de la croissance.

( 1 ) D'autre part il s^est glissé dans le texte de .la proposition donnée comme
lemme (p. 666-667) âne erreur de transcription, d'ailleurs.sans importance.

(2) Pour les renseignements bibliographiques : G. VALIRON, Fonctions entières
et fonctions méromorpfzes d'une variable {Mémorial des Sciences mathéma-
tiques y ÏQ3S5).
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Dans deux Mémoires publiés en 191.4 et 1918 aux Acia mathematica,
M. Wiman, envisageant encore le, module maximum, obtint par des
considérations nouvelles des résultats beaucoup plus serrés; ceux-ci
furent amenés par les travaux de M. Valiron à un haut degré de pré-
cision et de généralité.

Enfin, dans ces toutes dernières années, MM. F. et K. Nevanlinna
créèrent la méthode originale et féconde des valeurs moyennes loga-
rithmiques ( ' ) , qui s'applique avec une simplici té inattendue à la réso-
lution d'un grand nombre de questions.

Ces deux dernières méthodes, celle de MM. Wiman et Valiron, et
celle de MM. Nevanlinna, sont le dernier mot de la théorie moderne
des fonctions uniformes. Suivant la quest ion traitée, c'est l 'une ou
c'est l'autre dont l'emploi se trouve être le plus commode. Elles
réclament d'ailleurs encore toutes deux un certain nombre de
perfectionnements.

Dans un IraVail antérieur (2), nous avons développé les conséquences
en termes finis de la théorie de M. Valiron. Nous y avons trouvé que les
propositions de théorie des fonctions obtenues jusqu'alors exclusi-
vement à l'aide de l 'oniformisation fuchsienne pouvaient se déduire
avec la plus grande simplicité du théorème suivant :

Soit
f\x)^x.

une fonction holomorphe dans le cercle-unité \ x \ <^ i, s annulant à V ori-
gine et y ayant une dérivée égale a un. Alors, il existe une constante
numérique K telle que le domaine riemannien engendr.é par la fonction
contienne un cercle à un seul feuillet ( dont le centre peut être supposé réel)
de rayon au moins égal à K.

Dans le présent Mémoire, nous nous placerons .alternativement,
suivant que cela se trouvera être plus rapide, au point de vue de
M. Borel ou à celui de MM. F. et R. Nevanlinna.

( 1 ) Cf., par exemple, R. NEVANLINNA, Untersuchungen ilber den Picard'schen
Satz (Acta Societatis Fennicce^ i9'^4)-

(2) Les théorèmes de M. Valiron, sur les fonctions entières^ et la théorie de
l'iinifor/niscttion' (A/males de la Faculté des Sciences de Toulouse., 1925).



SUR LES SYSTÈMES i)E FONCTIONS HOLOMORPHES. 313,

II. — Les théorèmes de MM. Picard/Landau. Schottky.

4. Nous allons, dans ce paragraphe, nous placer au point de vue de
M. Borel dans son Mémoire des Acia mathematica^ [liais en remplaçant'.
l 'emploi du m i n i m u m du module par des considérations plus simples.

LEMME 1 . . — Soit /'(^) une fonction éyale à i à Fori^'ine^ holomorphe
dans le cercle \ z \ 5 R, dont le module maximum y est égal à M (R, / ). On
pose y(-3") == P ( z ' ) ^ ( s ) ^ où P(^) est un polynôme ég'al à i à /.'origine,
dont les zéros appartiennent aussi à fÇz)y avec un, ordre clé multiplicité
au moins égal^ et sont inférieurs en module à un nombre r <^ R. Dans ces
conditions^ le module maximum de ç(^) dans le cercle de rayon R
satisfait à l'inégalité

9 H2

logM(B, y) < _——^—bg-M(R, / ) .

Soient a^ ..., a,, les zéros de P( ' z ) . Le lon^ de la circonférence de
rayon R, P(?) satisfait à l ' is iégali té

1^).>(JLT-)•••('^T-a. \ a,
. 0

Le Itléorème de M. Jensen donne

î o g M ( R , /")
n < --̂ --.̂ --̂  "

^ 7
• Oii a dûiic ''

.,.>,o,(?-,)-^";/>>-,^,l,,.(H,/,
0(3 r

Or, en tout point de la circonférence z == B a lieu l'inégalité

l o g - j c?(.-)|< !og-M(R,/) ~ iog I,PC.') |.

Eu égard à la limite inférieure de log 0 (:{in vieni d'être trouvée, on
obtient l 'inégalité de l'énoncé du lemme.

Afin. Ec. Nçrm., (3), XLlîL — OCTOBRE 1926. 4o
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Ce lemme 1 nous sert à établir le suivant :

LRMME 2. - — Soit / ' (^)== l /^—' une/onction holomorphe dans lej ' i ( z )
cercle |s |5R, les fonctions f^ et f^ étant holomorphes dans ce même
cercle^ et f^ égale à \ à /^origine. On a^ pour tout cercle de rayon r <^ R,
F inégalité

•-îfi m

logM (r, /) < logM ( R, /, ) + ———TV ̂ ^ (R. .A )"

Soit P(^) le polynôme égal à î . à l 'or igine dont les zéros sont, avec
leur ordre de multiplicité, ceux de/^ dans le _ cercle ^de rayon r < ^ R .
Posons

^==1-^, . A=P^ f=^

Un a, d'après le lemme 1,

,5ogM(R,9,)<-^^

D'autre pari, d'après la. démonstration même de ce lemme, on a, le
lon^ de' la circonterence de rayon R,

l o g j P ( . . ) | > - - ^ ^ ! o g M ( .
• l \ n — / ;

et il en résulte, comme plus haut,

logM (R, ^) < i o g M ( R , J\) + ̂ ^ I o g M ( R , /,).

On a donc des bornes supérieureB de f^ et | <pa [ sur le cercle de
rayon R, valables aussi, sur le cercle de rayon r; de plus, ^ n'a pas
de zéros à l ' in tér ieur de ce cercle, et est é^'ale a i à l 'origine. Soit
alors r ' un noîîabre i n f é r i e u r à r; l ' inégalité de Hadamard-Borel donne
sur le cercle do rayon r1

9 r f

log | y 2 ( 5 ) | >— — — , l o g M ( / - , 9.,).
f ——— jr

o- ' R-t-^ 1 • îSi nous supposons r == —;—? nous avons donc '

'^('•^^(-iê-1^10^^^^)-'
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et, d 'aut re part,

l o g M ( r ^ ç , ) < S o ^ M ( R , / , ) ^ . ^ ^ I o g M ( B , ^ ) .

D'où, en écrivant de nouveau r à la place de r^ l ' inégal i té à é tabl i r .
De cette inégalité, on peut déduire sans peine par les méthodes

classiques de la théorie des fonct ions croissantes, que si y', f^ f^ sont
des fonctions entières, on a, si petit que soit £ positif donné,

l ogMC^/XIogMCr. /O+t iogMr^A) ] 1 - 5 - 2 .

à partir d 'une certaine valeur de r, sauf peut-être pour des valeurs
de /* appar tenant à des interval les où la var ia t ion totale de lo^'r est
f i n i e ; et. l 'on pourrai t donner a cet énoncé-une forme précise suffisante
pour les applications qui. suivent . Mais i l nous sera aussi commode
d'employer directement l ' inégali té ob tenue .

5. Le premier théorème de M.. Picard sur l 'impossibilité pour une
fonction entière d'admettre deux valeurs lacunaires finies distinctes, à
moins de se réduire à. une constante, s'en déduit en effet, aisément.
Soit

e^-i- e^'— i •= o.

I l v ien t , en dérivant et résolvant,

F-_ -^-^ <•- _Z__e — r—G^ eî'~~~ F 7 —G 7 '

Si F et G ne sont pas des constantes, nous pouvons 'placer l 'origine
en. un point où F^ — G'^o, et dès lors appliquer le lemme 2 aux
seconds membres, en util isant l ' inégalité M.^r)^—-^ qui à ..lieu
entre le module maximum M(R) d'une fonction holomorphe, et
celui M ' ( r ) de sa dérivée; nous obtenons ainsi des bornes supérieures
des modules des seconds membres en, fonction de M"(p, F) et M ( p , G) ,

'dans lesquelles nous pouvons remplacer ceux-ci par le plus ^rand des
deux, soit U(pY

Or, en appl iquant aux premiers membres l 'inégalité de Hadamard-
Borel, nous obtenons une borne supérieure de M(r, F) en fonct ion
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de M(R , e 1 ' ) , de M(r, G) en fonct ion de M(l{, e ^ ' ) , et par suite de U(r)
en fonction de M(R, e17) et M(R, e0).

Eu égard enfin à l 'égalité des premiers membres aux seconds^ i l
v i en t une inégalité e n t r e ' l e s valeurs de la fonc t ion positive crois-
sante Lî(p) pour deux valeurs d i f fé rentes de p, de laquelle il. résulte,
par un procédé classique, que U ( p ) , pour une valeur f in ie de p,.
dépasse toute valeur f inie; ce qui est absurde,

La même démonstrat ion s 'applique, avec de légères modifications,
à r impossibil i té pour une fonction à. po in t essentiel isolé d 'admet t re
dans le vois inage de ce p o i n t trois valeurs lacunaires d i s t i n c t e s (pou-
vant coiïiprendre x;) ; cette imposs ib i l i t é revient, en efïetg à celle de
l ' i d e n t i t é

( i ̂  a. „}.„ _ \ ̂ m ̂  ̂  ^ ^ „,;., ^ .̂ . _ j ^p ce— ^ __„_, Q
\ x ! \ x )

où. F et G soni des fonct ions ent ières , m elp des entiers qu i peuven t
être supposés posit ifs, et. où les fonctions entre parenthèses sont liolo-
rn.orp.hes a . l ' i n f i n i .

6. Pour o b t e n i r le théorème de M.. Landau , il suffit d'observer que ,
posant

^=:f(.v) ==^4-^i.r-l-...,

on obt ient , d 'après ce qui précède, en fonct ion de a^ et a^ le rayon
d ^ u n cercle à r in ié r ieur d u q u e l l . . J{p) dépasse toute valeur ( inie.

Le théorème de M. Schotlky s 'é tab l i t de manière un peu d i f f é r e n t e ,
et i l y a lieu d ^ u t i l i s e r le fait qu 'une fonc t ion dont la dérivée est n u l l e
se rédui t à une constante. Observons d'abord que si l'on conna t t a^
et a ^ , ce dernier non nu l , , on obtient par le procédé habi tuel , a part i r
de l ' inégal i té à laquel le satisfait U ( p ) dans le cercle de rayon i où les
valeurs o et T ne sont pas prises par la fonction holomorphe

f( ,v ) == us,, 4- ai x + . . .

u n e b o r n e supérieure pour l,J('r), et par suite, pour M (r,/) en fonc-
tion de a^, a^ et de /•-< r . .Mais ' supposons que / '(o)^^ soit seul
c o n n u ; nous a l lons voir qu'on peul encore trouver une borne supé-
rieure de U(r) et de M(r, / ) en fonct ion de a^ seul et de r.
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A cet. effet, distinguons deux cas, suivant que M(^ F'—C:/) est
inférieur ou supérieur à i . S'il est infér ieur , F — G , et par suite,
/ sont visiblement bornés en fonction de a^ et j\ S'il est supérieur,
reprenons le calcul i n d i q u é plus haut pour le théorème de Picard-
Landau, mais avec les deux modif ica t ions suivantes : d'abord, nous ne
considérons, pour l 'obiention des inégalités successives, que des
cercles de rayon compris entre l-^-/~ et ï ; de plus, puisque l'on ne
connaî t plus a^ mais que l'on sait seulement que M(r, ¥ — G7) est
supérieur à i, nous transportons provisoirement, po.ur la partie du
raisonnement relative aux seconds membres des égalités, l'origine au
point du cercle de rayon r où F' ~- G' dépasse i ; on obt ien t ainsi, encore
des bornes supérieures des seconds membres en fonction de M(p , F)
et M ( p , G), et par sui te , de U ( p ) ; ensuite, revenant à la première
origine, on cont inue comme ci-dessus.

III. — Le théorème de 'M. BoreL

7. Les considérations de la seclion précédente permetlent d'établir
sans peine le théorème de M. Borel :

Si les fondions entières F/(^) en nombre fini satisfont, à une identité

les c1'1 se ciùisent en un certain nombre clé groupes, et les e^1 de chaque
groupe ne différent de Vun d'} entre eux que par des facteurs constants dont
la somme est nulle,

Cette proposi t ion, qui se réduit à une tautologie lorsque l ' identité
n'a que deux termes, se démontre par récurrence ; c'est, ainsi que nous
l'avons établie précédemment lorsque l ' identité a trois termes, et l'on
a,alors le théorème deM» Picard. Voyons donc comment on peut passer
du cas de trois termes au cas de quatre.
• Soit,
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Supposons d'abord que ^l1', ^G", /'" ne so ien t liées par aucune
relation l i néa i r e et homogène.

La somme des quatre q u a n t i t é s ^\ é\ />H et i étant, nul le , leurs
wronsidens trois à Irois sont deux à deux é^'aiix ou é^aux efc de s ignes
contraires, ce. que nous écr i rons

[ 64' e^'e111 == — [ e^e111. | === | e11 ï e1' | =-•= — | i e1' e^' \.

Nous .avons
^_ \ e { l e n i . | . \^^•elî\e ! rrr — —^^— . "^Tr^îr-

el deux expressions ana logues pour ^ ' y e".
Le wronskien j e'7^^11 [ n \ i tant pas i den l i quen i en t n u l , nous pouvons

prendre pou r or ig ' ine un point où i l est d i f Ï e r e n t d e zéro. ^F, ^(!, e^ son t
égales à des t ract ions ayant u n même dénominateur , et dont les termes
sont v i s i b l e i n e n t des po lynômes entiers par rapport aux dérivées pre-
mières et secondes de F;, G, ,11. .Désignant par U ( p ) le plus grand des
nombres M(p, F), M ( p , G), , M ( p , H), et opérant comme au para-
graplie précédent pour la démonst ra t ion du llléorème de M. Picard, on
obtient encore une inéga l i té à laque l le s a t i s f a i t U ( p ) p o u r d e u x valeurs
différentes de p, et cette inéga l i t é condu i t à une impossibi l i té .

Si. m a i n t e n a n t nous supposons e1'., ^<", (llî liées par une nouvel le rela-
tion, linéaire et hornogéne, nous nous servons de ce que le théorème
est démontré pour une i d e n t i t é à t rois termes : i l en résulte immédia-
tement que si e'', ^ ' y e11 ne sont pas loutes des constantes, deux d'entre
elles sont égales et de signes contraires, et l'autre égale à — i, ce qui,
achève la démonstra t ion.

Cette démonstration par récurrence s^étend au. cas d ^ u n e identité à
un. nombre quelconque de termes. Observons, en eflet, que le théo-
rème équivaut à celui-ci. Deux au moins des termes e^1 de l'ùfen-
liîé ïtô'''' = o soni proporliannc'ls, S{ïppos()ns alors que nous ayons une
i d e n t i t é à n + i termes, le théorème étant démont ré pour ^ten'nes. Si
les n. prem.iers ter ines sont l i n é a i r e m e n t i n d é p e n d a n t s , le calcul direct
déjà f a i t pour trois et quatre termes condu i t h une imposs ib i l i té . S^ils
sont liés par une relation l inéaire et homogène., deux d 'entre eux sont
proportionnels.

Le théorème est donc démontré pour n •+• i termes.
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8. La même démonstration s 'applique, avec de légères modifications,
à la démonstration du théorème plus général :

Soit supposée une identité à un nombre fini de termes

l , ï . " " i e l —~ o

où les t\- sont des fonctions entières^ les m, des entiers quelconques y et où
les fonctions entre parenthèses sont f'iolornorphes à rinfini. Alors les
termes de celte identité se divisent en un certain nombre de groupes^ e!
les termes de chaque groupe ne diffèrent de F un. d'eux que par des fcic-
teurs constants dont la somme est nidie.

Ce théorème peut s 'énoncer aussi :

THÉORÈME 1. — Soit un nombre fini de /onctions, uni/ormes dans le
voisinage d'un même point (]H elles admettent effectivement toutes pour
point essentiel isolée et dont la somme n est pas identiquement nulle. Alors
dcms un cercle^ si petit soit-if^ contenant ce point se présente une des cir-
constances suivantes : une des 'Jonctions devient nulle ou infinie, ou bien
leur somme devient égale à F unité.

IV. — Quelques lemmes préliminaires.

9.. Pour la démonstration des théorèmes donnés aux Comptes rendus,
i l sera ind iqué d'employer ici, au lieu de la méthode proprement
élémentaire des deux derniers paragraphes, la méthode des valeurs
moyennes logarithmiques de MM. F. et R. Nevanl i rma; l adémons t ra t io î i
ainsi cons t ru i te sera non seulement un peu moins longue, mais encore
na ture l lement susceptible d'extension au cas des systèmes de plusieurs
fonctions d'une variable liées par une relation algébrique.

Rappelons que MM. Nevanl inna posent la fonction /(^) étant holo"
morphe ou. méromorphe,

/•,/):=^J'\g[/(/-<^)]^.ni ( i

En désignant, par n(r, j ) le nombre des zéros de la fonct ion inté-
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rieurs au cercle ) x\ <^r\ ils posent aussi, avec M, Valiron :

N(r,/-)=r^-^.
^ 0

Nous poserons., la fonction fÇx) étant supposée méromorphe,

^ m ( r , / ) = w ( r , / ) 4 - N (^-) •

LEMME 3. — La fonction f{x) étant holomorphe pour [ x <^ p, on a y
sur tout cercle de rayon r inférieur à p, V inégalité

+ ^ .
/^[^/^(.z1)] < 3iog2-4- log/^.! -l- îogl/J -h /z log--

-h (n + i) los—p— + îo^w (p, e.Q.p — ,

En edet, on a;, diaprés MM. Nevanl inna ,

f^)^~ f^ iogi^p^ e^^^, , ,.:•
Û

^Ï'K

d^ù

fw ( ̂  ) -= _L f IOH ( ^p^} ( _ îP^!._ ^0
27îJo ! '(p^—,y)^l

et, puisque
w( p, ̂ ) ~ m (p, 6-.0 == c<R (/o),

[/(^(^) [ < ̂ ^ [^a (/,) + .^(p, ̂ )],

d'où se c o n c l u l l ' inégal i té annoncée.

LEMME 4. — La fonction f(^) étant mémmorphe dans le cercle x <^ o,
on a pour tout nombre x de module r inférieur à p, F inégalité

log|/(,.)!<[^/«(p,/.)^^og,^A^]

/ « \ v »-^m S p,', s + ̂ îûg
.P-^ V ' /

p2—a^x
p(.r— c/^)

ôii? les sommes dit second membre sont étendues respectivement aux, pôles h^
et aux zéros a^ de module inférieur à p.
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C'est là une conséquence immédiate de la formule de Poisson-
Jensen.

L'inégalité ci-dessus a l ieu a fortiori^ si l'on supprime au second
membre la somme relative aux zéros, ou bien m ^ p , -,.)•

10. LEMME 5. — Sou

^ • ( ^ ) = z ( ^ — a i ) ( ^ — a 2 ) . . . ( ^ — a / , )

un polynôme de degré n dont tous les zéros sont intérieurs au cercle-unité.
A tout nombre positif r<^i et à tout nombre positif y, si pélit soit-il,
on peut faire correspondre un nombre ïî dépendant uniquement clé r et
de y (nullement des a ni de n), tel que V inégalité

^(^>e~îîn

soit vérifiée pour toute valeur de oc inférieure à r en module y sauf peut-
être pour celles comprises dans des contours de longueur totale au plus
égale a y.

Pour le cas où tout est réel et où l'on ne sort pas du domaine réel
(les contours étant remplacés par des segments), cette proposition est
établie dans l'Ouvrage de M. Valiron : Lectures on thé général theory of
intégral fonctions (p. 78-79), par le calcul d'une limite supérieure

/,+!

de / lo^\g(x)\dx.
-i

Dans un but d'abréviation nous admettrons le lemme 5, dont il est
d'ailleurs facile de se passer, comme nous le montrerons dans la der-
nière section de ce Mémoire.

Du lemme 5, résulte le suivant :

LEMME 6. — Soient des nombres ^ assujettis seulement à être de
module inférieur à V unité, A tout nombre positif r <; i et à tout nombre
positif'y 5 si petit soit-il, on peut faire correspondre un nombre h dépen-
dant uniquement de r et de y {nullement des ^), tel que pour toute valeur-
dé x in férieure àren module, sauf peut-être celles comprises à ï intérieur

Ann. Éc. Norm., (3), XL1IÏ. — NOVEMBRE 1926. 41

*'



3'22 • A. BLOCH.

de contours de longueur totale au plus égale à y 5 au lieu F inégalité

- ' ^ jog ——^— <;A.SIog-

fe^ deux sommes étant étendues à tous les t.
Nous distinguerons les t. de module compris entre { 4"/ et, i, et ceux

de module infér ieur à l—^- ; nous poserons pour chacune des sommes
I^Ï-hi^

où 2/ est étendue aux premiers et S" aux seconds.
Remarquons que si c et cl sont des nombres inférieurs à un en

module, on a, par exemple, à l'aide de la géométrie non eucl id ienne ,
c — d \d\

cdr ^~\c\ \à

Obtenons d'abord une inégalité entre les S7 : le nombre fê tant sup-
posé de module compris entre '—— et •i, nous avons

îog ï — X i

I I ( I-

.--• lo^

t
t

1 )
t

(t
-,.

-

x

c

t
.X

x\)
t\-\^\

4.
<( î - i< l ) • r i — r:!oë

Par conséquent,
^log 1 — Xt

x — t A72'•»^
, ï 4- rPass'ons aux S^^Soit n le nombre des t inférieurs en module à

on a, pour un de ces ^
10£

1 — X t

X — t
<log-

..y> ^__ /
»-*/ V

Alors, d'après le lemme 5, on a pour j x <r, sauf peut-être à l ' in-
térieur de contours de longueur totale inférieure à y, •

^\w ï. — X t

'̂ r^T <2ylog0 1 x — t ^••I/^Kyiog-

où K ne dépend qu,o de re t y,,
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II suffit, alors de prendre pourAle plus grand descleux nombres —q—
et K pour obtenir l'énoncé du lemme 6.

V. — Les systèmes de deux fonctions crime variable, en termes finis.

} L THÉORÈME II. — Soient dans le plein proj'ectif'quatre droites fixes•X,
Y,-Z, ï\ 'en position génércde, les premiers membres de leurs équations
satisfaisant à

X 4 - Y - + - Z - r - T = o .

Les coordonnées cl''un point M de ce plan sont^ à l'intérieur du
cercle \ x \ <^ 1 5 fonctions méromorphes de la variable x ; pour x [ -< i,
le point M ne vient sur aucune des quatre droites ; il ci pour x= o une
position Mo.

i° Si Mo nest sur aucune des diagonales du quadrilatère complet^ les
rapports respectifs de X, Y, Z, T admettent^ lorsque x demeure intérieur
à un cercle \x <^ p <^ ï, des bornes supérieure et inférieure dépendant
uniquement de Mo et p.

2° Si My appartient à une seule diagonale du quadrilatère complet

Xo-+-Yo-=Zo-4-T,==o,
X 7les deux rapports y et ~ admettent^ pour \ x \ <^ p <^ ï, des bornes supé-

rieure et inférieure dépendant uniquement de Mo et p. De plusy si y tou"
•Y"

jours pour \x <^ p <^ ï y on a en un certain pointa soit - +• i >• S
7 ' '

positif, soit - 4- ï > § positif, le rapport de deux quelconques des

coordonnées X, Y, Z, T admet dans un cercle quelconque \x < p' << i
des bornes supérieure et inférieure dépendant uniquement de Mo, p?
<N i f '0 et,p -

3° Si Mo est à l'intersection de deux diagonales
V _. v -._ 7 — TA.o —— —" S- o —— A.JO — —— A o ?

le rapport xz admet pour \ x \ < p < ï des bornes supérieure et inférieure

dépendant uniquement de Mo et p. De plus, si\ toujours pour \ x \ < p < ï,
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-y j rr

on a en un certain point, soit -y 4- î ^> à positif\ soit - 4- 1 1 ^> S
X Ypositif^ les deux rapports 7? ̂  ^ admettent dans un cercle quelconque

x \ <^ ^ <^ ï des bornes supérieure et inférieure dépendant uniquement
de Mo, p, S et p^; de même ̂  si F on a en un point où |^|<^p<^i,

y Y y
5-0^ T.? 4- î > S positif^ soit = + î ^> o positif^ les deux rapports -y

rr

et - admettent dans un cercle quelconque \ x \ <^ p7 <^ î ûfcî bornes supé-

rieure et inférieure dépendant uniquement de Mo y p, à ̂  p'.

Rappelons ridentité
A | A B C | = 1 | A B | | A C [ [ ,

„ . , ,, At ABC) , T î - • ' ï •,i • î |A.C|d ou resuite que . ' . 1 est la dérivée logarithmique de }—^'. •
D^autre part, le lernme 3 donne;» pour r <^ R,

( î fffpgr ph \ \ + y R -+" /________\
(î) rn r,^^^}<K+Kï^^

inégalité où m (Ry e/y e8^ e11) désigne le plus grand des nombres m ( R, ̂ /),
m(R^ ^), w(R, 6^); K désigne une cônstante'quelconque ne dépendant
que des valeurs i n i t i a l e s ; dans la suite, les K pourront dépendre, en
outre, des rayons des cercles fixes qui seront introduits.

i° Démontrons d'abord la proposition numérotée •1°. La limitation
de l'expression de MM. Nevanlinna entraînant celle du module maxi"

( x \mum, il suffira de prouver que m p, -y ) et les expressions semblables
sont bornées.

Nous considérerons, pour plus d'homogénéité, au lieu du cercle-
unité, un cercle de rayon R^ ; entre le cercle Ri et le cercle py nous
intercalons deux cercles fixes Ra et Rg avec ï^ ^> Ra ^> R.-? ^> p* Nous
distinguerons trois cas :

. 1 XY 1a. A l'intérieur du cercle Rg, l'une au moins des expressions '-^/y' s
1 Y7 î 1 7X 1i _ 4 L—J est inférieure à & en module.

A /j /,ji)\.

6. L'hypothèse précédente est exclue ; mais a l'intérieur du cercle Ra,
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chacune des expressions ,-|̂ , ̂ ï^ ̂ ^^ est inférieure

à £', sauf peut-être à l'intérieur de contours de longueur totale infé-
rieure à € .

(?. Les deux hypothèses précédentes sont exclues.
Les nombres £, s', s/' sont des nombres positifs dont la borne supé-

rieure, ne dépendant d'ailleurs que de Mo et des rayons des cercles
fixes, sera choisie d'après la démonstration même qui va suivre.

a. Supposons qu'à l'intérieur du cercle R^, on ait i—y-' inférieur en
valeur absolue à £. Une quadrature prouve alors que Pon aura, à l'in-
térieur du même cercle,

Y^e^X (M<sR,),
X</

x ' • .y est donc borné supérieurement et inférieurement. On a

\^^ +(^-i) ̂ 1x+Z-hT=o.
L •^o —ûj

Y -i_ YPoure2113 — ï<^ -̂——° ? aucun des troistermes du premier membre
-°

ne s'annule; à l'origine, ces trois termes ont des valeurs initiales
égales respectivement à X<, -4- Yo, Zo et To. On peut donc appliquer, à
l ' intérieur du cercle R3, le théorème de M. Schottky : les rapports
respectifs de X, Z, T sont bornés inférieurement et supérieurement
sur le cercle de rayon p »

h. De l'hypothèse faite résulte par quadrature que, sauf peut-être
à l ' intérieur de contours de longueur totale inférieure à ï€\ le rapport

j XY 1des valeurs de-yy-en deux points intérieurs au cercle B-a est égal
I X7 1

à e\ où J Q | < £'(2Ra + ^/), et que la même propriété a lieu pour TY—\
\ Y/ !et pour ' y ' - Par conséquent, chacun de ces quotients est, à l'extérieur

des mêmes contours, suivant qu'il y prend des valeurs inférieures ou
supérieures a un en module, ou toujours inférieur à ^£'?4-£l\ on tou-
jours supérieur à ^-^2R^-£'\ Deux d'entre eux y sont donc toujours
inférieurs à la première ou toujours supérieurs à la seconde de ces
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3 ' • ! YY 1 1 V7 ideux quanti tés; supposons, par exemple, que .̂  et !—^ y soient
toujours inférieurs à ^^^"^

On aura, dans le cercle R^ sauf peut-être dans des couronnes où la
variation totale de r est inférieure à 3 C : , •

w(r^)<sf(2R^£'')+-(r'^lL)^-(/^J^)•
Or, d'après le lemme 4, eu égard à l'exclusion de l'hypothèse a,

le dernier terme satisfait à l'inégalité

"•('.^)<^——(^)-".(-.1^).
/ • é t a n t supposé compris entre IL etIL,. Il résulte alors du lemme 3
que l'on a, sauf peut-être dans les co.uronnes exceptionnelles, pour R
et r compris entre IL et -1:^—^

m V ' z) < £ / ( 3 R 2 + £ / / ) + K + K ](^ B^7'+ k)s/n (Rî i) - t~K losm (/R' Y) •

La considération de ^—^ donnant une inégalité analogue, il vient

m (,.; „, I Z ) < ^ ( 3 R ^ £ / / ) + K-h KIog R ' ^ K'Iogm fR; Y lz )
'> / ^ '̂ \ A. ^C j

T> ,^ ï^

entre IL et——^ sauf toujours peut-être dans des couronnes où la varia-

tion totale du rayon est inférieure à 3€. Si alors on prend ̂ < St^^/
" 1 2

il résulte de l'inégalité précédenteqae la fonction croissante m(r^ Y,^)

est bornée dans la couronne ^^^t^S R2 ̂  ̂ V Inexistence d'inter-
valles exceptionnels ne modifiant que légèrement le raisonnement
classique à utiliser en la circonstance.

Donc les rapports respectifs de X,-Y, Z sont encore bornés sur le
cercle de rayon p.

c. Supposons qu'à rintèrieur du cercle B^ l'ensemble des points
X 1 X Y 7 1 ! ! •où i T Y l I X Z ^ P^ exemPI^. dépasse s ne puisse être enfermé dans des
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j XY | XZ|contours de longueur totale inférieure à £•"; de plus, i--—-i et ——! ne
sont pas en tout point intérieur au cercle Bg inférieures à £«

-y -y y

• Considérons—3 p.̂  — nous avons pour le premier de ces rapports,
eu é^ard à X - } - - Y 4 - Z - 4 - T = = o ,

I TYZ TYZ

(2)
TYZ TYZ XY XZ
XYZ X XYZ XZ 1 XY
XYZ | XY

et de même, pour les deux autres,
I XTZ |

| X Z i

! XYT |
XTZ XY XZ XYT XY

gX|XYZ|
| XY | XZ |

|XY X Z | X 1 X Y Z | XY I
|XY xzi

Envisageons les valeurs de.ycompri.ses dans la couronne ( R i ,
Nous avons dans cette couronne, d'après le lemme 4,

Ri . R.A

XY
-< K 4- K^ ( ! ' • ,(- ' XY

•Y y \

et la même inégalité pour m(r, 1—7-1)- Or,0 \ 1 A/^ 1 /
_ X | X Y Z | _ |XYZ|_XY_

• ]XY ( XZ | ~ XYZ | XY |
Donc,

/ X | X Y Z | \ ,. .. / XY
(3) ^{r, ^-^-<K+K^(r,-~^-1 1 XY ! 1 XZ

i X Y |
XY

XZ

|XYZ
XYZ /-+- K. m ( r,.

|XZ
XZ

| X Z ||XY|Désignons parrt' les zéros de '-^Y-S par^7 les zéros de L^Ll inférieurs
à r en module. Pour un certain point x ' intérieur au cercle Ma., nous
avons, d'après le lemme 4, la somme étant étendue aux €i\

-Slog r(^-^).
(r •'^hVxT"^< K -h- K.W f r
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et pour un certain point x " intérieur au même cercle, de même,

1102
r^—a"^'
rÇ^—a^)

<K-+-Km(r
|XZ |

? XZ

Utilisons maintenant le lemme 6. Il en résulte immédiatement que
s1'sauf peut-être dans des contours de longueur totale inférieure à '—^

on a, en un point x[ in tér ieur au cercle IL,

ilog r " — a X(.{- </^log
r^-a') r^x'— a')

£."h1 ne dépendant que de — et des rayons des cercles donnés, et par
suite seulement de ceux-ci puisque € a été fixé précédemment. De
même on a

2iog /'""
r^-a")

< h"ï \oo,
r- -
r{^1' — a " )

pour tout po in t ,z^ in tér ieur au cercle R^ extérieur toutefois à d'autres
g//

contours de longueur totale inférieure à — •
Mais nous pouvons prendre x'^= x[-== x^y le point XQ étant tel

X ; XYZque -y1, ^y . y surpasse £• Pour ce point x^ nous aurons

ilog
r[x^— a ' )

. 2 1 o < ç9\r^^all}
< K - h K , w ^ r,

/ i w/ . 1 •A. i.
XY

• K m ( r ? XZ

En ayant égard à la limitation (3) précédemment obtenue pour
/ v [Yy / I \m ( r, '., ' ) et au lemme 4, nous ob tenons
\ A- Ï. Â^/J /

( ( Y V I I Y ' 7 1 ^ / 1 Y V I \ / I Y 7 ' 1 \ / \ YY^'A- A A/J \ Tr vr f A. 1 \ ,.,- / A/J \ -g., / A ItJ.

/ î X 1 X Y Z | ) < K -h Kw (r- -XTj + Km (r5 W) -4- Km [ r j -XYZ'm r

xet l'expression (2) de TJT donne alors

/ ^ T/- 1.- / IX Y iw r? TÎ <K"+-K.w r, X Y ^- , rp

XYZ]
'XYZ-

4-K-w(r,

^ /' |XZ|\
•^^-xz-J
u f \TYZ1
^^r-TYZ"
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/ Y \ / 7 \De même m ( r, „ ) et m (r, ^ ) satisfont à des inégalités qui ne dif-
fèrent de la précédente que par le dernier terme.

Considérons maintenant R compris entre r et R.^ ; appliquons la
! XYZ iremarque préliminaire (i); il vient, puisque —y— ne change pas si

X, Y, Z sont multipliés par une même fonction.

m ( r , x ) < K -+- K iog R— + K logm (^ Y ) -h- K log ̂  (\ | )
\ i j -n. — r \ ' A . / \ .A /

4- KIog/n ( R; y 5 — ) + Kîogw ( R - , - ).
\ A A / \ A 1 /

On a donc

/ X Y Z \ ,. „, R ^ ^ /.„ X Y Z \
m I r ; y? y ^ J < K 4 - K J o g ^ _ ^ 4- Kiog/pz S R ; ^, ^, ^ y ?

T> , jD>

pour les valeurs de r et R ( r < ^ R ) comprises entre R,i et—1——2- II
/ ^ y % \

résulte de cette inégalité que m ( r ; _ î _ ? _ j est bornée dans cette
couronne. Dans l'hypothèse c, les rapports respectifs de X, Y, Z, T sont
encore bornés sur le cercle de rayon p.

La proposition i° est donc démontrée.
Ajoutons une remarque utile pour la suite. Nous avons démontré la

proposition i° dans l'hypothèse a en utilisant le théorème de
M. Schottky, et cette manière de faire était simple et correcte. Mais
maintenant que la démonstration de la proposition i° est terminée, il
est préférable d'observer que l'on peut se passer de la connaissance
préalable de la théorie des fonctions à trois valeurs lacunaires. Il con-
vient alors de remplacer l'hypothèse a par la suivante :

a. A l'intérieur du cercle Rg , deux au moins des six expressions
] XY 1 | YZ | | ZX | | XT | | YT | | ZT ] , . p, .w-w-w-'^^-w'-w80^1^^^^

Les hypothèses b et c ne sont pas modifiées, l'exclusion de l'hypo-
thèse a étant bien entendu remplacée par celle de l'hypothèse a.

Le raisonnement relatif aux hypothèses b et c n'est alors pas modifié,
car si une seule ou aucune des six expressions n'est partout à l'inté-
rieur de Ra inférieure à c, il existe parmi les quatre triangles que
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forment les quatre droites X, Y, Z, T au moins un triangle (et même au
moins deux) que l'on peut prendre pour jouer le rôle du triangle XYZ.

Reste donc l'hypothèse ci. Or, le point Mo n'étant sur aucune diago-
nale, les six droites le joignant aux six sommets du quadrilatère com-
plet sont distinctes; il est alors évident que, connaissant Mo, on peut
choisir £ suffisamment petit pour que dans le cercle Rg les rapports
respectifs de X, Y, Z, T demeurent bornés.

Le nombre c ainsi obtenu est, bien entendu, celui qui doit figurer
dans le raisonnement relatif aux hypothèses b et c.

2° Pour démontrer.la proposition 2°, nous prendrons R;ï^> p'. Les
hypothèses a, &, c sont les mêmes que pour la proposition i°.

Il n'y a rien à modifier da,ns les hypothèses b et c : les rapports
respectifs de X, Y, Z, Té tan t bornés dans le cercle Rg, le sont dans les
cercles p et p7.

a. Dans l'hypothèse a, plusieurs cas sont à distinguer : les deux
sommets du quadrilatère complet correspondant aux deux expres-
sions demeurant inférieures à c peuvent être sur un même côté) ou
bien ils peuvent être. opposés sur une diagonale différente de celle à
laquelle appartient My; dans l'un ou l'autre de ces cas, il est encore
clair que l'on peut prendre, connaissant Mo, £ suffisamment petit pour
que dans le. cercle R^ les rapports respectifs de X, Y, Z, T demeurent
bornés.

1 XY 1 1 ZT 1Un troisième cas est celui où y y et '—— sont dans le cercle R.3,
-y 7

inférieurs à £. Alors ^ et — sont bornés intérieurement et supérieure-
ment. La première partie de la proposition 2° est donc démontrée.

Pour établir la seconde partie, observons que, connaissant §, on
peut toujours échapper au troisième cas de l'hypothèse a; il suffit de
prendre £ assez petit pour qu'il ne puisse avoir lieu. On retombe alors
nécessairement sur un des deux premiers, cas de l'hypothèse a, sur
l'hypothèse b ou sur l'hypothèse c : tout est donc borné.

3° La démonstration de la proposition 3° est parallèle à celle de la
proposition 2°; mais dans l'hypothèse a;, un a à considérer» en outre
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î XY i i 7T 1du troisième cas où '—Y1 et L—1 sont dans le cercle Rg inférieurs à £,
I XT i ! Y7 iun quatrième cas, celui où '-^p- et !-—- satisfont à la même condition;

X 7dans le troisième, — et - sont bornés supérieurement et inférieure-
X 7ment; dans le quatrième, ce sont — e t — ; ainsi, pour un système de

X 7 "X 7fonctions déterminée ou bien — et -^ sont bornés, ou bien — et -y le sont,
propriété que l'on pourrait faire figurer dans l'énoncé de 3° (elle en
résulte d'ailleurs sans peine).^ Par multiplication des deux rapporta,
la première partie de 3° est démontrée.

Pour établir la seconde^ qui se subdivise elle-même en deux, cor-
respondant chacune à une supposition différente, observons que, con-
naissant S, on peut, suivant la supposition faite, choisir £ assez petit
pour que le troisième ou le quatrième cas se trouve exclu; on retombe
alors sur le quatrième ou le troisième cas, ou sur des cas ou des hypo-
thèses où tout est borné.

Le théorème II est donc complètement démontré.

12. Le suivant en résulte immédiatement.
THÉORÈME III. — Soient

f(x) = ao-l- a^x -+-... ; g ( ^ ) = ̂ o+ b^x •+-. . .

deux/onctions holomorphes dans le cercle \ x \ <^ i, ne s'y annulant pas,
et dont la somme n'y devient pas égale à V unité,

i° Si Oo et BQ sont différents de Vanité, a^-^ by différent de zéro, les
coefficients a^ et b^ Cet plus généralement les coefficients a^ b^ des
termes de degré z), admettent une borne supérieure dépendant unique-
ment du point (âo, &o) Cet de F).

2° Si €LQ-}- &o '== o-) Oy et I>Q étant différents de Punité^ a^ -4- b^ admet
une borne supérieure dépendant uniquement de Ça^yh^). Si a^ = ï,
éy étant différent de î et de — î y a\ admet une borne supérieure dépen'
dant uniquement de b^. Si &o==i, €IQ étant différent de i et de — ï,
b^ admet une borne supérieure dépendant uniquement de a^.

3° Si Oo == &o == i y a^ est borné supérieurement par une constante
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numérique. Si a^ = i, b^ == — i, c^ ̂  (â^ 4- Z^). 5Ï ao=-- i, &o== l,
c^ é^(a^ 4- 6,).

Pour voir que si a^ == &^ == i, a^ b^ est borné supérieurement, obser-
vons que d'après le théorème II / (^)^(^)—est borné pour M < i.1 r J { x ) +^(^)—i 1 1 1 ^
Or,

f(x)g-[x) _ ( î 4-Oi .3? 4-. . .) (l~^ ^^-4-. . .) __ ,
7(^)+^'(^)-ï — i+a^+^^-+-... — ] 4-^^^-+-••

13. Revenons an théorème II pour en examiner les conséquences en
ce qui concerne la région couverte par le point M dans le plan des
quatre droites lorsque x ] << p <;i. Pour plus de netteté, nous nous
bornons à examiner ce qui se passe dans le plan réel des quatre droites,
supposées toutes réelles; Mo est réel, ûc peut être réel ou complexe.

L'ensemble des points du plan réel qui peuvent être atteints pour
| ^ |<p<i est un domaine parfaitement déterminé A(Mo,p) . Si M,,
n'appartient à aucune diagonale, il n'a aucun point commun avec le
quatre droites, il est même à une distance non nulle de chacune de ces
droites. Si Mo appartient à une diagonale ou est à l'intersection de
deux diagonales, le domaine A parvient en deux ou en quatre des
sommets du quadrilatère complet. Il y possède une propriété inté-
ressante, celle d'être tangent à la diagonale correspondante; autre-
ment dit, une droite joignant le sommet.à un point infiniment voisin
da domaine tend nécessairement vers la diagonale.

M() étantdonné. si p est suffisamment petit, le d o m a i n e A a u n e forme
simple. Si Mo n'appartient à aucune diagonale, c'est approximative"
ment une ellipse entourant Mo. Si M() esl sur une seule diagonale et
intérieur par exemple au quadrilatère convexe, la partie de A intérieure
à ce quadrilatère est une sorte de profil de fuseau ayant la diagonale
pour axe et s'amincissant indéfiniment vers les sommets; elle est
voisine d'une certaine courbe fermée du sixième degré ayant comme
elle deux rebroussements ; la partie extérieure est homographiquement
analogue. Si M(» est le point de rencontre des deux diagonales du qua-
drilatère convexe, le domaine A est formé par l'union de deux domaines
semblables à celui qui vient d'être décrit, s'anastomosant en quelque
sorte au voisinage de Mo. Ces différentes formes, dont il conviendrait
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d'ailleurs de prouver en toute rigueur qu'elles sont effectivement réa-
lisées, ne le sont, bien entendu, que si p est suffisamment petit.

Pour un système déterminé de fonctions.» il est clair que notre
domaine A(Mo, p) ne peut pas être recouvert en entier pour |;r|<p< i.
Mais il y a plus, et, en nous bornant au cas où Mo appartient a une ou -
deux diagonales, on peut, toujours d'après le théorème II, déterminer
une succession de domaines intérieurs à A telle que le domaine couvert
soit toujours intérieur àFun au moins d'entre eux. Ce seront approxi-
mativement, à l'intérieur du quadrilatère convexe, des ellipses quadri-
tangentes à la frontière de A; elles ne peuvent s'approcher indéfini-
ment d'un sommet qu'en s'amincissant indéfiniment et se confondant
à la limite avec la diagonale correspondante.

Les théorèmes II et III subsistent, avec les conséquences que nous
venons d'en déduire, lorsque le cercle-unité est remplacé par un
domaine quelconque simplement ou multiplement connexe, les cercles
| x \< p et ] x \ < p' étant remplacés par des domaines intérieurs conte-
nant M(,. Il suffit pour le reconnaître de rendre le domaine simplement
connexe par des coupures, d'ajouter une bande étroite, intérieure au
domaine initial, à chaque bord de chaque coupure, et de faire sur un
cercle la représentation conforme du domaine total.

YI. — Les systèmes de n fonctions de n variables.

14. Il nous sera commode de revenir à la méthode purement élé-
mentaire des paragraphes II et III pour établir une proposition concer-
nant les fonctions F, G, . . . ,Kde n variables elles-mêmes en nombre n,
satisfaisant à la relation

gF _ .̂ çG _^ ^ _ _^_ çK _^ i ̂  0,

Tout d'abord ces n fonctions, supposées entières, sont évidemment
fonctions de n—i d'entre elles, puisque l'une d'elles au moins est une
constante. La proposition plus générale que nous avons en vue est la
suivante :

THÉORÈME IV. — Soient
/^j....,^), ^(^,J,.--^), - •» ^,y,...,0
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n fonctions de n variables déterminées à F intérieur de la variété hermi-
ne une

xx y y tt
^--^-B-^ ' -^E-1^0 '

où A, B, ..., E sont positifs; elles y sont supposées holomorphesy ne s'y
annulent pasy et leur somme /^y devient pas égale à F unité ; elles prennent
à F origine des valeurs a^y &u, ..., <?o. Dans ces conditions, la valeur
absolue du déterminant fonctionnel

à{f^, ..^)
à { x , y , .. . , t)

admet une borne supérieure dépendant uniquement du point (à,,, 6^ ..., e^)
et du produit A B... E,

Cette proposition (considérée déjà comme vraisemblable dans la
Note publiée aux Comptes rendus) pourrait peut-être s'établir au
moyen des théorèmes de la section précédente.. Mais elle est suscep-
tible d'une démonstration directe plus simple que celle de ces derniers,
qui aurait pu prendre place après la section II, et dont le principe peut
d'ailleurs être adopté avec profit dans bien des questions analogues.

Nous pouvons évidemment, sans nui re à la généralité, supposer dans
l'énoncé du théorème

• A = = B = . . .==E.

De plus, pour fixer les idées, nous nous placerons dans le cas de deux
variables; le raisonnement sera général.

Le lemme 2 conduit au suivant :

LEMME.7. — Soit f(x^ y) ==7 ^? ^-une fonction holomorphe à l^înté-l / x J / M^,y) J i

rieur de l^hypersphère xx -+- yy.— R2 = o, les fonctions f^ et f^ étant
holomorphes dans cette même hypersphère et f^ égale à ï à Vorigine. On
a, pour toute hypersphère xx + yy — r2 == o, de rayon r <^ R „, l'inéga-
lité

loêM:(r,/)<log.M(R,/O^F^^logM(R,/,).

En effet, considérons une droite complexe quelconque issue de
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l'origine x= a^j == ^. Son intersection avec l'hypersphère de rayon r,
ou avec Fllypersphère de rayon R^ satisfait à l'équation

(a"?4-pf'O^—r^o ou (aa 4- (3(3)^ ~ 1^== o.

Ce sont là deux cercles concentriques du plan de là variables; et
l'application du lemme 2 à la fonction d'une variable8/^ aJ, jj?) et à
ces deux cercles donne le lemme 7.

L'inégalité de Hadamard-Borel donne de la même manière :

LEMME 8. -— Soitf^Xy y) une fonction holomorphe à l'intérieur de
V hyper sphère xx 4- y-y —- R2 = ô, et nulle à l'origine. On a entre le
maximum de son module^ sur V hypersphère de rayon r<^R 'et le
maximum de sa partie réelle sur l^ hypersphère de rayon R, l'inégalité

*> 'r
M(7V)^^À(R,/).

Enfin les dérivées partielles satisfont à la même inégalité que pour
une seule variable :

LEMME 9. — La fonction f{x^ y) étant holomorphe à ^intérieur de
l^ hypersphère xx 4- y y — R-2 ==• ô, on a pour r <^ R

M(r,/^<^^M(R,/1).

Car si l'on suppose y constant dans les équations des hypersphères,
on obtient deux cercles d'équations

xx -==. r2 — y y •== p2 ; xx == R2 — y y == P2,

et. l'on vérifie que P — p > R —r.
Nous pouvons maintenant démontrer le théorème IV. Soit, à rinté-

rieur de l'hypersphère-unité
ff 4_ ffG ̂ . çll _{_ ^ ̂  o^

les fonctions F, G, H y étant holomorphes. Considérons trois quel-
conques des fonctions e1', e^'y e11, e t i ; le déterminant de ces fonctions et
de leurs dérivées partielles par rapport à a; et y. Les quatre détermi-
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nants ainsi obtenus sont deux à deux égaux et de signes contraires, ce
que nous écrirons

[e^e^e11} == - [^•e111] == IV1 i e1'] ===— [i ̂ ^j.

Nous avons
p_ [^^i] ^ [g^'g11]0 — — -^Tgir-: "gF^G-gr-5

et deux expressions analogues pour e0, e".
\evec'eïi'\II s'agit de1 faire voir que la valeur absolue de {—-—^ à l'origine0 .1 ^ ̂ ' gli 0

admet une borne supérieure dépendant uniquement des valeurs de F,
G, H en ce point. Il suffî t évidemment de se placer dans le cas où cette
quantité est supérieure à i (1).

Les expressions obtenues pour e1^ <?°, e" sont des fractions de même
dénominateur dont les termes sont des polynômes entiers par rapport
aux dérivées de F, G, H. Désignant par U(p) le plus grand des
nombres M(p, F), M(p, G), M(p, H), on peut, grâce aux lemmes 7,
8, 9 faire un calcul tout à fait pareil à celui de la section II, d'où
l'on conclut pour toute valeur de p inférieure à i une borne supé-
rieure de U(p') dépendant uniquement de p et des valeurs initiales

r^F^G^m
de F, G, H, ceci dans rhypothèse où "—p ^ „" est supérieur à i à

G 6 6

Forigine; les valeurs absolues des dérivées partielles de F, G, H à
l'origine sont donc bornées supérieurement en fonction des valeurs
de F, G? H au même point ; il en est de même pour [e^e^'e11].

15. Le théorème IV s'étend aisément au cas où l'on considère, au lieu
de rintérieur d^une variété hermitienne, une région quelconque de
l'espace projectif à n variables non homogènes (et in dimensions
réelles).

THÉORÈME V. — Soient

. ( x y i\ ( x y t\ . (oc y t\ . ( x v t\/ '_,•/- . , . . . ,- , g -, -L, ..., ̂  , ..., / < - _ _ , _ , . . . , ^ , /-,•.-.,...,_
" \u u u) \u t( u} \u u a) \u u u j

0) Cf. R. NEVANUNNA, jBevpeis des Picard-Landauschen Satzes {Gôtt. Nachr.^
6 juin 1924)-
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n + i fonctions de n variables non homogènes - 3 - ? ..., - 3 déterminées
v a U II li

à l'intérieur d'un certain domaine de l'espace projectif à n variables; elles
y sont supposées holomorphes, ne s^y annulent pas, leur somme ne s'y
annule pas non plus. Alors, en un point (x^ y, ..., t, u) intérieur au

domaine, lejacobien . ' ^^ ' ' •'>_»—) ̂  borné en valeur absolue par uneu \ ̂  9 y ? * • • ? ti u)
quantité dépendant uniquement du domaine^ des coordonnées homo-
gènes ce, y, .. .^ t^ u, du point considéré, et des valeurs en ce point des
fonctions f y g, . . . , k, l.

Cet énoncé suppose la définition de l'écart de deux points de l'es-
pace projectif; l'écart de deux points de coordonnées homogènes
(a;,j, ..., t, u) et {x\ y , ..., î\ M') est la distance au sens de Study"
Fabini de ces deux points par rapport à l'hermitien

xx -+- y y -+- • . . -4- it 4- uu,

c'est-à-dire par exemple la racine carrée de l'expression

Çœx'' -}- y y'-{-. .. -4- t t 1 -\- ui^) Çaîx' 4- y Y' -t-. .. -\- ~it' -+- u u')
(^xx -+- yy -h. . . + il 4- uu.) (^S7*^- y'y 4-... -4- t't' -4- ^/ M')

expression que l'identité de Lagrange-Hermite transforme d'ailleurs
en une seule fraction

Z { x y 1 — yx'} ( x y 1 — r ̂ / )
Çxx-^- y y -+-...-+- tt -4- uu) ̂ x1 x' ^r- y' y' -h-.. . 4- t 1 tf •+- uf u')

Inférieure à i en module, s 'annulant alors et seulement quand les
deux points coïncident, l'expression ci-dessus se reproduit par une
transformation hornographique, multipliée par un facteur borné inté-
rieurement et supérieurement. On peut la poser égale à sin2 -? À étant
un angle compris entre o et T;.

16. Occupons-nous maintenant clé l'extension auxfonctions de plu-
sieurs variables du théorème II et de ses conséquences. Nous allons
nous borner dans cette section aux systèmes de. deux fonctions de deux
variables; le^as général sera vu plus loin (§ VU, in fine).

Ann. Éc. Norm., (3), XLÏII. — NOVEMBRE 1926. A3,
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LEMME 10. — Soient f{x^ g{x} et h(x) trois/onctions holomorphes
dans le cercle-unité^ y demeurant inférieures à M en valeur absolue; en
des points x^, x^ x^ de modules p,, p^ p^ inférieurs à p, on a

|/(^)|=cc; |^(^)|=P; |À(^3) l=y.

Dans ces conditions^ il existe sur le cercle-unité des points où f(^)j
g(x) et h(x') sont tous trois supérieurs en valeur absolue à l9 expression

^-'-py .
aj3y/apyy'-P^
ip'v'MFy

Nous avons en effet, en vertu du lemme 4,
/ y.\ / l+pi\2 / /\ / i-+-pi\2 , Mm ( î , -, )< ——^ m ( î/- )< ——l- log—,\ / } v — p i 7 \ a/ v — p i / a

et de même pour les deux autres; donc
/ a(3y\ / a\ / (3\ , / y \

-^^)<-(^)^-(^.)+-^.^

< fi^Yio^ ̂  (i±^Vio,M ̂  f^p-yiogM-\i-pi7 b ^ v-ps/ b P v—ps/ y

Donc il y a sur le cercle-unité des points où
^PV

/ /YÊV\ \.l •4-p/

l/^l>^y(^)

comme en ces points, |/|? |g'|? |^ | sont inférieurs à M, ils satisfont bien
à Pmégalité annoncée.

THÉORÈME Vf. — Le théorème II demeure vrai lorsque les coordonnées du
point M, ne venant sur aucune des quatre droites^ sont j onctions méro-
morphes de deux variables Çx, y) à l'intérieur de V hypersphère-unité

xx-^-yy = i,

les cercles de rayons p et ^ étant remplacés dans V énoncé par les hyper-
sphères de rayons p et p^

Ce théorème demeure vrai si V hypersphère-unùé est remplacée par un
domaine connexe quelconque du plan projectif^ les hypersphères de
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rayons--p et ^ étant remplacés de même par des domaines intérieurs au
précédent, et contenant M^,.

Démontrons d'abord ce théorème dans le cas de Fhypersphère. Pour
la proposition i° et les premières parties des propositions 2° et 3°, il
n y a aucune difficulté puisque, comme on l'a vu, toute droite com-
plexe passant par Forigine donne lieu, par son intersection avec deux
hypersphères ayant l'origine pour centre, à deux cercles ayant aussi
Forigine pour centre-et dont les rayons sont entre eux comme ceux des
hypersphères.

Passons à la seconde partie de la proposition 2°. Nous,supposons
que Mo appartient à la seule diagonale Xo -+- Y y = Z,, + To = o, et qu'en
un certain point de Fhypersphère de rayon p., on a y- 4- i > o positif.
Considérons ce qui se passe sur la droite complexe joignant Mo ace
point, à Fintérieur d'une hypersphère de rayon p" compris entre p et ï .
D'après le théorème II, les rapports respectifs des coordonnées de M
sont bornés dans cette région, frontière comprise; or à Forigine,
.^^o et ̂ 7'^ sont différents de zéro, tandis qu'au point de Fhyper-

zo • X -hY ^sphère de rayon p, on a —^— > S. 11 résulte de là, d'après le
lemme 10, qu'en un poi'nt au moins de l'intersection de la droite com-

X -+- 7 Y -+- 7 X -4- Y'plexe avec Fhypersphère de rayon ç\ —^—, —j— et —y— sont supé-
rieurs à une quantité ne dépendant que de M,,, p, p^e t S, les rapports
respectifs des coordonnées étant bornés. Il est alors à peu près évident
que si l'on fait jouer au point correspondant du plan des quatre droites le
rôle de Mo, la proposition i° du théorème II s'applique; c'est d'ailleurs
ce qu'on établirait en en reprenant la démonstration. Considérant main-
tenant une droite complexe arbitraire passant par le point de Fhyper-
sphère de rayon p", nous voyons donc, comme il fallait l'établir, que
les rapports respectifs des coordonnées X, Y, Z, Tsont bornés sur une
hypersphère quelconque ayant Forigine pour centre et p 'pour rayon
par une quantité dépendant uniquement de Mo, p, 8 et p^.

La seconde partie de la proposition 3° s'établirait de manière ana-
logue.

Pour démontrer le théorème VI dans le cas où Fhypersphère-unité
est remplacée par un domaine connexe quelconque du plan projectif,
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prouvons d'abord : étant donnés deux points dans un domaine connexe
de V espace projectif à p dimensionscomplexes, on peut trouver une courbe
algébrique passant par eux^ telle q^il soit possible de passer sur elle de
l'un à F autre en restant à ̂ intérieur du domaine.

. Plaçons-nous par exemple dans le cas de Fespace à trois dimensions.
On peut visiblement en opérant de proche en proche trouver des plans
Pi ? Pa» ..., P^, en nombre m suffisamment grande tels qu'il soit pos-
sible de passer d'un des points à l'autre en demeurant à la fois à l'in-
térieur du domaine et sur le système de plans. Si II est un plan passant
parles deux points, la surface P^ ...P^-4- £l[^= o sera, pour £ assez
petit, indécomposable et jouissant de la même propriété. Un nouveau
système de plans convenablement choisis coupe la surface suivant un
système de courbes planes sur lequel le passage est possible; il est
encore inf iniment voisin d'une surface indécomposabley et l'inter-
section des deux surfaces est une courbe gauche indécomposable

Jouissant de la propriété requise.
Dès lors il est aisé de conduire la démonstration comme dans le cas

de l'hypersphère, car on étend le théorème II au cas des fonctions
définies sur une partie d'une surface deïUeœann comme on l'a é tendu
à la fin de la section V au cas de fonctions définies dans un domaine
plan à connexion multiple. Le théorème est donc démontré.

Toutes les conséquences obtenues à la fin de la section V s'étendent
donc au cas où M dépend de deux variables. En particulier, si Mo
appartient à une diagonale, il n'existe pas de système de deux fonctions
de deux variables atteignant tous les points du domaine A(Mo, p); il
en est de même si M() est suffisamment voisin d'une diagonale et pro-
bablement en général. Il y a donc une différence importante avec le
cas de la droite à trois points lacunaires pour lequel il existait une
fonction, la fonction modulaire? atteignant simultanément tous les
points pouvant être atteints séparément.

VII. — Les systèmes de n fonctions d'une variable.

17. Les théorèmes de la section V s'étendent à un nombre quelconque
de fonctions d'une variable. Nous allons exposer le principe de la
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démonstration en employant encore la méthode des valeurs moyennes
logarithmiques.

Rappelons l ' identité.

] | ACD .. . K | | BCD ... K | ] == | CD . .. îv | ] ABCD .. . R |.

La fraction . ^.r '—" unr^' ' \" sera dite, par abréviation, fraction
j A-UU . . . IV | | DUL). . . lY | 1

dérivée à un certain nombre de termes A, B, C, D, ..., K.
Voici coiïinrienton peut mettre sous-forme abrégée ( { ) le raisonne-

ment fait plus haut pour le problème du plan à quatre droites lacu-
naires X, Y, Z, T.

Premier cas, — Une au moins des fractions dérivées à deux termes
pris parmi X, Y, Z est (partout) presque nulle. Alors une quadrature
prouve que la courbe est presque une droite (passant par un sommet)
et l'on est (du moins si le point correspondant à l'origine est générique)
ramené au problème de la droite à trois points lacunaires.

Deuxième cas. — L'hypothèse du premier cas étant exclue, toutes
les fractions dérivées à trois termes X, Y, Z sont presque partout nulles.
Alors, par quadratures, on trouve que la courbe est presque partout
presque,une droite, et Fon est. encore ramené au problème de la droite
à trois points lacunaires.

Troisième cas. — Les hypothèses des deux premiers cas sont exclues.
Alors on considère les expressions de ^r,? m ^ rp? dont le déterminateur

1XYZ] , / . , X | X Y Z [ |XY| |XZ|commun " peut s écrire par exemple. . ' . - . ' ̂ y' xz~; ces

(r) A vrai dire, ce n^est pas exactement ainsi que nous avons opère au paragraphe V,
et, comme nous l'avons dit en cet endroit, il vaut bien mieux, comme nous l'avons

• fait en définitive, opérer indépendamment de la théorie de la droite à trois points
lacunaires. De même, pour Pespace à cinq plans, il conviendra d'opérer indépendam-
ment de la théorie de la droite à trois points et du plan à quatre droites, ce qu^il sera
aisé de faire en se guidant sur les paragraphes V et VII. Mais le raisonnement du
texte, dont le développement complet présenterait peut-être quelques légères diffi-
cultés et quelques longueurs, se met plus aisément sous forme abrégée et intuitive;
c'est pour cela que nous Pavons adopté ici.
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trois facteurs étant supposés n'être pas presque partout nuls, la consi-
dération de leurs inverses est possible; or on a une borne supérieure
pour la croissance des deux derniers, et pour la croissance du pre-

, . , - ,,, . , XYZ| / |XY| |XZ| \ ,.mier, on en obtient une en 1 écrivant —^-—-^ "-v^v- • vr. • On. UU 'U1A \JiJ fcIL 'AA i< UJll'U V-'AJl JL 'U 'U A JL V VA a l. W^ * \ W ——V7 / '•^'11

trouve ainsi, directement que, dans ce cas, l'écart au point initial est
borné à l ' intér ieur du cercle-unité.

Nous pouvons raisonner de manière analogue pour l'espace à cinq
plans lacunaires X, Y, Z, T, U et le raisonnement s'étendre manifeste-
ment à un nombre quelconque de dimensions.
pi

Premier ceis. — Une au moins des fractions dérivées à deux termes
pris parmi X, Y, Z, T est presque nulle. Alors une quadrature prouve
que la courbe est presque dans un plan (passant par une arête), 'et
l'on est ramené au problème du plan à quatre droites lacunaires.

Deuxième cas. —- L'hypothèse du premier cas étant exclue, un au
moins des quatre systèmes de trois termes pris parmi X, Y, Z, T a ses
trois fractions dérivées presque partout nulles. Alors, par quadratures,
on trouve que la courbe est presque partout presque dans un plan
(passant par un sommet) et l'on est encore ramené au problème du
plan à quatre droites-lacunaires.

Troisième cas, -— Les hypothèses des deux premiers cas étant exclues,
toutes les fractions dérivées 'à quatre termes X, Y, Z, T sont presque
partout nulles. Alors, par quadratures, on trouve que la courbe est
presque partout presque dans un plan, et l'on est encore ramené au
problème du plan à quatre droites lacunaires, a v

& Quatrième cas, — Les hypothèses des trois premiers cas sont exclues.
Alors, puisque X + Y "+" Z -4- T + U == o, on a des expressions de -, ?
Y Z T ••j-p —î ..y? la première étant

X _ | UYZT | . | XYZT | ,
y — — UYZT : XYZT 5 '

1XYZT1et les autres étant analogues; leur dénominateur commun ' ^yyrp peut
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s'écrire par .exemple : ,
|J^t|XYZT| X | XZT | T |YZT| | X Z j JXT[ J T Y J |TZ) XY

, | XZT | | YZT | | XZ | | XT | " TY 1 1 TZ | XZ XT ~"TY~" "TZ^-l-Xy | '

L'inverse du huitième facteur passe au numérateur, et l'on en a une
borne supérieure. Quant aux sept premiers, supposés n'être pas presque
partout nuls, la considération de leurs inverses est possible; or, on
a directement une borne supérieure pour la croissance des quatrième,
cinquième, sixième et septième; on en a une, comme on l'a vu plus
haut, pour la croissance des deuxième et troisième; pour le premier,
on en obtient une en l'écrivant
/ | XYZT | |XY| \ , / X |XZT| T | YZT | | XZ | |XT| | TY | | T Z j \
\ XYZT X¥ ) ^ \ \ XZ | | XT ) | TY 1 1 TZ | ~XZ~" ~XÏ~ ~ÏT" ~TZT ) '

On trouve ainsi, directement que, dans ce cas, l'écart au point initial
est borné à l 'intérieur du cercle-unité.

Nous sommes condui ts en définitive, grâce au raisonnement pré-
cédent, à des théorèmes relatifs à l'espace projectif S^, avec (7x4- 2)S/^
lacunaires. En particulier, le théorème énoncé dans l'introduction
(théorème VIII) se trouve établi comme conséquence du suivant :

THÉORÈME Vil. — Soient dans l'espace projectif S^, en position géné-
rale^ Çn -4- s) sous-espaces S^ fixes, X, Y, ..., V, les premiers membres
de leurs équations satisfaisant à X -+" Y -+-... 4- Y == o. Les coordonnées
d'un point M de Sn sont à l'intérieur du cercle | x \ <^ i fonctions méro-
morpkes de la variable x\ pour \x <^ i, le point M ne vient sur aucun
des ( n 4- 2) S^-4 ; il ci pour x = o une position Mg telle que des nombres
quelconques en nombre inférieur à n •+- 2, cJzoisis parmi Xo, Yo, -..,
Vo, aient toujours une somme différente de zéro. Alors lorsque x demeure
intérieur au cercle \ x \ <^ p <^ ï 5 les rapports respectifs de X, Y, ..., Y
admettent des bornes supérieure et inférieure dépendant uniquement
de Mo et p.

18. Pour pouvoir énoncer des propositions relatives au cas où M^
est quelconque? il est nécessaire d'entrer dans quelques considérations
supplémentaires et d^adopter, provisoirement du moins, une certaine
terminologie.
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Nous appellerons point spécial \m point n 'appartenant pas a la mul-
tiplicité lacunaire des (n-+- 2)8^ donnés, pour lequel la somme de
certains des nombres X, Y, ..., Y est nulle (alors la somme des autres
l'est aussi en vertu de X -}- Y "4- .. .4- Y == o); multiplicité spéciale ou
diagonalele lieu des points spéciaux ; cette multiplicité à/z — i dimen-
sions est formée d'un nombre aisé à calculer de S^_^ (dits diago-
naux).

Une variété spéciale est une variété l inéaire coupant la multiplicité
lacunaire suivant un nombre de variétés distinctes dépassant exac-
tement d 'une unité le nombre de ses dimensions ; ces variétés distinctes
sont alors nécessairement en position générale sur la variété spéciale.
Le nombre des d imensions d 'une variété spéciale ne peut dépasser la
partie entière de n ' Tous ses points sont spéciaux, sauf naturel lement
les points lacunaires. L'ensemble des variétés spéciales est la multi"'
plieité spéciale ou. diagonale définie plus haut. Chaque variété
spéciale peut être regardée comme engendrée par le poin t représen-
tatif d'un système de. fonctions méromorphes à un nombre de variables
égal au nombre de ses dimensions, admettant la mult ipl ici té lacunaire
donnée. Pour un point variable d'une variété spéciale, X, Y, Z, .... Y
se divisent en un certain nombre de groupes comprenant chacun au
moins deux d'entre elles, et celles de ces coordonnées appartenant à
un même groupe ne diffèrent de l 'une d'entre elles que pa r -dès
facteurs constants, la somme de ces facteurs étant nul le .

Étant donnée une variété spéciale, considérons les variétés spéciales
qui peuvent s'en déduire par variation continue : elles forment un
système complet de variétés spéciales, et engendrent une variété diago-
nale ; sur cette dernière variété, la somme des coordonnées X, Y, ... , Y
de chaque groupe qui ne différaient sur la variété spéciale que par un
facteur constant , cette somme est n u l l e ; ce sont là les équations de la
variété diagonale considérée; ainsi se trouve définie la variété diago-
nale la plus vaste contenant la variété spéciale donnée (dans certains
cas d'ail leurs, la variété donnée peut appartenir à d'autres variétés
diagonales situées sur celle-là). Le nombre des dimensions d 'une
variété diagonale est au moins égal à la partie entière de ~— •

Étant donné un point spécial, i l existe un- nombre fini de variétés
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spéciales le contenant; certaines peuvent, être contenues dans d'autres
d^entre elles, supprimons-les ; le nombre des variétés spéciales
.subsistant après cette suppression sera dit la spécialité du point con-
sidéré (quel que soit le nombre des dimensions desdites variétés),
suivant que la spécialité est i, 2, ..., le point est simplement, double-
ment... spécial. Le lieu des points simplement, doublement... spéciaux
est la multiplicité simplement, doublement... spéciale.

Appliquons sommairement les considérations précédentes aux cas
où n = 2, 3, 4-

Dàns le 83, il n'y a qu'une sorte de variétés spéciales (efc diagonales)
répondant au symbole 2-2. Ce sont les trois diagonales du quadrila-
tère complet. Les trois points d'intersection sont doublement spéciaux.

Dans le 83, on a encore à considérer un symbole, le symbole 2-3.
Les droites spéciales sont celles en nombre co1, qui unissent un sommet
du pentaèdre à l'arête opposée; elles sont situées sur 10 plans dia-
gonaux; les intersections de ces plans diagonaux non situées sur les
plans lacunaires sont au nombre de 3o ; ces 3o droites constituent la
multiplicité doublement spéciale.

Pour le 84, bornons-nous à énumérer les variétés spéciales. On a à
considérer trois symboles : 2-4? 3-3, 2-2-2. Au premier correspondent
les droites, en nombre cc% qui passent par un point commun à quatre
des six hyperplans lacunaires, et s'appuient sur le plan commun aux
deux autres; au second, les droites, en nombre co2 également, qui
s'appuient sur deux droites dont chacune est l'intersection de trois
hyperplans lacunaires; au troisième les plans, en nombre fini, dont
chacun est dans un même hyperplan avec les plans d'intersection de
trois couples d'hyperplans lacunaires.

19. Grâce aux considérations précédentes, nous allons pouvoir
énoncer un théorème dans le cas où Mo est spécial.

Voici le théorème auquel on aboutit dans le cas le plus général, et
qui complète le théorème VII ; on l'établit en développant avec toute la
précision possible le raisonnement succinctement indiqué plus haut,
de manière analogue à celle de la section V :

THÉORÈME IX. — A. Soient dans l9 espace projectifS^, en position géné-^
Ânn. Éc, Norm.y (3), XLIII. — NOVEMBRE 1926. 44
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raie, Çn + 2) sous-espaces S^-i fioces^ X, Y, * . . , V, les premiers membres
de leurs équations satisfaisant à X --h Y -{- ... -h Y = o. Les coordonnées
dhm point M de S^ ^o/îiî <2 F intérieur du cercle \ x \ <^ i fonctions méro-
morphes de la variable oc\ pour oc [ <^ i, /e point M TZ^ ?;'î<?7^ <y^r aucun
des (n -h- 2)S^, z7 û po^r a? = o ^/z<? position Mo yza ̂  simplement
spéciale^ ce terme ayant la signification qui lui a été attribuée dans cette
section. A la variété spéciale unique passant parM^ répond alors de la
manière convenue un partage des coordonnées X, Y, ..., V en un certain
nombre de groupes. Alors, pour \ x \ <^ p <^ i :

Le rapport de deux coordonnées d^un même groupe admet des
bornes supérieure et inférieure dépendant uniquement de Mo ̂  p-

B. Si, les autres hypothèses étant les mêmes y le point Mo est multiplement
spéciale et de spécialité q^ on peut écrire pour chacune des q variétés
spéciales qui lui correspondent un système d'inégalités exactement pareil
à celui donné en (A), comme si Mo était simplement spéciale la
variété correspondante étant celle considérée; mais alors ces q systèmes
d'inégalités ne sont pas nécessairement tous vérifiés. On peut simplement
affirmer que pour un système de fonctions quelconque Uun au moins de
ces systèmes est vérifié (pouvant changer avec p).

On déduit immédiatement de ce théorème un théorème complétant
celui donné dans rintroduction, et concernant les coefficients des
développements des fonctions considérées, dans le cas où le point Mo
est simplement ou multiplement spécial. Il convient d'observer que
lorsque Mo est à spécialité mul t ip ley un raisonnement complémentaire^
d'ailleurs aisé, est nécessaire. En, effet, dans le cas où Mo est multi-
plem.ent spécial, il convient pour obtenir les résultats les plus
complets d'utiliser sous une forme convenable les inégalités résultant
de l'application de la proposition A aux diverses variétés spéciales.'
C'est ainsi que dans le cas de deux fonctions/(^) et gÇx) ne s'annu-
lant pas, et dont la somme ne devenait pas égale à l 'unité (section V),
la l imitat ion de a^/pour Oo = by == i ne pouvait se déduire de
la limitation du plus petit de a^ et de ô-i^mais de celle de . . ' ^ __ '

*/ 1 it?

Nous n'avons pu obten i r jusqu'à présent, pour n quelconque, de
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résultats plus précis que ceux donnés actuellement dans renoncé du
théorème IX, notamment en ce qui concerne la forme des domaines
couverts au voisinage de la multiplicité lacunaire. Dès le cas du S^,
les choses paraissent présenter quelque complication^ due a l'exis-
tence de plans spéciaux (dans le S^ et le 83 il n'y a que des .droites
spéciales).

(D'ailleurs, avec des renseignements complémentaires au sujet de
cette section, la suite du théorème IX sera donnée ultérieurement,
peut-être dans un autre Recueil.)

Énonçons cependant ici par anticipation quelques propriétés
intéressantes relatives au cas du 83 ; il s'agit de la forme du domaine
couvert par le point M dans le voisinage de la multiplicité lacunaire,
Mo étant spécial (simplement pour fixer les idées; s'il l'est doublement,
il n'y aura pas de différence). Tout est naturellement supposé réel
(géométriquement et non seulement algébriquement, c'est-à-dire
qu'il n'y a pas de couples de plans imaginaires conjugués). Nous avons
à considérer sur la droite spéciale le voisinage de l'arête et le voisi-
nage du sommet.

Dans le voisinage de l'arête, le domaine est formé, pour passez petit,
par deux sortes de lames opposées par l'arête, se confondant presque
avec le plan diagonal. Lorsque p croît, il se forme vraisemblablement
d'autres lames analogues le long des parties'de l'arête éloignées de la
droite spéciale.

Dans le voisinage du sommet, le plan diagonal coupe le triedre
suivant trois droites déterminant trois couples d'angles opposés par le
sommet. Lorsque p est voisin de zéro, le domaine est également à
l ' intérieur de celui des trois couples d'angles qui contient la droite
spéciale, a l'exclusion des deux autres ; il est formé de deux sortes de
spatules opposées par le sommet ; le plan diagonal coupe leur ensemble
suivant une courbe ayant un point double à tangentes distinctes, un
plan sécant arbitraire suivant une courbe ayant un point tacnodal. La
surface

z2 -=: (.z-2-4-^'2) (*r2 s in^a —j^cos^)

a à peu près à Porigine la forme dont il s'agit.
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Lorsque p, toujours inférieur à l'unité, devient suffisamment grande
il est possible qu'il se forme, outre le précédent, un système de
spatules analogue dans chacun des deux autres couples d'angles, mais
c'est là un point qu'il faudrait étudier de plus près.

20. Étendons les théorèmes de la présente section aux fonctions de
plusieurs variables, c'est-à-dire au cas où le pointM dépend de manière
méromorphe de p variables au lieu d'une. Observons d'abord que le
cas où p^>n ne paraît pas présenter d'intérêt, ne donnant proba-
blement lieu à aucun théorème qui ne soit un corollaire de ceux
relatifs aux cas oùp^n. C'est ainsi que personne n'a jamais songé à
énoncer des théorèmes relatifs à une fonction de plusieurs variables
à trois valeurs lacunaires. Nous supposerons donc toujours p^n.

THÉORÈME X. — Les théorèmes VII et IX demeurent vrais lorsque^
toutes choses égales (f ailleurs, les coordonnées du point M, au lieu d'être
fonctions méromorphes d'une variable x dans le cercle-unité \x\<^ïy
sont fonctions méromorphes de pÇp^n) variables x^ y, . . . 5 t dans
F hyper sphère-unité,

xx 4- y y -+-. • . -+- t~t — i < o,

les cercles de rayons p et p' étant également remplacés dans lés énoncés
par les hypersphêres de rayon p et p'.

Ces théorèmes demeurent vrais si r hypersphère-unité est remplacée par
un domaine connexe quelconque de l^ espace projectif à p dimensions
complexes^ les hypersphêres de rayons p et p' étant remplacées de même par
des domaines intérieurs au précédent et contenant Mç.

Ce théorème se déduit des théorèmes VII et IX comme le théo-
terne VI a été déduit du théorème II. Signalons seulement un point de
détail que nous avions passé sous silence à cet endroit. La courbe
algébrique construite pour démontrer la seconde partie de l'énoncé
doit, pour que la démonstration s'applique,, être sectionnée par la
frontière du domaine. Or, tout d'abord, il est clair qu'elle a des points
communs avec cette frontière, puisqu'une fonction uniforme méro-
morphe en tout point d'une surface de Rienaann est rationnelle. Reste
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à supposer qu'il puisse se présenter le cas où elle n'aurait en commun
avec la frontière du domaine que des points en nombre fini, au lieu
d'une ligne ; alors les fonctions, si elles ne sont pas rationnelles, sont
à point essentiel isolé, et les quantités entrant en considération sont
non seulement bornées, mais constantes.

Signalons enfin deux généralisations possibles,'que nous ne ferons
pas ici. D'une part, dans le cas d'un nombre de variables supérieur à i
et inférieur an, on pourra chercher à quelles conditions de limitation
satisfont les différents déterminants fonctionnels, lorsque Mo est spé-
cial. D'autre part, les théorèmes relatifs'aux déterminants fonctionnels
sont certainement susceptibles (déjà dans le cas de n variables étudié
au paragraphe VI) d'une forme intégrale qui soit pour eux ce que le
théorème de M. Schottky est pour celui de M. Landau.

VIIÎ. — Observations diverses.

21. Nous allons, dans cette section, faire quelques remarques,
d'abord'sur trois points touchant de très près au Mémoire actuel,
ensuite sur des questions dont ce Mémoire suggère l'étude.

Justifions d'abord ce que nous avons annoncé au paragraphe IV,
relativement à la possibilité de se passer des lemnies 5 et 6 dans la
démonstration du théorème II (et des théorèmes subséquents dans
la démonstration desquels ils intervenaient directement ou indirec-
tement). Ils peuvent être remplacés par le suivant :

LEMME 6 bis, — Soient des nombres ï, assujettis seulement à être de
module inférieur a l'unité. A tout nombre positif r <^i et à tout nombre
positifv, si petit soit-ily on peut faire correspondre un nombre h dépen-
dant uniquement de r et y (nullement des t) tel que, oc et s étant inférieurs
à r en module^ on ait en général

ÎÏOQ
î — xt

OC — L
< Â 2 i o g

j — ^f

seules pouvant faire exception à l'inégalité précédente^ pour des valeurs
déterminées des t et de z, des valeurs de oc pour lesquelles la variation
totale du module \ x \ et celle de la partie réelle ̂ . (^) soient inférieures à y.
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Ce lemme 6 bis s'établit sans -peine; on en ramène, en effet,, la
démonstration à celle d'une proposition analogue, mais où tout est
réel; et cette dernière résulte de celle, citée au paragraphe IV, des
pages 78-79 de l'Ouvrage de M. Valiron, de la même manière que dans
ce paragraphe le lemme 6 a été déduit du lemme 5.

Dans la démonstration du théorème II, l'hypothèse b est alors à
remplacer par la suivante :

b bis. L'hypothèse a est exclue; mais à l 'intérieur du cercle Ra,
, ^ . X [ X Y Z [ Y | Y Z X | Z |ZXY| , . p; .chacune des expressions r—^-—^—-^ rv^TrW-î' .ryv 1 1 ryv-1 est intérieure- A. J. | .A.Z* ï Zj j Y A. ZiA- | j Zj Y

à £7, sauf peut-être pour des valeurs de ce pour lesquelles la variation
totale du module \OD\ et celle de la partie réelle cfR.(aî) sont infé-
rieures à €\

I3onc, dans cette hypothèse b bis, les cercles exceptionnels corres-
pondent à une variation totale du rayon, entre o e t R a ? a^ plus égaie
à 3^, et les droites exceptionnelles, perpendiculaires à l'axe réel, à
une variation totale de l'abscisse, entre — Ba ^t + B-s» ̂  pi118 égale au

Se^même nombre 3£//. Pour un rayon supérieur à —? deux cercles non
exceptionnels communiquent toujours par une droite non exception-
nelle. Il résulte visiblement de là que par la considération de ces
cercles qui ne peuvent laisser à découvert, entre o et IL, que des cou-

3^ " ae"rennes d'épaisseur totale au plus égale à 3£ / / -^ -—=^—, on peut
' 2 3

développer un raisonnement à peu près identique à celui tait dans
l'hypothèse b.

Enfin, dans l'hypothèse c bu (exclusion des hypothèses a et b bu),
le raisonnement à faire ne diffère presque pas de celui fait dansl'hypo-
thèse c.

Ainsi, il est parfai tement possible de se passer des lemmes 5 et 6.
Mais nous avons préféré ne pas mêler au texte ces considérations un
peu lourdes, et ne pas ajouter aux complications tenant à la nature
même de la question celles provenant d'un mode d'exposition parfai-
tement rigoureux sans doute, mais qui n'est ni élégant, ni naturel-

II est cer tain/en effet, que le lefaime 5 est celui commandé par le
sujet traité. Nous avons vainement cherché à en obtenir une démons-
tration purement algébrique, c'est là une lacune qu'il y aurait intérêt
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à combler; on prouverait ainsi que les contours de longueur totale
inférieure à y à 'l'extérieur desquels la propriété a lieu peuvent être
pris en nombre au plus égal à n ; la vraisemblance de ce dernier fait
apparaît si l'on considère la surface de Riemann correspondant au
polynôme comme perforée d'un seul coup par un emporte-pièce
cylindrique.

22. Occupons-nous maintenant d'une question posée dans l'Intro-
duction : le théorème III de la section V (pour fixer les idées) est-il
véritablement la traduction en termes,finis du théorème de M. Borel

•i

sur l 'identité y^6^'' == o? ou contient-il quelque chose de p lu s?
ï

1 XY7 1Observons que la connaissance d 'une borne supérieure de • ^yy '
dans un domaine ne suffit pas pour conclure que X, Y, Z (holomorphes
et sans zéros) y sont approximativementliés par une relation linéaire
et homogène; il faut y ajouter, par exempte, la connaissance de
bornes supérieure et inférieure pour les rapports respectifs de X,
Y, Z. Par conséquent? connaissant (a^, /^) en position généralCy
et a^ =^o, on ne pourra,, semble-t-il, trouver par le raisonnement de
la section III un cercle ou l'on ait sûrement soit /==== o, soifc g = o,
soit. f-{- g= î que si l'on connaît des bornes supérieures de / et g
dans un certain cercle de rayon dépendant de â?o?^o et a,.

Le théorème III n'en, résultait pas moins de celui de M. Borel avec
une irrésistible évidence. En effet, il n'était pas douteux que l'on pût
trouver pour ce dernier -— comme on l'a fait pour celui de M. Picard —
une démonstration n'envisageant que les fonctions elles-mêmes, indé-
pendante de l'emploi des dérivées. Et il tombait sous le sens que la
traduction en termes finis d'une démonstration de cette nature ne
pouvait introduire aucune condition de limitation du module des fonc-
tions considérées.

Nous ne nous arrêterons pas à rechercher si l'on pourrait compléter
le raisonnement du paragraphe III, de manière à obtenir une démons-
tration du théorème III, laquelle ne pourrait d'ailleurs manquer d'être
identique dans le fond à celle développée au paragraphe V. Il
nous suffit de posséder cette dernière? qui sera probablement suscep-
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tible de quelques simplifications ultérieures n'en altérant pas les lignes
essentielles. Nous dirons seulement un mot, un peu plus loin, sur la
manière dont celle-ci pourrait être présentée en recourant uniquement
à la considération du module maximum, point de vue adopté au para-
graphe III.

23. Dans la Note des Comptes rendus^ nous avons rappelé que les
résultats les plus complets dans la théorie de la droite à trois points
lacunaires sont fournis par la fonction modulaire, laquelle en réalise
l 'uniformisation la plus naturelle, et considère comme vraisemblables
que, dans la théorie actuelle, les résultats les plus complets seraient
fournis par certaines fonctions automorphes (peut-être hyperfuch-
siennes), réalisant l 'uniformisation la plus naturelle du plan à quatre
droites totalement lacunaires, de l'espace à cinq plans totalement
lacunaires, etc. Si la chose est exacte, la détermination effective de ces
fonctions sera un problème très intéressant, et dont la résolution sera
fort désirable. Mais il convient d'observer que les faits signalés à la fin
de la section Y donnent à penser que la détermination de ces fonctions
et la manière dont elles s'appliqueront à la théorie actuelle seront plus
compliquées que dans le cas particulièrement simple de la droite à
trois points lacunaires et de la fonction modulaire.

Si, contre toute attente, l 'obtention des résultats les plus complets
notait pas réalisable à l'aide de fonctions analytiques convenables,
elle continuerait certainement du moins à l'être par l ' intégration de
systèmes aux dérivées partielles appropriés, analogues dans une
certaine mesure à l'équation Au == e " .

24. Passons maintenant à des questions dont l'objet se rattache
moins étroitement au Mémoire actuel.

i° Pour prouver sans avoir recours à la dérivation l'impossibilité de
la relation e01 -h e^ -4- <?03 + e^'- = o, où les G; sont des fonctions entières
dont deux quelconques ne diffèrent pas par une simple constante, on
pourra examiner d'abord le cas où les G; sont des polynômes; le théo-
rème du minimum du module appliqué aux sommes des e01 pris deux
à deux, pourra conduire a la démonstration dans ce cas particulier.
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Pour passer au cas général, il faudra d'abord établ i r le théorème du
min imum du module d'une manière absolument: générale sous sa
f-orme la plus précise; on aura alors une démonstration du théorème
de M. Borel analogue à celle que nous avons donnée du théorème de
M. Picard, dans le Mémoire cité des Annales de Toulouse, en observant
que la considérat ion de la fonc t i on f[x}\f(x}~- i] conduit à. une
conséquence contradictoire avec une proposi t ion de M. 'Wiman eî de
M. Va l i ron ; on aura a ins i résolu la ques t ion au poin t de vue ordinaire
du maximum et du m i n i m u m du module . Mais il sera p l u s intéressant
peut-être encore de la résoudre au point de vue des valeurs moyennes
logarithmiques de MM. Nevan l inna : il f audra tout d 'abord, à cet effet,
démontrer le théorème de M. Picard, sans dé r iva t ion , à l'aide de ces
va leurs moyennes, ce qui s e m b l e pouvoir se faire par l ' é tab l i s sement
p réa l ab l e d'un l e m m e relatif à la valeur moyenne correspondant à la
somme de deux fonctions.

2° I I serait facile de traduire les théorèmes du présent Mémoire en
proposit ions relatives à des fonct ions algébroides d 'une ou p lus ieurs
variables. L ' in t e rp ré t a t ion du théorème de M. Borel au moyen des
fonctions algébroïdes^ bien connue par les travaux de MM'. Remoundos
et Varopoulos repose, on le sa i t , sur le. fai t que l 'image des systèmes
de n po in ts d'une droite à n -h 2, points lacunaires est l'espace à
n d imensions, à // -4- 2 sous-espaces linéaires lacunaires à n — i
dimensions.

3° Nous avons tenté d'appliquer les théorèmes I, II et III à l'établis-
sement de théorèmes analogues à ceux de MM. Landan et Schottkv,
mais pour nn nombre de valeurs lacunaires supérieur à trois, et le
cercle-unité étant remplacé par certaines aires mul t ip l emen t connexes
dans lesquelles la fonction est méromorphe ; ainsi que de théorèmes
analogues à ceux de M. Picard, pour des fonc t ions n'ayant pas d'autres*1

points essentiels que ceux d 'une fonc t ion kleinéenne de la t rois ième
fami l le (ensemble parfait discontinu). Mais ce travail.» œuvre d'un
débutant , ne pa rv in t pas, comme s'en sont aperçus MM. Hadamard,
Montel, Fatou, à résoudre le problème posé. Certains des énoncés
obtenus pouvaient , en effet, être déduits de la théorie de la droite à
trois points lacunaires; d'autres étaient insuffisamment démontrés et
même en partie inexacts, cette inexact i tude tenant au fait que Fen-
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semble kle-inéen susdit peut servir à uniformiser non seulement la
courbe qui y est attachée, mais aussi d'autres courbes de genre supé-
r ieur , mul t ip les de la précédente sans points de ramitîcation. Le pro-
blème en question, pour les ensembles k le inéens dont il s'agit, et
a fortiori pour les ensembles qui leur sont s implementhoméomorphes,
paraît présenter des difficultés de nature analyt ique et ar i thmét ique,
si l'on voit assez bien quelles ques t ions peuvent se poser, on aperçoit
moins ne t tement la méthode à employer pour les résoudre et surtout
les résultats qui:, en définit ive, pourront être obtenus.

35. Les ien'nnes 5 et 6 peuvent être rattachés à diverses questions
dignes d'intérêt.

1° Ind iquons d/abord comment on pourrai t démont re r le lemme 5
d'une manière touchant à la fois à la théorie des ensembles et au calcul
des probabilités. Grâce aux considérat ions du début de la présente sec-
t ion, il suffi t , en somme, pour l 'établir., de démontrer qu^/n ensemble
de points du plan dont la projection sur une droite quelconque a une
mesure nulle peut être enfermé dans des contours dont Ici longueur totale
est aussi petite que l'on veut ( r ) ^ c'est-à-dire qu'il est ponctuel suivant
l'expression de M. Pa in levé , ou qu ' i l a une mesure linéaire nulle, suivant
ce l l e de M. Valiron ( l a mesure linéaire d\in ensemble plan é tan t la
borne infér ieure de longueur totale des systèmes de contours contenant
l 'ensemble). Il s'agit donc de prouver c[^un ensemble a une mesure
linéaire nulle si la probabilité pour qu'il soit rencontré par une droite
prise au hasard est nu/le, c'est-à-dire si l^ensemble des projections dun
point fixe 5 d'ailleurs arbitraire^ sur les droites qui le rencontrent^ a une
mesure superficielle nulle.

Observons alors que par tout point de 1/ensetnble des projections
passe une l igne appartenant au même ensemble; supposons, pour fixer
les idées, l 'ensemble donné situé tout entier à distance f in ie ; on recon-

( 1) 11 est aisé de const rui re u n ensemble de mesure linéaire non nu l le , mais
dont la projection sur quatre droites du p lan , de directions différentes a une
mesure nul le . Il y aura i t intérêt à rechercher s'il existe des ensembles jouissant
de la même propriété pour un nombre de droites supérieur à quatre.
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naît alors, moyennant une lioméomorphie convenable, que le dernier
énoncé est équiva len t au suivant :

Soient des cordes d'un cercle donnée de longueur supérieure à un nombre
donnée constituant un ensemble d^. mesure superficielle nulle. L'ensemble
des projections de tout point fixe du plan sur ces cordes a une mesure
linéaire nulle, eïy ce qui revient au même^ ces cordes peuvent être
enfermées dans un système de couples, de droites parallèles tel que la
somme des écarts de tous les couples soit aussi petite que Von veut.

Telle est donc la proposition qu'il conviendrait, d'établir pour
prouver qu 'un ensemble, plan à projections ponctuel les est lui-même
ponctuel, ce qui donnera une démons t ra t ion du lemme 5.

2° Dans l 'énoncé du lemme 6 figure la somme

ilog l — ,x£
X — /

étendue a des nombres t infér ieurs à l 'un i té ; cette somme est une
fonction de xÇx<^ î ) dont le l emme 6 énonce une propriété indépen-
dante des t. Or on reconnait sans peine qu'à ce poin t de vue, la consi-
dération de cette somme est absolument équivalente à. celle de l'inté-
grale double

I(;r)= f ffJL(Qlog ^-^-f ̂
J J (, x — €

é tendue au cercle | ^ [ - < i , désigné ici parc, d'élément d'aire rfco^ la
fonct ion u,(t) étant supposée seulement positive, et continue,
Soit x == u -t- iv; la f o n c t i o n 1 s 'annule sur le cercle ir -r- v2 = î , et son
laplacien AI est égal à l ' in tér ieur de ce cercle à — 21: u.. Réciproque-
ment, toute fonct ion s ' annulan t sur le cercle-unité et dont le laplacien
est négatif à l ' i n t é r i e u r peut se mettre sous forme d'une telle intégrale
double. Le laplacien est ici dé f in i par l 'équation de Poisson, son exis-
tence ne suppose pas celle des dérivées secondes.

Le lemme 6 donne donc une propriété générale des fonctions nulles
le long d'un cercle et à laplacien négatif à l'intérieur : connaissant la
va leur de la fonction en un point déterminé, on est assuré que les
poiRtscTun cercle intérieur fixe où elle dépasse un nombre M peuvent
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être enfermés dans des contours ("pour lesquels on peut naturel lement.
prendre des cercles) de longueur totale bornée supérieurement par un
nombre tendant vers zéro avec i / M . Cette propriété pourrai t s'étendre au
cas d'un domaine quelconque, s implement ou mult iplement connexe.

11 est connu qu 'une fonc t ion à laplacien négatif ne peut avoir de
min ima; de plus, elle est positive dans le cas actuel, où el le s'annule
sur le contour. L'étude approfondie d e l à surface -s =/(a?, j) où le
iaplacien ^z est négatif , parait d igne d'intérêt, spécialement en ce qu i
concerne la configuration des lignes de niveau.

On peut étendre de plusieurs manières les cons idéra t ions précé-
dentes au cas d 'un nombre plus grand de d imens ions . Par exemple,
pour le cas de trois d imensions , deux extensions sont possibles (e(
chacune serait p robab lement , comme dans le cas de deux d imens ions ,
susceptible de divers aspects).

D ' u n e part, on peut considérer Fin tégrale tr iple, étendue à la sphère-
u n i t é

//^(p)los/>•
/• étant la distance à l 'o r ig ine du p o i n t variable P; en transformant
conformément la sphère en e l le-même de manière à faire passer l'ori-
gine en un point in tér ieur quelconque M, on sera conduit à une in té -
grale triple fonction de M ; et cette fonct ion joui ra probablement d'une
propr ié té analogue à celle obtenue dans le cas de deux dimensions,
ayant l ieu a l ' ex tér ieur de sphères dont la somme des rayons sera aussi
petite qu'on le voudra.

D^autre part on peut considérer encore dans le cas de trois d imen-
sions u n e fonction nu l l e sur la surface l i m i t a n t une certaine région,
et à laplacien négatif à l ' in té r ieur ; i l est alors vraisemblable qu'une
propriété analogue aura encore l ieu , mais que les régions exception-
nelles pourront seulement être enfermées dans des surfaces d 'étendue
totale aussi petite que l'on veut.

3° Le procédé uti l isé ci-dessus pour transformer une question dans
les données de laquelle figurent certaines indéterminées discontinues
en une question où tout est continu, semble pouvoir être appliqué
utilement à la démonstrat ion, sous sa forme la plus précise, du théo-
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rème de M. Hadamard sur le module minimum. Il suffira en effet d'éta-
blir la proposition suivante :

Si une/onction continue réelle nulle à l'origine a un laplacien négatif
dans le cercle-unité^ le maximum des valeurs positives de la fonction sur

• un cercle de rayon r est en général inférieur au produit par T 4- £ du
maximum des râleurs négatives changées de si^ne de la fonction sur le
même cercle^ la variation totale de log r dans les couronnes exception-
nelles étant bornée par un nombre dépendant uniquement du nombre
positif arbitraire s.

Or, d'après un théo rème de MM. Wiman et Ya l i ron , la propriété en
q u e s t i o n est vraie dans le cas ou le l ap lac i en est nul. Pour l 'établir
d i r e c t e m e n t d^ns ce cas, il faudra trouver des inégalités auxquelles
satisfait sur trois cercles différents une fonction h a r m o n i q u e dans une
couronne où elle a sur tout cercle u n e valeur moyenne nulle, et sou-
mettre ces inégalités à u n processus d/intéa;rati.on généralisant celui de
M. Borel. II. n'est pas douteux que la démonstration ainsi construite
sera applicable sans modi f ica t ion à la. proposition énoncée.

^6. Considérons la fonction r. méromorphe dans le cercle-unité; si
x -

£ tend vers zéro, elle ne tend évidemment pas uniformément vers zéro,
puisqu'el le a toujours un pôle à l ' o r ig ine ; pourtant elle est nulle
pour £ == o, et l'on conçoi t bien qu'à un certain point de vue elle puisse
être regardée comme tendan t vers zéro lorsque £ tend vers zéro; c'est
cette notion un peu vague que nous allons tenter de préciser. Mais
observons que l 'on peut conven i r de considérer , pour£ == o, la fonction
non comme n u l l e à Fori^' ine, mais comme indéterminée; et en effet
lorsque £ tend vers zéro, la racine de l 'équation !1 = a tend vers zéro
quelle que soit la constante finie a. Ceci est en bon accord avec la
défini t ion de l'expression de M. Nevanl inna (cf. § IV) :

^^(/•,/)=-w(r,/)-4-N (r, - ) ,
\ J /

puisque lorsque/ tend vers zéro, sauf en un nombre fini de pôles,
m(r, /) devient nul , alors que N u\ ' \ est de petitesse limitée.
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Nous dirons qu'une suite de fonctions rnéromorplies /^(•z>) converge
presque partout vers zéro ( ' ) à l ' i n t é r i eu r d 'un domaine1 D si à tout
domaine D/ intérieur à D a&z sens strict et à tout système de deux nombres
positifs (s, à) l'on peut faire correspondre N tel que pour n ^> N on ait
dans le domaine D' : [ fn(^) \ <^ s» sauf peut-être à antérieur de contours
de longueur totale inférieure à à.

Il est clair que chaque contour exceptionnel doit contenir u n ' p ô l e
de la fonction fn(^) qui lui correspond., s inon on p0111^^ 1^
supprimer.

La convergence presque partout vers une fonct ion holomorphe
ou. méromorphe /(^) se définit de manière semblable, la condi-
tion |,/^(^)| <^ £ é tant s implement remplacée par la condit ion

f^lz=f-^
î-+-/(^).A(.^)

<^

qui exprime que la distance sphérique des deux points /'(^) et fn(^)
tend vers zéro.

On voit que ces déf ini t ions diffèrent de celles de la convergence uni-
forme ord ina i re pour les fonctions holomorphes ou méromorphes par
la possibilité de contours exceptionnels de longueur aussi petite qu'on
veut, et que Fon peut d'ailleurs toujours supposer circulaires.

La fonction l imi te de la su i t e pourra dans cer ta ins cas être consi-
dérée comme ayant des points d ' indétermination fictifs, à la fois zéros
et,pôles,

Soit F(^") == R| f{^)\ hi fonction f ( x ' ) étant méromorphe dans un
d o m a i n e D, B[/j é t a n t u n e f r ac t i on r a t i o n n e l l e en /', à coefficients
méromorphes dans I) par rapport à x\ alors si f converge presque
partout à F intérieur de D i?ers une fonction 0, la fonction Fy converge
presque partout vers la fonction ̂  = R [^ j ,

Avec la d é f i n i t i o n ord ina i re de la convergence, la propriété corres-
pondante n'a nécessairement l i e u que si R est à coefficients constants.

Lorsau une fonction est le quotient de deux fonctions holomorphes qui
tendent uniformément à Cintérieur d^un domaine vers des limites non

( 1 ) Le mot u n i f o r m é m e n t est spas-entendu ; i l n'y a pas lieu de considérer
de convergence presque partout qui ne soit pas uniforme.



SUR LES SYSTÈMES DE' FONCTIONS HOLOMÛRPHES. 359

toutes deux constamment nulles ou infinies^ elle y tend presque partout
vers le quolient des limites.

Si une fonction f méromorphe à F intérieur d'un domaine y tend presque
partout vers une fonction y, qui ne se réduise pas à la constante infinie,
la dérivée /^(^) y tend presque par/ouï, vers la dérivée ç/(a?). C'est ce
que l'on peut voir à l'aide de l'intégrale de Caucliy.

Si f\3û) tend presque partout vers ^Çx), la différence / '(a?)—/(a)
tend presque pajtout vers cp(^) — ^(a). C^est ce que prouve une quadra-
ture convenable.

Par analogie avec la notion de famille normale de M. Montel, on
peut appeler famille hyponormale de fonctions méromorphes dans un
domaine une famille telle que de chacune de ses suites in finies l'on puisse
extraire une suite convergeant presque partout à F intérieur du domaine.
De ce qui. précède résultent: diverses propositions relatives à ces
familles.

Une famille de j''onctions f méromorphes dans un cercle et telle que
gm(f\ f) y admette une borne supérieure valable pour foule la famille
est hyponormale. Mais une famil le /* peut être hyponormale sans
qu'aucune des deux expressionsg'w(r,/), g ' m ( r ^ -\ soit bornée; c'est

\ «.' /
•i ' i /' x — £

ce que prouve l 'exemple / == —;—•
Si un système de deux fonctions liées par une relation algébrique de

genre un engendre une famille hyponormale, cette famille est néces-
sairement normale.

Ce sont naturellement les raisonnements des sections V et Vil qui
ont suggéré les no t ions exposées dans le présent numéro. Ceci nous
ramène à examiner sommairement comiïient ils pourraient être déve-
loppés en ut i l isant seulement le maximum du module. Il faudra
d'abord, afin de rappliquer à , .^. ' , ^ ' . ? établir un lemme générali-
sant le lemme 2, s 'appliquant au cas du quot ient non plus holomorphe,
mais méromorphe, de deux fonctions liolomorphes quelconques, quo-
tient qui se mettra sous forme d'une fraction ayant un polynôme pour
dénominateur. Le raisonnement pourra ensuite être développé paral-
lèlement à celui du texte, en utilisant le. lemme 6 ou 6 bis. Mais il sera
plus logique, et théoriquement préférable, de se passer des contours
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exceptionnels de longueur to ta le t e n d a n t vers zéro, dont: la considéra"
lion est dans l'ordre d'idées de l à méthode des valeurs moyennes loga-
rithmiqaes, non dans c e l u i de la méthode du module maximum. Il y
aura donc lieu en somme de trouver u n e au t re définition de la conver-
gence vers zéro presque partout d 'une fonchon méromorphe dans un
cercle; il conviendra pour l'objet actuel de la considérer comme quo-
t ient d'une f o n c t i o n holom.orphe par un polynôme et de rechercher
( l u elle s i n é g a l i t é s d o i v e n t , avoir l i e u entre le module max imum du
numéra teur et les zéros du d é n o m i n a t e u r .

Une troisième d é i m i t i o u de la convergence vers zéro sera celle, repo-
sant u n i q u e m e n t sur la. fo rmule de Poisson-Jensen. Même pour le
simple cas d'une fonct ion h o l o m o r p h e , e l le demeure encore à t rouver ;
i l v aurait lieu de commencer par le cas d 'une fonc t ion holomorphe
sans .zéros.

27. Nous d e m a n d e r o n s , en t e r m i n a n t , que l 'on v e u i l l e b ien excuser
les moyens r e l a t i vemen t compl iqués par lesque ls nous avons obtenu
des résultats en somme assez s imp le s , comme le théorème I I I ; les
démons t r a t ions a c t u e l l e s seront sans doute u l t é r i e u r e m e n t s impl i f iées ,
et l'on en pour ra t rouver d'autres. Nais a c t u e l l e m e n t , on doit recon-
na î t re que bon nombre des auteurs q u i t r a i t e n t ou c ro ien t t ra i te r de la
théorie des fonc t i ons ana ly t iques o n t beaucoup plus tendance à suivre
le caprice de leur fantais ie qu'a examiner les problèmes qui se posent
en réalité, et ne produisent par su i te que des oeuvres don t le caractère
vio lemment i nes thé t ique n'a d'égal que l 'absolue stérilité. De tels
écrits comptent a s su rément pa rmi les p l u s remarquables spécimens de
ce que l 'on peut appeler la « con t r e -ma théma t ique )>. Pour passer
rnai t re en cette science d'un genre nouveau , i l su f f î t , avons-nous dit,
de se regarder soi-même au l i e u de regarder les choses te l les qu'elles
sont. I l résulte de là que qu iconque veut entreprendre l'étude d'une
question t an t soit peu sérieuse ne trouve dans la l i t t é r a t u r e contempo-
ra ine qu'un pet i t nombre d ' instruments à sa. d i spos i t i on . On voudrai t
espérer qu'un changement se produi ra , que de nouveaux moyens d ' in-
vestigation seront créés, et enfin quelques problèmes résolus; mais il
serait téméraire de l'affirmer.
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A D D E N D ' U M .

a. Grâce aux lemnies 1 et 2, il nous a été possible d'écarter de la
démonst ra t ion des théorèmes de Picard, Landau-Schottky ^t Borel,
les propriétés du m i n i m u m du module d 'un polynôme, que P. Boutroux
avait ob tenues et appliquées dans la théorie des fonctions. Il est bien
curieux, ( l emmes 5, 6 et 6 bis} que ces mêmes résultats de Boutroux
soient revenus s ' imposer à nous, de manière d'ailleurs toute différente,
lorsque nous avons voulu opérer en termes finis pour un système de
p l u s i e u r s fonc t ions .

p. Au n° il, lorsqu'on subst i tuant l'hypothèse a à l'hypothèse û,
nous conservons les hypothèses b et c, nous supposons bien entendu
que dans ces dernières hypothèses le t r iangle XYZ (pour fixer les
idéesysoit l ' un des deux triangles dont l 'existence résulte de la néga-
t ion de rhypolhèse a. Une remarque analogue s 'appl ique aux hypo-
thèses h bis et c bis du n° ^1.

Y. Au sujet du n° 25 (alinéas 1°) signalons d'abord que
M. M i r i m a n o f f , clans les Fundamenta Mathematicy (t. IV, 1923,
p. 76, i i 8 et 122), a const rui t un ensemble p lan non. ponctuel
avant sur une i n f i n i t é dénombrable de droites une projection
ponctuel le . D'autre part, dans des travaux en cours de. publication,
MM'. Mazurkiewicz et Saks établissent l'existence d 'ensembles non
ponc tue l s avant sur toute droite des project ions ponctue l les ; donc les
suggestions des alinéas en question du n° 25 ne pouvaient pas aboutir .
C'est par d'autres procédés qu'il faudra démontrer le l emme 5.

o. En ce qui concerne les considérations de l ' a l i néa 3° du n0 25, il
sera également intéressant de les généraliser en remplaçant , à la
manière de M. Maillet, les couronnes exceptionnelles par de petits
cercles exceptionnels, la somme des angles sous lesquels ceux-ci
sont vus de l'origine figurant peut-être alors dans le résultat.
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£. Au sujet de plusieurs des questions dont il s'est agi, dans le
présent Mémoire, on pourra se reporter à deux fascicules du Mémorial
des Sciences mathématiques : G. VALIRON, Fonctions entières et fonctions
mérom orphes d'une variable^ 1923, et A. BLOGH, Les fonctions holo-
morphes et méromorphes dans le cercle-unité, 1926, a ins i qu'à un livre
de M. R. NEVANLÎNNA, qui doit paraître dans la Collection Borel en 1927.


