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SUR

LES SYSTEMES DE FONCTIONS HOLOMORPHES

A VARIETES LINFAIRES LACUNAIRES

Pse M. A. BLOCH

I. — Introduction.

. Le présent Mémoire est le développement d’une Note publice
aux Comptes rendus de I Académie des Sciences le 13 octobre 1924 (').
Il s’agit d’une généralisation du théoréme sur les sommes d’exponen-
tielles donné par M. Borel, dans son Mémoire Sur les zéros des fonc-
tions entiéres (Acta mathematica, t. XX). Les propositions établies ici
sont & ce théoréme ce que les théorémes de MM. Landau et Schottky
sont & celui de M. Picard. Elles généralisent a la fois le théoréme de
M. Borel et ceux de MM. Landau et Schottky.

Un des énoncés analogues au théoréme de M. Landau qui seront
obtenus est le suivant :

Tutorime. VIII. — Sotent

f@)=a+az+...; gl@&)=bo+ bz +...; e
k(z)=e+ex+...

n fonctions d’une variable x, holomorphes dans le cercle |z | <1, ne s’y
annulant pas, et dont la somme n’y devient pas égale a l' unité. Les termes
constants a,, by, ..., e, sont supposés différents de l'unité, et tels que la
somme d'un nombre quelconque d’entre eux différe de zéro et de U'unité.

(1) Sur le théoréme de M. Borel et sur une généralisation de la théorie de
Picard-Landau (C. R. Acad. Sc.. t. 179, 1924, p. 666).
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Alors les coefficients a,, b,, ..., e, (et d’une maniére plus générale,
les cocfficients des termes de degré i, a;, b;, ..., ¢;) admettent une borne
supérieure dépendant uniquement de a,, b,, ..., ¢, (et det).

Cet énoncé contient, comme on voit, une condition restrictive rela-
tive aux termes constants; cela tient & ce qu'une somme d’exponen-
tielles de fonctions entieres en nombre supérieur a4 2 peut étre égale
a 1 sans que toutes se réduisent.a des constantes; il y a donc dans la
théorie actuelle des cas spéciauz, ce qui ne se présentait pas dans la
théorie de Picard-Landau.

-2. Dans la section 1T du présent Mémoire sont établis sommairement
les théoremes de MM. Picard, Landau -et Schottky par une méthode &
lafois élémentaire et relativement rapide, dont I’ exposmon est destinée
a alléger la substance des sections ultérieures.

Dans la section 11, le théoréeme de M. Borel est établi et interprété
(comme dans laNote citée des Comptes rendus), de maniere adéquate a
I'objet du Mémoire actuel. '

La section IV contient certains lemmes, d’ailleurs intéressants en
eux-mémes, qui seront utilisés dans la suivante. "

L’objet de la section V est I'étude des systémes de deux fonctions
holomorphes d’une variable, qui, dans un domaine donné, ne s’an-
nulent pas, et dont la somme n’y devient pas égale & I'unité. Des théo-
remes sont obtenus (donnés déja en partie dans la Note des Compies
rendus), analogues & ceux de MM. Landau et Schottky; ils comportent
la distinction entre le cas général et deux cas spéciaux pour lesquels
les énoncés sont un peu plus restrictifs.

Il s’agit dans la section VI des systémes de » fonctions holomorphes
de n variables qui, dans un domaine donné, ne s’annulent pas, et dont
la somme n’y devient pas égale 4 'unité. Un théoréme ressemblant a
celui de M. Landau, et déja annoncé aux Comptes rendus, est démontré
a leur sujet, et & la fin de cette section et de la suivante sont établis
divers compléments.

Dans la section VII sont étudiés les systémes de n fonctions holo-
morphes d’une variable qui, dans un domaine donné, ne s’annulent’
pas et dont la somme n’y devient pas égale-a I'unité. On obtient pour
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-ces systémes des rvésultats généralisant ceux de la section V. La
démonstration est donnée sous forme condensée; l'interprétation
géomeétrique permet de simplifier les recherchesaccessoires et d’obtenir
avec aisance des énoncés invariants dans le groupe projectif.

La section VIII contient diverses observations et suppositions,.tant
apropos des différentes parties du Mémoire que sur des sujets voisins.

3. Il n’était pas douteux a prioriqu’au théoréme de M. Borel dussent
correspondre des propositions en termes finis, de méme qu’au théo-
reme de M. Picard correspond le théoréeme de M. Landau. Cela résulte
d’un principe général qu’on peut formuler ainsi : Nkl est in infinito
quod non prius fuerit in finito. Mais quelles étaientles propositions en
question? Voila ce qui n’était pas évident au premier abord. Les
résultats publiés aux Comptes rendus sont, comme nous {'avons dit,
exacts, et seront démontrés dans ce Mémoire ; mais la démonstration
n’en est pas tout & fait aussi simple que le texte de la Note pouvait le:
donner & croire (*). C'est Ia un point sur lequel nous reviendrons au
paragraphe VIII.

Il ne sera pas inutile de rappeler les principales phases du dévelop-
pement de la théorie des fonctions entiéres (*). '

Les idées génératrices de la théorie contemporaine sont dues, pour
la plupart, 2 M. Hadamard : démonstration du théoréme de M. Picard
au moyen du théoréeme du minimum du module et de la dérivation ;
inégalité relative aux zéros, qui devait conduire M. Jensen a la formule
bien connue sous son nom ; polygone de Newton donnant la croissance
d’une fonction entiére dont les coefficients sont donnés; convexité
de logM () en fonction de logr.

M. Borel montra que ces principes étaient vrais pour des fonctlons
entiéres absolument quelconques; dans ses travaux, le role essentiel
est joué par les modules maxima et minima des fonctions considérées,
qu’il compare a 'aide des méthodes de sa théorie de la croissance.

(1) D’autre part il s’est glissé dans le texte de la proposition donnée comme
lemme (p. 666-667) une erreur de transcription, d'ailleurs_sans importance.

(2) Pour les renseignements bibliographiques : G. VauiroN, Fonctions entiéres
et fonctions méromorphes d'une variable (Mémorial des Sciences mathéma-
tiques, 1925).
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Dans deux Mémoires publiés en 1914 et 1918 aux Acta mathematica,
M. Wiman, envisageant encore le module maximum, obtint par des
considérations nouvelles des résultats beaucoup plus serrés; ceux-ci
furent amenés par les travaux de M. Valiron a un haut degré de pré-
cision et de généralité.

Enfin, dans ces toutes derniéres années, MM. F. et R. Nevanlinna
créérent la méthode originale et féconde des valeurs moyennes loga-
rithmigues ('), qui s’applique avec une simplicité inattendue a la réso-
lution d’un grand nombre de questions.

Ces deux dermeres méthodes, celle de MM. mean et Valiron, et
celle de MM. Nevanlinna, sont le dernier mot de la théorie moderne
des fonctions uniformes. Suivant la question traitée, c’est 'une ou
c’est 'autre dont I'emploi se trouve étre le plus commode. Elles
réclament d’ailleurs encore toutes deux un certain nombre de
perfectionnements.

Dans un travail antérieur (*), nous avons développé les conséquences
en termes finis de la théorie de M. Valiron. Nous y avons trouvé que les
~ propositions de théorie des fonctions obtenues jusqu’alors exclusi-
vement 4 l'aide de I'aniformisation fuchsienne pouvaient se déduire
avec la plus grande simplicité du théoréme suivant :

Sout

flz)y=x+...

une fonction holomorphe dans le cercle-unité | x| < 1, s’annulant a I'ori-
gine ct y ayant une derivée égale a un. Alors, il existe une constante
numérique K telle que le domaine riemennien engendré par la fonction
contienne un cercle a un seul feutllet (dontle centre peut étre supposé réel)
de rayon au moins égal a K.

Dans le présent Mémoire, nous nous placerons alternativement,
suivant que cela se trouvera étre plus rapide, au point de vue de
M. Borel ou a celui de MM. F. et R. Nevanlinna. ‘

(1) Cf., par exemple, R. NEvanriNNA, Untersuchungen itber den P:ca/dschen
Satz (Acta Societatis Fennicee, 1924).

(2) Les théorémes de M. Valiron sur les fonctions entiéres, et la théorie de
Uuniformisation (Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 1925).
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II. — Les théorémes de MM. Picard, Landau, Schottky.

4. Nous allons, dans ce paragraphe, nous placer au point de vue de
M. Borel dans son Mémoire des Acta mathematica, mais en remplacant
Pemploi du minimum du module par des considérations plus simples.

Lewwe 1. — Soiz /'(z) une fonction égale a v a Uorigine, holomorphe
dansle cercle | z| =R dont le module maximum y est égal @« M(R, /). On
pose [(z) =P(z)2(z), o P(z) est un polynome égal a 1 a lorigine,
dont les zéros apparticnnent aussi a f(z), avec un ordre de multiplicité
au moins égal, et sont inferieurs en module & un nombre r < R. Dans ces
condutions, le module maximum de (=) dans le cercle de rayon R
satisfait a l'inégalité
2 R?

——log M (R, /).
T (n*l)_r o ( ‘f)

Soient @, ..., a, les zéros de P(z). Le long de la circonférence de

rayon R, P(3) satisfait & 'inégalité
X

}P(:)_,> (—5— —1)..-('|_aﬂ —1)=2

|”1| \

Le théoréme de M. Jensen donne

logM(R, f
< logM( 'F.J‘)' :
log7

On a donc
‘R logM(R 22
logQ > log ( l]—l —1 ) !O"’ “ ('Il)ff-) > — “71 Py log M (R /f).

log —
b,.

Or, en tout point de la circonférence z = R a lieu I'inégalité
log|o(s)| <logM(R, 7) —log | P(3)|.

Eu égard a la limite inférieure de log Q qui vient d’étre trouvée, on
obtient I'inégalité de 'énoncé du lemme.
Ann. Ec, Norm., (3), XLIII. — Ocrosre 1926. 40



314 A. BLOCH.

Ce lemme 1 nous sert & établir le suivant :

Lenye 2. -— Soil f(:):ﬁ-%——:; une fonction holomorphe dans le

cercle | 5| SR, les fonctions f, et f, etant holomorphes dans ce méme
cercle, et ff, égale a 1 & lorigine. On a, pour tout cercle de rayon r <R,

linégalité :
. 3613
logM(r, /) <logM(R, f}) + mlogl\‘l(R,fz).

Soit P(=) le polynome égal & 1 a Porigine dont les zéros sont, avec
leur ordre de multiplicité, ceux de /, dans le cercle de rayon » <R.
Posons

.'1:}.)<-Pn . f:_,:l’cp:_,, f=

On a, d’aprés le lemme 1,

JogM (R, 0,) < 2R slogM(R, fs).

(R—r)

D’autre part, d’aprés la démonstration méme de ce lemme, on a, le
-long de la circonférence de rayon R,

R2

P (s " O — o
logP(s) > (R___,_),lOgM(R,f.),
et 11 en résulte, comme plus haut,
R

logM (R, ;) <<logM (R, f}) + slog M(R, f3).

(R—ry

On a done des bornes sul'u"rim_n*es de |2,| et |9, | sur le cercle de
rayon R, valables aussi sur le cercle de rayon »; de plus, 2, n’a pas
de zéros a l'intérieur de ce cercle, et est égale & 1 4 'origine. Soit
alors 7 un nombre inféricur & r; 'inégalité de Hadamard-Borel donne
sur le cercle de rayon 7/

log | 9a(5) | > — 27— 10gM(r, ).
r—r
N

R+
Si nous suppoesons r = ———, nous avons donc

2

’ 1 32 R3 :
logM (l", a) << (—mlogM(Ph /2)



[V
.
Qe

SUR LES SYSTEMES DE FONCTIONS UOLOMORPIES.
et, d’autre part,
4R

logM(+', o)) <‘ logM(R, /) + T
1

Dot en écrivant de nouveau r & la place de 7/, I'inégalité A établir.

De cette inégalité, on peut déduire sans peine par les méthodes
classiques de la théorie des fonctions croissantes, que si /, /,, /. sont
des fonctions entiéres, on a, si petit que soit  positif donné,

logM(r, /)y <<logM(r. f,) + [logM(r, fo)]'*®

a partir d’une certaine valeur de », sauf peut-étre pour des valeurs
de » appartenant & des intervalles ou la variation totale de logr est
finie ; et 'on pourrait donner a cet énoncé une forme précise suffisante
pour les applications qui suivent. Mais il nous sera aussi commode
d’employer directement I'inégalité obtenue.

5. Le premier théoreéme de M. Picard sur I'impossibilité pour une
fonction entiére d’admettre deux valeurs lacunaires finies distinctes, a
moins de se réduire A une constante, s’en déduit en ellet aisément.

Soit
ef +eb—1—=o.

Il vient, en dérivant et résolvant,

G . F!

r— _ O .
A - U S [y ¢

Si F et G ne sont pas des constantes, nous pouvons placer P'origine
en-un point ou F/ — (' %o, et des lors appliquer le lemme 2 aux
M(R)
R—»r
entre le module maximum M(R) d’une fonction holomorphe, et
celuiM' () de sa dérivée; nous obtenons ainsi des bornes supéricures
des modules des seconds membres en fonction de M(g, F) et M(, G),
dans lesquelles nous pouvons remplacer ceux-ci par le plus grand des
deux, soit U(p).

Or, en appliquant aux premiers membres 'inégalité de Hadamard-
Borel, nous obtenons une borne supérieure de M(r, F) en fonction

seconds membres, en utilisant I'inégalité M' (r) << qui a lieu
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de M(R, €"), de M(r, G) en fonction de M(R, e"), et par suite de U(r)
en fonction de M(R, ") et M(R, e%).

Eu égard enfin a I'égalité des premiers membres aux seconds, il
vient une inégalité entre les valeurs de la fonction positive crois-
sante U(p) pour deux valeurs différentes de ¢, de laquelle il résulte,
par un procédé classique, que U(g), pour une valeur finie de g,
dépasse toute valeur finie; ce qui est absurde.

La méme démonstration s’applique, avec de légeéres modifications,
4 I'impossibilité pour une fonction & point essentiel isolé "admetire
dans le voisinage de ce point trois valeurs lacunaires distinctes (pou-
vant comprendre 3o) ; cetlte impossibilité revient, en effet, a celle de
l'identité

o A . o A .
(l 4+ = .. ) el 4- <1-i— 2o ..>.7,~/’ ei—i1==o,
Zz / Z

/

ou I et G sont des fonctions enticres, m et p des entiers qui peuvent
étre supposés posilils, el ot les fonctions entre parenthéses sont holo-
morphes a I'inlini. ’

6. Pour obtenir le théoréme de M. Landau, il suffit d’observer que,

posant
V= f(2) = ay+ ayx ...,

on obtient, d’aprés ce qui précede, en fonction de a, et a,, le rayon
d’un cercle a 'intérieur duquel U(g) dépasse toute valeur finie.

Le théoreme de M. Schottky s’¢tablit de manitre un peu dillérente,
et il v alieu d’utiliser le fait qu'une fonction dont la dérivée est nulle
se rédult & une constante. Observons d’abord que si Pon connalt a,
et a,, ce dernier non nul, on obtient par le procédé habituel, & partiv
de l'inégalité a laquelle satisfait U(p) dans le cercle de rayon 1 ou les
valeurs o et 1 ne sont pas prises par la fonction holomorphe

4/’(.!,') = Ayt xr —+ ...

une borne supérieure pour U(r), et par suite, pour M(r, f) en fone-
tion de a,, a,, et de r<Zr1. Mais supposons que /(0)=a, soit seul
connu; nous allons voir qu’on peut encore trouver une borne supé-
rieure de U(r) et de M (7, /) en fonction de «, seul et de r.
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A cet effet, distinguons deux cas, suivant que M(r, F'— G’) est
inférieur ou supérieur a 1. S'il est inférieur, ¥ — G, et par suite,
/ sont visiblement bornés en fonction de a, etr. Sil est supérieur,
reprenons le calcul indigué plus haut pour le théoréme de Picard-
Landau, mais avec les deux modifications suivantes : d’abord, nous ne
considérons, pour Uobtention des inégalités successives, que des

. 17 . y
cercles de rayon compris entre — et 1; de plus, puisque I'on ne

connait plus @,, mais que I'on sait seulement que M(r, F' — G") est
supérieur & 1, nous transportons provisoirement, pour la partie du
raisonnement relative aux seconds membres des ¢galités, l'origine au
point du cercle de rayon rolt F/ — (i dépasse 1; on obtientainsiencore
des bornes supérieures des seconds membres en fonction de M(p, F)
et M(z, G), et par suite, de U(z); ensuite, revenant & la premieére
origine, on continue comme ci-dessus.

III. — Le théoréme de M. Borel.

7. Les considérations de la section précédente permettent d'établir
sans peine le theoréme de M. Borel :

Si les fonctions enticres ¥,(.x) en nombre fini satisfont & une identité

Yefi= o,

- les ¢" se dicisent en un certain nombre de groupes, et les ¢ de chaque
"3, s N . 4 " , P ,

groupe ne différent de l'un d’entre eux que par des facteurs constants dont

la somme est nulle.

Celte proposition, qui se réduit & une tautologie lorsque I'identité
n’a que deux termes, se démontre parrécurrence ; ¢’est ainsi que nous
'avons établie précédemment lorsque I'identité a trois termes, et 'on
aalors le théoreme de M. Picard. Yoyons donc comment on peut passer
du cas de trois termes au cas de quatre.

Soit
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Supposons d’abord que €', ¢%, " ne soient liées par aucune
relation linéaire et homogéne.

La somme des quatre quantités ¢, e", " et 1 étant nulle, leurs
wronskiens trois a trois sont deux & deux égaux ou égaux et de signes
contraires, ce que nous écrirons -

lefetel|=—|ctell1 | =|eM1e! | =—1efe" |
Nous avons
wo_leteti] o eletel]
G e T

el deux expressions analogues pour e, ",

Le wronskien | e"e®c" | n’¢lant pas identiquement nul, nous pouvons
prendre pour origine un point ot il est différentde zéro. ¥, ¢, " sont
¢gales a des [ractions ayant un méme dénominateur, et dontles termes
sont visiblement des polynomes entiers par rapport aux dérivées pre-
miéves ¢t secondes de F, G, H. Désignant par U(g) le plus grand des
nombres M(g, F), M(g, G), M(g, H), et opérant comme au para-
graphe précédent pour la démonstration du théoréme de M. Picard, on
obtientencore une in¢galité a laquelle satisfait U(g) pour deux valeurs
différentes de g, et cette incgalité conduit & une impossibilité.

Si maintenant nous supposons e', e“, ¢" liées par une nouvelle rela-
tion, linéaire et homogdine, nous nous servons de ce que le théoreme
est démontré pour une identité & trois termes : il en résulte immédia-
temen( que si e, ¢“, ¢" ne sont pas toutes des constantes, deux d’entre
elles sont ¢gales et de signes contraires, et I'autre égale & — 1, ce qui
acheve la démonstration. ‘

Cette démonstration par récurrence s’étend au cas d’une identité a
un nombre quelconque de termes. Observons, en effet, que le théo-
reme équivaut i celui-ci. Deux au moins des termes e de Uiden-
uité Le' = o sont proportionnels. Supposons alors (ue nous ayons une
identité & 2 + 1 termes, le théoréme étant démontré pour n termes. Si
les » premiers termes sont lincairement indépendants, le caleul direct
deja fait pour trois et quatre termes conduit & une impossibilite. S’ils
sont liés par une relation linéaire et homogeéne, deux d’entre cux sont
proportionnels.

Le théoréme est done démontré pour n + 1 termes.
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8. Laméme démonstration s’applique, avec de légeres modifications,
4 la démonstration du théoréme plus général :

Sott supposée une identité a un nombre fint de termes

v 4 I ) m: oF;
(!-,—-—~—...)‘Lf':(":0,

ou les F'; sont des fonctions entieres, les m; des entiers quelconques, et ou
les fonctions entre parenthéses sont holomorphes a Uinfini. Alors les
termes de celte identité se divisent en un certain nombre de groupes, et
les termes de chaque groupe ne différent de l'un d’eux que par des fac-
teurs constants dont la somme est nulle.

Ce théoréme peut s’énoncer aussi :

Tutorene . — Sotl un nombre fini de fonctions, uniformes dans le
votsinage d'un méme point qi'elles admettent effecticement loutes pour
point essentiel isolé, et dont la somme n’est pas identiquement nulle. Alors
dans un cercle, st petit soit-il, contenant ce point se présente une des cir-
constances sutvantes : une des fonctions devient nulle ou infinie, ou bien
lewr somme degient égale a Uunite.

IV. — Quelques lemmes préliminaires.

9. Pour la démonstration des théorémes donnés aux Comptes rendus,
il sera indiqué d’employer ici, au lieu de la méthode proprement
élémentaive des deux derniers paragraphes, la méthode des valeurs
moyernes logarithmiques de MM. F. et R. Nevanlinna; ladémonstration
ainsi construite sera non seulement un peua moins longue, mais encore
naturellement susceptible d’extension au cas des systémes de plusieurs
fonctions d’une variable liées par une relation algébrique.

Rappelons que MM. Nevanlinna posent, la fonction /(2) étant holo-
morphe ou méromorphe,

mir, f)= 2_’;] log [ £ (r )] d5.

En désignant par n(r, /)le nombre des zéros de la fonction inté-
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rieurs au cercle | x| < r, ils posent aussi, avee M. Valiron :

\ N(r, f) :frﬁ[;jd/.

[

Nous poserons, la fonction f(z) étant supposée méromorphe,
(frn‘z(r, fy=m(r, )+ N (1', %) .

Lewve 3. — La fonction f(a) étant holomorphe pour |x| < g, on a,
sur tout cercle de rayon r in ferieur a o, Uinégalité
. + +
mlr, [ (z)]<<3log2a+logn! +log| f,| +n loga

~+ (n—+1) lo;;'P ﬁ i Igg/7z (p; e).

En ellet, on a, d’aprés MM. Nevanlinna,

T, ve'—ua
d’ou
) 1 e o anlpe®
f("')(x) —_— I()(rl el (ped) , —— T
) i o \n+-1
Ty " (pe b— z)

et, puisque
nl(Pi ef) - l)l(P, e..‘ll) = ‘(R(.fo)a

|A/'(1L)(x),<( 2/1,Ip

mn—-ﬁ [—R(fy) +2m(p, )],
d’ou se conelut I'inégalité annoncée.

LemMe 4. — La jfonction f(x) étant méromorphe dans le cercle x < z,
on a pour tout nombre x de module r inférieura g, linégalité

5]

PP apx

Ioﬂrm(r "Vl
— 0y
prr \ f) =8

log [ f(2)| < [g—f—,'( /) + Xlog

]

ou les sommes du second membre sont étendues respectivement aux: poles b,
et aux séros a, de module infeéricura ;.

o{x — ap,)
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C’est 12 une conséquence immédiate de la formule de Poisson-
Jensen.

L'inégalité ci-dessus a lieu @ fordors, si 'on supprime au second

. , . I
membre la somme relative aux zéros, ou bien m(g, j_>

/

10. Lemyme 5. — Soiz
g(z)=(2—a) (z—ay)...(2—a,)

un polynome de degré n doni tous les zéros sont tnterieurs au cercle-unité.
A tout nombre positif <1 et a tout nombre positif v, st peut soit-tl,
on peut faire correspondre un nombre H dépendant uniquement de r et
de y (nullement des o ni de n), tel que I’tnégalité

g(@)> e

soit vérifice pour toute valeur de x inférieure a r en module, sauf peut-
étre pour celles comprises dans des contours de longueur totale au plus
égale a v.

Pour le cas ou tout est réel et ol 'on ne sort pas du domaine réel
(les contours étant remplacés par des segments), cette proposition est
établie dans I'Ouvrage de M. Valiron : Lectures on the gencral theory of
wntegral functions (p. 78-79), par le calcul d’une limite supérieure

+1
def log|g(z)|dex.

1
Dans un but d’abréviation nous admettrons le lemme 5, dont il est

d’ailleurs facile de se passer, comme nous le montrerons dans la der-
niére section de ce Mémoire.
Du lemme 5, résulte le suivant :

Lemve 6. — Sotent des nombres t, assujettis seulement a étre de
module inféricur a Uunité. A tout nombre positif r <1 et a tout nombre
positif v, st petit soit-il, on peut faire correspondre un nombre h dépen-
dant uniquement de r et de v (nullement des t), tel que pour toute valeur
de x inférieure a r en module, sauf peut-éire celles comprises a Uintérieur

Ann. Ec. Norm., (3), XLIII. — NovEMBRE 1926. 41
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de contours de longueur totale au plus égale & v, ait liew U'inégalité

I—a

A I
X —1t

2 log < hZlog

les deux sommes étant etendues a tous les t.
I 47

Nous distinguerons les 7 de module compris entre et 1, et ceux

s s L L+
de module inférieur & ——; nous poserons pour chacune des sommes
S=34 3,
ou X' est étendue aux premiers et £ aux seconds.

Remarquons que si ¢ et d sont des nombres inférieurs & un en
module, on a, par exemple, & 'aide de la géométrie non enclidienne,

c—d

1 —cd

s lel—1a]|
= —Tec|[d]

Obtenons d’abord une inégalité entre les X’ : le nombre ¢.étant sup-
, - 1+ r
posé de module compris entre —— et 1, nous avons

0

loo 1— .t Azl
Pl —t |7 7 t|—| x|
— e (+=lz)] _ (=]t (4] 2])
:100-[1+<‘ }< zl)
° [¢] = || , [e]— x|
. 4 4 | 1
) <(’_‘”)l——l'< s—/‘lO"'—['
Par conséquent,
: | 1 — 4 1y
31 3 loglh
8 xr—1 < 1T —r ngt;
. .o - oI .
Passons aux X’. Soit » le nombre des ¢ inférieurs en module & a ";

9

“

on a, pour un de ces¢,
log

=]

1——~E‘t
xr—t

I
< IOg —[m'

Alors, d’aprés le lemme 5, on a pour || < r, sauf peut-étre & I'in-
térieur de contours de longueur totale inférieure a v,

o t—axt
X'og | —== 3

<2"logﬁ <Hn<KXlog|+

ou K ne dépend que de r et .
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Il suffit alors de prendre pour/]le plus grand desdeux nombres —

et K pour obtenir I’énoncé du lemme 6.

V. — Les systémes de deux fonctions d’une variable, en termes finis.

L'L. Tutortye 1. — Sotent dansle plan projecti f quatre drottes fixes X,
Y, Z, T, en position générale, les premiers membres de leurs équations
satis faisant a

N-+Y+Z+T=o.
Les coordonnées d'un point M de ce plan sont, a [Uintérieur du
cercle | x| < 1, fonctions méromorphes de la variable ax; pour |x|<x,
le point M ne vient sur aucune des quatre drovtes ; il a pour x= o unc
position M,.

1° St M, n'est sur aucune des diagonales du quadrilatére complet, les
rapports respectifs de X, Y, Z, T admettent, lorsque x demeure intérieur
a un cercle | x| <o <1, des bornes supérieure et inférieure dépendant
uniquement de M, et o.

2° St M, appartient a une seule diagonale du quadrilatére complet

Xo+Y,=Z;+T, =0,

X | 7Z .
les deuz rapports 5 et 5 admettent, pour |x| < p <1, des bornes supe-
rieure et inférieure dépendant uniquement de M, et p. De plus, s, tou-
jours pour Ix [ <p<1, on a en un certain pownt, Sotl l? -+ I'> ¢
positLf, sout IT +—IJ > ¢ posutif, le rapport de deux quelconques des
coordonnées X, Y, Z, T admet dans un cercle queclconque | x| < p’ <1
des bornes supérieure et inférieure dépendant uniquement de M,, o,
°etg.

3° Si M, est & Uintersection de deux diagonales
Xo—:"“Yo:Z():—‘TOa

le rapport . widmet pour |z| < p < 1 des bornes supérieure et injérieure

dépendant uniquement de M, et o. De plus, si, toujours pour |z | < p <1,
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on a en un certain point, soil Y+Il>8 postiLf, soztlT+1|>8

posuif, les deux rapporls;r et - admeltenl dans un cercle quelconque

|z | <" <1 des bornes superzeure et inférieure dépendant uniquement
N - . Y
de My, p,0 et o'; de méme, st Pon a en un point ou |z|<p <1,

>

sout

X N - . . Y N ..

T+ Il >a positif, soit l-z +1 ] > ¢ positif, les deux rapports v
et TJ, admettent dans un cercle quelconque | x| < o' <1 des bornes supé-
rieure et inférieure dépendant uniquement de M,, o, o et 0.

Rappelons I'identité

A|ABC|=||AB||AC|],
N A|ABC| APPSR |AC|
d’ou résulte que TAB[TAC] est la dérivée logarithmique de [AB|’

D’autre part, le lemme 3 donne, pour r <R,

efefe R . =
\efc» e’l[ +K logH —|—I’xlogm<R,e/,eé’, et),

(1) m<r, )<K+Rlo S|H
inégalité oum(R, e, ef, ¢) désigne le plus grand des nombres m (R, ¢/),
m(R, ¢), m(R, ¢"); Kdésigne une constante quelconque ne dépendant
que des valeurs initiales; dans la suite, les K pourront dépendre, en

outre, des rayons des cercles fizes qui seront introduits.

i~ . .. , , ¢ . .
1° Démontrons d’abord la proposition numérotée 1°. La limitation
de I’expression de MM. Nevanlinna entrainant celle du module maxi-

mum, il suffira de prouver quem<p, i—i) et les expressions semblables
sont bornées. '

Nous considérerons, pour plus d’homogénéité, au lieu du cercle-
unité, un cercle de rayon R,; entre le cercle R, et le cercle p, nous
intercalons deux cercles fixes R, et R, avec R, >R, >R, > p. Nous
distinguerons trois cas : S )

a. A lintérieur du cercle R,, 'une au moins des expressions %l,
Y2} |ZX]
YZ > X

b. L'hypothése précédente est exclue ; mais a Uintérieur du cercle Ry,

est inférieure & ¢ en module.
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X|XYZ| Y|YZX| Z]ZXY]
IXY[[XZ) [YZ][YX| [ZX|[ZY ]
a ¢, sauf peut-étre a l'intérieur de contours de longueur totale infé-
rieure & €. »

¢. Les deux hypothéses précédentes sont exclues.

Les nombres ¢, ¢, ¢" sont des nombres positifs dont la borne supé-
rieure, ne dépendant d’ailleurs que de M, et des rayons des cercles

fixes, sera choisie d’aprés la démonstration méme qui va suivre.

2 . S 175 eg hns XY
a. Supposons qu’a U'intérieur du cercle R,, on ait I'TYJ inférieur en

est inférieure

chacune des expressions

valeur absolue 4 . Une quadrature prouve alors que ’on aura, a I'in-
térieur du méme cercle, :
Yoo
Y=¢ Y.\ (!“ﬂl<€R3);
0

X , L . o, .
¥ est donc borné superieurement et inférieurement. On a

Xo+ Y, " Yo _
[——XT -+ (61—1)5{—&] 4\;+Z+ T=o.
¢ Xo+Y . .
Poure™ — 1 < AF » aucun des troistermes du premier membre
0

ne s’annule; & l'origine, ces trois termes ont des valeurs initiales
égales respectivement & X, +Y,, Z, et T,. On peut donc appliquer, &
Uintérieur du cercle R,, le théoréme de M. Schottky : les rapports
respectifs de X, Z, T sont bornés inférieurement et supérieurement
sur le cercle de rayon p.

b. De I’hypothése faite résulte par quadrature que, sauf peut-étre
a l'intérieur de contours de longueur totale inférieure & 3¢”, lerapport

XY . ., ' .
des valeurs de oxlen deux points intérieurs au cercle R, est égal

| XZ|
a0 . ’ ” . A N s - IXZI
ae’,ou|f|<<e (2R, + ¢"), et que la méme propriété a lieu pour YZ|

4

IYY ’ M ~ 3, v ’ _.‘
et pour XY| Par conséquent, chacun de ces quotients est, a 'extérieur

des mémes contours, suivant qu'il y prend des valeurs inférieures ou
supérieures 4 un en module, ou toujours inférieur a ¢*“**, ou tou-
jours supérieur a ¢ ¥+ Deux d’entre eux y sont donc toujours
inférieurs 2 la premiére ou toujours supérieurs i la seconde de ces
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deux quantités; supposons, par exemple, que e -y soient

toujours inférieurs a ¥+,
On aura, dans le cercle R,, sauf peut-étre dans des couronnes ou la
variation totale de » est inférieure 3 3¢” :

oY) < (aRy+ ) <,~ IXZ1N . (XX
m\rg)<e@Rre)+m{r 2 " TXYT)

Or, d’aprés le lemme 4, eu égard a U'exclusion de 'hypothése a,
le dernier terme satisfait a I'inégalité

XY r+Ry, 1 [r+R\* [ |XY|
"Z<"|X\’j><z—R3[ E+</-~H3> ’"(” XY )
rélant supposé compris entre R, et R,. Il résulte alors du lemme 3

que I'on a, sauf peuat-étre dans les couronnes exceptionnelles, pour R
112 Ry

et r compris entre R, et =——=

<'Y (aRy 4 e") s K 4+ K log — loem (R, 2) - Kioem (R, X
m ./,Z><E(A, s +e")+= K+ SR—, -+ ogm ’X>+ ogm (R, &)

\/
La considération de IX7] donnant une inégalité analo"ue, il vient

Y [Z ” - Y [Z
m (,-;X,§><sf(zng+e )+ K+ Klog , ™ ,~_+1\10~m (R < x)

R, . . . .
> sauf toujours peut-¢tre dans des couronnes ot la varia-

Ry— R,
12

R,
entre R, et ‘+
tion totale du rayon est inférieure a 3¢”. Si alors on prend &” <C =

ilrésultede'inégalitéprécédente que lafonction crmssantem(r; 3’ X)
3R, +R; Ry+ R, . .

" "y = “>, 'existence d’inter-
valles exceptionnels ne modifiant que lmeremont le raisonnement:
classique a utiliser en la circonstance.

Donc les rapports respectifs de X, Y, Z sont encore bornés sur le
cercle de rayon p.

c. %upposons qu’a lintérieur du cercle R,, ’ensemble des points

L XIXY . . , ‘
IWXL—[ par exemple, dépasse = ne puisse étre enfermé dans des

est bornée dans la couronne (
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XY VA
I — l e[ [ - ]
XX AZ
sont pas en tout point intérieur au cercle R, inférieures i «.

contours de longueur totale inférieure & ¢”; de plus,

ne

Considérons X, Y, %o L
onsidérons 7> > 755 nous avons pour le premier de ces rapports,

T
euégardda X +Y+Z+T=o,
| TYZ | TYZ |
(2) }: _ TYZ TYZ XY X7
T XYZ] X[ \YZ| INY| [XZ]’
XYZ XY [[XZ]
et de méme, pour les deux autres,
| XTZ | ‘ |XYT]
Y_ XTZ XY Xz | Z_ XYT XY  XZ
T =7 EX[XYZ] [XY| TXZ|° TT 7 X XYZ] [XY] TXz[°
IXY[XZ | [XY[[XZ]

. . R R,
Envnsageonslcsvaleursde:vcompmsesdanslacouronne<H,, i l">-

9

Nous avons dans cette couronne, d’aprés le lemme 4,

m{r ﬁ— K +Kk r |XY|
XY <Kk -+Km{r, Y

et la méme inégalité pour m<r, ]—fL—]> Or,
X|XYZ| _ |XYZ| XY XZ
(XY[[XZ] = XYZ |XY| [XZ]

Donc,

. X|XYZ] D ¢ 4
(3) nzl(},— — ><I\—i—[\ln(l, XY

XY || XZ|
{Z XYZ |
+ Km <r, LA? | ) -+ m (/‘, LQ——’) .

X7 XYZ
. , | XY | P , | XZ| . o, s
LA o ’ ) Q n it~ 1 2 M Q S g
Désignons par «’les zéros de <y para les zéros de <7 inférieurs

27 en module. Pour un certain point ’ intérieur au cercle Ry, nous
avons, d’apres le lemme 4, la somme étant étendue aux «,

K+ K { 1XY] '
<\+' smztr, Y )

rr—a'a’

“10(, o
=08 — )
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et pour un certain point z” intérieur au méme cercle, de méme,

<I\—+—Km<', |§%l>

((Vl ’E”

](I’l— )

Zlog

Utilisons maintenant le lemme 6. Il en résulte immédiatement que
sauf peut-étre dans des contours de longueur totale inférieure A=

on a, en un point z, intérieur au cercle R,,

rt—a'x'
r(z'—a’)

—a xy

—-———-———(,

3 log

;<h X log

. e : .
A" ne dépendant que de - et des rayons des cercles donnés, et par
suite seulement de ceux-ci puisque ¢ a été [ixé précédemment. De
méme on a

9 N
—a .Z(,

/(7' II)

r:— a'x"

< h'Elog| ——
S I'(.Z'”——' all

Xlog

pour tout point & intérieur au cercle R,, extérieur toulefois a d’autres
"

- ;. . €
contours de longueur totale inférieure a >

Mais nous pouvons prendre x, = x, = x,, le point z, étant tel

X|XYZ]|
que reyrxz] Y surpasse . Pour ce pomt Z,, NOUS aurons
S loo ri—a'a, s r J—x | XY 1XZ|
2 log F— + Zlog =) <I\+Km ™Y ) +Km(r, 7

En ayant égard a la limitation (3) précédemment obtenue pour

X | XYZ| i
<r, W) et au lemme 4, nous obtenons |
XY ]XZ)N (L IXYN | XZ ]| [ XYY |
m</,——X]XYZ|)<K+K/n T XY +Km (r, ~7 +Km(r, XYZ)

et 'expression (2) de 7 X donne alors

m <r, ¥><K-+—Km< , l?(§|> —i—K.‘ln <r, L%—U

+Km(r, IXY,Z]>+Km (1, ]TYZi>

XYZ TYZ
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R Y Z - X e e . .
De méme m <r, T) et m (r, T‘) satisfont a des inégalités qui ne dif-
ferent de la précédente que par le dernier terme.

Considérons maintenant R compris entre r et R,; appliquons la

remarque préliminaire (1); il vient, puisque L‘Z% ne change pas si

X, Y, Z sont multipliés par une méme fonction

: X . . R I Y + Z

m (r, 'T‘) <K+ Klog [ -+ Klogm <R, K) + Klogm (R, )—(>
o+ Y Z ot Y Z

+ Klogm (P\; <’ X) -+ Klogm (R; T T)

On a donc

XY Z -

+Klggm<R X X Z>,

T T

pour les valeurs de r et R (r<<R) comprises entre R, et R,+ R,

-1
T T T
couronne. Dans I’hypothése ¢, les rapportsrespectifsde X, Y, Z, T sont
encore bornés sur le cercle de rayon p.

La proposition 1° est donc démontrée.

Ajoutons une remarque utile pour la suite. Nous avons démontré la
proposition 1° dans Uhypothése a en utilisant le théoreme de
M. Schottky, et cette maniére de faire était simple et correcte. Mais
maintenant que la démonstration de la proposition 1° est terminée, il
est préférable d’observer que l'on peut se passer de la connaissance
préalable de la théorie des fonctions a trois valeurs lacunaires. Il con-
vient alors de remplacer 'hypothése a par la suivante :

résulte de cette inégalité que m <r; > est bornée dans cette

a. A lintérieur du cercle R,, deux au moins des six expressions
|[XY| |YZ| |2X] |XT| |YT| |ZT]
XY ’YZ’TZIX ' XT YT ’ZT

Les hypothéses b et ¢ ne sont pas modifiées, I’exclusion de I’hypo-

sont inférieures 2 .

thése a étant bien entendu remplacée par celle de ’hypothése a.

Le raisonnement relatif aux hypothéses & et ¢ n’estalors pas modifié,
car si une seule ou aucune des six expressions n’est partout a Iinté-
riear de R, inférieure & &, il existe parmi les quatre triangles que

Ann. Ec. Norm., (3), XLII. — Novemsre 1926. 4o
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forment les quatre droites X, Y, Z, T au moins un triangle (et méme au
moins deux) que 'on peut prendre pour jouer le role du triangle XYZ.

Reste donc 'hypothése @. Or, le point M, n’étant sur aucune diago-
nale, les six droites le joignant aux six sommets du quadrilatére com-
plet sont distinctes; il est alors évident que, connaissant M,, on peut
choisir ¢ suffisamment petit pour que dans le cercle i; les rapports
respectifs de X, Y, Z, T demeurent bornés.

Le nombre = ainsi obtenu est, bien entendu, celui qui doit figurer
dans le raisonnement relatif aux hypotheses b et c.

2° Pour démontrer la proposition 2°, nous prendrons R; > ¢'. Les
hypothéses a, b, c sont les mémes que pour la proposition 1°.

I n’y a rien 2 modifier dans les hypothéses & et ¢ : les rapports
respectifs de X, Y, Z, T étant bornés dans le cercle R;, le sont dans les
cercles p et ¢’

a. Dans Phypothése a, plusicurs cas sont & distinguer : les deux
sommets du quadrilatére complet correspondant aux deux expres-
sions demeurant inférieures 2 ¢ peuvent &tre sur un méme coté, ou
bien ils peuvent étre opposés sur une diagonale différente de celle &
laquelle appartient M,; dans 'un ou l'autre de ces cas, il est encore
clair que 'on peul prendre, connaissant M, ¢ suffisamment petit pour
que dans le cercle R, les rapports respectifs de X, Y, Z, T demeurent
bornés.

C ey .U XY T :
Un troisicme cas est celui ot IXYl et IZT sont dans le cercle R;,

inférieurs i e. Alors % et /% sont bornés inférieurement et supérieure-
ment. La premiére partic de la proposition 2° est donc démontrée.

Pour établir la seconde partic, observons que, connaissant 3, on
peut toujours échapper au troisiéme cas de ’hypothése aj; il suffit de
prendre ¢ assez petit pour qu’il ne puisse avoir lieu. On retombe alors
nécessairement sur un des deux premiers cas de 'hypothése a, sur
I’hypothése b ou sur 'hypothése ¢ : tout est donc borné.

3° La démonstration de la proposition 3° est parallele a celle de la
proposition 2°; mais dans I’hypothése @, on a i considérer, en outre
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-y XY 7T e p. - .
du troisiéme cas ou lxyl et L/T‘ sont dans le cercle R, inférieurs & ¢,

IXT| AYE] e o .
~7 57 satisfont & la méme condition;

un quatriéme cas, celui ol

dans le troisiéme, v et sont bornés supérieurement et inférieure-
t; dans le quatrit et ainsi systeme d
ment; dans le quatrieme, ce sont et?, ainsi, pour un systéeme de

fonctions determiné, ou bien —Y\— et % sontbornés, ou bien % et iZ— le sont,
propriété que I'on pourrait faire figurer dans I’énoncé de 3° (elle en
résulte d’ailleurs sans peine). Par multiplication des deux rapports,
la premiere partie de 3° est démontrée.

Pour établir la seconde, qui se subdivise elle-méme en deux, cor-
respondant chacune & une supposition différente, observons que, con-
naissant ¢, on peut, suivant la supposition faite, choisir ¢ assez petit
pour que le troisiéme ou le quatriéme cas se trouve exclu; on retombe
alors sur le quatriéme ou le troisieme cas, ou sur des cas ou des hypo-
théses ol tout est borné.

Le théoreme II est donc complétement démontré.

12. Le suivant en résulte immédiatement.
TrroriME I1I. — Soient

fey=ay+az+...; g(x)=bo+ bz +...

deux fonctions holomorphes dans le cercle |x | <1, ne s’y annulani pas,
et dont la somme n’y devient pas egale a l'unité.

1° St a, et b, sont differents de l'unité, a,—+ b, différent de zéro, les
coefficients a, et b, (et plus géneralement les coefficients a;, b; des
termes de degré i), admettent une borne superieure dépendant unique-
ment du point (a,, b,) (et de 7).

2° St a,+ b, = o, a, et b, étant différents de l'unité, a, + b, admet
une borne supérieure dépendant uniquement de (a,, b,). St a, = 1,
b, étant dyfférent de 1 et de — 1, @, admet une borne supérieure dépen-
dant uniquement de b,. S by=1, «a, étant different de 1 et de — 1,
b, admet une borne supérieure dépendant uniquemehz de a,.

3° St ap=">b,=1, a,b, est borné supérieurement par une constante
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numérique. St ay=1, by=—1, cest a,(a,+ b,). Sl ay=—1, b,=1,
c’est b,(a, + b,).
Pour voir que si @, = b, =1, a,b, estborné supérieurement, obser-

J(z) g(x)
J(z)+g(z)—1

vons que d’apres le théoreme IT estborné pour|z|< 1.

Or,
f(z) g(x) e+ Ya+bxr+...)

= =1+a b x>+....
flz)+g(x)—1 I+az+bx—+... TanE+

13. Revenons au théoréme Il pour en examiner les conséquences en
ce qui concerne la région couverte par le point M dans le plan des
quatre droites lorsque |z | < p < 1. Pour plus de netteté, nous nous
bornons & examiner ce quise passe dansle plan réel des quatre droites,
supposées toutes réelles; M, est réel, « peut étre réel ou complexe.

L’ensemble des points du plan réel qui peuvent étre atteints pour
|z| <p<1 est un domaine parfaitement déterminé A(M,,p). Si M,
n’appartient & aucune diagonale, il n’a aucun point commun avec le
quatre droites, 1l est méme & une distance non nulle de chacune de ces
droites. Si M, appartient & une diagonale ou est a I'intersection de
deux diagonales, le domaine A parvient en deux ou en quatre des
sommets du quadrilatére complet. Il y posséde une propriété inte-
ressante, celle d’étre tangent a la diagonale correspondante; autre-
ment dit, une droite joignant le sommet 4 un point infiniment voisin
du domaine tend nécessairement vers la diagonale.

M, étantdonné, sip est suffisamment petit, le domaine Aa une forme
simple. Si M, n’appartient 4 aucune diagonale, ¢’est approximative-
ment une ellipse entourant M,. Si M, est sur une seule diagonale et
intérieur par exemple au quadrilatére convexe, la partie de Aintérieure
a ce quadrilatére est une sorte de profil de fuseau ayant la diagonale
pour axe et s’amincissant indéfiniment vers les sommets; elle est
voisine d’une certaine courbe fermée du sixieme degré ayant comme
elle deux rebroussements; la partie extérieure est homographiquement
analogue. Si M, est le point de rencontre des deux diagonales du qua-
drilatére convexe, le domaine A est formé par i’'union de deux domaines
semblables a celui qui vient d’étre décrit, s’anastomosant en quelque
sorte au voisinage de M,. Ces différentes formes, dont il conviendrait
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d’ailleurs de prouver en toute rigueur qu’elles sont effectivement réa-
lisées, ne le sont, bien entendu, que si ¢ est suffisamment petit.

Pour un systéme déterminé de fonctions, il est clair que notre
domaine A(M,, p) ne peut pas étre recouvert en entier pour|z|<p < 1.
Mais il y a plus, et, en nous bornant au cas ot M, appartient & une ou
deux diagonales, on peut, toujours d’apres le théoréme II, déterminer
une succession de domaines intérieurs a A telle que le domaine couvert
soit toujours intérieur 2l’'un au moins d’entre eux. Ce seront approxi-
mativement, a I'intérieur du quadrilatére convexe, des ellipses quadri-
tangentes a la frontiére de Aj; elles ne peuvent s’approcher indéfini-
ment d’'un sommet qu’en s’amincissant indéfiniment et se confondant
a la limite avec la diagonale correspondante.

Les théoremes II et III subsistent, avec les conséquences que nous
venons d’en déduire, lorsque le cercle-unité est remplacé par un
domaine quelconque simplement ou multiplement connexe, les cercles
|x|<pet|xz|<<p étant remplacés par des domaines intérieurs conte-
nant M,. Il suffit pour le reconnaitre de rendre le domaine simplement
connexe par des coupures, d’ajouter une bande étroite, intérieure au
domaine initial, & chaque bord de chaque coupure, et de faire sur un
cercle la représentation conforme du domaine total.

:

VI. — Les systémes de » fonctions de » variables.

14. Il nous sera commode de revenir & la méthode purement élé-
mentaire des paragraphes Il et III pour établir une proposition concer-
nant les fonctions F, G, ..., Kde n variables elles-mémes en nombre n,
satisfaisant & la relation

eF e, .+ ef+1=o0.
Tout d’abord ces n fonctions, supposées entiéres, sont évidemment
fonctions de n —1 d’entre elles, puisque I'une d’elles au moins est une

constante. La proposition plus générale que nous avons en vue est la
suivante :

TutoriMe 1V. — Sotent

Sfx, 9, .. 0), gz, ¥, -, t), RN k(z,y, ..., t)
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n fonctions de n variables déterminées a U'intérieur de la variéte hermi-
tienne

Yy it —
—§‘+.+ E—-—-I-——O,

xx

N -+
ou A, B, ..., E sont positifs; elles y sont supposées holomorphes, ne s’y
annulent pas, et leur somme n'y devient paségale a 'unité ; elles prennent
a Uorigine des valeurs a,, b,, ..., e,. Dans ces conditions, la valeur
absolue du determinant fonctionnel

9(f, & ---s k)
oz, y, «.., t)

admet une borne supérieure dependant uniquement du point(a,, b,, e q)
et du produit AB...E.

Cette proposition (considérée déja comme vraisemblable dans la
Note publiée aux Comptes rendus) pourrait peut-étre s’établir au
moyen des théorémes de la section précédente. Mais elle est suscep-
tible d’une démonstration directe plus simple que celle de ces derniers,
qui aurait pu prendre place aprés lasection 11, et dont le principe peut
d’ailleurs étre adopté avec profit dans bien des questions analogues.

Nous pouvons ¢videmment, sans nuire i la généralité, supposer dans
I’énoncé du théoréme

De plus, pour fixer les idées, nous nous placerons dans le cas de deux
variables; le raisonnement sera général. ‘
Le lemme 2 conduit au suivant :

Lenve 7. — Soit f(x, y) = ;‘E%% une fonction holomorphe ¢ l'inté-

rieur de Uhypersphére xz + yy — R*= o, les fonctions f, et f, étant
holomorphes dans cette méme hypersphére et f, égale a 1 al’origine. On
a, pour toule hypersphére xx + yy — r*=o, de rayon r <R, Uinéga-
lité

_ 6R?
logM(r, f)<<logM(R, fi) + (—E?LZ}——ElogM(R, Jfa)-

r)

En effet, considérons une droite complexe quelconque issue de
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lorigine » = az, y = B¢. Son intersection avec Uhypersphére de rayon r,
ou avec 'hypersphere de rayon R, satisfait & I’équation

(22 + BB)tt—r:=o ou (o + BB) 1t —R*=o.

Ce sont la deux cercles concentriques du plan de la variable ¢; et
Papplication du lemme 2 & la fonction d’une variable: /(a¢, 3¢) et a
ces deux cercles donne le lemme 7.

L’inégalité de Hadamard-Borel donne de la méme maniére :

Lemme 8. — Soit f(x, y) une fonction holomorphe & Uintérieur de
Uhypersphérexx + yy —R*=o, et nulle a Uorigine. On a entre le
maximum de son module sur U'hypersphére de rayon r<R et le
mazximum de sa partie réelle sur I kypersphere de rayon R, l'inégalité

2

- A(R, /).

M(r, HEg

Enfin les dérivées partielles satisfont & la méme inégalité que pour
une seule variable :

Lemve 9. — La fonction f(z, y) élant holomorphe a Uintérieur de

Uhypersphére xr + y; —R*=o0, on a pour r <R
M(r, /%) < g—M(R, £),

Car si I'on suppose y constant dans les équations des hyperspheéres,
on obtient deux cercles d’équations

‘ x.;:r'-’-——‘y;:pg{ zr = RZ——.)’;:P‘-',
et 'on vérifie que P — s > R —r.
Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme IV. Soit, & 'inté-
rieur de I'hypersphére-unité
efrefqell+1=o,
les fonctions F, G, Hy étant holomorphes. Considérons trois quel-

conques des fonctions e, e ¢", et 1, le déterminant de ces fonctions et
de leurs dérivées partielles par rapporta x et y. Les quatre détermi-
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nants ainsi obtenus sont deux 4 deux égaux et de signes contraires, ce
que nous écrirons

[efebel] = — [efell 1] =[eM1ef] =—[1eF ef].

Nous avons
[eGeHI] . [BFEGBH]

e" = )
ehell eb eb e[l

et deux expressions analogues pour ¢ e'.

[eFeGell]
ef ol gl
admet une borne supérieure dépendant uniquement des valeurs de F,
G, Hen ce point. Il suffit évidemment de se placer dans le cas ou cette
quantité est supérieure a r ('). :

Les expressions obtenues pour e, e e" sont des fractions de méme
dénominateur dont les termes sont des polynomes entiers par rapport
aux dérivées de F, G, H. Désignant par U(p) le plus grand des
nombres M(p, ), M(p, G), M(p, H), on peut, grice aux lemmes 7,
8, 9 faire un calcul tout & fait pareil & celui de la section 1I, d’ou

p

n ute valeur inférieure & 1 une borne supé-
I'on conclut pour toute valeur de p infér borne supé
rieure de U(p) dépendant uniquement de p et des valeurs initiales

y . , . [eFeCel , . .

de F, G, H, ceci dans I’hypothese ou —[—ﬁ—ﬁl est supérieur 4 1 &
e e’e
I'origine; les valeurs absolues des dérivées partielles de F, G, H a
Porigine sont donc bornées supérieurement en fonction des valeurs
de F, G, H au méme point; il en est de méme pour [¢"e"e"].

Il s’agit de:faire voir que la valeur absolue de a Porigine

15. Le théoréme IV s’étend aisément au cas ot ’on considére, au lieu
de I'intérieur d'une variété hermitienne, une région quelconque de

I'espace projectif & n variables non homogénes (et 22 dimensions
réelles).

Turorime V. — Sotent
x A x ¢ x v ;
g‘(._,‘x,...’ -—), ey /{<—_,:X’..., __>., l(—,"_, ey —)
u u u u u u u u u

(1) Cf. R. NEVANLINNA, Beweis des Picard-Landauschen Satszes (Gott. Nachr.,
6 juin 1924).
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n +1 fonctions de n variables non homogenes ;—f ) % > e l—i, déterminées

a Uintérieur d’un certain domaine de Uespace projectif a nvariables; elles

y sont supposées holomorphes, ne sy annulent pas, leur somme ne s’y

annule pas non plus. Alors, en un point (x, y, ..., t, u) intérieur au
o0(f. & --, Kk, )

0(x, ¥, ..oy tyu)

quantité dépendant uniquement du domaine, des coordennées homo-

génes z, y, ..., t, u, du point considéré, et des valeurs en ce point des
Jonctions f, g, ..., k, L.

Cet énoncé suppose la définition de I'écart de deux points de I'es-
pace projectif; I’écart de deux points de coordonnées homogénes
(@, ¥, con ty u)et (2, ¥, ..., ', u') est la distance au sens de Study-
Fubini de ces deux points par rapport & ’hermitien

domaine, le jacobien est borné en valeur absolue par une

XL A Yy 4. ..+ UL+ uu,
[ \ . . ' ’
¢’est-a-dire par exemple la racine carrée de I'expression

) (22 +yy +. ..+t +ud ) (za' +~yv +...+t +uu')
- - — = — — e — X 7
(zz +yy +...+tt+uu) (22 %y +...+ 0+ ')

expression que 'identité de Lagrange-Hermite transforme d’ailleurs
en une seule fraction

X(zy' —ya) (zy'—ra)

(24 yy+...+tt+uu)(2d 4+ y'y .+ +u'u)

Inférieure 2 1 en module, s’annulant alors et seulement quand les
deux points coincident, I'expression ci-dessus se reproduit par une
transformation homographique, multipliée par un facteur borné infé-

rieurement et supérieurement. On peut la poser égale & sin® >’ A étant

un angle compris entre o et =.

16. Occupons-nous maintenant de 'extension aux fonctions de plu-
sieurs variables du théoreme [T et de ses conséquences. Nous allons
nous borner dans cette section aux systemes de deux fonctions de deux
variables; le cas général sera vu plus loin (§ VI, in fire).

Ann. Ec. Norm., (3), XLUI. — NoveMBre 1g26. 43.
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Lemme 10. — Sotent f(x), g(x) el h(x) trois fonctions holomorphes
dans le cercle-unité, y demeurant inférieures a M en valeur absolue; en
des points x,, %, &4, de modules ¢, p., py, inférieurs a p, on a

|f(zy) | =3 |g(x2) | =B; | 2 (z5) | =y-

Dans ces conditions, il existe sur le cercle-unit¢ des points ou f(x),
g(x) et h(x) sont tous lrots supérieurs en valeur absolue a I’expression

(£2)’
2By aﬁ?)"‘? :
i (7

Nous avons en effet, en vertu du lemme 4,
N 1+p) f 1) M
" <1,f>< (I_FH) ’n<17 “>< <I—Pi> log o’
et de méme pour les deux autres; done
) <m(ng) (1 E) (e f)
mi 1, <mii,=})+ml1, = miiI,
(" fe 7 g) T

I+ 0\ .M (zj_@zy“M <r+pz>21 M
<<I—Pl> oga+ I —py Obﬁ+ I—p3 Og}’

Ealins

Donc il y a sur le cercle-unité des points ou

)

|fghr>a@y(%)( :

comme en ces points, | f|,|g|, |2]sontinférieurs a M, ils satisfont bien
4 I'mégalité annoncée.
Taeorime VI. — Le théoréme Il demeure vrat lorsque les coordonnées du

point M, ne venant sur aucune des quatre droites, sont fonctions méro-
morphes de deux variables (2, y) a Uintérieur de I kyypersphére-unité
T H+yy =1,
les cercles de rayons p et o' étant remplacés dans I’énoncé par les hyper-
sphéres de rayons p et o'.
Ce théoréme demeure vrai si U'hypersphére-unité est remplacée par un
domaine connexe quelconque du plan projectif, les hypersphéres de
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rayons.p et o' étant remplacés de méme par des domaines intérieurs au
précédent, et contenant M,.

Démontrons d’abord ce théoréme dans le cas de 'hypersphére. Pour
la proposition 1° et les premiéres parties des propositions 2° et 3°, il
n’y a aucune difficulté puisque, comme on 1’a vu, toute droite com-
plexe passant par l'origine donne lieu, parson intersection avec deux
hypersphéres ayant P'origine pour centre, i deux cercles ayant aussi
I'origine pour centre et dontles rayons sont entre eux comme ceux des
hyperspheéres.

Passons a la seconde partie de la proposition 2°. Nous supposons
que M, appartient ala seule diagonale X, + Y, =Z, + T,=o,et qu'en
un certain point de I'hypersphere de rayon g, on a %—%— I ‘ > ¢ positif.
Considérons ce qui se passe sur la droite complexe joignantM, & ce
point, & 'intérieur d’une hypersphére de rayon ¢” compris entre g et 1.
D’aprés le théoreme II, les rapports respectifs des coordonnées de M
sont bornés dans cette région, fronticre comprise; or a lorigine,

X";_ Zy el Y°:; Zy sont différents de zéro, tandis qu’au point de I'hyper-
0 40

sphére de rayon g, on a IX;—Y| >¢. 1l résulte de la, d’aprés le

lemme 10, qu’en un point au moins de l'intersection de la droite com-
, . s, X+7Z Y+7Z X+Y ,
plexe avec 'hypersphére de rayon ¢, —5—> —— et —— sont supé-

rieurs 2 une quantité ne dépendant que de M, ¢, ¢” et ¢, les rapports
respectifs des coordonnées étant bornés. 1l est alors & peu prés évident
quesil’on fait jouer au point correspondant du plan des quatre droites le
role de My, la proposition 1° duthéoréme Il s’applique; c’est d’ailleurs
ce quon établirait en en reprenantla démonstration. Considérant main-
tenant une droite complexe arbitraire passant par le point de 'hyper-
sphére de rayon g, nous voyons donc, comme il fallait I’établir, que
les rapports respectifs des coordonnées X, Y, Z, T sont bornés sur une
hypersphére quelconque ayant l'origine pour centre et ¢” pour rayon
par une quantité dépendant uniquement de M,, g, S et

La seconde partie de la proposition 3° s’établirail de maniére ana-

logue.
Pour démontrer le théoreme VI dansle cas ot 'hypersphére-unité

est remplacée par un domaine connexe quelconque du plan projectif,
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prouvons d’abord : étant donnés deux points dans un domaine connexe
de Uespace projectif & p dimensions complexes, on peut trouyer une courbe
algébrique passant par eux, telle qi'il sort possible de passer sur elle de
Uun a l'autre en restant a l'intérieur du domaine.

Placons-nous par exemple dansle cas de I’espace  trois dimensions.
On’ peut visiblement en opérant de proche en proche trouver des plans
P,,P,, ..., P,, en nombre m suffissmment grand, tels qu’il soit pos-
sible de passer d’un des points 4 'autre en demeurant a la fois & I'in-
térieur du domaine et surle systéme de plans. Si ITest un plan passant
par les deux points, la surface P,...P,+ ¢l = o sera, pour ¢ assez
petit, indécomposable et jouissant de la méme propriété. Un nouveau
systéme de plans convenablement choisis coupe la surface suivant un
systéme de courbes planes sur lequel le passage est possible; il est
encore infiniment voisin d’une surface indécomposable, et I'inter-
section des deux surfaces est une courbe gauche indécomposable
jouissant de la propriété requise.

Dés lors il est aisé de conduire la démonstration comme dans le cas
de I'hypersphere, car on étend le théoreme II au cas des fonctions
définies sur une partie d’une surface de Riemann comme on I’a étendu
a lafin de la section V au cas de fonctions définies dans un domaine
plan a connexion multiple. Le théoréme est donc démontré.

Toutes les conséquences obtenues a la fin de lasection V s’étendent
donc au cas ou M dépend de deux variables. En particulier, si M,
appartient 4 une diagonale, il n’existe pas de systeme de deux fonctions
de deux variables atteignant tous les points du domaine A(M,, p); il
en est de méme si M, est suffisamment voisin d’'une diagonale et pro-
bablement en général. Il y a donc une différence importante avec le
cas de la droite 4 trois points lacunaires pour lequel il existait une
fonction, la fonction modulaire, atteignant simultanément tous les
points pouvant étre atteints séparément. '

VII. — Les systémes de n fonctions d'une variable.

17. Les théorémes de la section'V s’étendentd un nombre quelconque
de fonctions d’une variable. Nous allons exposer le principe de la
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démonstration en employant encore la méthode des valeurs moyennes
logarithmiques.
Rappelons I'identité

||ACD...K||BCD...K||=|CD...K||ABCD...K|.

|CD...K||ABCD.. K|
ACD...K||BCD.. K|

Lafraction

sera dite, par abréviation, fraction

dérivée a un certain nombre de termes A, B, C, D, ..., K.

Voici commenton peut mettre sous forme abrégée (') le raisonne-
ment fait plus haut pour le probléme du plan i quatre droites lacu-
naires X, Y, Z, T.

Premier cas. — Une au moins des fractions dérivées 2 deux termes
pris parmi X, Y, Z est (partout) presque nulle. Alors une quadrature
prouve que la courbe est presque une droite (passant par un sommet)
etl’on est (du moinssi le point correspondant a l'origine est génerique)
ramené au probléme de ladroite & trois points lacunaires.

Deuxiéme cas. — L’hypothese du premier cas étant exclue, toutes
les fractions dérivées a trois termes X, Y, Z sont presque partout nulles.
Alors, par quadratures, on trouve que la courbe est presque partout
presque une droite, et 'on est encore ramené au probléeme de la droite
a trois points lacunaires.

Troisiéme cas. — Les hypothéses des deux premiers cas sont exclues.

>

-1y . Y Z . .
Alors on considére les expressions de %, 7 7 dont le déterminateur
X|XYZ| |XY| |XZ]
XY[|XZ] XY XZ

; ces

[XYZ] eut s’écrire par exemple
commun -<—— peu P p I

(1) A vrai dire, ce n’est pas exactement ainsi que nous avons opére au paragraphe V,
et, comme nous l’avons dit en cet endroit, il vaut bien mieux, comme nous I’avons
- fait en définitive, opérer indépendamment de la théorie de la droite & trois points
lacunaires. De méme, pour ’espace a cing plans, il conviendra d’opérer indépendam-
ment de la théorie de la droite a trois points et du plan & quatre droites, ce qu’il sera
aisé de faire en se guidant sur les paragraphes V et VII. Mais le raisonnement du
texte, dont le développement complet présenterait peut-étre quelques légéres diffi-
cultés et quelques longueurs, se met plus aisément sous forme abrégée et intuitive;
c’est pour cela que nous P'avonsadopté ici. )
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trois facteurs étant supposés n’étre pas presque partout nuls, la consi-
dération de leurs inverses est possible; or on a une borne supérieure
pour la croissance des deux derniers, et pour la croissance du pre-
| XYZ | < [ XY | [XZ] > On
XYZ - XY XZ
trouve ainsi, directement que, dans ce cas, ’écart au point initial est
borné a 'intérieur du cercle-unité. , ’
Nous pouvons raisonner de maniére analogue pour 'espace a cing
plans lacunaires X, Y, Z, T, U et le raisonnement s’étendre manifeste-
ment & un nombre quelconque de dimensions. '

mier, on en obtient une en [’écrivant

Premier cas. — Une au moins des fractions dérivées a deux termes
pris parmi X, Y, Z, T est presque nulle. Alors une quadrature prouve
que la courbe est presque dans un plan (passant par une aréte), et
Ion est ramené au probléme du plan i quatre droites lacunaires.

Deuxiéme cas. — L’hypothese du premier cas étant exclue, un au
moins des quatre systémes de trois termes pris parmi X, Y, Z, T a ses
trois fractions dérivées presque partout nulles. Alors, par quadratures,
on trouve que la courbe est presque partout presque dans un plan
(passant par un sommet) et 'on est encore ramené au probleme du
plan & quatre droites lacunaires.

Troisiéme cas. — Les hypothéses des deux premiers cas étant exclues,
toutes les fractions dérivées a quatre termes X, Y, Z, T sont presque
" partout nulles. Alors, par quadratures, on trouve que la courbe est
vpresque partout presque dans un plan, et ’on est encore ramené au
probleme du plan & quatre droites lacunaires. -

* Quatriéme cas. — Les hypothéses des trois premiers cas sont exclues.
: ly Al o X
Alors, puisque X+ Y+ Z + T+ U = o, on a des expressions de o

Y Z7 T ca

T’ O’ O 1a premiére étant
X _ |UYZT| | XYZT|
U~ TOYZT "~ XYzZT ’

| XYZT|

etles autres étant analogues; leur denominateur commun -y peut
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s’écrire par exemple :

|X¥HXYZT| X|XZT| T|YZT| ([XZ| |XT| |TY| |TZ| XY
IXZTIYZT| TXZI[XT] TTY[|TZ] “XZ ~XT 7Y TZ [XY|

L’inverse du huitieme facteur passe au numérateur, et 'on en a une
borne supérieure. Quant aux sept premiers, supposés n’étre pas presque
partout nuls, la considération de leurs inverses est possible; or, on
a directement une borne supérieure pour la croissance des quatriéme,
cinquiéme, sixieme et septiétme; on en a une, comme on I’a vu plus
haut, pour la croissance des deuxiéme et troisiéme; pour le premier,
on en obtient une en [’écrivant

|XYZT| |XY|\ ./ X|XZT| T|YZT| |[XZ| |XT| |TY| |TZ|

( XYZT XY ) [XZ[IXT| [TY[[TZ] XZ XTI ~TY 7Z )

On trouve ainsi, directement que, dans ce cas, I'écart an pointinitial
est borné a U'intérieur du cercle-unité.

Nous sommes conduits en définitive, grace au raisonnement pre-
cédent, ades théorémes relatifs d 'espace projectif S, avec (n + 2)S,_,
lacunaires. En particulier, le théoréme énoncé dans lintroduction
(théoreme VIIT) se trouve établi comme conséquence du suivant :

Tutorime VII. -- Soient dans lespace projectif S, en position géné-
rale, (n + 2) sous-espaces S,_, fixes, X, Y, ..., V, les premiers membres
de leurs équations satisfaisant @ X + Y —+ ...+ V = o. Les coordonnées
d’un point M de S, sont a Uintérieur du cercle | x | < 1 fonctions méro-
morphes de la variable x; pour | x| <1, le point M ne vient sur aucun
des (n +2)S,_,; tl a pour x = o une position M, telle que des nombres
quelconques en nombre inférieur a n—+ 2, choisis parmi X,, Y,, ...,
V,, atent toujours une somme différente de zéro. Alors lorsque x demeure
intérieur au cercle |x | <o <1, les rapports respectifs de X, Y, ..., V
admettent des bornes supérieure et inférieure dépendant unigquement
de M, et p.

18. Pour pouvoir énoncer des propositions relatives au cas ou M,
est quelconque, il est nécessaire d’entrer dans quelques considérations
supplémentaires et d’adopter, provisoirement du moins, une certaine
terminologie.
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Nous appellerons point spécial un point n’appartenant pas 4 la mul-
tiplicité lacunaire des (2 + 2)S,_, donnés, pour lequel la somme de
certains des nombres X, Y, ..., V est nulle (alors Ia somme des autres
'est aussi en vertu de X + Y +...+ V=o0); muluplicité spéciale ou
diagonalele lieu des points specmux cette multiplicité a 7 — 1 dimen-
sions est formée d’un nombre aisé a calculer de S, , (dits diago-
naux).

Une variété spéciale est une variété linéaire coupant la multiplicité
lacunaire suivant un nombre de variétés distinctes dépassant exac-
tementd’une unitéle nombre de ses dimensions; ces variétés distinctes
sont alors nécessairement en position générale sur la variété spéciale.
Le nombre des dimensions d’une variété spéciale ne peut dépasser la

. .. n . .
partie entiére de —- Tous ses points sont spéciaux, sauf naturellement

les points lacunaires. L'ensemble des variétés spéciales est la multi-
‘plieité spéciale ou. diagonale définie plus haut. Chaque variété
spéciale peut étre regardée comme engendrée par le point représen-
tatif d’un systéme de fonctions méromorphes 4 un nombre de variables
égal au nombre de ses dimensions, admettant la multiplicité lacunaire
donnée. Pour un point variable d’une variété speciale, X, Y, Z, ..., V
se divisent en un certain nombre de groupes comprenant chacun au
moins deux d’entre elles, et celles de ces coordonnées appartenant a
un méme groupe ne différent de 'une d’entre elles que par.des
facteurs constants, la somme de ces facteurs étant nulle.

Ltant donnée une variété spéciale, considérons les variétés spéciales
qui peuvent s’en déduire par variation continue : elles forment un
systeme complet de variétés spéciales, et engendrent une variété diago-

nale; sur cette derniére variété, la somme des coordonnées X, Y, ...,V
de chaque groupe qui ne différaient sur la variété spéciale que par un
facteur constant, cette somme est nulle ; ce sont Ia les équations de la
variété diagonale considérée; ainsi se trouve définie la variété diago-
nale la plus vaste contenant la variété spéciale donnée (dans certains
cas d’ailleurs, la variété donnée peut appartenir a4 d’autres variétés
diagonales situées sur celle-1a). Le nombre des dimensions d’une .

n +l
variété diagonale est au moins égal & la partie enticre de —

Ltant donné un point spécial, il existe un nombre fini de variétés
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spéciales le contenant; certaines peuvent étre contenues dans d’autres
d’entre elles, supprimons-les ; le nombre des variétés spéciales
subsistant aprés cette suppression sera dit la spéciatié du point con-
sidéré (quel que soit le nombre des dimensions desdites variétés),
suivant que la spécialité est 1, 2, ..., le point est simplement, double-
ment... spécial. Le lieu des points simplement, doublement... spéciaux
est la multiplicité simplement, doublement... spéciale.

Appliquons sommairement les considérations précédentes aux cas
oun==2,3,4.

Dans le S,, il n’y a qu’une sorte de variétés spéciales (et diagonales)
répondant au symbole 2-2. Ce sont les trois diagonales du quadrila-
tere complet. Les trois points d’intersection sont doublement spéciaux.

Dans le S;, on a encore & considérer un symbole, le symbole 2-3.
Les droites spéciales sont celles en nombre ', qui unissent un sommet
du pentaédre a l'aréte opposée; elles sont situées sur 1o plans dia-
gonaux ; les intersections de ces plans diagonaux non situées sur les
plans lacunaires sont au nombre de 30; ces 30 droites constituent la
multiplicité doublement spéciale.

Pour le S,, bornons-nous 4 énumérer les variétés spéciales. On a a
considérer trois symboles : 2-4, 3-3, 2-2-2. Au premier correspondent
les droites, en nombre =*, qui passent par un point commun & quatre
des six hyperplans lacunaires, et s’appuient sur le plan commun aux
deux autres; au second, les droites, en nombre o? égalemeht, qui
s’appuient sur deux droites dont chacune est I'intersection de trois
hyperplans lacunaires; au troisiéme les plans, en nombre fini, dont
chacun est dans un méme hyperplan avec les plans d’intersection de
trois couples d’hyperplans lacunaires.

19. Grice aux considérations précédentes, nous allons pouvoir
énoncer un théoréme dans le cas ot M, est spécial.

Voici le théoreme auquel on aboutit dans le cas le plus général, et
qui compléte le théoréme VII; on I'établit en développant avec toute la
précision possible le raisonnement succinctement indiqué plus haut,
de maniere analogue a celle de la section V :

L , o , o, .. o
[utoreMe IN. — A. Soient dans Uespace projectif'S,, en position géné-,
Ann. Ec. Norm., (3), XLIII. — NoveMBRE 1926. 44
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rale, (n + 2) sous-espaces S,_, fixes, X, Y, ..., V, les premiers membres
de leurs équations satis faisant a X -+ Y + ... 4V = o. Les coordonnées
d'un point M de S, sont a Uintérieur du cercle | x| <1 fonctions méro-
morphes de la variable x; pour | x| <1, le point M ne vient sur aucun
des (n + 2)S,.y, il a pour & = o une position M, qui est simplement
speciale, ce terme ayyant la signification qui lui a éié attribuée dans cette
section. A la variété speciale unique passant par M, répond alors de la
maniere convenue un partage des coordonnées X, Y, ...,V en un certain
nombre de groupes. Alors, pour | x| <p<1:

Le rapport de deux coordonnées d’un méme groupe admet des
bornes supérieure et inféricure dépendant uniquement de M, et p.

B. Si, les autres hypoihéses étant les mémes, le point M, est multiplement
spécial, et de spécialité q, on peut écrire pour chacune des g variétés
spéciales qui lut correspondent un systéme d’inégalités exactement pareil
a celur donné en (A), comme st M, était simplement spécial, la
vaiiété corresponrdante étant celle considérée ; matis alors ces q systémes
d'inégalités ne sont pas nécessairement lous vérifics. On peut sumplement
affirmer que pour un systéme de fonctions quelconque l'un au moins de
ces systémes est verifié (pouvant changer avec p).

On déduit immédiatement de ce théoréme un théoreme complétant
celui donné dans l'Introduction, et concernant les coefficients des
développements des fonctions considérées, dans le cas ou le point M,
est simplement ou multiplement spécial. Il convient d’observer que
lorsque M, est & spécialité multiple, un raisonnement complémentaire,
d’ailleurs aisé, est nécessaire. En effet, dans le cas ou M, est multi-
plement spécial, il convient pour obtenir les résultats les plus
complets d’utiliser sous une forme convenable les inégalités résultant
de I'application de la proposition A aux diverses variétés spéciales.
C’est ainsi que dans le cas de deux fonctions /() et g(«) ne s’annu-
lant pas, et dont la somme ne devenait pas égale & ['unité (section V),
la limitation de a,0, /pour @, =0b, =1 ne pouvait se déduire de

Jg

la limitation du plus petit de a, et de b6,, mais de celle dej——:;-——;-
T o=

Nous n’avons pu obtenir jusqu’a présent, pour » quelconque, de
J P ) ,
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résultats plus précis que ceux donnés actuellement dans [’énoncé du
théoreme IX, notamment en ce qui concerne la forme des domaines
couverts au voisinage de la multiplicité lacunaire. Dés le cas du S,,
les choses paraissent présenter quelque complication, due a P'exis-
tence de plans spéciaux (dans le S, et le S, il n’y a que des droites
spéciales).

(D’ailleurs, avec des renseignements complémentaires au sujet de
cette section, la suite du théoreme IX sera donnée ultériéurement,
peut-étre dans un autre Recueil.)

Enoncons cependant ici par anticipation quelques propriétés
intéressantes relatives au cas du S, ; il s’agit de la forme du domaine
couvert par le point M dans le voisinage de la multiplicité lacunaire,
M, étant spécial (simplement pour fixer lesidées; s’il 'est doublement,
il n’y aura pas de différence). Tout est naturellement supposé réel
(géométriquement et non seulement algébriquement, c’est-d-dire
qu’iln’ya pas de couples de plans imaginaires conjugués). Nous avons
a considérer sur la droite spéciale le voisinage de I’aréte et le voisi-
nage du sommet.

Dans le voisinage de I'aréte, le domaine est formé, pour p assez petit,
par deux sortes de lames opposées par I’aréte, se confondant presque
avec le plan diagonal. Lorsque g croit, il se forme vraisemblablement
d’autres lames analogues le long des parties de I'aréte éloignées de la
droite spéciale.

Dans le voisinage du sommet, le plan diagonal coupe le triedre
suivant trois droites déterminant trois couples d’angles opposés par le
sommet. Lorsque o est voisin de zéro, le domaine est également &
I'intérieur de celui des trois couples d’angles qui contient la droite
spéciale, & 'exclusion des deux autres; il est formé de deux sortes de
spatules opposées par le sommet; le plan diagonal coupe leur ensemble
suivant une courbe ayant un point double & tangentes distinctes, un
plan sécant arbitraire suivant une courbe ayant un point tacnodal. La
. surface

~2
S

= (a2+1?) (x?sin?a — y2cos?a
) J

a a peu pres a l'origine la forme dont il s’agit.
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Lorsque p, toujours inférieur a 'unité, devient suffisamment grand,
il est possible qu’il se forme, outre le précédent, un systéeme de
spatules analogue dans chacun des deux autres couples d’angles, mais
c’est la un point qu’il faudrait étudier de plus prés.

20. Etendons les théorémes de la présente section aux fonctions de
plusieurs variables, c’est-a-dire au cas ot le pointM dépend de maniére
méromorphe de p variables au lieu d’'une. Observons d’abord que le
cas ol p > n ne parait pas présenter d’intérét, ne donnant proba-
blement lieu 4 aucun théortme qui ne soit un corollaire de ceux
relatifs aux cas ou pSn. C'est ainsi que personne n’a jamais songé a
énoncer des théoremes relatifs 3 une fonction de plusieurs rariables
a trois valeurs lacunaires. Nous supposerons donc toujours p=n.

Tutorime X. — Les théorémes VII et I1X demeurent vrais lorsque,
toutes choses égales d’ailleurs, les coordonnées du point M, au lieu d’étre
fonctions meromorphes d’unec variable x dans le cercle-unité |x| <1,
sont fonctions méromorphes de p(p<n) variables z, y, ..., t dans
U hypersphére-unité,

XL A=Yy 4. Al —1< 0,
les cercles de rayons o et o' étant également remplacés dans les énonces
par les hypersphéres de rayon p et o'.

Ces théorémes demeurent vrais st I'hypersphére-unité est remplacée par
un domaine connexe quelconque de lespace projectif a p dimensions
complexes, les hypersphéres de rayons ¢ et o étant remplacces de méme par
des domaines intéricurs au précédent et contenant M,.

Ce théoréme se déduit des théorémes VII et IX comme le théo-
teme VI a été déduit du théoréme II. Signalons seulement un point de
détail que nous avions passé sous silence & cet endroit. La courbe
algébrique construite pour démontrer la seconde partie de I’énoncé
doit, pour que la démonstration s’applique, étre sectionnée par la
frontiére du domaine. Or, tout d’abord, il est clair qu’elle a des points
communs avec cette frontiére, puisqu’une fonction uniforme méro-
morphe en tout point d’une surface de Riemann est rationnelle. Reste
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a supposer qu’il puisse se présenter le cas ou elle n’aurait en commun
avec la frontiére du domaine que des points en nombre fini, au lieu
d’une ligne ; alors les fonctions, si elles ne sont pas rationnelles, sont
a point essentiel isolé, et les quantités entrant en considération sont
non seulement bornées, mais constantes.

Signalons enfin deux généralisations possibles, que nous ne ferons
pas ici. D’une part, dans le cas d’'un nombre de variables supérieur & 1
et inférieur an, on pourra chercher a quelles conditions de limitation
satisfont les différents déterminants fonctionnels, lorsque M, est spé-
cial. D’autre part, les théorémes relatifs aux déterminants fonctionnels
sont certainement susceptibles (déja dans le cas de n variables étudié
au paragraphe VI) d’une forme intégrale qui soit pour eux ce que le
théoréme de M. Schottky est pour celui de M. Landau.

VIII. — Observations diverses.

21. Nous allons, dans cette section, faire quelques remarques,
d’abord sur trois points touchant de trés prés au Mémoire actuel,
ensuite sur des questions dont ce Mémoire suggere I’étude.
~ Justifions d’abord ce que nous avons annoncé au paragraphe IV,
relativement 4 la possibilité de se passer des lemmes 5 et 6 dans la
démonstration du théoréme [T (et des théorémes subséquents dans
la démonstration desquels ils intervenaient directement ou 1nd1rec~
tement). Ils peuvent étre remplacés par le suivant :

Lewme 6 bis. — Soient des nombres t, assujettis seulement & étre de
module in férieur d l'unité. A tout nombre positif r<1 et a tout nombre
positif vy, si petit sott-il, on peut faire correspondre un nombre h depen-
dant uniquement der et y (nullementdes t) tel que, x et = étant inférieurs
@ r en module, on ait en général

— 5t

I—:I,t

2 log < h Zlog )

xr— ¢

seules pouvant faire exception & U'inégalité précédente, pour des valeurs
déterminées des t et de sz, des valeurs de x pour lesquelles la variation
totale dumodule | x| et celle de la partic réelle .(x) sotent in férieures a .
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Ce lemme 6 bus s’établit sans peine; on en rameéne, en effet, la
démonstration a celle d’une proposition analogue, mais ou tout est
réel; et cette derniere résulte de celle, citée au paragraphe IV, des
pages 78-79 de 'Ouvrage de M. Valiron, de la méme maniére que dans
ce paragraphe le lemme 6 a été déduit du lemme 5.

Dans la démonstration du théoréme 1I, 'hypothése & est alors 2
remplacer par la suivante :

b bis. L'hypothése a est exclue ; mais a Uintérieur du cercle R,,
X[XYZ| Y|YZX| Z|ZXY|
[XYXZ]" [YZ]|YX] |ZX][ZY |
a ¢/, sauf peut-étre pour des valeurs de @ pour lesquelles la variation
totale du module [x| et celle de la partie réelle & () sont infé-
rieures a £”.

Donc, dans cette hypothése & bis, les cercles exceptionnels corres-
pondent & une variation totale du rayon, entre o et R,, au plus égale
a 3¢, et les droites exceptionnelles, perpendiculaires & 'axe réel, 4
une variation totale de I'abscisse, entre — R, et + Ro, au plus égale au

chacune des expressions est inférieure

3e”
méme nombre 3¢”. Pour un rayon supérieur & =, deux cercles non

exceptionnels communlquent toujours par une drmte non exceplion-
nelle. Il résulte visiblement de la que par la considération de ces
cercles qui ne peuvent laisser & découvert, entre o et R,, que des cou-

L . . . 3e” e’
ronnes d’épaisseur totale au plus égale & 3¢+ 2—°:92—, on peut

Iy

développer un raisonnement 4 peu pres identique a celui fait dans
I’hypothese b.

Enfin, dans I'hypothese ¢ bis (exclusion des hypothéses « et b bis),
le raisonnement a faire ne dlffere presque pas de celui fait dans ’hypo-
thése c.

Ainsi, il est parfaitement possible de se passer des lemmes 5 et 6.
Mais nous avons préféré ne pas méler au texte ces considérations un
peu lourdes, et ne pas ajouter aux complications tenant i la nature
méme de la question celles provenant d’un mode d’exposition parfai-
tement rigoureux sans doute, mais qui n’est ni élégant, ni naturel.

Il est certain, en effet, que le lemme 5 est celui commandé par le
sujet traité. Nous avons vainement cherché & en obtenir une démons-
tration purement algébrique; c¢’est la une lacune qu’il y aurait intérét
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& combler; on prouverait ainsi que les contours de longueur totale
inférieure a y & l'extécieur desquels la propriété a lieu peuvent étre
pris en nombre au plus égal @ n; la vraisemblance de ce dernier fait
apparait si 'on considére la surface de Riemann correspondant au
polynome comme perforée d’un seul coup par un emporte-pitce
cylindrique.

22. Occupons-nous maintenant d’une question posée dans I'Intro-
duction : le théoreme III de la section V (pour fixer les idées) est-il
véritablement la traduction en termes finis du théoréme de M. Borel

sur 'identité Ze“"""’ = o, ou contient-il quelque chose de plus?
1

Observons que la connaissance d’une borne supérieure de %%I
dans un domaine ne suffit pas pour conclure que X, Y, Z (holomorphes
et sans zéros) y sont approximativement liés par une relation linéaire
et homogene; il faut y ajouter, par exemple, la cennaissance de
bornes supérieure et inférieure pour les rapports respectifs de X,
Y, Z. Par conséquent, connaissant (a,, b,) en position générale,
et @, =2 o, on ne pourra, semble-t-il, trouver par le raisonnement de
la section III un cercle ot 'on ait sirement soit /= o, soit g = o,
soit f+ g =1 que si 'on connait des bornes supérieures de [ et g
dans un certain cercle de rayon dépendant de «,, b, et a,.

Le théoréme III n’en résultait pas moins de celui de M. Borel avec
une irrésistible évidence. En effet, il n’était pas douteux que 1’on put
trouver pour ce dernier — comme on l'a fait pour celui de M. Picard —
une démonstration n’envisageant que les fonctions elles-mémes, indé-
pendante de 'emploi des dérivées. Et 1l tombait sous le sens que la
traduction en termes finis d’une démonstration de cette nature ne
pouvait introduire aucune condition de limitation du module des fone-
tions considérées.

Nous ne nous arréterons pas a rechercher si 'on pourrait compléter
le raisonnement du paragraphe III, de maniere & obtenir une démons-
tration du théoréme II1, laquelle ne pourrait d’ailleurs manquer d’étre
identique dans le fond a celle développée au paragraphe V. Il
nous suflit de posséder cette derniére, qui sera probablement suscep-
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tible de quelques simplifications ultérieures n’en altérant pasles lignes
essentielles. Nous dirons seulement un mot, un peu plus loin, sur la
maniére dont celle-ci pourrait étre présentée en recourant uniquement
3 la considération du module maximum, point de vue adopté au para-
graphe III.

23. Dans la Note des Comptes rendus, nous avons rappelé que les
résultats les plus complets dans la théorie de la droite a trois points
lacunaires sont fournis par la fonction modulaire, laquelle en réalise
I'uniformisation la plus naturelle, et considére comme vraisemblables
que, dans la théorie actuelle, les résultats les plus complets seraient
fournis par certaines fonctions automorphes (peut-étre hyperfuch-
siennes), réalisant I'uniformisation la plus naturelle du plan i quatre
droites totalement lacunaires, de I'espace a cinq plans totalement
lacunaires, etc. Si la chose est exacte, la détermination effective de ces
fonctions sera un probléme trés intéressant, et dont la résolution sera
fort désirable. Mais il convient d’observer que les faits signalés 4 la fin
de la section V. donnent & penser que la détermination de ces fonctions
et la maniere dont elles s’appliqueront & la théorie actuelle seront plus
compliquées que dans le cas particuliérement simple de la droite a
trois points lacunaires et de la fonction modulaire.

Si, contre toute attente, l'obtention des résultats les plus complets
n’était pas réalisable & P'aide de fonctions analytiques convenables,
elle continuerait certainement du moins a I’étre par I'intégration de
systemes aux dérivées partielles appropriés, analogues dans une
certaine mesure a I'équation Au = e“.

24. Passons maintenant 4 des questions dont P'objet se rattache
moins étroitement au Mémoire actuel.

1° Pour prouver sans avoir recours a la dérivation I'impossibilité de
la relation e® + €% + % + €% = o, ot les G; sont des fonctions entiéres
dont deux quelconques ne différent pas par une simple constante, on
pourra examiner d’abord le cas ou les G; sont des polynomes; le théo-
reme du minimum du module appliqué aux sommes des ¢ pris deux
a deux, pourra conduire a la démonstration dans ce cas particulier.
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Pour passer au cas général, il faudra d’abord établiv le théoréme du
minimum du module d’une maniére absolument générale sous sa
torme la plus précise: on aura alors une démonstration du théoréme
de M. Borel analogue & celle que nous avons donnée du théoréme de
M. Picard, dans le Mémoirve cité des Annales de Toulouse, en observant
que la considération de la fonction /()| /f(2) — 1] conduit & une
conséquence contradictoire avec une proposition de M. Wiman et de
M. Valiron: on aura ainsi résolu la question au point de vue ordinaire
du maximum et du minimam du module. Mais il sera plus intéressant
peut-étre encore de la résoudre au point de vue des valeurs movennes
logarithmiques de MM. Nevanlinna: il faudra tout d’abord, a cet effet,
démontrer le théoreme de M. Picard, sans dérivation, a aide de ces
valeurs movennes, ce qui semble pouvoir se faive par I'établissement
préalable d’un lemme relatif & la valeur moyenne correspondant i la
somme de deux fonctions.

2° Il serait facile de traduire les théorémes du présent Mémoire en
propositions relatives a des fonctions algébroides d’une ou plusieurs
variables. L'interprétation du théoreme de M. Borel au moyen des
fonctions algébroides, bien connue par les travaux de MM. Remoundos
et Varopoulos repose, on le sail, sur le fait que Pimage des systémes
de n points d'une droite & 2+ 2 points lacunaires est I'espace i
n dimensions, 4 n + 2 sous-espaces linéaires lacunaires 4 n —1
dimensions.

3° Nous avons tenté d’appliquer les théoremes I, 11 et II1 & I"établis-
sement de théoremes analogues 4 ceux de MM. Landau et Schottky,
mais pour un nombre devaleurs lacunaires supérieur & trois, et le
cercle-unité ¢tant remplacé par certaines aires multiplement connexes
dans lesquelles la fonction est méromorphe ; ainsi que de théoremes
analogues & ceux de M. Picard, pour des fonctions n'ayant pas d’autres
points essentiels que ceux d’une fonction kleinéenne de la troisiéme
famille (ensemble parfait discontinu). Mais ce travail, ceuvre d’un
débutant, ne parvint pas, comme s’en sont apercus MM. Hadamard,
Montel, Fatou, a résoudre le probléme posé. Certains des énoncés
obtenus pouvaient, en effet, étre déduits de la théorie de la droite &
trois points lacunaires; d’autres étaient insuffisamment démontrés et
méme en partie inexacts, cette inexactitude tenant au fait que l'en-

Ann. Ec. Norm., (3.), XLII. — DECEMBRE 1920. 45
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semble kleinéen susdit peut servir 4 uniformiser non seulement la
courbe qui y est attachée, mais aussi d’autres courbes de genre supé-
rieur, multiples de la précédente sans points de ramificalion. Le pro-
bléme en question, pour les ensembles kleinéens dont il s’agit, et
a fortiori pour les ensembles quileur sont simplement homéomorphes,
parait présenter des difficultés de nature analytique et arithmétique,
si l'on voit assez bien quelles questions peuvent se poser, on apercoit
moins nettement la méthode 4 employer pour les résoudre et surtout
les résultats qui, en définitive, pourront étre obtenus.

25. Les lemmes 5 et 6 peuvent étre rattachés a diverses questions
dignes d'intéret.

1° Indiquons d’abord comment on pourrait démontrer le lemme 5
d’une manicre touchant i la fois a lathéorie des ensembles et au caleul
des probabilités. Grace aux considérations du début de la présente sec-
tion, il suffit, en somme, pour I’établir, de démontrer qu’un ensemble
de points du plan dont la projection sur une droite quelconque a une
mesure nulle peut étre enjfermé dans des contours dont la longueur totale
est ausst petite que L'on veut ('), ¢’est--dire qu’il est ponciuel suivant
I'expressionde M. Painlevé, ou qu’il a une mesure linéaire nulle, suivant
celle de M. Valiron (la mesure linéaire d’un ensemble plan étant la
borne inférieure de longueur totale des systemes de contours contenant
I’ensemble). Il s’agit donc de prouver qu'un ensemble a une mesure
linéaire nulle st la probabilité pour qu’il soit renconuré par une droite
prise au hasard est nulle, c’est-a-dire st ’ensemble des projections d’un
point fize, d’ailleurs arbitraire, sur les droites qui le rencontrent, a une
mesure super fictelle nulle.

Observons alors que par toul point de 'ensemble des projections
passe une ligne appartenant au méme ensemble; supposons, pour fixer
les idées, 'ensemble donné situé tout entier i distance finie; on recon-

(*) 1l est aisé de construire un ensemble de mesure linéaire non nulle, mais
dont la projection sur guatre droites du plan, de directions différentes a une
mesure nulle. Il y aurait intérét & rechercher s’il existe des ensembles jouissant
de la méme propriété pour un nombre de droites supérieur & quatre.
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nait alors, moyennant une homéomorphie convenable, que le dernier
énoncé est équivalent au suivant :

Sovent des cordes d'un cercle donné, de longueur supérieure @ un nombre
donné, constituant un ensemble de mesure super fictelle nulle. L'ensemble
des projections de tout point fixe du plan sur ces cordes a une mesure
linéaire nulle, et, ce qui revient au méme, ces cordes peuvent étre
enfermées dans un systéme de couples de droites paralleles tel que la
somme des écarts de tous les couples soit aussi petite que I'on veut.

Telle est donc la proposition qu'il conviendrait d’établir pour
prouver (u'un ensemble plan & projections ponctuelles est lui-méme
ponctuel, ce qui donnera une démonstration du lemme 5.

2° Dans I'énoncé du lemme 6 figure la somme

1—-5:1
x — !’

7]

log

étendue 2 des nombres ¢ inférieurs a 'unité; cette somme est une
fonction de 2 (ax < 1) dont le lemme 6 énonce une propriété indépen-
dante des z. Or on reconnait sans peine qu'a ce point de vue, la consi-
dération de cette somme est absolument équivalente a celle de I'inté-

grale double
(x)= /fp_(t)log

otendue au cercle 2| <1, désigné ici parc, d’élément d’aire dw,, la
fonction 1(¢) étant supposée seulement positive et continue.
Soit z = u + i¢; la fonction [ s’annule surle cercle u® 4+ ¢v> =1, et son
laplacien Al est ¢gal & I'intérieur de ce cercle 8 — 2=p. Réciproque-
ment, toute fonction s’annulant sur le cercle-unité et dont le laplacien
est négatif i 'intéricur peut se metire sous forme d’une telle intégrale
double. Le laplacien estici défini par 'équation de Poisson, son exis-
tence ne suppose pas celle des dérivées secondes.

Le lemme 6 donne donc une propriété générale des fonctions nulles
le long d'un cercle et a laplacien négatif a l'intérieur : connaissant la
valeur de la fonction en un point déterminé, on est assuré que les
points d’un cercle intérieur fixe ou elle dépasse un nombre M peuvent

do,,

vl
x— ¢
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étre enfermés dans des contours (pour lesquels on peut naturellement
prendre des cercles) de longueur totale bornée supérieurement par un
nombre tendant vers zéro avec 1| M. Cette propriété pourrait s’étendre au
cas d’un domaine quelconque, simplement ou multiplement connexe.

[l est connu qu'une fonction & laplacien négatif ne peut avoir de
minima; de plus, elle est positive dans le cas actuel, ou elle s’annule
sur le contour. L’étude approfondie de la surface z = f(z, y) ou le
laplacien Az est négatif, parait digne d’intérét, spécialement en ce qui
concerne la configuration des lignes de niveau.

On peut étendre de plusieurs maniéres les considérations précé-
dentes au cas d’'un nombre plus grand de dimensions. Par exemple,
pour le cas de trois dimensions, deux extensions sont possibles (el
chacune serait probablement, comme dans le cas de deux dimensions,
susceptible de divers aspects).

D’une part, on peut considérer 'intégrale triple, étendue & la sphére-

unif(é
A .
f/ IA 1J.(I’)log;dc’,

r étant la distance & l'origine du point variable P; en transformant
conformément la sphere en elle-méme de maniére & faire passer Uori-
gine en un point intérieur quelconque M, on sera conduit & une inté-
grale triple fonction de M; et cette fonction jouira probablement d'une
proprié(é analogue a celle obtenue dans le cas de deux dimensions,
ayant lieu & I'extériear de sphéres don( lasomme des rayons sera aussi
petite qu’on le voudra. -

D’autre part on peut considérer encore dans le cas de trois dimen-
sions une fonction nulle sur la surface limitant une certaine région,
et laplacien négatif 4 I'intérieur; il est alors vraisemblable qu’une
propriété analogue aura encore lieu, mais que les régions exception-
nelles pourront seulement étre enfermées dans des surfaces d’étendue
totale aussi petite que ’on veut.

3° Le procédé utilisé ci-dessus pour transformer une question dans
les données de laquelle figurent certaines indéterminées discontinues
en une question ol tout est continu, semble pouvoir étre appliqué
atilement & la démonstration, sous sa forme la plus précise, du théo-
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reme de M. Hadamard sur le module minimum. Il suffira en effet d’éta-
blir la proposition suivante : .

St une fonction continue réelle nulle a l'origine a un laplacien négatt [
dans le cercle-unité, le maximum des valeurs positives de la fonction sur
~un cercle de rayon r est en général inférieur au prodwit par 1 + ¢ du
maximum des valeurs négatives changées de signe de la fonction sur le
méme cercle, la variation totale de log r dans les couronnes exception-
nelles étant bornée par un nombre dépendant uniquement du nombre
posittf arbirarre =.

Or, d’apres un théoreme de MM. Wiman et Valiron, la propriété en
question est vraie dans le cas ou le laplacien est nul. Pour I’établir
directement dans ce cas, il faudra trouver des inégalités auxquelles
satisfait sur trois cercles différents une fonction harmonique dans une
couronne ou elle a sar tout cercle une valeur moyenne nulle, et sou-
mettre ces inégalités & un processus d'intégration généralisant celui de
M. Borel. Il n’est pas douteux que la démonstration ainsi construite
sera applicable sans modification a la proposition énoncée.

26. Considérons la fonction ; méromorphe dans le cercle-unité: si
¢ tend vers zéro, elle ne tend évidemment pas uniformément vers zéro,
puisqu'elle a toujours un pole i Porigine; pourtant elle est nulle
pour ¢ = o, et I'on concoit bien qu’i un certain point de vue elle puisse
ctre regardée comme tendant vers zéro lorsque ¢ tend vers zéro: c’est
cette notion un peu vague que nous allons tenter de préciser. Mais
observons que I'on peut convenirde considérer, pourz = o, lafonction
non comme nulle a I'origine, mais comme indéterminée; et en effet
lorsque ¢ tend vers zéro, la racine de I'équation ; = «a tend vers zéro
quelle que soit la constante finic a. Ceci est en bon accord avec la
définition de l'expression de M. Nevanlinna (¢/. §1V) :

gm(r, fy=m(r, [/)+N ( 75 ’

puisque lorsque f tend vers zéro, sauf en un nombre fini de poles,
i

}‘

m(r, /) devient nul, alors que N (r, ) est de petitesse limitée.
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Nous dirons qu'une suite de fonctions méromorphes f,(x)converge
presque partout vers zéro (') a I'intérieur d'un domaine D si @ towt
domaine D' intéricur & D au sens strict et a tout systéme de deux nombres
positifs (g, ) Lon peut faire correspondre N tel que pour n >N on ait
dans le domaine 1) = | f,(z)| < ¢, sauf peut-étre a l'intérieur de contours
de longucur totale inférieure a 3. ,,

Il est clair que chaque contour e \ceptlonml doit contenir un pole
de la fonction [f,(x) qui lui correspond, sinon on pourrait le
supprimer.

La convergence presque partout vers une fonction holomorphe
ou meromorphe J(x) se definit de maniére semblable, la condi-
tion | /()| < e étant simplement remplacée par la condition

J(@) = Jul@)
L+ F(2) /(@)

qui exprime que la distance sphérique des deux points /() et f,(2)
tend vers zéro.

On voit que ces définitions different de celles de la convergence uni-
forme ordinaire pour les fonctions holomorphes ou méromorphes par
la possibilité de contours exceptionnels de longueur aussi petite qu’on
veut; et que I'on peut d’ailleurs toujours supposer circulaires.

La fonction limite de la suite pourra dans certains cas étre consi-
dérée comme ayant des points d’indétermination fictifs, a la fois zéros
et poles. ‘

Soit F(2)=R|[/(x)] la fonction /(x) é¢tant méromorphe dans un
domaine D, R[f] étant une fraction rationnelle en /, & coeflicients
méromorphes dans D par rapport a x; alors si [ converge presque
partout & U'intéricur de D vers une jfonction o, la fonction Fy converge
presque partoul vers la jonction ® = R[g].

Avec la définition ordinaire de la convergence, la propriété corres-
pondante n’a nécessairement lieu que si R est a coeflicients constants.

Lorsqu’une fonction est le quotient de deux fonctions holomorphes qui
tendent uniformeément a Uintérieur d’un domaine vers des limites non

(') Le mot uniformément est sous-entendu; il n’y a pas heu de consxderel
de convergence presque partout’qui ne soit pas unxforme. :
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loutes deux constamment nulles ou infinies, elle 'y tend presque partout
vers le quolient des limiies.

St une fonction f méromorphe a l'intérieur d’un domatine y tend presque
partout vers une fonclion %, qui ne se réduzse pas a ba constante infinze,
la dérivée f'(a) ¥ tend presque partout vers la dérivée o' (). Clest ce
que 'on peut voir a I'aide de 'intégrale de Cauchy.

St f'(x) tend presque partout vers ' (x), la différence f(x)— f(a)
tend presque partout vers o(x) — o (a). C'est ce que prouve une quadra-
ture convenable.

Par analogie avec la notion de famille normale de M. Montel, on
peut appeler famille hyponormale de fonctions méromorphes dans un
domaine une famille telle que de chacune de ses suites infinies [’on puisse
extratre une suile convergeant presque partout & 'tntérieur du domaine.
De ce qui précede résultent diverses propositions relatives & ces
familles. '

Une famille de fonctions | meromorphes dans un cercle et telle que
gm(r, f)y admette une borne supéricure valable pour toute la famille
est hyponormale. Mais une famille f peut étre hyponormale sans

A

qu'aucune des deux expressionsgm(r, /), gm(r, 7.) soithornée;c’est

X —

ce que prouve I'exemple /= —

St un systeme de deux fonctions liées par une relation algébrigue de
genre un engendre une famille hyponormale, cette famille est néces-
sairement normale. -

Ce sont naturellement les raisonnements des sections V et VII qui
ont suggéré les notions exposées dans le présent numéro. Cecl nous
raméne & examiner sommairement comment ils pourraient étre déve-
loppés en utilisant seulement le maximum du module. Il faudra

X [XYZ|
| XY [|XZ]
sant le lemme 2, s’appliquant au cas du quotientnon plus holomorphe,
mais méromorphe, de deux fonctions holomorphes quelconques, quo-
tient qui se mettra sous forme d’une fraction ayant un polynome pour
dénominateur. Le raisonnement pourra ensuite étre développé paral-
lelement i celui du texté, en utilisant le lemme 6 ou 6 bis. Mais il sera
plus logique, et théoriquement préférable, de se passer des contours

d’abord, atin de Pappliquer & > établir un lemme générali-
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exceptionnels de longueur totale tendant vers zéro, dont la considéra-
tion est dans 'ordre d’idées de la méthode des valeurs moyennes loga-
rithmiques, non dans celui de la méthode du module maximum. Iy
aura donc lieu en somme de trouver une autre définition de la conver-
gence vers zéro presque partout d'une fonction méromorphe dans un
cercle; il conviendra pour l'objet actuel de la considérer comme quo-
tient ('une fonction holomorphe par un polynome et de rechercher
quelles inégalités doivent avoir lieu entre le module maximum du
numératenr el les zéros du dénominateur.

Une troisieme définition de la convergence vers zéro sera celle repo-
sant uniquement sur la formule de Poisson-Jensen. Méme pour le
simple cas d’une fonction holomorphe, elle demeure encore a trouver;
il v aurait lieu de commencer par le cas d'une fonction holomorphe
SANS ZEros.

27. Nous demanderons, en terminant, que 'on veuille bien excuser
les moyens relativement compliqués par lesquels nous avons obtenu
des résultals en somme assez simples, comme le théoréme I Tes
démonstrations actuelles seront sans doute ultérieurement simplifiées,
et Pon en pourra trouver d’autres. Mais actuellement, on doit recon-
naitre que hon nombre des auteurs qui traitent ou croient traiter de la
théorie des fonclions analytiques ont beaucoup plus tendance a suivre
le caprice de leur fantaisie qu'a examiner les problémes qui se posent
en réalité, et ne produisent par suite que des cuvres dont le caractére
violemment inesthétique n'a d’égal que 'absolue stérilité. De tels
écrits complentassurément parmi les plus remarquables specimens de
ce que Fon peut appeler la « contre-mathématique ». Pour passer
maitre en cette science d’un genre nouveau, il suffit, avons-nous dit,
de se regarder soi-méme au lieu de regarder les choses telles quelles
sont. Il résulte de la que quiconque veut entreprendre 'étude d'une
question tant soit peu sérieuse ne trouve dans la littérature contempo-
rainc qu'un petit nombre d’instruments 4 sa disposition. On voudrait
espérer qu'un changement se produira, que de nouveaux moyens d’in-
vestigation seront créés, et enfin quelques pi‘oblé*mes résolus; mais il
serait téméraire de affirmer.
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ADDENDUM.

. Grace aux lemmes 1 et 2, il nous a été possible d’écarter de la
démonstration des théoremes de Picard, Landau-Schottky et Borel,
les propriétés du minimum du module d’un polynome, gue P. Boutroux
avait obtenues et appliquées dans la théorie des fonctions. Il est bien
curieux (lemmes 5, 6 et 6 bis) que ces mémes résultats de Boutroux
soient revenus s’imposer a nous, de manic¢re d’ailleurs toute différente,
lorsque nous avons voulu opérer en termes finis pour un systéme de
plasieurs fonctions.

5. Au n° 11, lorsqu’en substituant I’hypotheése @ 4 I'hypothése a,
nous conservons les hypotheéses & et ¢, nous supposons bien entendu
que dans ces dernieres hypothéses le triangle XYZ (pour fixer les
idées) soit I'un des deux triangles dont I'existence résulte de la néga-
tion de 'hypothese «. Une remarque analogue s’applique aux hvpo-
théses b bis et ¢ bis du n° 21.

v. Au sujet du n° 25 (alinéas 1°) signalons d’abord que
M. Mirvimanoff, dans les Fundamenta Mathematice (t. 1V, 1923,
p. 76, 118 et 122), a construit un ensemble plan non ponctuel
avant sur une infinit¢ dénombrable de droites une projection
ponctuelle. D’autre part, dans des travaux en cours de publication,
MM. Mazurkiewicz et Saks établissent P'existence d’ensembles non
ponctuels avant sur toute droite des projections ponctuelles; done les
suggestions des alinéas en guestion du n” 25 ne pouvaient pas aboutir.
(est par d’autres procedés qu'il faudra démontrer le lemme 5.

5. En ce qui concerne les considérations de ['alinéa 3° du n° 25,1l
sera également intéressant de les généraliser en remplacant, a la
maniére de M. Maillet, les couronnes exceptionnelles par de petits
cercles exceptionnels, la somme des angles sous lesquels ceux-ci
sont vus de l'origine figurant peuat-étre alors dans le résultat.

dnn. Ee. Norm., (3), XLIlI. — DEcgysRE 1920. 46
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¢. Au sujet de plusieurs des questions dont il s’est agi dans le
présent Mémoire, on pourra se reporter a deux fascicules du Mémorial
des Sciences mathématiques : G. VALIRON, Fonclions entiéres et fonctions
meromorphes d’une variable, 1925, et A. Brocu, Les fonctions holo-
morphes et méromorphes dans le cercle-unité, 19206, ainsi qu’a un livre
de M. R. Nevasuinya, qui doit paraitre dans la Collection Borel en 1927.




