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(~ il ~e/ une ~ccoy~/c /7/c ~~A? ~a//?~

<S'/)/<*?.
Dans le cas d'existence de deux: famUtcs de sphères, on peut

supposer qu'on a

Comtue ne doit.dépendre que de n on peut supposer que L est

une fonction quekonquc de et t'en a

Les sphères de la première catégorie s'obtiennent en cherchant les

géodésiques de relèvent iméaire

Oa peut encore mettre ce <r sous une forme plus syméulque, mais

qui dépend en apparence de deux fonctions arbtt.raires d'un argument,
a savoir

Ennn on peut remarquer que lesdeux familles de sphères de l'espace
ne peuvent avoir aucunespbcre commune, car une telle sphère corres-

pondrait, pour la seconde famille, fi cosy = o. et l'on devrait avoir
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PAR AKDRË BLOC H

I. Introduction et résumé.

1. A cô~cde la théorie de l'uniformisation des variétés algébriques

par des fonctions automorphes d'une ou de plusieurs variables, s'est

développée la théorie g'énératc des foncions uniformes liées par une

relation algébrique. Cette dernière théorie, née de la première, a

aujourd'hui une existence propre, et, tandis que la première, aux

prises avec de multiples difficultés, voit son développement momen-

tanément arrête, elle arrive dans une certaine mesure et par l'emploi
de méthodes appropriées, a progresser par elle-même, si bien qu'elle
se trouve actuellement plus avancée que son ainée.

Le cas d'une fonction uniforme admettant trois valeurs lacunaires.

a été dans ses grandes lignes complètement élucidé par une suite de

travaux classiques dus principalement a MM. Picard, Borel, Landau,

Schottky, Carathéodory, et utilisant, tantôt la fonction modulaire,

tantôt une méthode directe. Des résultats analogues ont été obtenus

par M. Picarde à l'aide des fonctions fuchsiennes, pour un système de

deux fonctions uniformes liées par l'équation d'une courbe algébrique
de genre supérieur à un; des résultats analogues s'établissent, sans

peine pour des fonctions incluses dans un /v~ (au sens de Poincaré).
La fonction modulaire et les fonctions fuchsiennes (ou du moins la

considération de l'équation A~ ==c") sont d'ailleurs indispensables a

l'obtention des résultats les plus complets, et l'introduction inévitable
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dans toutesles questions analogues de certaines fonctions automorphes

(ou de certaines équations aux dérivées partieHes) est, selon toute

apparence, un fait de la plus absolue généralité et de la plus haute

importance, mais qui est le plus souvent invériuable dans l'état actuel

de la science, en raison de la stagnation de la théorie de l'uniformisa-

tion. Si l'on ne recherche pas les résultats les plus complets, nous

avons montré dans un Mémoire récent (') que toute la théorie des

fonctions ou systèmes de deux fonctions uniformes incluses dans une

courbe ou dans un type donné, était une conséquence a peu près hn mé-

diate d\m théorème d'une démonstration un peu longue, mais d'un

énoncé fort simple.
Le cas des variétés et des types a plusieurs dimensions ne pouvait

manquer d'être beaucoup plus complexe que celui des courbes et types
à une seule dimension; on ne savait d'aHleurs. jusqu'à ces dernières

années, presque rien à ce sujet. Seul était connu un théorème étal)!!

autrefois par M. Borel (~), maisqui n'avait jamais été envisagé par
son auteur ni par personne au point de vue actuel. Dans un Mémoire

en cours de publication (~'), nous avons } u mettre en évidence la véri-

table sIgtiiMcatioude ce théorème, ctcr) obtenir Fextension finitiste,
c'est-à-dire le généraliser de la manière dontt les théorèmes de

MM. Landau et Schottkv généralisent le théorème ordinaire de

M. Picard. La théorie obtenue est lu plus simple de celles, assez

nombreuses, qu'il est dès a présent pertuls d~euvisager comme corres-

pondant pour plusieurs dimensions à la théorie unique des fonctions

à trois valeurs lacunaires pour une seule dimension.

A rextrémité opposée de la série des théories aéditier pour plusieurs
dimensions se trouve celle des systèmes de fonctions satisfaisant a

l'équation d'une variété algébrique; c'est le cas où le type se réduit a

la variété qui lui sert de base, sans qu'il y ait surette aucun système de

(' ) Les ~co/e~~c /!7. < (f/o/t ~~b/<c~'o/~ e/t/ et la ~r/c de

M/n/b/a~'oM (.jt/<?~</<* V'o~~M~c, !C)~5). Erratum de ce Mémou~ p. tt,

Hgne i, iire )og(\/M–! i –) +)o§\/a7:+ -}-2/<
-1

(~) ~c<~ /Vo7/c«, ~0, p. 38~.

( ~) ~Mr .eMM ~e/o/<c~'o/<o/()//<o/'p/<c~ « u<?~'<c'~ /~e<?N'~/~c(/r~

(.4M/e.<~e /co~/Yor/y~/c, i()36).
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sous-variétés ou de points affectés de coefficients déterminés, corres-

pondant a certaines conditions imposées aux fonctions. Le problème
fondiuuenta! a ce sujet est. la détermination de toutes les variétés algé-

briques unifoDtiisables par des fonctions méromorphes; on a cru ( '))

pouvoir envisager commevraisemblable Inexistence d'autres surfaces

que les surfaces hyperelliptiques, rentrant dans cette catégorie; or il

a toujours été très probable que les seules variétés algébriques unifor-

misablespar les fonctions méromorphcssont les variétés abéliennes;

la démonstration de ce théorème paraît toutefois encore lointaine. Il

est d'alHeurs a présumer que, d'une manière plus générale, des foue-

tions méromorphcs en nombre quelconque, a une ou plusieurs varia-

bles, satisfaisantt a l'équation d'une variété algébrique, satisfontt

nécessairement aux équations d'une variété abélienne faisant partie de

cette variété.

~attendant rétablissement de ce théorème général, ou de celui

qui doit le remplacer si, contre toute attente, il se trouve erroné, nous

avons étudié les systèmes de fonctions uniformes d'une ou plusieurs
variables satisfaisant a l'équation d'une variété algébrique suflisam-

mcnt générale; les résultats relatifs aux fonctions d'une seule variable

n'ont pas encore été publiés, ceux relatifs aux fonctions de plusieurs
variables l'ont été dans une Note des Cow~/<9 /'c/ (~).

L'objet du Mémoire actuel est l'étude des fonctions uniformes satis-

faisant a Inéquation d'une variété, au contraire, fort particularisée, à

1\ Ptc.AHb,/o/<~ (~e~t'f/t ~e c/e~.r ~M~ H, p. ~80.

(~~ -S~ /(? /<o~-<b/'w~(7~<<?r /c~/o~c<fO/<~weroMto/)~e~ r~r/e~e.!

<</</t'<<<~c/)cr(Tf/(\<(Co~M~'c~< !8L p. ").
La su~~csitou faite a ta (in de c~tte Note, concernant, le retuptacemenL des

hYpothéses fait~~ ~ur ta variété par ceUe de rexi~tence d'au moins deux inté-

grâtes ~-uptes de prenuoe espèce, xe se rapporte qu'au prenuer des trois théo-

rèmes de ta pag<i3"8, c est-a-dire ta non-nn!fornnsab!!ite de la variété par des

testions tneromorphes. L'exempte'de Hmage des couples de points d'une courbe

ettiptique et d une autre courbe preuve qu'une surface peut être de genre geo-

tnetrique arbitr~h'euient graud saos que les propositions relatives au jacobien et

a i'integrate double eteudue à un cettaiu continuum, soient véritiees.

H est toutefoïs possible que ces propositions soieut nécessairement veriiiées

pour tes surfaces dont les courbes canoniques ne se composent, pas toutes de

courbes d'un faisceau unique.
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savoir d'une variété dont l'irrégularité dépasse la dimension. L~ntérét

d'une telle étude est que les propriétés obtenues sont fort précises
c'est pour les fonctions liées par l'équation d'une telle variété que

Panalogle est la plus complète avec les fonctions liées par l'équation
d'une courbe de genre supérieur à un. L'7/v~ dontil est ques-
tion dans tout ce Mémoire est celle qui se rattache a la connexion

linéaire, c'est-à-dire le nombre des intégrales de dill'érentielles totales

de première espèce linéairement Indépendantes.
La méthode employée dans le présent Mémoire est comme dans la

ptupart de nos travaux précédents, la méthode des valeurs moyennes

logarithmiques de MM. F. et R. Nevanlinna (' qui constitue le plus

puissant instrument d'investigation dont on dispose actuellement en

analyse complexe.
Dans la section 11 du présent Mémoire sont rappelées certaines

propositions de géométrie algébrique qui seront uhtisécs dans la suite:

l'application en est laite a la théorie des variétés algébriques /(?-

~<s', c'est-à-dire (au sens adopté dans ce Mémoire) à connexion

linéaire multiple.
La section Ht est également consacrée à des développements préli-

minaires trois lemmes y sont établis au sujet de certaines valeurs

moyennes logarithmiques. La démonstration du troisième de ces

lemmcs, rétabli à la croissance d'un système de louchons abélicnnes

dont les arguments sont fonctions d'une variable, présente encore (me

lacune qui n'est qu'à moitié comblée.

La section i\ forme avec la suivante la partie essentielle du présent
Mémoire, tl est établi que /)< ~r/~(Y' ~oy~ /Vr/"ri~/6f/

~(Y~S'~ ~0/ /<~ /MC'0/<.9/0/~0/)/)' ~C /Y//7<~A'.

<6)/.s' /<0/~ /W/~ <~< Ct)/ <SY7~

/'r<< ~c<c'(. -s'o/~/<\s'(.W(.v~ 1 c~o/y/~c~

(') Parc\emp)e F. et H. ~KV.~u~A. ~7c'('c/c~«f~c/<c/
/<()~e/~ <~c/' ~c~ c~c/' ~M/rp~ ~/c//c o~c/' A<c (Jc~ ~*oc.

/<c~ 50. n" 5, '<)~). I\E\AXH!<~A.~n'c~ ~e~ P/L'f?r<a/«~?(~c/<(?~

~(C<~7/.7\~cA/ n)~). )'. t;')t);Z~77«?o/e (/<c/o/~o/<e~ /</o/<f/<

(.-ic~~ .A., ~t6). to/auss! ptusiears notes du mc~fe auteur dans )esCo/~u~
rc/K~~ de ic)~3, f~2~, n)25. ~o/r d'autre part rart!cte du Vcwo/'«!/<

~t'/C~C~ /«~~f7~'<f.'<, Cttc p. 3o.
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(/ ~0/< <7/7/</ .s' la ~<7C<' ~7«'CO~C ~C/(/ O~ C/

//< Uneproposition analogue est démontrée pourdes fonctionssatis-

faisant à l'équation d'une variété algébrique quelconque, dont Pirré-

gularité dépasse la dimension.

La section Y générasse au point de vue finitiste les résultats de la

section précédente <~yo//c//o/~ < //?c/'o/
< /<' ('c/'r~c, ~(~ //<~ ~r /<z/ ?~/7~~ ~/û~/

~7/('' </(~C /<7 < ~< ~~C

/?/(~(7~ ~Y', ?Y~'«7//0/~<<' ~)/AS' ~7~9 Cf/'C/C-

~C <7~ f'<~7~/<' ~/< ~~C~C~f, C/«~

<~/<V/'<7/<Vt\ ~<~ ~Wf f~C/~<7~/ ~~C C(~

~('~6)/ Des théorèmes en termes finis sont établis également pour
des fonctions de plusieurs variables liées par l'équation d'une variété

dont l'irrégularité dépasse la dimension.

H s~a~i),dans la section de fonctions satisfaisant a l'équation
d'une variéLé algébrique, et admettant une ou plusieurs sous-variétés

lacunaires de dimension inférieure d'une unité; des intégrales simples
de troisième espèce s'introduisent alors dans les démonstrations, rem-

plaçant en tout ou en partie les intégrâtes de première espèce. Deux cas

seulement sont traités qui, dans l'espace a trois dimensions, se réduisent

a celui d'une surface hyperelliptique avec une courbe lacunaire et a

celui d'une surface quelconque avec quatre sections planes lacunaires.

Dans la section 11\ introduction à la suivante, il n'est question

que de géométrie algébrique; les séries ~<~ de groupes de

points d'une courbe y sont définies et sommairement étudiées.

La section Ylt! et dernière est peut-être digne d'attention en raison

du caractère particulièrement simple de la question traitée et du prin-

cipal résultat obtenu o~/7~Yv/ /~o~J-
/r, < </<e cc~' c< /? ~/c-
y'/<r </ /û// /~<v'o/~o/~Ae <w/ /M/'(? M~c//

/~o<f/<\ c'<<<' <y~c yb/~c//o/s' A~y~M(~ ~e.y co6'

~<M</(' ses /)0~~ ~0~y/O~C</0/~ /0/~0/A<C
c~c/c; ~/o/~ ?~o/~ e/<' </('<ot/ j'eM/ ce

C~C/~~/(' ~0//?/~ C:C~/«', /Y'~a~O<' ~e /<~7YÏ/C ~/C~e/C

~~< ~e~M, cor/'<~o/~< aux /? /)~ ~oM~c, a<r/<?/

~0/7~(/M~ /<f~<?~C/<Ï~~ ~e </<'ces ~M.~ ~(X~
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II. Préliminaires de Géométrie algébrique.

5. Rappelons d'abord quelques théorèmes sur les matrices de Rie-

mann et sur les courbes algébriques (' ) dus à plusieurs géomètres

parmi lesquels MM. Poincaré, Humbert~ Caste!nuovo, Picard, Pain-

levé, WIrtInger~, Scorza.

Considérons une /?/<x~ Q, d'ordre c'est un tai.)1eau

de 2~ éléments (alignes et 2/~colonnes) satisfaisanta des conditions

bien connues soit i~ une am.re matrice de Riemann, d'ordre Sup-

posons que l'on ait, en notation symbolique Q'-= A.i~.B, ou A est une

matrice carrée quelconque d'ordre et B une matrice carrée

d'ordre 2~, a coefficients rationnels, leurs déterminants n'étant pas

nuls; les matrices de RiemannUet i~ sont: dites alors ~o/

(Scorxa).

Supposons la matrice de Riemann telle que !es2~, (~))
éléments appartenant a la fois au\ premières lignes et aux 2 (~)
dernières colonnes soient nuls; le tableau des '2~ ctéments des p, pre-
mières lignes et des ~/), premières colonnes est. ators lui-même une

matrice de Riemann i~, d'ordre On démontre qu'une telle ma-

trice 1~ est isomorphe à une autre U ayant les mêmes /), premières

lignes mais dont les 2/), (~) cléments des(~)–) dernières

Hg'nes et des 2~, premières colonnes sont nuls (Picard-Poincarc)

tes2(/)~ derniers éléments forment alors aussi une matrice de

RIemann û~. Toute matrice de RIemann isomorphe a une autre ainsi

composée eMe-meme de deux autres est dite N~c (Scorza). Ainsi

1~et toutes les matrices isomorphes sont impures, H, et ih sont

dites contenues dans ces matrices impures.
Une matrice de Riemann isomorphe a une autre composée pareil-'

lerment de p matrices d'ordre un, disposées en diagonale (tous les autres

éléments étant. nuls), est dite coM~/<?/ ~c/

(') Cf. F. E~tUQUESe O. CmstX), Ae.;<o/ ~o/ ~ccwf~c~ <~<?//c

c<M.?/o/«' e ~c//e y<<)~/ ~f/~e~c/<e, vot. IH e iV;– S. LMFscHHrx,P/'o~'c~

rece/~ ~f la ~Aco/e < /o/tc~'(~.? ~)/<e.! [/~< f/M Sc.

tome XLVH, 1923, p, (anahse des travaux de M. Scorza)].
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7o«/<. ofe 7)7~ tome V. Fasc. 1, ~26. 4

Le tableau d'un système de périodes primitives des intégrales abc-

liennes de première espèce d'une courbe de genre n'est pas, si p

dépasse 3, une matrice de Riemann quelconque, mais satisfait a cer-

taines relations, qui s'expriment au moyen des séries thêta ('). La

matrice est dite alors .s~<? (Poincaré).
7o~' /7c<' /?/<v~c~ est ~/?/c/~ ?~o~~<? autre,

co/c/?zc/~ r<?'6~ toute courbe algébrique est infiniment voi-

sine d\me autre de même genre,<\ intégrales complètement réduc-

tibles et par conséquent toute matrice spéciale est infiniment voisine

d'une matrice spéciale complètement réductible (Poincaré).

Au sujet des séries algébriques de groupes de points d'une courbe,

jouissant de la propriété /o~y', ont lieu deux théorèmes impor-
tants.

/? co~ ~7v'<y~ //<"~r<?~/ ~~<x/<?/ <~M~ ~o/f

fini 6/M~O/ (~f/~ //A/) irrationnelles <~

~6' ~M /0/t)~.$ C/«/M<9, ~M C0~ ~C~~f/~
~e /c ~o/~<~M /~o/Y3~o~c/~<y~
<'Y/ /Y/e (Painlevé).

/~('o/ ~y /<</ ~x/?/?/<?~,~7~<x~ M/~c

co~/Y~'<7/c~z«~ sont /< De ~<x/~c/ plus ~r~c~e M/~

/r~o/~ ~v'o~~ de ~(~>y')y<9~~ sur une courbe est M~c

~7'f ~7Ze~ 0~ CO/O~~ ~C~ ~7'OM/X'6'0~< en JO/'C-
/r~ /e~~7'0~~ (/'M/~ ~('0/M/«3/~(6'??~C7~?/) ~/7'<7-

~o/e/~ ~'o/ ( ==~) ( CasteInuovo-Humbert).

D'autre part, n toute matrice d'ordre un contenue dans une matrice

spéciale, correspond sur la courbe une involution elliptique d'un cer-

tain ordre, c'est--((-direune manière pour la courbe d'être elliptique

multiple.

Nous appellerons dans le cours de ce Mémoire, co~r~~ ~)M/
les courbes dont la matrice de Riemann est impure. Les matrices con-

(') F. ScHOTTKY,./0~ de C'C~, t. 102, t888,p. 3o~;.4(~cr-/M~Ac/C~
L 27, ic)o3,p. 235.
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tenues dans cette dernière (sous-matrices) ne sont pas alors nécessai-

rement spéciales, et peuvent même, pour des courbes convenables,
être absolument quelconques (Wirtinger) ('), satisfaisant toujours
naturellement aux conditions classiques. Nous appellerons système

/<~ d~intégrates abéliennes le système des intégrales de première

espèce admettant les périodes d'une sous-matrice (et de toutes les

intégrales dépendant linéairement de celles-là système qui s'obtient

parle calcul même qui révé!c l'existence de la sous-matrice. (Il ne

peut évidemment y avoir aucune ambiguïté, même s'il y a des sous-

matrices identiques, puisqu'alors ce ne sont pas les mêmes cycles qui
de part et d'autre donnent lieu a des périodes nuHes.)

Considérons sur une courbe de genre /) un système parfait de

y intégrales; attribuons aux sommes itbéllennes correspondant a ces

y Intégrales et à un groupe de </points de la courbe dcsvateurs données

quelconques il existe alors un nombre tint de groupes de y points
déterminés par ces valeurs, sauf peut-être pour certains systèmes
de ces valeurs pour lesquels il en existe une Inimité (Picard) (~).
Autrement dit, ~c < ~o~c.s' <y points cc~

/? ~OMC~ lllle ~0~W~(. ~'0/'<Y' </ <7~< ~CW /<7./?6'-

/b/<'c /o/<' ?v/(Vd ~7~ /Y/ ~<-

.9/<s', (/0/ les ~<o<M' ~r/A'~ &</ c<< <~ c~ ~o~

Les variations des sommes abéliennes d'un groupe de

</points a un autre sont égales aux variations des arguments dus fonc-

tions abéliennes entre les deux points correspondants de cette variété.

Donc, connaissant ces deux points et l'un des deux groupes de

<ypoints, l'autre se détermine ~c~/7'< On aurait encore une

détermination algébrique si l'on remplaçait la variété abélicnne et ses

deux points par une autre courbe dont !a matrice admit également la

sous-matricc d'ordre </considérée, Pt deux groupes de </points de

cette courbe.

Supposons maintenant que, au lieu de groupes de q points, l'on con-

sidère sur la courbe donnée des groupes de r points (/). A)orsà un

système de sommes abéliennes, il répondra en général une Infinité de

~') ~<<~c/c/t /er 77<c~n/<<o/<(. t.eipxtg. i8<)~.

(~ /t'< </e la ~ocfc~ /AJ~<</</c, iL
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groupes de points, ou il n'en répondra aucun suivant que l'on aura

supposé r supérieur ou inférieur à q. Mais ou pourra toujours, les

sommes abétienncs étant supposées représentées comme il a été dit

sur une variété abélienne ou une courbe auxiliaire, décider ~~c~

<y~7 s'il existe de tels groupes de points, et, dans l'aflirmative,

déterminer algébriquementt la variété d'ailleurs algébrique (de
dimension nulle ou non iniHe) qu'Us forment. Eu euet l~algébricité de

la variété résulte dp la théorie des fonctions abéliennes réductibles

immédiatement si est ou supérieur au genre de la courbe, en

ajoutant au préalable points uxes sl/'< et l'alg'ébricité de

rexisteucc ou de la non-existence de ta variété, et de sa détermination

si elle existe, les sommes abétienncs étant représentées comme il a été

convenu, est une conséquence du même raisonnement.

<t. Les considérations du ouméro précédent trouvent leur applica-
tion dans la théorie des variétés algébriques irrégulières.

Rappelons la dénnition, au point de vue purement rationne!, de

r//7'<~<r~ d\me variété algébrique. Sur une variété de dimension

égale a tout système algébrique complet de sous-variétés de dimen-

sion i, se compose de systèmes linéaires complets; le maximum

de est l'irrégularité de la variété. Tout système algébrique complet
donnant lieu à ce maximum est à ce point de vue birationnellement

identique à une variété détienne de dimension y et de rang un; c'est

la ~w~ dite ~jP/<.w~, attachée a la variété donnée; elle est en

effet indépendante du système considéré.

MM. Enriques, Casteinuovo et Severi ont établi que ce nombre <y
est identique au nombre des intégrales simples de première espèce,
linéairement Indépendantes, attachées a la variété donnée; et c'est

cette seconde dénnition de l'Irrégularité que nous utiliserons seule. La

matrice des périodes de la variété de Picard est isomorphe a celle des

périodes primitives des q intégrales simples, mais ne lui est pas néces-

sairementt équivalente (')(avec les notations du n" 5, ~'==Ai~B

(') F. SEYË)U,~7/<~co/'c~o! ~~('c/to/te /)f/* ~'t'/)/e~r~cw~c~~ ~<M~

~ectf (. /.?~'<<~o t~/«5~o 72. !<)' p. ~65).
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est dite équivalente a si B est à coefficients entiers et de détermi-

nant un).

TnKonMU:A. ?w/c/c a/~c'y~~ ~<)/'e
~o~ et ~v'e' <c/(.< ~< /o~ ~ro~M
M points ~o~ lesquels /6)~7('A'/<~.sw~<~ ~?, /<7//r<?.y~<

;< </f ~7~C C~<'<\ ~/f' t/< ~<7~ </0~~<
t'o/c ~<' ~e'<' ~7g~~r/'<<\

Pour établir ce théorème d'inversion, observons que nous pouvons

représenter les valeurs données sur une courbe ou variété auxiliaire,
comme il a été dit au numéro précédent. Considérons une courbe

algébrique quelconque de la variété donnée, passant par le point ou

les points à partir desquels sont supposées prises les sommes abé-

liennes les intégrales simples donnent sur cette courbe un système

parfait d~intég'ralesabéliennes; nous pouvons décider algébriquement
si la courbe contient ou non des groupes de points ayant les sommes

abéliennes données, et dans l'affirmative, construire algébriquement
la série algébrique qu'ils forment, ce qui établit le tbéoléme A.

Le théorème subsiste évidemment si, au lieu de fixer toutes les

sommes abéliennes. on iixe seulement celles relatives à un système

d~intègrales, supposé exister sur la variété (un système parfait
se définit sur une variété quelconque comme sur une courbe). Mais,

pour abréger, nous laisserons de côté dans ce qui suit les conséquences
de cette remarque.

Nous allons appliquer le théorème A au cas particulier où/~ = i.

Si Firrégularité est égale a un, il n'y a alors aucune difficulté, et

l'on obtient les propositions suivantes

(/<' <y~c< <\r~c/< /J~7'c ~c de u/'c-

w/Y? <~Jc<' (~/ /<7~('c<7M f/y~/fy~; on voit mètne aisément que
c'est un faisceau elliptique de courbes ~/7~~c/ ~<' r~/ /<~ ~<?

~<c' y/7'6f/<' ~c ~J/'c ~)~o~ c~<f/ /c~ c/
(/<?.yO~S-~< <C ~0/tj[)('OS(' ~7'C/6/CS.

Passons au cas où l'irrégularité q est quelconque, mais où toutes les

intégrales sont fonctions d'une seule d'entre elles; alors
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~o ?w/c~' <ze~ <?~'ac~M~ ~r<y pre-
//z~ espèce, /b/~c~ < ~c elles, est un faisceau de

~e/f de ~oM6'r~ //v'c/

Siy~>t, la sous-variété générique du faisceau se présente néces-

sairement (TeUe-même comme irréductible; sans quoi, d'après un

théorème bien connu de Wcber, la variété serait aussi un faisceau de

genre plus grand que <~et aurait plus de y intégrales. Le cas où <~~>i

peut d'ailleurs être traité indépendamment du théorème NI. de

Franchis ( ) a prouvé en effet de façon simple qu~une surface ayant au

moins deux intégrales simples de première espèce, fonctions l'une de

l'autre, possède un faisceau irrationnel, et sa démonstration subsiste

pour une variété quelconque.
Considérons maintenant une surface à deux intégrales indépen-

dantes, il vient

6~<?~cf ~/t7/~ ~~e~ deux /r~)/~ (/f~c-
/r/'c e~6'c< /<o/~/b//c//o/~ l'une ~<77<e, ~r~c< ~o~
/'or/ /o~/< 6'<7ce Ay~<?/ ~c ~/<.

Dans les cas précédents~ ou bien l'on tombait Immédiatement sur

un faisceau de courbes Irréductibles, ou bien l'on pouvait aisément en

obtenir un; mais Ici il n'y a rien d~analogue, et l'on ne peut pas
affirmer que de la série x:~de groupes de points obtenue l'on puisse

passer à une série sc~de points jouissant de la même propriété, autre-

ment dit que la surface donnée soit elle-même hypereltiptique.
M. Enriques a démontré cependant qu'il en est effectivement ainsi

/6*c, /< e~ ~c~Jo/?~<y~ M /cc ~c

/?~?// ~7 (~) mais il existe des surfaces de genre un non hyper-

elliptiques, ayant exactement deux intégrales simples indépendantes
de première espèce; elles rentrent dans la catégorie des surfaces ellip-

tiques, et ont une matrice de Riemann impure.
Sans nous attarder davantage à examiner des cas particuliers,

(') .S'e ~M~er/ïc/e <x~e~<cAe ~c<y~ eo/~e/~o/~o <c~o t't'o~c <

CM/'cc(V?c/c. 6'trc. /<. jP~/e/o, t. 20, igo5, p. ~g.

(~) ~M~e ~~er/c~e ~e~c/<e che a/M/~e~o/to M~~o co~Mo di /r~-

~o/ï~s~'o/~ ~o/< in se ~e (/ p. 6t).
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énonçons la proposition générale suivante au sujet des variétés algé-

briques irré~uUères, conséquence immédiate du théorème A

TnÉonÈMEB. Une~a/a~7~Me~<7e est e/~e/~r~'

par M/c~~ ~/c~o~r~/M, /'e~c~'&/M OM/c~/<~?~Yï/M~-

/e~c~< ~/?7<<y~<? ~/?<? ?~y' ~e'~c/?~<? /'<x/~ à

~/o/ ou bien à .?oM~e<e ~'M/ telle ?~/7J/~ a~c/?<?, ~o~

laquelle aucune combinaison /t~ï/<?~~ ar~c/b//c//o/~
~v/ ne ~CM/ co/cf/ /? ~o/ ~J~M~ < la

?' ~o/~?~<?passe M/~et M~<?seule .90M~-?~/v' du ~y~/M~.

III.
Lemmes concernant certaines valeurs moyennes logarithmiques.

7. La fonction /(.) étant holomorphe ou mëromorphe dans le

cercle .f~?, circonférence comprise, posons avec MM. F. et R.

Nevanlinna (')

étant le module d'un zéro intérieur au cercle de rayon posons de

même

la somme étant étendue a tous ces zéros; posons ennn

L'expressLon w(r, ~) est une fonction croissante de

La formule de M. Jensen s~écrit

(' ) (.J/ par exemple pour ta bibliographie le fascicule du J7c/?!o/'«~</M.Sc<e~cM

~<CM(?<«y~e~ A.BLOcn, Acs /o/)c~f'o/~ /<o/<?~o/)A~ et MC/'o~«)/)A~ dans

le ccrc/e-M/</<<' (Gauthier-VIUars, t~a6).
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partie réelle ~)~(~')] au moyen de la formule suivante

L/cga.tité précédente donne aisément l'inégalité suivante, due à

M. R. Nevanlinna

ou la constante C ne dépend que de <?(o), et étant des constantes

numériques.
Il résulte de cette inégalité que si <p(~)est une fonction entière, on

a, à partir d'une certaine valeur dey,

quel que soit s positif, sauf peut-être dans des intervalles où la varia-

tion totale de estfinie.

Z.<MC Soient/'(~) une fonction méromorphe et F le symbole
d'une fraction rationnelle; on reconnaît aisément à l'aide de la formule

de Jensen que ~? (/) et ~wf~F(/')J sont asymptotiquement

équivalents, à un facteur constant près (sans intervalles exceptionnels);
et cela se traduit en termes finis par une double inégalité, facile à

obtenir entre ces deux expressions. De même, si nous désignons

par ~!(/ /), /s) la plus grande des expressions ~~(~<) et ~~(~A)
et si F,, F~ sont deux fractions rationnelles de deux valiables, non

fonctions l'une de l'autre, il y a unedouble inégalité entre ~~(~ <)

et~[/ F,(/ /~) F~(/ y's)], d'où résulte l'équivalence asympto-

tique, à un facteur constant près, de ces deux expressions. Nous
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pourrons donc parler de la fonction croissante ~w(/ P) attachée a

un point P de l'espace à un nombre quelconque de dimensions, dont

les coordonnées sont fonctions méromorphes d'une seule variable;

cette fonction, déunie seulement a un facteur constant positif près et à

un terme additif près (ce qu'exprime le signe \) sera invariante, non

seulement par les transformations homograptiiques. mais aussi, au

point de vue où nous sommes placés ici, par les transformations bira-

tionnelles (de l'espace entier ou seulement d'une variété algébrique
sur laquelle P demeure placé), et même par les transformations sim-

plement rationnelles, si elles n'altèrent pas l'uniformité des fonctions

considérées.

Tout ceci s'exprime, répétons-le, par des inégalités qui s'obtiennent

a t'aide de la formule de Jensen et de simples transformations algé-

briques, où par conséquent, les fonctions méromorpbes ne

ngurent (comme dans la formule de Jensen~ sous le signe ~/< que

par elles-mêmes et, ailleurs, que par leurs valeurs initiales.

Supposons maintenant que des fonctions méromorpbes
soient liées a d'autres fonctions méromorpbcs o,, o~ par un

système de relations algébriques, toutes ces fonctions étant telles

lorsque la variable est a l'origine que le système soit alors résoluble

par rapport aux on établit de mauière analogue, l'inégalité, valable

quel que soit

où est un nombre fixe ne dépendant que du système, ou C~ ne

dépend que du système et des valeurs initiales des fonctions.

8. A< Soit une courbe elliptique, que nous supposons
uniformisée par des fonctions méromorpbes d'une variable de

module P est le point courant de la courbe, U l'intégrale de pre-

mière espèce; nous allons montrer que là fonction croissante <x(~ U),

attachée a la seconde, ne dépasse pas la fonction croissante ~'M(/\ 1~)

attachée au premier.

Supposons à cet effet l'intégrale U multipliée par un facteur constant



LES SYSTÈMES DE FOKCTtOKS UNIFORMES. 33

5

tel qu~une de ses périodes primitives soit 2T: la fonction <~réalise

alors la représentation conforme de la surface de Riemann sur une

iniinitc de couronnes circulaires concentriques et homothdiques;
on a 6: U) = ~(~\ (~). Soit j un point fixe d~unc des couronnes,

J son homologue sur la coutbe; considérons une fraction rationneUe~

d'un point variable de la courbe ne devenant infinie qu'en J, pote

double par exemple. On a

or ( 9 ) ne dépasse pas ~<(/\ <t~; car si <ï)est très grand,or gUI r, el'Jl
ne depassepasg/ll, (, (1»);car Si (()est tl'es grand,

c'est que p, correspondant a P, est très voisin, soit du point j, soit

d'un de ses homologues en nombre infini du système de couronnes;

~(/\ <~)se compose ainsi d'une infinité de termes, tous positifs,

dont l'un est équivalent il ~i(/\ ~)'
~o~'e afurmation est donc

établie, dans le cas où L a une période primitive égale à 2~ il n'y
aurait pas de ditnculté a la justifier de manière analogue dans le cas

le plus gênerai; mais on peut aussi observer que si la proposition est

établie pour U, et La de rapport non réel, elle l'est d'une manière

générale, car connaissant une borne des parties réelles de U, F,

<~U. ~U< on en déduit sur le champ une borne pour~(~U).
Ce qui précède peut s~exp rimerpar une relation précise, par exemple,

la suivante

où U est supposée nulle pour ==o, où k est une constante numérique
et K une certaine fonction des périodes M et cr de la fonction ellip-

tique pU.

Voyons maintenant comment on pourra établir une proposition

analogue pour les surfaces hyperelliptiques de rang un trois fonc-

tions méromorphes d\ine variabte de module satisfont

à Inéquation de la surface, U est une intégrale de première espèce

quelconque de la surface; il s'agit de voir que <ï(/ L) ne dépasse

pas~(~)

/OM/'n. de ~at~A., tome V. Fasc. t, !9x6.
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Moyennant une certaine transformation rationnelle. de sens d'ail-

leurs arbitraire~ nous pouvons, diaprés !c lennue H, supposer la sur-

tace, non seulement, de ran~ un, mais aussi de d~iscur un. La surface

est a!ors ritnagc des coup)es de points d'une quin tique

et de manières; ou peut, donc supposer que pour ==o, couple
de pomLs correspondant; soit.t (A'==.r==o; .)~==-;o, .r==t).

Moyennant une transformadon LiraLtonneUe;on peut supposer que
les trois foncions soient pour le couple de points M\ M

.r -< y~-+-y". Quant, a Fn~eg'rale de pretniere espèce con-

sidérée, ce sera. par exemple,

Supposons d'abord la quintique cMtptique multiple; il y aura niors

deux intégrales V et. W reduc~btes aux cHipdqucs, déterminées cha-

cune il un facteur constant près. Connaissant leurs périodes, on pourra
écrire rinegaHte (fx) a laquelle satisfait chacune d'eMcs; on en déduira

pour ~intégrale W une ine~atité de la former 0

C dépendra des périodes des inLe~rales réductibles, mais en pourra les

remplacer par leurs vateurs en fonction des périodes correspondant a

la quintiqne ctle-memc, c'est-à-dire des périodes sur la quinti(pie

de et ces suhstiLutions faites, c et G pourront encore

~<.)/dépendrcde certains entiers, en particuHcrdu coefncicnt de nuu-

tipHcitc delà quintique en tant que courbe elliptique nudtiph. Or, ea

conduisant te calcul de tnanicre sufnsannneut. habite, il est probable

que fou obtiendra pour c et C des expressions iren dépendant pas
<'sera un nombre et C ne dépendra que de )a matrice de la qumtique.

Si.maintenant la quintique M'estpas elliptique multiple, on pourra
la rendre telle en faisant varier mnnunent peu H est clair, par

conséquent, que l~ine~a'ite obtenue sera vraie, que la surface byperel-

liptique soit a matrice pure ou Impure. Le catcul pourra, craUleurs,
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s~étendre aux variétés abéMennes quelconques de rang un, Finter-

vention précédente de !a quintique plane n'ayant servi qu~a simplidcr
un peu ~exposition.

Mais, quel que puisse être Fintérét de cette sorte de démonstration,

qu~Hy aurait lieu de développer de manière complète, rétablissement

direct de FinégaUté en question, ~ans recourir au cas de réduction,
serait phtsdésirabte encore (~). (.ht peut démontrer assez simplement
cette inégalité non pour une variété abéticune, mais pour une

courbe de genre quekouque; et cela suf~L comme on le reconnahra

par la suite. pouretabHr !cs thcorcmes de M. Picard sur les courbes

de genre supérieur a un, rappetés au début du présent Mémoire; mais

cc!a ne peut servir de rien dans !a question plus géncraie qui en est

tob)et cssontie).

Du cas d\ïnc variété abéUcnue, on passe immédiatement, en vertu

du théorème et du !emmc H, a cetui d'une variété algébrique irrégu-
lièrc quelconque: si bien que voie', en dénnitive, la proposition qui
sera pour nous !e icmme ~tt

~c/~ <A)~~(\~ ~(7/(~<~<if/~d~/7<yf/C//7('c)/C f'/ /J-

~7'<' ~)/~ /)/ <(~' t ~c cr~c ~6; o~ .Me ~M~
/('~ruU/'<~)/r(\S </ /)t)/ <A'/(7~(7/C/~.~0~ (7(7/~f/ CC/7~ C(~'C/<

~/('f~/<7/o~(V~)/~(~y~< <</M' /~o~c 0/~

(~(/(~ /t)r~, ~(~ C('C< €/('. /Y~(~7/C

<~ t\ C'0/<' /(;' ('/ C //<' ~~<</ ~<? la

</<'/<<?/c c/~r~f~, c/ /)0/ i~ M/

(ï ==o.

CeLtc proposmon n~e~t, vrai dire, ctabHe clairement, d'après ce

qui précède, que pour lesvanëtesirréguUeres à matrice complètement

(') On sait que Pomcarê avait obtenu le nombre des zéros communs au\

fonctions thêta en avant recours prcctscment rint.etmed!mre du cas de réduc-

tton compter [cf. /~cj'c/. ~<'< ~c. M<t., arhcte tn- (Ze«</<e/t-c/'t),

p. ~)). ~t. W!rt!ngera trahe la même question par des méthodes directes, et

il y aura!t intérêt, à examiner si e!tes peuvent être de quc!que utiHté dans la

démonstration de notre proposition.
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réductible. Toutefois, pour ne pas introduire dans ce qui suit une res-

triction ne tenant pas a la nature des choses, mais seulement au pro-
cédé de démonstration, nous l'admettrons comme vraie dans tous les

cas.

Si, dans ce qui précède, on suppose que l'on ait anaire, non à des

fonctions méromorphes, mais à des fonctions ayant un point essentiel

isolé commun, il est aisé (au moins dans le cas d'une matrice complè-
tement réductible) d'établir des relations d'inég'a)ite, analogues aux

précédentes, pour celles des intégrales dont la partie réelle demeure

uniforme par circulation autour du point. Les théorèmes des sections

suivantes, énoncés pour des fonctions d'une variable méromorphes
dans tout le plan complexe, seront doue vrais aussi pour des fonctions

à point essentiel isolé.

IV. Les fonctions méromorphes liées par l'équation
d'une variété algébrique dont l'irrégularité dépasse la dimension.

9. Soit une surface algébrique S d'irrégularité supérieure a 2,

que nous supposons placée dans l'espace a trois dimensions, où elle a

pour équation/'(.r, ~)==o. Les coordonnées d'un point P de la

surface sont supposées fonctions méromorphes, dans tout le plan

complexe, d'une variable

Soient U, V, W trois intégrales simples de première espèce linéai-

rement indépendantes de la surface.

Supposons d'abord qu'il existe deux combinaisons linéaires

nous avons, identiquement, sur la surface S, les Intégrales étant consi-

dérées comme fonctions de x et y
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et la réciproque a lieu aussi. Or le cas ou la surface S jouit de la propriété

précédente se traite Immédiatement. Car (n~6) la surface possède a!ors

un faisceau irrationnel de genre au moins égal à 2; le point P<dont les

coordonnées sont fonctions méromorpitcs, ne peut décrire qu'une
courbe de ce faisceau qui est, par suite, unicursale ou elliptique. Par

exemple, pour un cylindre de genre 3, toutes les courbes du faisceau

sont unicursates; pour la surface image des couples de points d'une

courbe de genre 2 et d'une courbe de genre i, toutes les courbes du

faisceau sont elliptiques. Hest, de même, aisé de trouver des surfaces

d'irrégularité nu moins égale a 3, possédant un faisceau irrationnel de

genre au moins égal a qui contienne un nombre nui de courbes uni-

curs<desou elliptiques, ou bien qui n'en contienne aucune.

Passons au cas général où dans le système linéaire d~intég'rales
déterminé par U, V, W.il n'y en a pas deux qui soient fonctions Fune

de l'autre; on n'a pas alors d'identité de la forme (!I). Nous considé-

rons toujours H, V, W comme fonctionsde.t.- et et y el!es-mcmes

sont fonctions de i\ous avons

Eu éliminant << < ~t, ~jr et résolvant par rapport a et y, on

obtiendra pour .</et~' des fonctions algébriques de ~L\ </V,~W, U,

~~Y, < W. S~ donc~cette rc~o~ntionest possible, comme cela aura Heu

i~J/ on sera conduit a une impossibilité eîr supposant :u,
fonctions incromorplïes de car, F, V, W étant a~ors des fonctions

entières de elles ont, d'après le lemme iH, un an plus égal a

~(r, P) leurs dérivées par rapportai ont alors, d'après le lemme t,

nn Mpresque partout au plus e~al a lo~ (r, P); et. par suite, d'après
le~em~neIL toute fonction algébrique de ces dérivées, supposée méro-

morpbe en t, a un presque partout au plus égal à la même expres-

ston; amsi.c~et, par
suite ausst auraient

presque partout un
~<

au
plus éga! a

tog~(r, P), ce qui est absurde.
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Il s'agit maintenant de voir à quelles conditions le raisonnement

précédent est valable. Or, il le sera certainement, si le jacobien, par

rapport a .<y et leurs dérivées, des seconds membres des équations (5)

(supposées divisées par c~ et c~), n'est pas nul quel que soit

En effet, supposons que..pour une certaine valeur < il soit différent

de zéro; pour des valeurs des dérivées U', V', W, U". V\ W" sufn-

saniiiient voisines de celles U~, qu'elles ont à ce moment, -T, y
et leurs dérivées seront développables en séries entières par rapport
aux dinércnces U'- U~, V' V~ ainsi se trouvera parfaitement
déimi le système (uniforme ou mu)t.iformc) des fonctions algébriques

que sont.('“ et leurs dérivées par rapport aux dérivées des intégrâtes;
il n'est d'ailleurs pas à craindre que l'on ait une indétermination quel-

conque lorsqu'on remplacera ces dernières par leurs expressions en

puisque dans le voisinage de /o l'on a des fonctions holomorpbcs.
Nous sommes donc amené à examiner la signification de l'annula-

tion, quel que soit dujacobien dont il vient d'être question, c'est-

à-dire de Inéquation

où les trois dernières colonnes du déterminant se déduisent des trois

premières par la permutation de et dc~.
C'est là une équation différentielle du second ordre entre et~,

dont l'intégrale générale est une famille de courbes de la surface S,

dépendant de deux constantes arbitraires; nous allons voir que cette

famille n'est autre que celle des courbes représentées par l~cqua-

tion (/}).

Formons, en effet, l'équation di(Térentie!lede cette dernière famille;

on peut remplacer l'équation (/}) par le système
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En le diiïérendant deux fois, il vient

et quatre équations analogues en Y et W; éMminant ~/X,<Ym.,
<< r~ entre ces six équations, l'on obtient bien l'équation (6).

C'est: donc a une telle équation que doivent satisfaire les coordonnées

du point P. Comme nous sommes placé dans le cas où elle n'est jamais
venuee identtquement sur la surface, quelles que soient les constantes

A, C, la courbe F décrite par le point P est nécessairement une

courbe ~J~/7'< et il résulte d'une identité classique de i\œther

qu'elle appartiendra à l'intersection de la surface S de degré avec

une surface adjointe d'ordre intersection d'équation

Cette courbe l', étant algébrique, est nécessairement ~~r~/c ou

~c.

10. Distinguons deux cas suivant que F est, ou bien soit unicursale,
soit elliptique, mais telle que toutes les intégrales simples de première

espèce soient constantes sur elle, ou bien au contraire elliptique et

telle qu'il y ait de telles Intégrales variables sur elle. Nous allons voir

qu~ n'y a qu\m nombre uni de courbesFde l'une et l'autre catégorie.
Dans le premier cas, considérons la surface adjointe d'ordre

fournie par deux Intégrales arbitraires non fonctions l'une de l'autre

elle contient lu courbe P. Ainsi.. il y a au plus un nombre fini de

courbes de cette catégorie.
Dans le second cas; la considération des périodes le long des cycles

de la courbe F prouve que la matrice de Riemann de S est isomorphe
il une matrice dont toutes les lignes, sauf une, commencent par deux

zéros consécutifs, et contientpar suite une sous-matrice d~ordre ~–i,
donc aussi une sous-matrice d'ordre i ainsi, il existe une intégrale
de S n~ayant que deux périodes. La courbe r appartient à la surface
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canonique déterminée par deux intégrales quelconques du système

parfait complémentaire de l'intégrale à deux périodes; et elle n'appar-
tient pas à celle déterminée par une de ces Intégrales et l'intég'rale a
deux périodes, puisque celle-ci n'est pas constante sur F appartenant
à certaines surfaces canoniques, sans appartenir a toutes, elle appartient
au système canonique. A une intégrate a deux périodes ne peut, d'après
ce qui précède, correspondre de cette manière qu'un nombre fini de

courbes F. Si nous prouvons que les intégrales à deux périodes clles-

mérnes ne peuvent être qu'en nombre fini, notre assertion sera établie.

Or, d'après le théorème B, toute surface d'irrégularité ~supérieure à 2

hormis le cas, qui n'est pas a considérer ici, où toutes les intégrales
sont fonctions l'une de l'autre admet pour transformée rationnelle

une surface section d'une variété abéllenne de rang t à dimensions,

avec correspondance de part et d'autre entre les intégrales. De la sorte

vient correspondre à 1~ sur la variété abélienne, une courbe elliptique
le long de laquelle une intégrale de cette variété n'est pas constante,

c'est-à-dire une trajectoire d'un sous-groupe algébrique à un para-
mètre (elliptique) du groupe co~des transformations birationnelles;

il peut arriver qu'il existe une infinité de tels sous-groupes correspon-
dant à une infinité d'intégrales à deux périodes, mais les degrés des

trajectoires croissent indéfiniment pour toute suite infinie de sous-

groupes. Ainsi l'existence sur S d~une inunité d'Intégrales :i deux

périodes correspondant à des courbes F est contradictoire avec le fait

que F qui, dans l'hypothèse actuelle, appartient au système canonique,
est de degré limité (').

On reconnaît immédiatement que le raisonnement de l'alinéa pré-
cédent subsiste pour toute surface S d'irrégularité supérieure à 2,

même possédant des intégrales fonctions l'une de l'autre, sous la seule

condition qu'il n'existe pas deux systèmes parfaits complémentaires

(') Ce mode de démonstration est susceptible d~extension à des cas plus géné-

raux. Mais on peut ici, après avoir prouvé la limitation du degré des courbes

elliptiques de la surface, raisonner plus sunptement. D'après la classification de

llatphen, il n'y a q~un nombre fini de types de courbes gauches de degré déter-

miné, donc aussi de degré et de genre déterminés; les courbes elliptiques de la

surface constituent donc un nombre fini de familles algébriques distinctes; elles

sont donc en nombre fini. Le résultat de L'alinéa suivant s'établit de même.
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7oH//ï. de ~</t., tome V. Fasc. I, ~3(i.

d'intégrales, l'un formé d'une seule intégrale, noyant d'ailleurs que

deux périodes, l'autre formé d'intégrales toutes fonctions d'une seule

d'entre elles. Or s'il en existe, il n'y aura qu'un nombre ûui de

courbes elliptiques si la surface n'est pas l'image des couples de

points d'une courbe elliptique et d'une courbe de genre au moins

égal a 2. Ainsi, /c .<cr <(~ ~~J/vc~/v
2

y~/

/Y' c<' ~f' < c~'M~ /)~ /c~

</<' CO~/Y~AS'
f/S' ~~M< ~0~ /(~ /7~ //<?

00/C.S'.

Que t'existeuce d'intégrales à deux périodes, c'est-à-dire de faisceaux

clHpdques, ne suffise pas pour afnrmer l'existence de telles courbes,

c'est ce qui résulte immédiatement de la considération d'une surface

sccLion générique d'une variété abé!ienne de rang i à matrice complè-

tement réductible.

Nous pouvons résumer dans l'énoncésuivantles principaux résultats

qui viennent d'être obtenus

T)H;0)U;Mt: G. .S/ /('~ <~)0/Y/M//(/(.\S' ~'«/~0/ (7~<'<

/<y~<' <7(~<?/7/J ~Y'
2 A'0/ </< /M~ /0-

/<<'< ~c ?~ co~ ~Jc/c ~o~~ ce ~o~/
M<

< /)~f, y/w~
<</<y~(\

7~D~ <7&C ~~r/CC /J < C'OM/ ~/«C~y<7~

()//
<f\S',

f'~ <y~ C~)~(' /<'

<<? /Y~A''('.S', 0~ ('0/< ~/< /< M~y 6')-

/<\s\' /<" ~'<~r< /'<s'c< ~7 < /7'<~7<c' .6f <(.

/~t)/ C~<C/ ~'t)/ /C* < C6)«/(.\? ~0/&
~<' <(.'

co~r/ ~u~/ f~M~, M</y~<?/ c~~ < /c/<'</r f/

f/<\

~6fC<' /«' C0/ ~M(. /C6~« < <OM/7~~ ~/<!6WM!/(~

<3~
/~M/ M/ C!~ //OM~<3

</<'

/f' C0~

-S~ ~/o/c ~c j~/e/< de ~cc <~< ~~yv o~ (/~ /??o/

~<' co/<?/~ ~Mc~ ~o~s'r~cc ~o/c' i, <7/<\A~ ~~r-

/'<;7CC~7/CM/~ COM/~C ~(/y~ ~M/' ~yMC/
/0~

~/6~<M

<c/<?/ p/'c/ f~Jc6' ~c y'<c/~ pas à

L0/~9/
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li Passons maintenant au cas des variétés de dimension quel-

conque dont Firrég'ularité surpasse la dimension nous ne le traiterons

pas de manière aussi détaillée que le cas des surfaces; il est aisé cepen-
dant de voir que la partie essentielle de la démonstration précédente
subsiste sans modifications.

Envisageons, en effet, pour nxer les idées, une variété algébrique
tridimensionnelle., d~irré~ularité supérieure à 3, déiinie dans ~hyper-

espace par une certaine relation F(.f, y, /) ===o. S~Hexiste trois

intégrales simples de première espèce fonctions de deux seulement

d~entre elles, la variété est un réseau de courbes bir~tionneHcmcnt

identique à une surface d~irré~ularité supérieure a 2; si cela n'a pas

lieu, on montre comme plus haut que, U, Y, W, Hétant quatre mté-

g'rates, des fonctions méromorphes. )~ /(Pune variable satisfaisant

à Inéquation de la variété vériiient certainement une relation

les dérivées étant prises par rapport à ~<variables indépendantes
déterminant le point de la variété. Il résulte aisément de la et de ce qui
a été vu pour tes surfaces, que la courbe décrite appartient a une sur-

face d'irrégularité au plus égate il 2 appartenant a la variété donnée~

ou bien est algébrique, unicursale ou elHptiquc (même, dans ce

dernier cas, elle appartient visiblement a une surface d'irrégularité au

plus égale a 2, mais qui ne peut pas toujours être prise sur la variété

donnée).
Le raisonnement est général, et il suffit de l'avoir développé pour

les variétés de dimension inférieure a pour pouvoir h développer

pour une variété de dimension En eilet. on voit alors comme précé-
demment que la courbe est nécessairement située sur une variété

algébrique de dimension /??–i; si l'Irrég'utarité de celle-ci dépasse
encore sa dimension, on obtiendra de même une variété de dimension

/?< –2 contenant la courbe et, en continuant, on arrivera certainement

à une variété, sous-variété de la proposée contenant la courbe, dont

Firrégularitc ne surpasse pas la dimension (il est alors évident que la
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courbe est nécessairement, située dans une variété de dimension i

dontl'irrégutariténe dépasse pas la dimension, mais on ne peut pas

toujours prendre pour cette variété une sous-varicté de la proposée).
On peut remplacer )a considération du signe de la diuerence de

rirrég'uhu'ité et de la dimension par celle plus précise de la dépen-
dance on de l'indépendance des Intégrales. Nous allons montrer en

enctqu\)neco~/7~<~v'<7/' ~o~/ /M c~o/t~ ~o/~

/<? /~c/o<<'<s' ~?<' /'<'7/ <s'<' ?~e de

~S' <~<(~ < /C~9/<?.9 .90/ pas

~y/s', /C6'Y'6'<?6' .yc~f'7~
c<r/. remarquons pour cela que la variété donnée est l'ensemble

des variétés (algébriques) correspondant a des valeurs fixes des

intégrales; cet ensemble est birationnellement identique n une variété

dont rirrëgularlt6 dépasse la dimension; par conséquent, à la courbe

donnée correspond sur cette dernière variété une courbe située sur

une sous-variété de celle-ci; revenant a la variété donnée, on voit que
la courtte donnée appartient a une de ses sous-variétés. En répétant
un nombre sufnsant de fois cette opération, <<' <7/t'<7 /e~Y'-

/<?/ .7'C/(:' <//7'<('.9 //?</e/
l'~ant donnée une variété h'rég'ulière, i!.est aisé de voir que si elle

possède une sous-variété sur laquelle certaines de ses intégrales sont

constantes, certaines autres ne l'étant pas, la matrice de la proposée
est certainement Impure. Or, si nous considérons la sous-varicté a

intégrâtes indépendantes obtenue a la nu de l'atinéa précédent,
certaines des intégrales de la variété donnée sont certainement con-

stantes sur elle. Donc si lamatrice delà variété donnée est pure, toutes

ses intégrales sont constantes sur la sous-variété en question.

résumons, dans le théorème suivant, les plus importants des résul-

tats que nous venons d'obtenir

ÏUKORKMKD. /7/~ CO~r~ ~'C/C .9~ ~<? ~W/J/ ~<?

/)~ /J)0/ <~)~/ /t~ C007'~0/ sont /<)/0~,9 /M~0/NO/
/~ccM~'7'c/ 6'(~ ~.c~<3/J ~6/e

cc'<?/ dans la ~o~J<?, ~o/~ /(~~c~les /<~e.~ .M de

/Y?/ <?~~~0/~ /(?/~<X/~M, C/ dont par ~C /e~'K-
/7~ ne r/M~ pas la dimension.
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<C ~J~C ~M~ ~C/?~6/'C

c~DCCc/~oy?~~c~<7/?/~ <x~?M~/7c<?~e7~<?, <o~7e~ces

~0/~ CO/Z.9~7~ ~~7'C/«XCM/~C~C ses S0~77d/~ 0 N~-

~?~ ~c~ ~ep/M~c cy~cc~/j'~<M.

Etant donnée une sous-variété quelconque d'une variété irrégulière,
on peut observer que les intégrales constantes sur cette sous-variété

forment un système parfait et que le système parfait complémentaire
fournit un système parfait de même dimension d'intégrales de la

sous-variété, comprenant ~a totalité ou une partie seulement de ces

dernières.

V. Théorèmes en termes finis.

12. Dans la présente section vont être données d'abord les propo-
sitions en termes finis correspondant aux résultats de la section précé-
dente. Pour les démontrer, il convient de reprendre pièce par pièce

les raisonnements de cette dernière section, en traduisant chacun

d'eux en termes finis; la chaîne des déductions étant entièrement

analogue à celle du Mémoire déjà cité des ~?6!~ /~co/~

A~o/e, il est inutile de la développer ici. Rappelons seulement le

rôle important joué par la notion de nullité approchée d\me fonction

méromorphc dans un domaine une telle fonction est approximative-
ment nulle lorsqu'elle est très petite à tout ~intérieur, sauf peut-être
dans des contours de longueur totale très petite. Pour une fonction

holomorphe, il ne pouvait pas y avoir de contours exceptionnels.
Au théorème C correspond le suivant

THÉORÈMEE. 'So~ M/ ~M~C<?~7'~M/< ~<?<X ~<?K~

7Yo~b/9 ~?.W/<? /?~/W/< <y C~M/e,
~0~/ ~M~O~~ .Y? son 6'M~O~

1° Si la ~<~CC C0/~6/~ ~MC~7~COM/e t?/< ~M7'/<~Me~
/OK/ ~C~i!7Ï~ ~ey f/C~Z~C M~CCC se /'<M~

pas à ~~co/M~6' (ce y~ ~/7'/t'<~ cc/e/~c/~ si sa y~cc de

~'gMa~~ c~~~~rc), /<~z~<x//o/~ c~ ~(~<e~, ~c/c/

/ë, /M~y ~~<?~o/MC, ~<? ~o~~ c/ <c~ au

C~C-M/M~ ~?~C~ M/~ /C ~~C/C~C ~~<?/~<X/~~M~~C la
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~M/~cc, ~? ~e'cï~ considérée et ~c ~cc /<o~c//<

2° Si ~r/~ce contient COM'&M~<~ sur /M~MC~M/OM~'~M

z/7Y/7~ ne .yo~ pas c<ey~ t/~c~~y ~K~trdes ~~7' co/ï~-

~<;?/ ~Mr/OM~C~~<MCOM/C.S',/b7'P<7/~/~eC<?MCK/'e/~<?/~M/t~~C~C'
~a/'M~o/z (?/ 1 e/ ~'M/ {'<x~ de ce ~<"

<x<i' c/<co/'<? ~o/vM~M~e~c </M/ne ~<~e~~ </MC~c ~M/'y~ce,

/V/~e~ co/M:f~ et de la <V/c<? /~o~c/ de et

K. Si p~ le ~Do~~P, co/o~~a/~ ne ~~e <~MCM~cco~yV~

C/f~ /CC C~/<S'J<?, ~Z'~Z/OMC/~< ~~<~<?~C-

~Y</6'~~c/co/K/Me ~r/~<'c a~2<?~M/K3~o/e ~M~c/y'~

<yMe .~M/ce, <7~/e~6:~ ~c'c, la <Y~cc ~o/

~MC/7~ ~C (~ <~«~()/ P,.

Si P, ~<7~'<"M/~P~CM~CC0~&(?C/e de CC~C6'0/

/?Z~ ~)/'0~ ~CM~0~ /OM/~~YÏ/<? CC/ ~M/'la C0~6

(c'<7-e ~7'/c/</ ~y~e co/~p~re r~?/<~7'e

/)d/ co/c~c'<<?).

Y. Si P, ~Mf/~ ~CMr~ COM/9 e/M<?~ CC//CM~<?

(/~c~y~<c'< c/?./?~ /), la /yï~e ~ro~d a ~eM/)OM~/OM~

i' co/e ~~r /oM/~ cc~ co~c~. De c/~c~ des

co~co/<?~o/~ /<7~e f~6~ ~o/ /c~ ~<M//o~~

C0/(?~ C~<? C<3M/<?(cA<X~~

<M~ /o~oz< y~' ~c.'i'~~a/rc ~7c/~e~~ .o~?MM) <?//~o/7c

<y~~~OM/' /b/< ~~c/J~ ~7~ /<o~ dc

la ~'z~cc, ~~o~ ces ~/c/~c~, en /ë <;xc<?~«

des coM/e~ ~o// ~c<?M<~<<?/~<?~/~J.

Au théorème D correspond le suivant

TuKORÈMEF. Soit ~<? ~J/e ~~6~r~MC dont

~<c //2 ~c~szo~, oz< ~J/<x/c/~c/~ <7~<x~

~r(?/?z~ e~cco ~M'c/~pas ~~c~<?/z/<?~. Dcs /b~c-
/~o/M~ze2~? M~o~or~AM dans le c<?/'c/<?-~7~/e,~o/
~o~e'c~~c~Y? <xM~ ~yM~/<o~
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1° Si /<~ r~r~~ ne c'o~ aucune .s'oM~e /cf/M

~re/e/'e espèce /<e~, -sw /c ses

/<e~ ne se /</ /o//Ye~ des co~~<7/c~ (ce fzy'

t'<?/ /~cc~<?~?~/?7 si sa.propre //M/cf? </<?/?~ est p~e), la

?Y7/7~0~ de ces !7'e~, f/<~(?/f/C ~~<CO/e e/?7/'<S

<r/(?K~<y/, /6' ~c/'c~?/ ~/M<?/~~c~?6 <'i'
r/<?My'<?ne ~c/ <yMe la ~M/cc, de /<7'<7/~ co/

c/ de la distance /<o~-c//c/?/<~ de t, el

2° ?'6f. C0/ ~M ~0~<7/ /)<?~-
~<7/<?~~~7' (.C~ ~9< //?~ pas ~<9

co~<e~, /7 ~<?/' des M/M~ c/M('<' ~<'

ces ~O~pa/C~ ~< ~~('~M~f'C/~(; .9)~/C/ La

~<x7'/c:< e/c <~ ~ff/~c /a~? de ce .c/~e <.?~c~

~e ~0/? ~M~6/7CM/Y?<y~ <~J/)~ <y«~ la ?~/7~ de

~7'<? CO/C/'C'~ <?/ <(7/~C~ ~0~-(?~C/<?C~ t, et

x. Si pal' ~/3o/ P,, M/7'c~o/j, /~y~.ys~ r/MC~M~

tW/C/r ~<CC C0/6~. ~/7'<?/ C/< (~ <T~ ~?/

~r<e ~~e~co~ la ?'J/c ~~M/ /v~' ~?<:?~Y'

~C/ ~~C <~ la r:<7/C C~Y~ point P,

<V la ~<7/<C~ /<0~-<C/<?~ de < de

3. 'S/ P, p(7.M<' ~C~ ~0~a/V~' C~ ~0/ M(~~

/)y'o~e cf /o/ /< ~/e~/Y~e ~'o/~9/f/e M~

Y. Si pal' P, /)(7.Mf/ /)~/C~ .S'0~.y-~(7/C/ </<'rf/ .~0/7~~

Sf~~ toutes ~<7M~(?~.9~ ~/<~0/< <r/Y' << ('/ /<7/<' ~)/'U-
<~//<~ ~0~ /0~ /f/~ (.'0~<7.C~0~7~.

cA<~CM/~?de ces ~<3~6'<7/(~ C~//0/r~ /?/ C0/0/ ~<)/~<'

<t~a~~ ~0/<7/ /C6' ~0/ /7'< <;0/<X/?~~

elle (chaque f/~e~Yz/ ~(~ /(~(~ ~f/* /7~/c, </c'

/<7e, f/~ point P, ('/ de ~c~ /cMC//<<), e~ ~or/c

<C H0~ des /b//C//0/~ ~~C77~~C~ de ?'e/6! ~J<7~0~ de la

?' /~M/~au 7~0Ï~~de ces 6~K~, C/? ~0/ égal à C~6'~

~OZ~-t~M, soit nécessairement ?V~?<

15. Nous allons donner maintenant des théorèmes relatifs à des

fonctions de plusieurs variables vérinant l'équation d'une variété
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d'irrégularité supérieure à sa dimension, et nous nous bornerons

d'ailleurs au cas où les variables sont en nombre égal à cette-dimen-

sion. Le principe de l'extension au cas de plusieurs variables de la

méthode des valeurs moyennes logarithmiques de MM. Nevanlinna,

a été exposé dans la Note citée des Co/y /M~, et il n'y a pas de

difficulté a étendre à cet ordre d'idées les lemmes I, II et III (le
dernier tout au moins pour une variété a matrice complètement réduc-

tib'c).

TuKOtŒMHG. S< ~r/~CC C~7'C~M/<X/C /C/~ ~7
/S'~ y–1 1 /J<C/~<?/~ /C/ ~/<<

< .S'0/<7 yD~C//0/~~~< .M/e ~C/Z~'C<C~; N0/ë/~ /D~ ~0~0-Jrcr.'.soi~~rt.!~~rtcliorts cl'terzo .scuelecl'er~lr'eol,les; soieral tnor.'sforac-
//0/~ ~'M.r ~Y~C~, ~<:ï~~< de la ~C~,

/<3/~o/ < r/3~Ae/'c-~7H/e. ~/o/ ~co~c~ l'ori-

~r' r/r </<?~ ~'c/c ('f~, Ao/o/c~ <y le ~o~ a~

~o/c 6~r~ ~<7/~ ~e/~c/~ ~M~o~ ~c/6fcc

co/'re~o/a/~ ~o/7'/«*.

Pour établir ce théorème, observons que (comme nous le verrons

plus loin) la supposition faite au sujet des intégrales équivaut à celle-

ci les rapports respectifs des~jacobiens de ces <y intégrales

prises deux a deux ne sont pas fonctions d'un seul d'entre eux. Ces

jacobiens étant, diaprés l'identité de Noetber, proportionnels a des

polynômes canoniques, il resuite aisément des lemmes I, It, III étendus

au cas de deux variabtes que la surface n'est pas uniformisable par des

fonctions mcromorplies partout à distance finie. Ce fait résultait de

ce qui a été vu dans les deux sections précédentes, mais sa démons-

tration actuelle, d'ailleurs beaucoup plus courte~ permet de passer
immédiatement à la proposition en termes finis qu'il s'agissait d'établir.

Le raisonnetïient à employer est celui de l'article de M. R. Nevanlinna

inséréaux< A~cAr. déjà cité; il consiste à établir que sile jacobien
des deux fonctions à ~origine dépasse par exemple ~unité, les fonctions

sont bornées supérieurement en valeur moyenne logarithmique à

l'intérieur de rbyperspbëre-unité, et par suite le jacobien à l'origine
est borné supérieurement lui aussi.

Observons que l'hypothèse faite au sujet des intégrales équivaut à
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celle-ci FIrrégutarité dépasse deux, et la surface ne contient aucun

faisceau irrationnel de genre q ou
Etablissons maintenant le point dont la démonstration a été

réservée, a savoir l'équivalence de cette même hypothèse avec celle

que les rapports respectifs des jacobiens des <yintégrâtes, prises deux à

deux, ne sont pas fonctions d'un seul d'entre eux.

Tout d'abord, si <y 1 linéairement distinctes des intégrâtes sont

fonctions d'une seule d'entre elles, les rapports des jacobiens sont

fonctions d'un seul d'entre eux; en enet, les jacobiens sont alors yisi-

btement des combinaisons linéaires des <y < d'entre eux formés

avec chacune des i intégrales fonctions l'une de l'autre, et la

intégrale; et le rapport de deux de ce~<~ i jacobiens, formés respec-
tivement avec les intégrales U etV fonctions l'une de t'autre. est e~'at

<~

Pourdémontrer la réciproque, considérons trois intégrales 1, J~ K,
dont les trois jacobiens ont par hypothèse des rapports fonctions l'un

de l'autre; cela signifie que le point de coordonnées I, K, décrit

une surface déveioppabte, dont les génératrices correspondent aux

courbes le long desquelles les rapports des jacobiens sont constants,

lesquelles courbes forment un faisceau. 11résulte de là que le long-des

mêmes courbes, les <yIntégrales se réduisent linéairement a une seule

d'entre elles; autrement dit, le système, nécessairement parfait, des

intégrales demeurant constantes le long d'une de ces courbes il la dimen-

sion (~ –i~ ce système ne pouvant changer lorsque la courbe varie,

il y a bien i intégrâtes fonctions d'une seule d'entre elles. My a

de plus une intégrale à deux périodes. La surface possède un fais-

ceau de genre </ i et un faisceau elliptique.
Bien entendu, il y a eu outre, pour ne pas satisfaire à l'hypothèse

du théorème G, les surfaces possèdant un faisceau de genre < impli-
citement écartées dans les deux alinéas précédents.

Le théorème plus général suivant s'établit de manière analogue

ÏHHORÈMEH. ~D// ~f (/~(~<C ~MC/~0/~ (~ ('/

(/Y/<7' < /~C < /~('.r/<' </ 1 ~«~<?//Z~/ f'c'

~< /7'(7~ < M~O/O/~t/t' ~–1 <7/

M/(/ ~-t- 1 /D~C~O~ <~ <~r/(7~/<?~,~<?~ à /'6~M~-
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VoMr~. de ~/a</< tome V. Fasc. 1, !<)~('. 7

//0// r/(/ /<7~76~<~ et /~<<3MO/A~.? dans /V~C/ ~€.

,:t/0~ /rjr<7(;0~/f// ~<V<< //0/0/
/<'

/f~<~ ~< /<' ~X~VC~C ~~f'</<7/~ <«~

~0/ ~A'A??~J C0/f'</(7~

L'hypothèse faite sur les mtegrates admet encore ici une interpréta-
tion purement géométrique l'irrc~ntaritc doit dépasser la dimension

et dans le eus, par exemple, d'une variété trIdimensionnetiC) celle-ci

ne doit contenir ni réseau de courbes d'irrégntarité y ou q i,
ni faisceau de surfaces de genre << ou (l'énoncé est ana-

logue pour une valeur quelconque de

VI. Extension des rèsultats précédents à des variétés

sur lesquelles sont imposées certaines sous-variétés lacunaires.

t~L La méthode des sections précédentes peut être étendue au cas

où, sur la variété considérée (qui peut être irrég'utière ou régulière),
sont imposées au système de fonctions envisagé certaines .s'o~y~/v~

/<7C~<~ de dimension inférieure d'une unité a celle de la variété

donnée, Il y a lieu, a cet effet, d'introduire les intégrâtes simples de

troisième espèce admettant les sous-variétés lacunaires pour variétés

logarithmiques.
H serait aisé d'obtenir par ce moyen des théorèmes relatifs aux

variétés algébriques les plus générales, admettant un nombre suffisant

de sons-variétés lacunaires en position générale. Mais cela ne présen-
terait actuellement que peu d'intérêt, car, comme l'on ne sait encore

que bien peu de chose sur les systèmes de fonctions satisfaisant a

l'équation d'une variété a~ebrique générale, sans sous-variétés !acu-

ninres, il serait impossible de déterminer ici le iô!e exact joué par ces

dernières, et il pourrait même fort bien arriver que celui-ci fut en

réalité inexistant, ou du moins de pure forme, les théorèmes obtenus

demeurant vrais, avec peut-être d'insigninant.es modifications, après

suppression de toutes les sous-varictés lacunaires, ceci sans qu'on eût

1~moyen de le savoir. /\ussi nous bornerons-nous a étudier, de façon
d'ailleurs sommaire~ des cas particuliers, suffisamment simples pour

que l'on puisse se rendre compte sans peine de l'intluence sur le
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résumât des diHcrentes parties de Fhypotbèse, nu moyen des seules

connaissances acquises jusqu~a ce jour.

it? Considérons une surface byperelliptique de rang un, corres-

pondant point par point, sans exception, au par<dtélotope des pértodes

(c'est-à-dire tctte que les quatre fonctions tbéta, coordonnées homo-

gènes d\m point de ta surface, soient sans zéros communs); soit sur

la surface une courbe algébrique: et soit aussi sur ia surface une

courbe décrite par un point dont tes coordonnées soient fonctions

méromorphcs d'une variable < ne rencontrant pas cette courbe aigé-

brique.

envisageons la matrice de Riemann de la surface: en doublant tes

deux étéments de ta première cotoune sans changer les si\ autres.

nous obtenons une nouveUe matrice, qui peut être considérée comme

cette d'une nouvctte surface byperettiptique correspondant également
sans exception a son propre paratiétotope, lequel s'obtient en doublantt

par une translation convenable celui de la surface donnée. De la sorte

est réalisée entre les deux surfaces une correspondance telle qu'a un

point de la première correspondent deux points de la seconde, ces

deux pomts ne venant jamais coïncider. U résulte de ta qu'a ta courbe

algébrique donnée sur la première ~correspondent deux courbes

algébriques de la seconde; a la courbe décrite par le point dépendant
de correspondent également deux courbes de la seconde, mais il

sutura de considérer Fune d'elles.

Les deux courbes algébriques obtenues sur ta seconde surface sont

rcprésenLéespar des équations

<D(~, P) étant une cérame toncdon mternicdtan'c des urgaments des

fonctions abétienncs ~). L~xpression

(') Cect
oe~'app!!qne ~u'a

de- comhes
parHcu)ic)\

de ta ~m'face <r ~ad-

dcndutn.

(~) Arrm.L. </<<?~ <~
~/(~f?~f/~< tS~), p. «).T'; ('. Hr~BEm,

t~3<p.3.
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est une intégrale de différentielle totale de troisième espèce attachée

a la seconde surface, ayant pour courbes logarithmiques les deux

courbes en question. Le raisonnement de la section IVs'applique alors
sans modification au cas actuel oit, au lieu de trois intégrales de pre-
mière espèce, on en a deux de première et une de troisième espèce la

courbe décrite surlaseconde surface par le point dont les coordonnées

sont fonctions méromorpbes de et qui ne vient sur aucune des deux

courbes atg'ébriqucs, est nécessairement ~(~r/<c/ il en est donc de

même pour celle décrite sur la première surface.

Or ta surface donnée, étant représentable sans exception sur le

champ byperetlipt.que, ne contient aucune courbe unicursale; la

courbe décrite est donc etiiptiqne; la surface est donc detypeeUip-

tique (autrement dit, sa matrice est réductible). Il est alors ctairque
la courbe aigébrique donnée sur elle ne peut être qu\tne courbe

elliptique du même faisceau que celle décrite par le point dépendant
de <~ouun ensemble de plusieurs courites de ce faisceau).

Ce qui précède s'étend aux surfaces bypcreUIptiques irré~ulières
de rang supérit'ur t, puistpt'unc t~Hcsurface représente une involu-

t.ion d'une surface de ran~ i (d'ailleurs elliptique), ne possédant pas
de points unis (').

II serait intéressant d'étudier aussi le cas des surfaces régulières,

IcsqueUes représentent une involution d~une surface de rang' i n'ayant

qu'un nombre fini de points unis, correspondant a un groupe fini de

transformations bi<ationne)lesde la surface de rang t (~). 11est très

probable que l'on trouvera encore que la courbe décrite, si elle existe,
est nécessairement atgébrique. Si la surface est elliptique, on pourra
encore prendre pour courbe lacunaire une courbe d'un faisceau (ici

rationne)) de courbes eUiptiques~ et la courbe décrite sera une courbe

quelconque du même faisceau. Mais ici le prob!ème pourra admettre

des solutions, même si la surface uc satisfait a aucune condition arith-

métique particulière. Considérons, en etiet. une surface de Kummer

cHe est bien representabte point par couple, sans exception, sur le

(') F. ExRtQUKSet F. SE\KRt,JA~t)/<M/f~cM/e/c/f~~(Je~

~<CW<ï/<C<7~t.3~,p.33().

(~ L. GoDE.u;x, Y6/f/ p. 338 (/?e/(~'c.cc. A//tce~ t. ~3, !9!4, p. 4<~)-
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champ hypereltiptique; elle possède seize coniques dont deux quel-

conques se coupent en deux des seize points nodaux; ces deux coniques

peuvent être prises pour les deux courbes, l'une lacunaire, l'autre

décrite par le point dépendant de U est probable que l'on a des pro-

priétés anato~ues pour les antres surfaces uyperelliptiques régu-
lières.

On peut rassembler dans l'énonce suivant l'essentiel des résultats

obtenus sur les surfaces irré~ulières, et les principates propositions en

termes ihus correspondantes

TuEOK~Œ .S~ ~(' ~r/~c~)~('< /c'<<' /'<c-

(.<('<0~ <~(7/~/t' t7/(/) <(7<V/ /<C,

/0/ .S'M~ C. I, /~()/ ~<6')'f~/< /()/S'
6'6)// (~/ /'(/' ==2, ()). ~7 C.t' ~(' C0/ ~(/-

~<<~ /(7Cf/7/<()~<)/ </()/ /f\S'rc)~/7~)/yA'()/C//0/~

y~e~'o/~o/c, <'u~r~'< ~o/~ < ('<f </(~<'

~<7/' ~6)/ <Yf/t' (.7~ C/M < /<
< </0//C~<<(7/< <)/f'. /< si .S'O/y/Y/

t 1.

So~()~o~c//oy~ ~c t, /Y)/«~' </(?/~

<6'/<?/ÂS' (/ /<7//(~ < ~Cf r/)~f')/(?

/C~t' /J~(V/(' ~S' f\<'(' ~<7/ /f' ~i') ~(~V/~A'-
7/?f/~ ~J/(~C ~<<(' C(~<' /(7r/f7/C ~~< C<C

~c~<y~< <r/<?C6' ~(~ <<* c<7~' //<7 /y <y~~ (<

y~: /(~7/f'C~/ si .(7<'f /)(/ f//C'J/~<),
~0// ~«' /(~<' </('~<t' <\S'(' </< A'(f(.'C <Y'

<< /6' /,) /Y<Y/<<-Y'<'A'(\ < ~<V/t'
y7<f (') ~< <y~t'~c ~<~ (/<'la ~'o~c /~c~y'c,

~/< /(' ro/(~' < </('/<7<7~<' /~)~-<fc/<<
<S/ CD~<' /<7('<' f'.s'/< ?'(7/7~/0~ ~f < <

f/< ~C ~t'f C(.)/S' (7/f ~0~ <

~J~cc<c (~ ~/(~(v/<f'.t'<('<7~('~c~ c'y~.s7~c,

(') L'exactitude de cette propriété. si près que soient de tu courbe lacunaire

les poims correspondant, a et rcsuhe de la douonstrat.ton tneme~ qui retu-

p)acc la courbe par deux (on, si t'en vext. plusieurs) courbes lacunaires; tout

point de la nouvelle surface est ators éteigne de l'une au moins d~enUe elles,
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à /<~ y~c, ~<~ c' </(' t < co~c

~c~<? /)/c /~y /t'< ~<y~ <?~/<

/6:(;<?<'?~/YÏ//U/ ~CM~< ~('.S').' si C(~/r~' /6f<

~C' /S'('t~~ < <'(~< ('< <y/

~t~<?/<~< /)<7/M()/ /<'M' [p, ~(~)!

0 <~ t <7//<*~0/ ~~C/C ~~<7/~ < <~ ~~r/~<'<'</<'

~D~C /e7(' </« C/r </C('(W~ <<' oc~ /7/<<~

<< <~ /c~ /~<y~<c /<r<' /f' ~fj)/

c~syx)/ /Vi' < <A'c.

K{. En opérait comme il a été indiqué au paragraphe V~on obtient

sur le mctne sujet des théorèmes relatifs à des fonctions de deux

variables. Pour une surface irrégulière~ n u'y a pas dcdifucuhé. puis-

qu'elle représeute toujours une invo!ution sans points unis d~unesur-

face de rang il fi. Une surface rémunère au contraire représente une

involution ayant un nombre tini de coïncidences; si trois fonctions de

deux variables, meromorphes dans un domaine linéairement, simple-
ment connexe, satisfont à l'équation de la surface régutict'e, on en

déduit par inversion trois fonctions méromorpbes dans ~e même

domaine, satisfaisant a Inéquation de la surface de rang en effet,
l''inversion ne pourrait cesser d~ctre uniforme qu~aux points du

domaine donnant des points de la surface régulière correspondant a

des points de coïncidence de Finvokition; il y aurait dans ce cas un

point isolé de non-unifortmté, ce qui est impossible. Ceci suppose
toutefois qu'il n'existe pas dans le domaine de courbe le !on~ de

hiqueHc les trois fonctions demeurent constamment égales aux trois

coordonnées d'un des points mu!tip!es en question de la surface régu-
Hère. H est aisé de voir que si ce fait a tien, l'inversion peut n~étre pas

uniforme; considérons en efl'et un point conique d une surface de

Kummer; on aura approximative~tent par exemple (\\ X) étant

le point de cette surface~ (~~ ~) celui de la surface de rang i~ et r

les deux variabtes
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il n~ya donc pas uniformité de Pinversion; on a constamment

le lou~ de la droite ===o.

C~est donc seulement sous la réserve que, dans le cas d'une surface

régulière, il ne se produise pas la circonstance spéciale qui vient d'être

envisag'ée, que nous pouvons énoncer le théorème suivant

TtŒOiU~H:.1. 'S(~/ ~(7('C /6')/ /'f'('s'('t7~

<<Y)//o/ /)~ ~o/ ~< ~o/

f7(7/~ (7«7/) ~<7//)/< ~V\)/< SO// C< .s'V<?~

<7~ <'y/~('<<<7~/X'7/f/)(7~~ /'<f/r~ .S~S'~()/S'-

~<7.S< C0~('.s'(')/r~. ~/f/ /r0~' /0~ </<'<<Y//V<7~/<

/o/ <7<s' //v~<)A(~<~ ~x/r/r7~/ ff c'yf~y//o~

la .<7('~ < ~<7/ l C(' C<)~<' /~(~ <(~7~ /(/('<\

.t/o/'6' /(' ~~ro~ /<' < </< ~<' f~ /()/y)//<s'

~<7/S' /<' ?~ ~< ~/«' /7/~ <SV~7'<V//Y'(/<Y~< /('/<

<f'< fA' .S'(7('C </< /</ f'L)/ /<7.(.r/<' /)0/7 ~<'

.SV~</< (W/'<<7/~« /<

.S' ~<7' ~<'7/7~ ~'< ( C<' <7/7'A'< /~J(.'(.

/< /7<p<' c~/ /< /</ 6'y'~r~ /)~.s\s' /f' ~/c'~7'<'

~0~<' f~' ~/Y'/?//<<" ~.S'/)~'<\ S(~~ <7/S'. //<('< < .')'f//6'~7f'/

/r.)/ ro/ ~('c <t'f'/7 < ~f~ <f'

.s'/o~~ /<<s\ /,<~ rr~< fA' /t~f ~N/<' f'7v'~u//<7~ r<'

<'0/ ~< ~()/7/<C'/7~r<' </<~<< <()/'<<7/

/f' </<'/</ ~v/cf fV < C(~7~ /</r/< <('

/7~<W~<~ < /7~~(' <V7W .S'C /<<<'< ~/f

/U/<)/'<' (<'(~)0~6' /)/t' /<).

U est. d'a~curs probable que la réserve faite avant renonce du théo-

rème est iuutUe; Pctude complète (dont nous m'ons seulement dit

quehpies mots plus haut) des fonctions d~une seutc Yariable satisfai-

sant à l'équation d\ine surface hypereHiptique regutière n courbe la-

cunaire, conduira peut-être a s~en aliranchirpartietlement; mais le

résultat compte! ne pourra vraisemblablement être obtenu que par la

considération directe des fonctions de deux variables satisfaisant à

Inéquation de la surface, sans recours a la surface de rang i.
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17. Comme on a ét-abU le théorème i, on etabHt ta proposition

suivante, relative aux variétés abctiennes gcncr~ies de riu~g i

TuKOU.Mt:K. ~0/ < r<<~J ~(' ~(' t f/ ~C

/s/o/< /s'M/<<' ~)~&s'c.rr<()/ <v~'

rA~ ~)(~(~<y~< ~c .ycs~o~.s'rr~'7< ~<y~ <

~c/)// t. (~/ .s')/)o.s~' /«c~c/)o' -t- i ~~c~s- <

~<' wr/'o/s' < ~()~/~/)/< c<(\

/<y/ </<'/« ~7~/<\ .</f~s'

-S/ /r<' /y/ /(? r~(~<~ ~o~<'<' < ~r(~

<s' -t-i /'o~<o/~ A~'/'<W/ /Mr~<'Wf' <~ w~?~

.S/ /</<<!<-<'('.v/~)~< r~ ~<'< c~ ~/<*~<\ o~ /)~
</c~<' /<y.s', .s' <<t'~ </<'r~ i \o~v'(~(~

~7/c/y </c t ('.<<' /c/A' ~<~<o~ r~c/~

~o~ ~«y~f/ ~o~s'<y/7<r /<?c~~< ~v<' c~(~~<

<'(.\S'.S'0~«//C'S' ~~('7/('< /<tC(~<(V7/< A' ~('
~(' t'7~ .S'~f~' <s' ~C (/<'('<?(~Y~7(~<<

11".< //«/<(/ -t- /U/<C/S' (/ ~(~< /< /0-

/~0/<S' f/<' C~<('(/<?. ~(~(7//(~ (/<« ~<!f/(~~

/)/C<~A'< ('0~ A'('(\S «/«' (~' .S'<'&'~(~< «f/<<t.
~0// /) t ~()// ~C'C.. </()/

/()' /)/(', 0~si /('<' t~(7/~~~WC.
/</A's'v7/6' /~<Y' /s7/)<y <<</r<</r (/(~ ~<r</7'

<7/('/<f~, /< /<<' .(' ~r<('< (\~cc
f/~rc </(~< ~<v~ ~v'r/<<~ ~</M~/ ~!)r~<'

~< (' (/(y)(' </c ~<~ </<*/<?~(~<<J

/~('K/< /<7'<' (~)/</r/'< < ~< ~U~-('~<

~/c/c < (V

'S/ ~c~ c7~ !)/ f, /<?6~<c /~o~ < <<
<<c /)~r (~ .?o~s ?~ ~7~ <7~ ~r<?~/ ~<<*
< ~6' < /o/f//o/~ /<ï~u~~<<~ </<' /<?

/r/M~ M/7'c~o~~ ~(~cr<7/~ ~t' .sr()~r/< ~(~
.s'o/?w/ ~< ~)~ ~o// /\)n/<' </<'<'<'

~o~ /,<7/i'M ~)/('(' //<r/~ ~~r/o~ c/

<?/ ~/c~<7/~ r/ ~c ~f/r cA~(W~' (~ cc~

~<9 <'<~7(~~<<
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U n'est pas impossible, par contre, que l'énoncé suivant, analogue
au théorème J, ne soit exact,que moyennant de légères modiucadons

~(~ ?' <7~ ~<' <Y/~<o// /) /'<<7~A'

~<7/o/ o~ ~<'x/<v~~ r /?o//< /c <7/ 2 fois

pr/<-)<<< ~o/?~7/Yc' ~<7~r/<y~< ~'<<f~o~ i,c~<'

c7/ C.s7~~6'/('0/f -S~/<7/7C~ </<'/~<(7~~ </f /C!/W/(~ ('.S'/

~c, /y/,s' .(ÀS'~ /<7/)/)~ </~~(; ~~7~(' M/<~ </<

~o~.s'-r~c/c~ c/<~ <A'~ô'o/s'-t~(~t~ r77~< /<7

~<7//Y'<~<\s'/~r('; r< '<'o/Yy/(~(.' ~(~~c /<7C/?/

~6'f ~(' -{-1 /<J~0/ ~(' p r(7r/S', /~<0/~0/< </<7/

/V/VY~.V'~)/~)/'<< ~7/S'/YJ'/W/<<//'(~~<7/ ~/(' /W/('/('t~~

A<'y~CD/c'~ li r6)/ <C/t'<'('.S' /0/< //0/0/(~A('.S'
~<S' .W//r0~7~6~ ~?~('/ ~0/(.' ~<<f </('</(7/ <
<~ ~< f/c /</.s'r/~ /<(' < ~o/ < /<7?'(/c/~

CO/C'~0/<:i' /'0/C.
.S/ /<"~('Y' ~(~6' </<' ?V/('' /S'/ ~<7.sr <A' ~~S'C

/(~<' ~(' ~< <~<)('C.~()// (//0/ /(W «

/'A)')(')//f}/'< f'U/<' /~7~/C/Y'(~/<Y.7(7~ <?f~0/

/'(~7/< r~7<w </('/(~6' ~)/< <D/<o/<T:/</ c< oo/<-

~Y/('/ /V~' .S'J''<Y' r/ <7~ /(7/<

~/< < /<x <V la .s'o~.s-r~~c, ('/ ~s'<' ~y/«' <

C~ /C, C\f/<' -SY//7'()/<' </

/? 1 <Y/<<S'/0/<S\

Cet cnoncc, m~mc a supposer les varictés abcticnucs de rang supc-
rieur a aussi bien connues pour la dimension /) que pour la dimen-

sion '2. comporterait d'abord natureHemcnt une réserve analogue à

celle formutce ptus haut dans le cas des surfaces réserve peut-être
inutHe Mais de plus, comme ~011n'a pas encore, a notre connais-

sance, rattaché les variétés abéhennes générales de ran~ supérieur
à i a cet'es de rang i ('~ ainsi que cela a ëté fait pour les surfaces

hyperel!!ptiques, il ne semble pas que l'on puisse actuellement, même

avec la réserve en question, considérer comme étabite aucune partie
de cet énoncé qui ne soit pas une conséquence Immédiate du tbéo-

(') rot/ cependant S. L):bsr.nETx,7' o/«'<c/6'oc. t~ p.Sa~S~.
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rème précédent.; c'est pourquoi nous ne le donnons que sous forme

dubitative.

18. Une autre application très simple de l'extension au cas d'Inté-

grales simples de troisième espèce (se réduisant ici a des logarithmes)
de la méthode développée dans les sections précédentes, pour les

variétés possédant des intégrales de première espèce, est la détermina-

tion des fonctions entières sans zéros (exponentielles) satisfaisant à

des relations données. Le cas où ces relations sont linéaires (' ) est

bien connu; mais celui de relations algébriques quelconques ne semble

pas encore avoir été traité.

Nous pouvons supposer que les fonctions considérées ne dépendent

que d'une variable. Le cas de fonctions de plusieurs variables est en

eiîet identique a celui d'une seule si l'on ne suppose rien sur l'indé-

pendaucc des fonctions; et si l'on impose certaines conditions d'indé-

pendance, les résuttats obtenus pour une seule variable donneront

encore immédiatement la solution.

Considérons deux fonctions méromorpbes dans tout le plan com-

plexe, satisfaisant à l'équation d'une courbe algébrique du plan trili-

néairc, et admettant pour courbes lacunaires les côtés du triante de

référence c'est-à-dire la droite de l'infini, l'axe des et l'axe des y.
Les deux intégrales abénennes de troisième espèce log~' et logy
doivent n'être pas distinctes. On a donc une relation .~y'~const.,
où x et ont un rapport rationnel, et peuvent par suite être supposés
entiers premiers entre eux; c'est !a l'équation de la courbe, ou du

moins de sa partie Irréductible parcourue par le point dont les coor-

données sont les deux fonctions méromorpbes.
Soient de me me trois fonctions méromorpucs, coordonnées dans

l'espaced'titi point décrivant une courbe gauche algébrique, et admet-

tant pour surfaces lacunaires les faces du tétraèdre de référence, c'est-

à-dire le plan de FIntini et les trois plans des coordonnées. Les trois

intégrales !og.~ log/, log~ doivent urètre pas distinctes. On a donc

:jY A B C, où K, y ont des rapports rationnels; d~oùun

(') E. BOMHL,.~C~ JVt7/C/Cf7, t. X\.

~')M//<. J/M/A., toute Y. t-'asc.I, <;).'6.
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système (Téquations

où les exposants sont entiers, ceux d'une moue équation étant pre-
miers entre eux; ce sont la les équations de la courbe ou du moins de

sa partie irréductible parcourue par !e point.

Si, toutes choses égales d'ailleurs, la courbe gauche décrite n'est

pas algébrique mais seulement située par une surface algébrique, on a

sur celle-ci trois intégrales simples de troisième espèce, log.)', )og/,

log~ qui doivent se réduire linéairement a deux d'entre elles (sans

quoi la courbe serait algébrique~. On a donc une relation

.c~~Y: const.,

où (X, Y ont des rapports rationnels et peuvent donc être supposés

entiers, premiers entre eux; c'est la l'équation de la surface a)g'é-

brique, ou du moins de sa partie irréductible, parcourue par le point.
Les résuttats précédents s'appliquent sans peine à la détermination

des systèmes de trois fonctions entières sans zéros satisfaisant a des

relations algébriques données. Ces relations déterminent en effet dans

l'espace un nombre fini de courbes ou de surfaces atgébriques irréduc-

tibles une courbe, pour donner une solution du problème, devra

avoir des équations de la forme (8); pour une surface, on regardera
d'abord si son équation est de la forme .= const.; dans le cas

contraire, on recherchera s'il existe sur elle des courbes de la

forme (8), ce qui se fera par un nombre fini d'opérations ( ').
Il serait possible de déduire de là des théorèmes en termes finis,

analogues à ceux obtenus dans le Mémoire déjà cité des ~<7/<

/'&'c(~ ~Vo/c, mais nous n'y insisterons pas.
Le problème générât de la détermination des exponentielles liées par

des relations algébriques données en nombre quelconque, est de

même complètement résolu par le théorème général suivant, qui
s'établit comme précédemment.

(') En efTet, pour une courbe de la forme (S),/(.<\ ,), ~) = o étant t'cquaUon
de la surface on a
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Ttn.otu:~ L. < /c<' <x/)<c/t)/~ < ~<x'/</
A\SC(J~(J/< ~(~~ (/C~/<MC/ /0/A(, <f <C,

~('7~<7(.~<~ /~c~/<~r(~ r<7/ /Y'~ r~o/

<(\')'(~ r~/7<~(''/t' ~N~(J/ /)/<7c' ~f<

~<7~/<' ('</<< c~s'/(7/<c~7 /<(~ f~7 /r<('('o/

.s'(~f ~<y~f ~7'<)c ~r<)~ /s' /~rM

/) -t- ) ~f/s' ?w~(~ /<s\ <«'Y' f.s~r('('.s'<t\ .s'~

<s'/< </) ~f/ </ /t~~o/~ (/< ~<' yb/'w~

) !~Y eonst.,

(~/ /('.S<\r~U. W/~ /0/ (\S'/~f~f'/7/(~' ~M' (/7~/C

/)~ A' C~' ~<<-s' ~()/~('.s', (\r/)()~<~ f~< ~n~/c/\s c/~rc

<'<< <<'<<< ('<' ~</ ~C~ (.<<.y ~<'

Y -t- <c'<s'.

H serait possibte de traiter L~quesLiotifusant robjeLde ce munero

a Faid~des résnhat.s connus pour les re!atiotis tmcaircs eutrcexponcn-
hcnes; par exempte, si l'on considère une courbe p!ane a réquat-ton
de taqueitc sa~stont des exponentielles, on il ncccssairetncnt. entre les

dtuercnLs termes les rclaUons classiques, et Pou en. peut déduire

.r~==ccnst.~ on pourrait établir de même le théorème gcncral L.

Mais la méthode acLucHcest certainement preferab'e au point de vue

théorique, parce quelle ne s'appuie pas, pour une variété de dimen-

sion donnée, a ~'équation de laqacHc satisfont un nombre borné de

fouettons, sur un théorème dans l'énonce duquel ug'urcntun nombre

arbitrait'cmcut grand de fonctions; au point de vue pratique, parce

qu'elle conduit, de la manière la plus rapide au résultat essentiel. Il est

supcrnu d~ajoutcr que~ tes seules intégrâtes considérées ici étant des

togarhbmes, la méthode actucHe uc suppose nullement l'établisse-

ment de ~inégalité (3).

VII. Sur les séries abèliennes de groupes de points
d'une courbe.

1!). La prcsenLc section ou~ comme dans ta section i~ il s~it

uniquement de Géométrie algébrique, est probablement la partie la
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plus imparfaite du Mémoire actuel. Nous aurions voulu étudier de

manière approfondie les séries de groupes de points d'une courbe

dénommées ici « séries abéliennes ))~nous n'y sommes pas parvenu,
même de loin. Cela tient peut-être, en partie, a ce que la théorie des

intégrâtes réductibtes n'a pas encore été étudiée de manière systé-

matique au point de vue de la Géonictric sur la courbe; lorsque

MM. Enriques et Cliisini auront pubtié le Volume IV, consacré aux

intégrales abétiennes, et actueMement en préparation, de leur magis-
tral Traité, déjà cité, il est probable que l'on y trouvera tout l'essentiel

de la solution du problème en question.
On pourra dès lors donner au théorème 0 de la section suivante une

forme beaucoup plus précise; si son énoncé actuel satisfait )'esprit en

ce qui concerne les courbes a modules généraux, il est loin d'en ctre

de même au sujet des courbes à modules particutiers; et l'on désirerait

savoir dans queltes conditions existent les séries abéllennes qui y sont

envisagées. U est donc grandement a souhaiter que l'on résolve ce

problème; et nous ne sommes pas en mesure de prévoir si les résnttats

seront simples ou compliqués.
Considérons sur une courbe de genre p un système algébrique de

séries linéaires complètes, de degré c'est ce que l'on peut appeler
une série algébrique /<'wc/~ r~< Pour une telle série,

les~ sommes abéHenncs de première espèce ne sont pas toutes con-

stantes si la série n'est pas linéaire Mais si la courbe est impure,

p q )inéairement Indépendantes d'entre elles peuvent être con-

stantes, les autres ne l'étant pas; à ccs/) q intégrales, formant un

système parfait, correspond un système parfait complémentaire de

q intégrâtes. Deux cas peuvent alors se présenter ou bien les

q sommes abéliennes correspondantes ne peuvent pas prendre tous

les systèmes de valeurs, lorsque le groupe de points varie dans la

série algébrique, ou bien e!les peuvent les prendre tous; dans ce

dernier cas, nous dirons que la série est <7~«' (de dimension

non linéaire égale a q ); elle est, en tant que système de séries

linéaires conptètes, birationneMement identique a une variété abé-

lienne de rang i et de dimension < a matrice isomorphe a celle du

système parfait des q intégrales abélienties.

Occupons-nous maintenant de la détermination des séries abé-
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liennes appartenant à une courbe impure déterminée. Si le degré
de la série est égal ou supérieur au genre de la courbe, la question
est identique à celle de la détermination des sous-variétés :)bé)ienncs

d'une variété abétienne impure de ran~ i, correspondant point par

point, sans exception, n son parattétotopc des périodes. Rappelons la

solution de cette question, déjà utilisée d'ailleurs dans les sections

précédentes si l'on considère deux systèmes parfaits comptémen-
tiures d'intégrales de la variété abéMenne envisagée, et que l'on fixe

les valeurs des intégrales d'un de ces systèmes, le point décrit une

sous-variété abétienne, de rang 1, ayant une matrice isomorphe à

celle du second système; cela résulte de ce qu'a un point de la sous-

variété décrite correspond un système de valeurs des intégrales de ce

système, déterminées aux périodes près, et réciproquement.

Ainsi torsque est donné égat ou supérieur à ju, a tout système

parfait de </ intégrâtes abéllcnnes correspondent exactement op~"?
séries abéliennes distinctes, et la dimension de la série tinéaire com-

plète génératrice d'une de ces séries abéiiennes, est au moins éga!e
a Mais le cas intéressant pour la section suivante est celui où

est inférieur a/
Considérons donc une série abélienne pour laquelte est inférieur

a Ajoutons un groupe de/~ /? points uxes a la série linéaire com-

plète ~énératrLce; la série linéaire complète de degré/ obtenue de la

sorte, eng'endre une série abélienne de degré Réciproquement,
considérons une série abélienne de degré et supposons que de la

série linéaire complète variable de dimension nulle ou non nulle qui

reng'endre, Hsoit possible de retrancher un certain groupe fixe de p-n

points, c~est-a-dire que cette série variable possède toujours au moins

un groupe comprenant ces p points cette soustraction faite, il

restera une série abéiicnne birationael)Lcment identique à la proposée
en tant que système de séries Mnéairescomplètes, mais de deg'ré /?.

Observons incidemment qu'une série abéHenne peut-être simple-
ment dénnie comme un système a)g'ébriquc de séries Hnéaires com-

plètes birationneHement identique a une variété abélienne de rang i.

Si le deg'ré est égal ou supérieur à /), cela résulte de ce qui a été

rappelé précédemment au sujet des variétés abéliennes impures; si ra

est inférieur àp, il suffit d'ajouter a la série linéaire complète variable
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du système un groupe lixe de /) points pour être ramené au cas

où ==~.
Parmi les séries abétienucs de degré n inférieur a il y a tout.

d'abord les involu tiens al)éliennes de degré/y itiférieur a/h Si une telle

invotution est fois intune, la courbe proposée est nécessairement

d'après le thëorème de Casteluuovo-UumbcrL (n" ~), fois multiple

(/?==~)d''une courbedc genre? (o~r). eti'involution abélienne est

formée de tous les groupes constitués par groupes de l'involution simple

d'ordre correspondante. Pour déduire de Finvolution la série abé-

lienne correspondante, il faut remp)acpr chaque groupe dc// point.s de

l'involution par la série linéaire complète qu~il engendre; puisque
Tl< cette série cotï)p!ètc sera de dimension nulle, en général, pour
un groupe générique de n points de l'involution s! c ==/' et aura en

général la dimension ? si c <~ D'autre par!, il n~est pas prouvé

que toute série abétienne de degré inférieur a/~ coïncide ainsi avec

une involution abélienne, deux groupes équivalents n~étant pas consi-

dérés comme distincts.

Soitt une courbe de gcurc 3; a quelte condition posséde-t-eilc
une série elliptique de degré 2? LJtt raisouncmen! sans élégance,

qu'ii ne semble pas utile de reproduite, nous a montré qu\me telle

série elliptique est nécessairement une invo'ution; il faut donc et il

suffit que la courbe soit elliptique doubtc.

Soit maintenant une courbe de genre /), a quelle condition

possède-t-ellc une série elliptique de degré ~'? Ici, puisque les dii~-

rentielles de trois sommes abéliennes sont nulles, I~on \oit tout de

suite, en se reportant a la sextique canonique de l'espace, que la droite

joignant les deux points de cette courbe appartenant au groupe variabtc

de la série passe par un point li\c, et (pie cette sextique est en consé-

quence l'intersection d'une quadrique et d'un côue elliptique du troi-

sième ordre; la série est donc encore une involution, et la courbe

elliptique double.

On peut aussi, pour une courbe de genre envisager des séries abe-

liennes de degré 3. Peut-il exister sur une telle courbe d'autres séries

elliptiques de degré 3 que l'iuvolution d'ordre 3 qui se présente quand
la courbe est elliptique triple Peut-il exister des séries abéliennes
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de dc~ré 3 et de dimension i~ birationneUement identiques a des sur-

faces hyperelliptiques de rang i'? Ces deux questions ont peut-être été

déjà résotues.

VIII. Les groupes de points d'une courbe

fonctions méromorphes d'une variable.

'20. A Faide des résumais des sections IV et V et de ce qui vient

dY'tre dit- sur les séries abéuennes, nous nous trouvons en mesure

dénoncer des théorèmes sur les groupes de points d~une courbe déter-

minés univoquetuent par des fonctions méromorphes d~une variable.

En efTet, la variétc des séries linéaires compactes d'un degré déter-

mine inférieur au ~enre~ de la courbe est une variété dont l'irré~u-
1u'itc dopasse la dimension, et dont les seules sous-variétés d~irreg'u-

laritc 6~'atca !a.dimension sont les séries abélionnes de degré /<.

Nous avons donc, en vertu des théorèmes G etD, le théorème sui-

vant

T)n'.0)u~u:M. </()/ ~cco/6'<f/<' /), ~o~<?

~s'<<? f< <f~~7~ ~<<</ < /7/o// ~o-

/or/)/ ~s' /o~~ ~/(/ <(?<" /v//7\/7~<' c'A-Y'

/('(~V/f)/ .~}'<'7/7'('.S' </<'A'<7/y ~6)/ r/70/

.S'0/~/'(~('0~.<?/6)/~0/(W (7~(~<< ~~<'< ?~<77~ /<'

~()~/)~' /Y/</< ~(' .~J/'A'/r' C~<?~7' (') 0~Y'~ ~/M

.S'f'<' <'<7/<(.' (A'fA'C'

De nu'me, en vertu des tl)corémes E et F, nous avons les théorèmes

suivants en termes imis, d'abord pour une courbe de genre 3

TU!0)U':MKN. 'S< r~ ~<' ~(' 3, ~0~ <<'

f/0~<?, f'/ ~C <0~/7~' ~7' ~r' ~J~ ~0//< /0//(:()~. /~C/

~0/«' ~C ?'< t <<M- C~('

(' ) Il n'est pas inutite de rapp~ter que lu courbe générique de genre~ possède
des séries tineau'es complètes de degré inférieur à p et de dimension aussi

grande qu'on veut, pourvu que /) soit assez grand; c/. F. KNMiQUEset 0. Cm-

StNt,op. C/ VO).1U, p. 1 l5.
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(~ /)/'<W/Y' (\CC </C MW~ <7~ la ~r/< ~<? ~t'

po/ /(V'/f~< ('c/<7~ /r?~f(7~ë7/ /'c/<

/A'f <?f/7'<' <'0//S'/f~f~\ <'7<V/f/ ~(~~ </<\S-<A~< /)()/

f'f, (7~V //7~' /7K' .S'<P~ </C/< <y~r

/7Y//</ C~~s'/W~/Y~'< < (/C /(~/(~(/<' < </<

~D/

'S/, /'U~/<S'<O.S'(\S'~<7/<\S'~f~ C<?~ ~.9/<?/<y//<? ~<"

~'f/ .9< W~<~ /V/7('7~ /A' ~/<~A~'A'<

~<<s' /~<7/<w< <r/< < ~r.s'/< ~y~ <L'<-
/<7//Y'(~<~ ~< /y//(').' ~7 <<' C~ f/<f
~<' ~<'w~7' /)/)/7~ //f// /o/<'
<7/(' /'< /7Y/A' <f/f.

/</ CO~P f'f </<)~A' < D~~S7~~r.S' /f~,

/('~7'L)~~(~/7'<~0//<<7f/~0//< /V)<7/ /)f/ r/ ~t'6)/()//

0~(7~~ /(~()/S' ('(:)r/Y'.s/)0//(/(7/< /~r/ /)/'()/7'('7~ //<0~
~C .~()/f' ~< /7/<' .')/)r/7'f'f' ~)M~<77~
~A~7~<7/~ t'~ O~~Y'<7~'~7 /)0.9/0/~ ~7'0~ /)6)~

COf/r~CC~7/ ~y~C <)~ (/ ~f <)~?/6'V

~~7'0~CO/7'<?(/ ~r/ 0~ ~(.(~ /~('0/

//0/~ (~/7'<S~()/r/< ~? /)/'0~/7('7(~ r/(~/ (/<* C~('(~'

/)(~<\S~/(~.f' .S'O/C~' <<('< /f7 ~N<* < <

/6' (W~('y/(\ S/ A' ~7'(.)f//)~ ~/)~<7/7~ (/ <~V/.C' ~/f/-

~/<h~ t')//<7~ <)~<' 1~,(/ <7~/C~<' <S /ro/6)/

f'()/< ~C~' (/77~7(~ /7. /<S' /Y~<:7//0/S' f/9

-S'()/ ~~('<< (~< ~rC//<' /0/0// (/0~)~ C// /'O~C-

//0// </< ~As' ~)/(~), < ~()/(/ qlle /)(~ /~<7/<<L'

</('7~(.(' ~7'U/ < /*D//C/~)~< MO/9 < C(~

~r~/()/ <~ /~)/f ~t7/ < /0/<9 C/('~ C0/<

~D~X' ~0~ == .~0// //('(~.M~<< t'

n y aurait donc imcr~ a exammer les diiîerentes manières dont

une courbe de ~enre 3 peut rtre eUiptique double; leur nombre

est nécessairement imi d'âpres le théorème de Pa!nte\'e(n"i'): c'est

un probtctne qui a peut-être déjà etc traité.

Pour une courbe de genre quelconque, nous avons

TlŒORÈME0. ~~<?<'0~<? < ~<? /7'C<' ~<?, 0~
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9

/M<z.y/~<?possédant pas de ~M abéliennes cc/t~ rc /<

~e'CM/' ~~o;~o~ ~v'o~e de n points de la cûM/c~o//

/??c/'<3~o/c ~~M/ ?'6/~ t ~cf/Mle cercle-c/ soit M~e ~/c-

~cï/<? ~<?première espèce co~c; alors la ~w/c~/o~ ~~<c

~CM.O/ et ~C/7(~9 ait <<?/'C~-K/</7c,de la ~WX/~<?abé-

lienne /Y~('<? à CO~e~, C'C ~M ~'OM~e des

~0/9, <X~(?/ M~(?~0/V~ ~7'C ~Cf/~<?/< de

co/c/e~~ y et de la r~cc /~o/<?KC~<<? <~ t~M~

et

Si, toutes ~o~ (~(7~ c~6'M/ la c<?M/~ possède des séries

~~<?M de ~C~< ~0~/7~ /f'C~~OM~toute ~OM~C

r/ -s~6' M/curc (c'd-c co/<-

-S'C ,S' 0//MC~ de ces ~C/ <C~).

Si, la C0/ possédant des séries ~f~6' de degré

~U~C' C<3/VY~O/~< ait ~6)/ ~C~/ïe de ces

.s'e'c~ ~c~r~/c<~ //6'o~ ~<? ~o//?/ <<?/ mais

/<7/W//6' ~<?M/ //C/<X/~ r/MO/S' C~OM~ la position

~0~M/
'S~ ~o~c ~o~ === ~/«?.ye/c ~~J/<'<?~ la /)/'<)-

~< <yM~ ~'C/ ~O~CC<? lieu ~0~ ~O~/C;?OM~Ca&<?

r/~ ~y~c co/«?/~<x/
Si le ~0~~ <X~0~7'~C~ == (~/M~<S' séries abéliennes

(/~<?'CM~6'< C6'7~<\9 ~/<' /~0/<? fini ~rf ~S'). la

/~C/~C~0~ /<(?~~OM/'/OM/<?M/C ~C/<? ~W~C ~<

/0~ De ~9, ~<~C~ de ces séries en ~OM~<?/« C<3/<~0/<~

~y les ~< des M/< cf7~-

liennes C0/ elle (~~OM/ en yo~C/ cles <C/~

~o/), c~ sorte ~Me~OM/'~<? /~a/ro ~c~<c~ ~OM/'le

~7'OM~c<r~ ~b~c~'o/~ l, l'un ait moins de ces ~ZM~ en

/~o/rc égal à ce/MXdes ~c/c~ ~~c~'<?~M comprenant le ~'o~~c

~OM/' /==~, soit /~M~7'c~c/e/~e.

On pourrait interpréter les trois théorèmes précédents d'une

manière différente, enconsidérantdes couples de fonctionsalgébroïdes
liées par l'équation de la courbe; c'est, on le sait, le point de vue

adopté dans leurs travaux par MM. Rémoundos et Varopoulos.

7oMr/t. de ~a~/t., tome V.– Fasc. I, 1926.
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G. Humbert(') a considéré la surface régulière que l'on obtient

à partir d'une courbe de genre trois en faisant correspondre à un

couple de points de la courbe un point de la surface, et à un point de la

surface deux couples de points de la courbe formant un groupe cano-

nique. Il y aurait intérêt, à l'aide de ce qui précède, à étudier les fonc-

tions liées par l'équation de cette surface, et l'on trouverait probable-
ment qu'elle n'est pas uniformisable par les fonctions méromorphes.

.tDDjE~DC~.

? 15. La duplication de la courbe lacunaire ne réussit que

pour des courbes particulières, car pour une courbe arbitraire de la

surface, le procédé donne en général une courbe unique, et non deux

courbes distinctes. Le contenu des n~ 15, 16, 17 ne sera donc con-

firmé que lorsque l'on aura établi, outre l'Inégalité (3), une égalité

analogue, où figurera directement la fonction intermédiaire nulle sur

la courbe, et dont la démonstration se fera par les mêmes considéra-

tions que celle de (3).

]\" 20. Pour prouver que les seules séries linéairement com-

plètes d~irrégutarité égale (ou même inférieure) u. la dimension non

linéaire sont les séries abéliennes, observons que la variété des groupes
de points de la courbe pent être considérée comme placée sur une

variété abélienne de rang M~.La série donnée correspond alors a une

section de cette variété abélienne; l'irrégularité en est par suite au

moins égale à la dimension, puisque si l'on fixe un certain nombre

d~intégrales de la variété abélienne, on détermine sur cette dernière

une sous-variété dont la dimension est plus petite de ce même nombre.

Pour que Firrégularité soit égale a la dimension, il faut et il suffit

que la sous- variété correspondant à la série donnée coïncide avec

cette sous-variété abélienne et n'en soit pas une sous-variété.

(') -SM/'M/~e~Mr/~ce~ ~CMe o/e //ec cfMJcyo/tC~M~~~f/y ~f~c
<o~ (T~M/c .)/<e//M~<y~M, ~896, p. 263-2~3).
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~s'6~y'~ de C6/ ~0! ~'f~o~M/

PAR J.-A. DE SÉGUtEM

Lorsqu'on cherche les diviseurs d'un groupe linéaire dans un

champ g'aloisien s d~ordre ==~~ (~ premier), un des premiers pro-
blèmes qui se posent est de déterminer les diviseurs isomorphes au

groupe (2, pl") formé des substitutions dans le champ C~

d'ordre ou à son diviseur u( 2, /)~) d~indice2. C'est à ce problème

qu'est consacré le présent travail, dans le cas ou le groupe linéaire a

un invariant hermitieU) gauche ou quadratique, où~ est ~> 2, et ou

les substitutions d~ordre du diviseur cherché n'ont qu'une suite

canonique (' ).
Je me servirai des mêmes notations que dans mon Mémoire 'S~ les

~7'o~<?~ ~p~/v~ ~e o~ ~<c dans un c/ de

6'(~ (. M., i()i())(~) dont je rappellerai seulement quelques-
unes.

Soit A(/<,i~) un g'roupe linéaire à variables conservant un inva-

-riant a hermitien, bilinéaire gauche ou quadratique, les substitutions

de Aétant dans e si a est gauche ou quadratique, dans le champ e'

(') On trouvera un résumé des résultats obtenus ici dans une Note présentée
à l'Académie des Sciences le 3o octobre 1022.

(~) Au )i"44de ce Mémoire, an lieu de « car les normalisants. », il faut

lire « car, pour ~>a, C.t)Ct est abélien dans B(~, 7r), mais ne l'est pas
dans ~*(2~ ~). Je renverrai à ce Mémoire par la lettre G. Je renverrai aussi à

mes ~Ye~e/t~ de la y~eor~e des ~<?M/?~ a~f/'<x~ par la tettre E, et à mes

/~7e/?te/t~ de la 77teor~ des ~OMj?e~ de ~M&K~'o~~ par la lettre S.


