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13 ELTE CARTAN. — ESPACES DE RIEMANN A TROIS DIMENSIONS,

ou bien 1l admet une seconde jfamille a dewx paramétres de
sphéres,

Dans le cas d’existence de deux familles de s* sphéres, on peut
supposer qu’on a

m| == o, =D FANAT N W, == 0.
avec |
dt. = (33— all) wy.
On peut alors prendre

o, == du, wy = dn, me= L. dv,
avece
2 logl,
T e

-
————
§ e

Comme A ne doit dépendre que de a, on peul supposer que L est
une fonction quelconque de o, et l'on a

dst=de* - Wrde* 5 dnt |,

Lies sphéres de la premiére catégorie s'obtiennent en cherchant les
géodésiques de I’élément linéaire

o = dn2 - Wi,

celles dela seconde catégorie en cherchant les géodésiques de I'élément
linéaire
dwt  du?
dgy =

T WE T W

M

On peut encore mettre ce os* sous une forme plus symétrique, mais
qui dépend en apparence de deux fonctions arbitraires d’un argument,

asavolr
ds® = dw? 4+ Wi dud -+ W3 des,

Enlin on peut remarquer que lesdeux familles de spheres de Pespace
ne peuvent avoir aucunc sphére commune, car une telle sphéve corres-
pondrait, pour la seconde famille, & cos?y = o. et 'on devrait avoir

dl = ioyy == o,
c’est-a-dire A == 0, ou W' = o. Le ds* serait alors eunclidien.
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(o

Sur les systemes de fonctions uniformees satisfaisant a
I’équation d’une wvariété algébrigue dont Uirrégula-
rité depasse la dimension ;

Par ANDRE BLOCIH,

I. — Introduction et résumé.

1. A coté de la théorie de 'uniformisation des variétés algébriques
par des fonctions automorphes d’une ou de plusieurs variables, s’est
développée la théorie générale des fonctions uniformes liées par une
relation algébrique. Cette derniére théorie, née de la premiére, a
aujourd’hui unc existence propre, et, tandis que la premiére, aux
prises avec de multiples difficultés, voit son développement momen-
tanément arrété, elle arrive dans une certaine mesure et par 'emploi
de méthodes approprices, & progresser par elle-méme, st bien qu’elle
se trouve actuellement plus avancée que son ainée.

I.e cas d’une fonction umforme admettant trots valeurs lacunaires,
a ¢1é dans ses grandes lignes complétement élucidé par une suite de
lravaux classiques dus principalement & MM. Picard, Borvel, Landau,
Schottky, Carathéodory, et utilisant, tantot la fonction modulaire,
tantdt une méthode directe. Des résultats analogues ont ét¢ obtenus
par M. Picard, & I'aide des fonctions fuchsiennes, pour un systéme de
deux fonctions uniformes lides par I’équation d’une courbe algébrique
de genre supérieur a unj des résultats analogues s'établissent sans
peine pour des fonctions incluses dans un {ype (au sens de Poincaré).
La fonction modulaire et les fonctions fuchsiennes (ou du moins la
considération de 'équation Aw = ¢*) sont d’ailleurs indispensables &
I'obtention des résultats les plus complets, et I'introduction inévitable
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dans toutesles questions analogues de certaines fonclions automorphes
(ou de certaines équations aux dérivées partielles) est, selon toute
apparence, un fait de la plus absolue généralité et de la plus haute
importance, mais qui est le plus souvent invérifiable dans Uétat actuel
de la science, en raison de la stagnation de la théorie de V'uniformisa-
tion. Si 'on ne recherche pas les résultats les plus complets, nous
avons montré dans un Mémoire récent (') que toute la théovie des
fonctions ou systemes de deux fonctions uniformes incluses dans une
courbe ou dans un type donné. éiait une conséquence a peu prés immeé-
diate d'un théor¢me d’une démonstration un peu longue, mais d’un
énoncé fort simple.

Le cas des variétés et des types a plusieurs dimensions ne pouvait
mangquer d’étre beaucoup plus complexe que celui des courhes et types
a une seule dimension; on ne savait d'ailleurs. jusqu’a ces dernicres
annces, presque rien a ce sujet. Seul ¢tait connu un théoréme établi
autrefois par M. Borel (*), mais qui n'avail jamais été envisagé par
son auteur ni par personne au point de vue actuel. Dans un Mémoire
en cours de publication (*), nous avons pu meltre en évidence la véri-
table signification de ce théoréme, ct en obtenir 'extension [initiste,
c'est-a-dire le géndraliser de la manicre dont les théorémes de
MM. Landau et Schottky genéralisent le théoréme ordinaive de
M. Picard. La théorie obtenue est la plus simple de celles, assez
nombreuses, qu'il est dés & présent permis d’envisager comme corres-
pondant pour plusieurs dimensions & la théorie unique des founctions
a trois valeurs lacunaires pour une seule dimension.

A Dextrémité opposée de la série desthéories & édifier pour plusieurs
dimensions se trouve celle des svstémes de fouctions salisfaisant &
I’équation d’une vari¢té algébrique; c’est le cas ot le type se réduit &
la variété qui lui sert de base, sans qu'il y ait sur elle aucun systéme de

(1) Les théoremesde i1, | aliron sur les fonctions enticres et la théorie de
l"uniformisation ( Annales de Toulouse, 1925), Erratum de ce Mémoire : p. 11,

: : e == -— % ,
ligne 1, lire :log(\/m—-r -—-\fm) +logyam i< -+ anin.
N
(*) Acta Mathemalica, 20, p. 353,

(%) Sur lessystémes de fonctions holomorphes a variéteés linéaires lacunaires
(Annales de ll:cole Normale, 19g26).
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sous-variétés ou de points affectés de coefficients déterminés, corres-
poudant & certaines conditions imposées aux fonctions. Le probléme
fondamental & ce sujet est la détermination de toutes les variétés algé-
briques uniformisables par des fonctions méromorphes; ona cru (')
pouvoir cnvisager comme vraisemblable Uexistence d’antres surfaces
que les surfaces hyperelliptiques, rentrant dans cette catégorie; oril
a loujours €té tres probable que les seules variétés algébriques unifor-
misables par les fonctions meromorphes sont les variétés abéliennes;
la démonstration de ce théoréme parait toutefois encore lointaine. Il
est J'ailleurs & présumer que, d'une manicre plus générale, des fonc-
tions méromorphes en nombre quelconque, 4 une ou plusieurs varia-
bles, satisfaisant & D'équation d'une variété algébrique, satisfont
nécessatrement aux équations d'ane variété ahélienne faisant partie de
celle varidté.

[0 attendant I'établissement de ce théoréme général, ou de celut
qui doit le remplacer s1, contre toute attente, il se trouve erroné, nous
avons étudié les systémes de fonctions uniformes d'une ou plusicurs
variables satisfaisant 4 I'équation d’une variété algébrique suftisam-
ment générale; les résultats velatifs aux fonctions d'une seule variable
n'ont pas encore ¢té publiés, ceux relatifs aux fonctions de plusieurs
variables 'ont é1é dans une Note des Comptes rendus (*).

I. objet du Mémoire actuel est I'étude des fonctions uniformes satis-
faisant & U'éguation d’'une variété, au contraire, fort particularisée, a

LYY KL Picawn, Fonctions algébrigues de dewr vartables, 11, p. §8o.

(Y Sur la non-uniformisabilité par les fanctions méromorphes des variétés
wlgébriques les plus générales (Comptes rendus, 181, p. 2306),

La suggestion faite & la fin de celte Note, concernant le remplacement des
hyvpotheses faites sure la vaviétd par celle de 'existence d’au moins deux intd-
grales p-uples de premiere espece, ne se rapporte qu’au premier des trois théo-
réemes de la page a-%, c'est-d-dice & la non-uniformisabilité de la variété par des
tonctions meéromorphes. L'exemple de l'image des couples de points d’une courbe
elliptique et d'une autre courbe prouve qu'une surface peut étre de genre géo-
métrigue arbitrairement grand sans que les propositions rvelatives au jacobien et
a Iintégrale double étendue a un certain continuum, soient vérifides,

bl est toutefois possible que ces propositions solent nécessairement vérifiées
pour les surfaces dont les courbes canoniques ne se composent pas toutes de
courbes d'un faisceau unique.
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savoir d'une variété dont l'irrégularité dépasse la dimension. [intérét
d’une telle étude est que les propriétés obtenues sont fort précises:
c'est pour les fonctions liées par I'équation d'une telle variété que
'analogie est la plus compléte avec les fonctions liées par I’équation
d’une courbe de genre supérieur a un. L'irrégularité dontil est ques-
lion dans tout ce Mémoire est celle qui se rattache & la connexion
linéaire, c’est-a-dire le nombre des intégrales de differentielles totales
de premiére espéce linéairement indépendantes.

l.a méthode employée dans le présent Mémoire est comme dans la
plupart de nos travaux précédents, la méthode des valeurs movennes
logarithmiques de MM. I, et R. Nevanlinna ('), qui constitue le plus
puissant instrument d’investigation dont on dispose actuellement en
analyse complexe.

Dans la section 1l du present Mémoire sont rappelées certaines
propositions de géométrie algébrique qui seront utilisées dansla suite:
I"application en est faite & la théorie des variétés algébriques 7rre-
guliéres, c’est-a-dire (au sens adopte dans ce Mémoire) & connexion
Lincaire multiple.

La section LT est également consacrée a des développements préli-
minaires : lrois lemmes y sont établis au sujet de certaines valeurs
moyennes logarithmiques. La démonstration du troisicme de ces
lemmes, relatif & la croissance d’un systéme de fonctions abéliennes
dont les arguments sont fonctions d'une variable, présente encore une
Jacune qui n’est qu’a moitié comblée.

Lasection IV farme avec la suivante la partie essentielle du présent
Mémoire. 1l est ¢tabli que pour une surface dont Uireézularie
dépasse la dimension, trots fonctions méromorphes d'une variable.
ow trots fonctions ¢ point essentiel isolé commun, satisfaisant
['‘quation de la swrfuce, sont nécessairement les  coordonnées

(1) Parexemple : IF.et R Nuvastnsy. Ueber die L'igenschuften analytischer
Fanlitionen tn der Umgebung einer singuliren Stetle oder Linie (Acta Soc
Fennieae, 50. n° 3, 1922). —- R, NevasLissa. Beweds des Picard-Landauschen
Satzes (Gott. Nachr., vy, poid1) Zur Theorie der meromorphen Funktionen
(deta Math., 46). Voir aussi plusieurs notes du méme auteur dans les Comptes
rendus de 1923, 1924, 1925, — Voir d'autre part {"article du Wémorial des
Sciences mathématigues, cité p. 3o,
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d’un p(')int décrivant sur la surface une courbe unicursale ou ellip-
(tque. Uneproposition analogue est démontrée pour des fonctionssatis-
faisant & I'équation d'une variété algébrique quelconque, dont I'irré-
aularité dépasse la dimension. |

La section V généralise au point de vue finitiste les résultats de la
section préeédente : st des fonctions d une varable, méromorphe
dans le cercle-unuté, sont lices par équation d'une variélé dont
Uirrégularité deépasse la dimension, el admetiant une matrice de
Riemann pure, la variation entre dewx points intéricurs au cercle-
unite o une intégrale simple de premicre espéce determinée, atiachée
¢ la varieté, admet une borne supéricure ne dépendant que de ces
dewe points. Des théorémes en termes finis sont établis également pour
des fonctions de plusieurs variables liées par 'équation d’une variété
dont Virrégularité dépasse la dimension.

Il s’agit dans la section V1 de fonctions satisfaisant 4 1équation
d'une variété algébrique, et admetlant une ou plusieurs sous-variétés
lacunaires de dimension inférieure d’une unité; des intégrales simples
de troisieéme espéce s'introduisent alors dans les démonstrations, rem-
placant en tout ou en partie lesintégrales de premiére espéce. Deux cas
sculenent sont traités qui, dans 'espace a trois dimensions, se réduisent
a celut d'une surface hyperelliptique avec une courbe lacunaire et a
- celul d’une surface quelconque avec quatre sections planes lacunaires.

Dans la section VII, introduction & la suivante, 1l n’est question
que de géométrie algébrique; les séries abélicnnes de groupes de
points d'une courbe y sont délinies et sommairement étudiées.

l.a section VIII et derniére est peut-étre digne d’attention en raison
du caractére particulierement simple de la question traitée et du prin-
cipal résultat obtenu : soit une courbe de genre p a modules gend-
rawr, elsotl un groupe de points de cette courbe, en nombre noinfe-
rieur & p, fonction méromorphe d’une variable tinféricure a un en
module, ¢est-c~dire. tel que les fonctions symétriques des coor-
données de ses points soient des fonctions méromorphes de t dans
le cercle-unité; alors la variation entre dews points intéricurs a ce
cercle de la somme abélienne, relative @ une intégrale de premiére
espece déterminée, correspondant aux n points du groupe, admet
une borne supéricure ne dépendant que de ces dewr points,
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II. — Préliminaires de Géométrie algébrique.

Rappelons d’abord quelques théorémes sur les matrices de Rie-
mann et sur les courbes algébriques (') dus & plusieurs géométres
parmi lesquels MM. Poincaré, Humbert, Castelnuovo, Picard, Pain-
levé, Wirtinger, Scorza.

Considérons une matrice de Riemann Q, d’ordre p; c’estun tableau
de 2 p* éléments (p lignes et 2p colonnes) satisfaisantides conditions
blen connues j soit Q" une autre matrice de Riemann, d’ordre f. Sup-
posons que l'on ait, ¢n notation symbolique Q' = A.Q. B, ot \ estune
matrice carrée quelconque d’ordre p, et I3 une matrice carrée
d’ordre 2p, i coefficients rationnels, leurs déterminants n'étant pas
nuls; les matrices de Riemann Q et Q' sont dites alors tsomorphes
(Scorza).

Supposons la matrice de Ricmann Q telle que les2p, (p — p,)
¢léments appartenantala fois aux p, premiéres lignes et aux 2 (p —p,)
derniéres colonnes soient nuls; lc tableau des 22 éléments des p, pre-
miéres lignes el des 2 p, premiéres colonnes est alors lui-méme une
matrice de Riemann Q, d’ordre p,. On démontre qu'une telle ma-

trice Q est isomorphe & une autre Q ayant les mémes P, premicres
lignes mais dont les 2p, (p— p,) ¢léments des (p — p,) derniéres
lignes et des 2 p, premiéres colonnes sont nuls (Picard-Poincaré ) ;
les 2 (p — p,)* derniers éléments forment alors aussi une matrice de
Riemann (,. Toute matrice de Riemann isomorphe & une autre ainsi
composée elle-méme de deux autres est dite rmpure (Scorza ). Ainsi

(, Q et toutes les matrices isomorphes sont impures, Q, et €2, sont
dites contenues dans ces matrices impures.

Une matrice de Riemann isomorphe i une autre composée pareil-
lement de p matricesd’ordre un, disposées en diagonale (tousles autres
éléments étant nuls), est dite complétement réductible.

(') Gt = F. BxniQues e O. CGuisint, Lesiond sulla teoria geometrica delle
equasiont ¢ delle funsioni algebriche, vol. Ul e IV: — S, Lyrscuerz, Progrés
récents dans la théorie des fonctions abiélicnnes [Bull. des Sc. Math.,
tome XLVII, 1923, p. 122 (analyse des travaux de M. Scorza)].
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Le tableau d'un systéme de périodes primitives des intégrales abe-
liennes de premicre espéce d’une courbe de genre p, n’est pas, sl p
dépasse 3, une matrice de Riemann quelconque, mais satisfait a cer-
taines relations, qui s'expriment au moyen des séries théta ('). La
matrice est dite alors spéciale (Poincaré).

Toule matrice de Riemann est infiniment votsine d’une aulre,
complélement réductible; toute courbe algébrique est infiniment voi-
sine d'une autre de méme genre, & intégrales complétement réduc-
tibles; et par conséquent toute matrice spéciale est infiniment voisine
d’une matrice spéciale complétement réductible (Poincaré ).

4. Ausujetdesséries algébriques de groupes de pointsd’une courbe,
jouissant de la propriété involutive, ont lieu deux théorémes impor-
tants.

A une courbe algébrigue ne peuvent appartenir gu'un nombre
Sint d’itnvolutions (simplement infinies) irrationnelles de genre
supérieur a uny tes involutions elliptiques, aw conlraire. peuven
étre en nombre infini, mais sont au plus en nombre fini pour chaque
raleur de Uordre (Painleve).

Les incolutions simples multiplement infinies, apparienant a une
courbe algébrique, sont lindaires. De maniére plus précise : une
involution w" de groupes de n (>r) joinls sur une courbe est une
série linéaire, ou bien se compose des = groupes oblenus en pre-
nant ra rles groupes d'une involution (simplement infinte) irra-
tionnelle d’ordre v (n=vr) ( Castelnuovo-Humbert).

D’autre part, a toute matrice d’ordre un contenue dans une matrice
speciale, correspond sur la courbe une involution elliptique d’un cer-
tain ordre, c’est-i-dire une maniére pour la courbe d’étre elliptique
multiple. *

9. Nous appellerons dans le cours de ce Mémoire, courbes impures
les courbes dont la matrice de Riemann est impure. Les matrices con-

D—

(") F. Scuorrky, Journal de Crelle, t. 102, 1888, p. 304 Acta Mathematica,
L. 27, 1903, p. 233.

Journ. de Math., tome Y, — Fasc. I, 1426, [l
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tenues dans cette derni¢re (sous-matrices) ne sont pas alors nécessai-
rement spéciales, et peuvent méme, pour des courbes convenables,
étre absolument quelconques (Wirtinger) ('), satisfaisant toujours
naturellement aux conditions classiques. Nous appellerons systéme
parfait d'intégrales abéliennes le systéme des intégrales de premiére
espéce admellant les périodes d’une sous-matrice (et de toules les
intégrales dépendant linéairemient de celles-lit), systéme (ui s’obtient
par le calcul méme qui révéle 'existence de la sous-matrice. (Il ne
peut évidemment y avoir aucune ambiguilé, méme s’il y a des sous-
matrices 1dentiques, puisqu’alors ce ne sont pas les mémes cycles qui
de part et d’autre donnent lieu & des périodes nulles.)

Considérons sur une courbe de genre p un systéme parfait de
7 intégrales; attribuons aux sommes abéliennes correspondant & ces
¢ ntégrales et & un groupe de ¢ points de la courbe des valeurs données
quelconques : il existe alors un nombre (ini de groupes de ¢ points
déterminés par ces valeurs, sauf peut-&lre pour certains systémes
de ces valeurs pour lesquels il en existe une infinité (Picard) (*).
Autrement dit, la variété des groupes de g points d’une courbe
impure possédant une sous-matrice d’ordre g admet pour (rans-
Jormée rationnelle la variété abéliecnne de rang un, @ q dimen-
stons, dont les périodes primitives sont celles de celle sous-
matrice. Les variations des sommes abéliennes d'un groupe de
¢ points & un autre sont égales aux variations des arguments des fone-
tions abéliennes entre les deux points correspondants de cetle variéié.
Donc, connaissant ces deux points et 'un des deux groupes de
q powntls, lautre se délermine algébriquement. On aurait encore une
détermination algébrique si 'on remplacait la variéié abélienne et ses
deux points par une autre courbe dont la matrice admit ¢galement Ia
sous-maltrice d’ordre ¢ considérée, et deux groupes de ¢ points de
cette courbe. .

Supposons maintenant que, au lieu de groupes de g points, I'on con-
sidére sur la courbe donnée des groupes de r points (75 7). Alors a un
sysléme de sommes abélicnnes, 1l répondra en général une nfinité de

(") Untersuchungen iber Thetafunhtionen, Leipzig, 1890,
(7 Bulletin de la Société mathématique, 11.
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groupes de points, ou il n'en répondra aucun suivant que !’on aura
supposé r supérieur ou inférieur & ¢. Mais on pourra toujours, les
sommes abélienncs étant supposées représentées comme il a ¢té dit
sur une variélé abélienne ou une courbe auxiliaire, décider algdbri-
quement 8’1l existe de lels groupes de points, et, dans 'aflirmative,
déterminer algébriquement la variété d’ailleurs algébrique (de
dimension nulle ou non nulle) qu'ils forment. Kn effet 'algébricité de
la variélé résulte de la théorie des fonctions abéliennes réductibles
immédiatement si 7 est égal ou supérienr au genve p de la courbe, en
ajoutant au préalable p — 7 points lixes si r < pj et algébricité de
I'existence ou de la non-existence de la variété, el de sa détermination
si clle existe, les sommes abéliennes étant représentiées comme il a été
convenu, est une conséyuence du méme raisonnement.

6. Les considérations du numéro précédent trouvent leur applica-
tion dans la théorie des variétés algébriques irréguliéres.

Rappelons la definition, au point de vue purement rationnel, de
Virrégularité d’une variété algébrique. Sur une varieté de dimension
égale & », tout systéme algébrigque complet de sous-variétés de dimen-
slon # — I, se compose de w” systémes linéaires complets; le maximum
de r est l'irrégularité ¢ de la variété. "Tout systeme algébrique complet
donnant liew & ce maximum est & ce point de vue birationnellement
identique & une variété abélienne de dimension ¢ et de rang un; c'est
la varéte dite de Picard, attachée & la variéte donnée; elle est en
effet indépendante du systéme considéré.

MM. Enriques, Castelnuovo et Severi ont établi que ce nombre ¢
est identique au nombre des intégrales simples de premiére espéce,
linéairement indépendantes, attachées & la variété donnée; et c'est
cette seconde definition de I'irrégularité que nous utiliserons seule. La
matrice des périodes de la variéte de Picard est isomorphe & celle des
periodes primitives des ¢ intégrales simples, mais ne lui est pas néces-
sairement équivalente (') (avec les notations du n® 3, Q' = AQB

1Yy V. Severt, Un teorema d'inversione per olintegrali semplici di prima
J ] < be } P
specie (Attd Istituto Veneto T2, 1013, p. 765).
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est dite équivalente a Q s1 B est & coefficients entiers et de détermi-
nant un ).

Tutonine Ao — Sur une variété algébrique irréguliére de dimen-
ston et d’irrégularité quelconques, U cnsemble de tous les groupes de
m points pour lesquels toutes les sommes abéliennes, relatices aux
rntégrales stunples de premiére espéce. aient des valeurs données,
constitue une serie algébrigue.

Pour établir ce théoréme d’inversion, observons que nous pouvons
représenter les valeurs données sur une courbe ou variété aunxiliaire,
comme 1l a été dit au numero précédent. Considérons une courbe
algébrique quelconque de Ia variété donnée, passant par le point — ou
les ‘points — a partir desquels sont supposées prises les sommes abé-
liennes : les intégrales simples donnent sur cette courbe un systéme
parfait d’intégrales abéliennes; nous pouvons décider algébriquement
st la courbe contient ou non des groupes de m pointsayant les sommes
abéliennes données, et dans I'affirmative, construire algéhriquement
la série algebrique qu’ils forment, ce qui etablit le théoréme .

Le théoréme subsiste évidemment si, au lieu de fixer toutes les
sommes abéliennes, on fixe seulement celles relatives & un systéme
parfait ditégrales, supposé exister sur la variété (un systéme parfait
se définit sur une variété quelconque comme sur une courbe). Mais,
pour abréger, nous laisserons de c6t¢ dans ce qut suit les conséquences
de cette remarque.

Nous allons appliquer le théor¢me A au cas particulier otizm = 1.

Si I'irrégularité est égale & wun, 1l n'y a alors aucune difficulté, et
’on obtient les propositions suivantes :

Une surface admettant exactement une intégrale simple de pre-
micre espece est un faisceau elliptique; on voit méme aisément que
c’est un faisceau elliptique de courbes irréductibles. Unc variété a une
seule intégrale sunple de premicre espéce est un faisceau elliplique
de sous-variétés, gue l'on peut supposer wréductibles.

Passons au cas ou l'irrégularité g est quelconque, mais ol toutes les
intégrales sont fonctions d’une seule d’entre elles; alors :
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Une variété admettant exactement q intégrales simples de pre-
miére espéce, fonctions d’une d’enire elles, est un faisceau de
genre g de sous-variétés irréductibles.

Sig¢>1, la sous-variélé générique du faisceau se présente néces-
sairement d'elle-méme comme irréductible; sans quoi, d’aprés un
théoréme bien connu de Weber, la variété serait aussi un faisceau de
genre plus grand que g, et aurait plus de g intégrales. Le cas olt ¢ > 1
peut d’ailleurs étre traité indépendamment du théoréme A; M. de
Franchis (') a prouvé en eflet de facon simple qu'une surface ayant au
moins deux intégrales simples de premiére espéce, fonctions 'une de
l'autre, posséde un faisceau irrationnel, et sa démonstration subsiste
pour une variété quelconque. |

Considérons maintenant une surface & deux lntégrales indépen-
dantes, 1l vient :

Une surface ayant exactement deux intégrales simples de pre-
miére espéee, non fonctions Uune de Uautre; admet pour trans-
formée rationnelle une surface hyperelliptique de rang un.

Dans les cas précédents, ou bien I'on tombait immediatement sur
un faisceau de courbes irréductibles, ou bien 'on pouvait aisément en
obtenir un; mais ict il n'y a rien d’analogue, et 'on ne peut pas
afficmer que de la série * de groupes de points obtenue I'on puisse
passer & une série »* de points jouissant de la méme propriété, autre-
ment dit que la surface donnée soit elle-méme hyperelliptique.
M. Enriques a démontré cependant qu’il en est effectivement ainsi
lorsque, la surface étant de genre géomdétrigue un, sa malrice de
Riemann est pure (*); maisil existe des surfaces de genreunnon hyper-
elliptiques, ayant exactement deux intégrales simples indépendantes
de premiére espéce; elles rentrent dans la catégorie des surfaces ellip-
tiques, et ont une matrice de Riemann impure.

Sans nous attarder davantage a examiner des cas particuliers,

(1) Suwlle superficie algebriche le quali contengono un fascto irrasionale di
curve (Rendic. Circ. Mat. Palermo,t. 20, 1905, p. 49.

(%) Sulle superficie algebriche che ammetiono un gruppo continuo di tras-
Jormaszion: birasionali in se stesse (ibid., p. 61).
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énoncons la proposition générale suivante au sujet des variétés algé-
briques irréguliéres, conséquence immédiate du théoréme A :

Tutorine B. — Une variétéalgébriqued’irrégularité g est engendrée
par unsystéme de sous-variéles, reductibles ow irréductibles biration-
nellement identique & une-variété abélienne de rang un a ¢ dimea-
stons, ou bien & une sous-variété d une telle variété abélienne, pour
laguelle awcune combinaison linéaire des arguments des fonctions
abélicnnes ne demecure constante; par un point générique de la
variélé donnée passe une el une seule sous-variété du sysieme.

I1I,
Lemmes concernant certaines valeurs moyennes logarithmiques.

7. La fonction /() étant holomorphe ou méromorphe dans le
cercle |w|Sr, circonférence comprise, posons avec MM. I'. et R.
Nevanlinna (') :

aw

m(r, )= — Ic;%'lf( re'ty | 9.

SRV

r; elant le module d’un zéro intérieur au cercle de rayon r, posons de
méme |

, s r
N(I‘, f ) e .\. ‘Og ;‘—:;
{

la somme étant étendue & tous ces zéros; posons enfin

gm(r, H=m(r.f)+N (r‘, %) .

[.’expression gm(r, /) est une fonction croissante de r.
.a formule de M. Jensen s’écrit

s

1
gm(r, f)—gm ( r,
\

7) =log| f(0)|.

7

Lemme I. — Une fonction holomorphe ¢(.) est déterminée par sa

(") CJ.parexemple pourlabibliographie le fascicule du Jémorial des Sciences
mathématiques : A. BLocu, Les fonctions holomorphes et méromorphes dans
le cercle-uniié (Gauthier-Villars, 1926).
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partic réelle & | 2(2)] au moyen de la formule suivante :

‘ T relt 4 v
@(-i'):‘;;;rl ép‘l‘?(x)lm——‘ie‘*"a[ e(0)],  (exl<r),
27T,/
d’ot1
1 T an!ret
(re) = — ¢ Y
C? (.Z') 2T ; RI'C'D(J)](,‘e"o_‘-v)ﬂ‘f"de.
Posons |
an
a(r,co).:—-'— K[o(ret)]ds

L’égalité précédente donne aisément l'inégalité suivante, due a
M. RR. Nevanlinna

(1)  mr, o2 < Clo(o)] + 4 loo i ~+ hylog -+ Iélga(R, %)

R
SR —
(r <R),

olt la constante C ne dépend que de (o), k, et &, étant des consiantes
numériques.

Il résulte de cette inégalité que si 9 () est une loncuon entiére, on
a, a partir d'une certaine valeur der,

(v bey) | mir, ot ()] < (1-+¢) I(:ga(r, ®),

quel que soit ¢ positif, sauf peut-étre dans des intervalles ol ]a varia-
tion totale de r est finie.

Lemme 1. —— Soient f(a) une fonction méromorphe et I' le symbole
d'une {raction rationnelile; on reconnait aisémenta l'aide de la formule
de Jensen que gm(r, f) et gm|r, F(f)] sont asymptotiquement
équivalents, & un facteur constant prés (sans intervalles exceptionnels);
et cela se traduit en termes finis par une double inégalité, facile &
obtenir entre ces deux expressions. De méme, si nous désignons
par gm(rs fi, /3) laplus grande des expressions gm(r, f,) et gm(r, f,)
et s1 I, I, sont deux fractions rationnelles de deux varlables, non

fonclions I'une de l'autre, il y a une double inégalité entre gm(r; f,. £,

et gm [r; I (fs ) Kol fys fo )J, d’ol résulte I'équivalence asympto-
‘tique, & un facteur constant prés, de ces deux expressions. Nous
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pourrons donc parler de la fonction croissante 21}1(1 I>) attacheée a
un point P de 'espace 4 un nombre quelconque de dimensions, dont
les coordonnées sont fonctions méromorphes d’une seule variable:
cette fonction, délinie seulement & un facteur constant positif prés et a
un terme additif prés (ce qu’exprime le signe . \) sera invariante, non
seulement par les transformations homographiques, mais aussi, au
point de vue ot nous sommes placés ici, par les transformations bira-
tionnelles (de l'espace entier ou seulement d'une variété algébrique
sur laquelle I’ demeure placé), et méme par les transformations sim-

plement rationnelles, si elles n’altérent pas I'uniformité des fonctions
considérdes,

Toul ceci s’exprime, répétons-le, par desinégalités qui s’obtiennent
a laide de la formule de Jensen et de simples transformatiouns algé-
briques, ou par conséquent, les fonctions méromorphes f,. f,, ... ne
figurent (comme dans la formule de Jensen) sous le signe 2w que
par clles-mémes et, ailleurs, que par leurs valeurs initiales.

Supposons maintenant que des fonctions méromorphes /. /.. ..
solent lies & d'autres fonctions méromorphes 2,, .. ,. ... par un
systeme de relations algébriques, toutes ces fonctions étant telles
lorsque la variable est 4 'origine que le systéme soit alors résoluble
par rapport aux f;; on ¢tablit de maniére analogue, U'inégalité, valable
quel que soit 7

(2) e (s fiofare) <k gm(r: o 0, 940 ..0) + Gy,

ot & est un nombre fixe ne dépendant que du systéme, ot G, ne
dépend que du systéme et des valeurs initiales des fonctions,

8. Lemme 111, — Soit une courbe elliptique, que nous supposons
uniformisée par des fonctions méromorphes d’une variable ¢, de
module 7'; P est le point courant de la courbe, U I'intégrale de pre-

i . . N
miére espéce; nous allons montrer que la fonction croissante a(r, U),

. : 0
attachée & la seconde, ne dépasse pas la fonction croissante gre(r, )
attachée au premier.

Supposons a ceteffet I'intégrale U multipliée par un facteur constant
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tel qu'une de ses périodes primitives soit 2%/} la fonction ¢¥ réalise
alors la représentation conforme de la surface de Riemann sur une
infinité de couronnes circulaires concentriques et homothétiques;
onaa(r, U)y=m(r, ). Soit j un point fixe d’unc des couronnes,
J son homologue sur la courbe; considérons une fraction rationnelle @
d’'un point variable de la courbe ne devenant infinie qu'en J, pole
double par exemple. On a

N\ v N 1
gm(r, eVy==gm | r, T )

PN
I ' , : . .
e"—-—j) ne depasse pas gm(r, ®); car si P est tres grand,

c¢’est que p, correspondant & P, est trés voisin, soit du point j, soit
d’un de ses homologues en nombre infini du systéme de couronnes;
gm(r, ) se compose ainsi d’une infinité de termes, tous positifs,

»

N
or gm (r,

dont I'un est équivalent & gm (r. eul ) Notre affirmation est donc
établie, dans le cas ot U a une période primitive égale & 2w/ 1l n'y
aurait pas de difficulté a la justifier de maniére analogue dans le cas
le plus général; mais on peut aussi observer que si la proposition est
établie pour U, et L', de rapport non réel, elle P'est d’'une mameére
générale, car connaissant une borne des parties réelles de U, — U,
e*U, - -e®U, on en déduit sur le champ une borne pour & (e3U).

Ce qui précéde peuts’exprimer par une relation précise, par exemple,
la suivante :

(%) a(r, UY<<hxgem (r, p_lG) -+ K (w, &),

ot U est supposée nulle pour £ = o, ol k est une constante numeérique
et K une certaine fonction des périodes © et @ de la fonction ellip-
tique pU.

Voyons maintenant comment on pourra établir une preposition
analogue pour les surfaces hyperelliptiques de rang un : trois fonc-
tions méromorphes £\, f., f; d’'ane variable ¢, de module r, satisfont
a 'équation de la surface, U est une intégrale de premiére espéce

N\ - .
quelconque de la surfacej il s’agit de voir que a(7, L') ne dépasse

S~
pas 8"’*("3.)‘1 ’ fz» jn)-

Journ. de Math., tome V. — Fasc. I, 1924, 5




34 ANDRY BLOCH.

Moyennant une certaine transformation rationnelle, de sens d’ail-
leurs arbitraive, nous pouvons, d’aprés le lemme 1, supposer la sur-
face, non seulement de rang un, wais aussi de diviseur un. La surface
est alors 'image des couples de points d'une (uintique

yreaw—a)( =) (i— ) (L —va),

ct de «* manitres; on peul donc supposer que pour / = o, le couple
de points correspondant, soit (A:y=w=0; \iy=0, =1
Moyennant une transformation birationunelle, on peut supposer que
les trois foncetions £, £, f4, solent pour le couple de points (M, M)
O T v = v Quant & Pintégrale de premiére espéce con-
sidérce, ce sera, par exemple,

N AR

7\1*.,‘\ ) N
e T
lT : / . .—.»:-—. ({\l‘ -i— / “-'—’._-({\l. .

Ja J i

Supposous d’abord la quintique clliptique multiple; il v aura alovs
deux intégrales Vet W réductibles aux elliptiques, déterminées cha-
cune a un facteur constant prés. Connaissant leurs périodes. on pourra
¢erive Iinégalité (a) a laquelle satisfait chacune d'elles; on en déduira
pour l'intégrale W une inégalité de la forme

a(r, W)<<exaem(r: [, fo ‘/;) O

C dépendra des périodes desintégrales véductibles, mais en pourra les
remplacer par leurs valeurs en fonction des peériodes coreespondant &
la quintique clle-méme, c'est-d-dive des périodes sur la quintique

Yol "ol C - -
de | — et / v ces substilutions taites, ¢ et G pourront euncore «

prioridépendrede certains entiers, en particulier du coefficient de mul-
tiplicité de la quintique en tant que courbe elliptique multiple. Or, en
conduisant le calcul de maniére sultisamment habile, il est prohable
que l'on obtiendra pour ¢ et C des expressions n'en dépendant pas:
e sera un nombre et C ne dépendra que de la matrice de la quintique.

St maintenant la quintique n’est pas elliptique multiple, on pourra
la vendre telle en faisant varier infiniment pea A, w, v. ll est clair, par
conséquent, que 'inégaiilé obtenue sera vraie, que la surface hyperel-
liptique soit & matrice pure ou impure. Le calcul pourra, d’ailleurs,
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s'étendre aux variétés abéliennes quelconques de rang un, l'inter-
vention précédente de la quintique plane n’ayant servi qu’a simplifier
un peu lexposition.

Mais, quel que puisse étre I'intérét de cette sorte de démonstration,
qu’il y aurait lieu de développer de maniére compléte, 1'établissement
divect de l'inégalité en question, sans recourir au cas de réduction,
serait plus désivable encore ('), On peut démontrer assez simplement
cette indgalité, non pour une vaviété abélienne, mais pour une
courbe de genre quelconque; et cela suftit, comme on le reconnailra
pav la suite, pour établiv les théorémes de M. Picard sur les courbes
de genve supéricur a un, rappelés au début du présent Méwmoire; mais
cela ne peat servir de rvien dans la question plus générale qui en est
Uob)et cssentiel.

Du cas d'une variétd abélienne, on passe immédiatement, en vertu
du théoréme B et du lemme 11, & ceiui d'une variété algébrique irrégu-
hiére quelcongue: si bien que voici, en définitive, la proposition qui
sera pour nous le lemme i :

Sarerd donndes une varicte algébrigue irrégulicre el une (nté-
grale stmple de premicre espece U de cetie variéteé; on suppose gue
les coordonndes dun point de la variété sotent, dans un certain cercle,
des tonctions méromorphes fo, fo, o d wne rariablet, de module r. On
a des lors, dans ce cerele, Cinégalité
(3) a(re Uy << ex gm(rifi, foy o)+ G,

e cest une constante numérique el ow G ne dépend que de la
vargte de Lentegrale envisagée, et du point de la variét¢ corres-
pondant a t = o,

Celte proposition n'est, a vrai dire, établie clairement, d’apreés ce
qui précéde, que pour les variétés irréguliéres & matrice complétement

('} On sait que Porncaré avait obtenu le nombre des zéros communs aux
fonctions théta en avant vecours preécisément i Uintermédiaire du cas de rédue-
tion complete {ef. Kucyel. des Sc. math., avticle W% (Zeuthen-Lieri),
p. 326 ], M. Wirtinger a traité la méme question par des méthodes directes, ot
th v aurait intérdt & examiner si elles peuvent étre de quelque utilité dans la
démonstration de notre proposition,
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réductible. Toutefois, pour ne pas introduire dans ce qui suit une res-
triction ne tenant pas & la nature des choses, mais seulement au pro-
cédé de démonstration, nous I’admetirons comme vraie dans tous les
cas.

Si, dans ce qui précéde, on suppose que l'on ait affaive, non a des
fonctions méromorphes, mais a des fonctions ayant un point essentiel
isolé commun, il est aisé (au moins dans le cas d'une matrice comple-
tement réductible) d'établir des relations d'inégalité, analogues aux
précédentes, pour celles des intégrales dont la partie réelle demeure
uniforme par circulation autour du point. Les théorémes des sections
suivantes, énoncés pour des fonctions d'une variable méromorphes
dans tout le plan complexe, seront donc vrais aussi pour des fonctions
a point essentiel isolé.

IV. — Les fonctions méromorphes liées par V’équation
d’une variété algébrique dont Pirregularité dépasse la dimension.

9. Soit une surface algébrique S d'irreégularité supérieure a 2,
que nous supposons placée dans 'espace & trois dimensions, ot elle a
pour équation f(.r,y, ) =o. Les coordonnees d'un point P> de la
surface sont supposées fonctions méromorphes, dans tout le plan
complexe, d’une variable .

Soient U, V, W trois intégrales simples de premiére espéce linéai-
rement indépendantes de la surface.

Supposons d'abord-qu’il existe deux combinaisons linéaires

U= 3,V W et o Ui 4+ 3,V 4+ 7. W
de ces intégrales, qui soient fonctions 'une de l'autre. En posant
Stl:\—F;i, |:; + 7[C - a_-zf\ -+ 3-)_B + -/2(; - 0,

nous avons, identiquement, sur la surface 3, les intégrales étant consi-
dérées comme fonctions de x et y :

U, U, A
(5 Vi V. B |=o,

W, W, C
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et laréciproque alien aussi. Orle casoitla surface S jouit de la propriété
précédente se traite immédiatement. Car (n® 6) la surface posséde alors
un falsceaun irrationnel de genre au moins égal & 23 le point P>, dont les
coordonndes sont fonclions méromorphes, ne peut décrire qu’une
courbe de ce faisceau qui est, par suite, unicursale ou elliptique. Par
exemple, pour un cylindre de genre 3, toules les courbes du faiscean
sont unicursales; pour la surface umage des couples de points d’une
courbe de genre 2 et d'une courbe de genre 1, toutes les courbes du
faisceau sont elliptiques. Il est, de méme, ais¢ de trouver des surfaces
d'irrégularité au moins égale & 3, possédant un faisceau irrationnel de
wenre au moins égal & 2, qui contienne un nombre tini de courbes uni-
cursales ou elliptiques, ou bien qui n’en contienne aucune.

Passons au cas général ot dans le systeme hnéaire d'intégrales
déterminé par U, V, W il n'y en a pas deux qui soient fonctions 'une
de Tautre; on n'a pas alors d'identité de la forme (4). Nous considé-
rons toujours U, V, W comme fonctionsde . et y; v et y elles-mémes
sont fonctions de £&. Nous avons : |

AU = U doe -+ l": vy dNV <\ de+ \; dy; dW =W,dv-+ \\“;. v
. | U = U, d*e+ U &y + Ul dets-alU,, doedy + Lja dy?,

S BN =V e+ Vy By + Ve det+aVi dedy + YVia dy?,

\ {2 W == Wil + Wiy -+ Wiedat+ a Wi, de dy + Wi dy?,

‘u climinant dw, dy, d* @, /*y et résolvant par rapport & . et y, on
obtiendra pour.v el ) des lonctions algébriques de /U, dV, dW, 2 U,
d*V, * \W. 51, donc, cette résolution est possible, comme cela aura lieu
en géndral, on sera conduit a une 1mpossibilité en supposant @, y. 3
fonclions méromorphes de 7; car, 17, V, W étant alors des fonctions

L] M Y / ’ A
entiéres de ¢, clles ont, d'aprés le lemme ILf, un @ au plus égal a

gui(r,P): leurs dérivées par rapport i Zont alors, d'aprés le lemme I,
SN : . \
an m presque partout au plus égal alog gm (r, )5 et, par suite, d’aprés

le lemme I1, toute fonction algébrique de ces dérivées, supposée méro-

A\
morphe en ¢, a un gw presque partout au plus égal & la méme expres-

. . . . 3 ) /l\
Sion; amsi.c, y et, par suile ausst I, auraient presque partout un g

au plus égal & log g (r, P), ce qui est absurde.
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Il s’agit maintenant de voir & quelles conditions le raisonnement
precedent est valable. Or, il le sera certainement, si le jacobien, par
rapport a .z, y et leurs dérivées, des seconds membres des équatiouns (5)
(supposées divisées par d¢ et di*), n'est pas nul quel que soit /.

Iin effet, supposons que, pour une certaine valeur ¢, il soit différent
de zéro; pour des valeurs des dérivées U’, V', W', U, V', W” sulfi-
samment voisines de celles U, V', ... qu’eiles ont @ ce moment, 2, y
et leurs dérivées seront développables en séries entiéres par rapport
aux diflérences U' — U/, V' — V', ...; ainsi se trouvera parfailement
defini le systéme (uniforme ou multiforme) des fonctions algébriques
que sont.c, yetleurs dérivécs parv rapport aux dériveéesdesintégrales;
il n’est d’ailleurs pas & craindre que ’on ait une indétermination quel-
conque lorsqu’on rerplacera ces derniéres par leurs expressions en ¢,
puisque dans le voisinage de ¢, I'on a des fonctions holomorphes.

Nous sommes donc amené a examiner la signification de 'annula-
tion, quel que soit ¢, du jacobien dont il vient d’¢tre cuestion, c’est-
a-dire de I'équation :

Ul da -+ U”” c'{y LY, 0
Vi dov 4V, dy V. 0
Woede -+ Wi, dy WY 0

Ul d*x+ UL, d?y+-Uk det4-2UL dedy + ULy dedy® o(Ul de+ U, dy) Ul
Vie d*w+ Vi d?y+ Vi dat+2 Vi dedy+ Vi dedy? o(Vie de4- Vi, dy) Vi
Widra + Wi d*y +Whde+ 2 Wodae dy + Wi dedy? 2(Wiede+Wi, dy) W,

ol les trois derniéres colonnes du déterminant se déduisent des trois
premiéres par la permutation de «x et de ).

C’est 1a une équation différentielle du second ordre entre w et y,
dont I'intégrale géndrale est une famille de courbes de la surface S,
dépendant de deux constantes arbitraires; nous allons voir que cette
famille n’est autre que celle des courbes représentées par I’équa-
lion (4).

IFormons, en effet, I'¢quation dillérentielle de cette derniére famille;
on peut remplacer équation (4) par le systéme

U+ Ui+ A=V2 4+ Vip+B=W2 +Wiui C=o.

=0,
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En le différentiant deux fois, il vient :
(Ulede + U'idy)h + Undd + Ulndae 4- Ulady) v+ Ul dpe = o,

(UedPle + UL d®y 4+ Ulde? -+ aUl de dy + Ujad) ),
+a(Wade + Ul dv)dh+ U2
4 (Ul - Uld?y - Ulda?4+alldedy + Uldy?) w
Ay Wide + Uledy) de+ Ul =o

et quatre équations analogues en V et Wj; éliminant A, u, d), du,
d* N, cl*y. entre ces six équations, 'on obtienl bien 'équation (6).

Clest donc & aue telle équation que doivent satisfaire les coordonnées
du point P. Comme nous sommes placé dans le cas ot elle n'est jamais
veritide identiquement sur la surface, quelles que soient les constantes
A, B, G, la courbe U décrite par le point I* est nécessairement une
courbe algébrigue; et il résulte d’une identité classique de Neether
qu'elle appartiendra & I'intersection de la surtace S de degré m, avec
une surface adjointe d’ordre /# — 4, intersection d’équation

l_U".. \-'\——D’\Y.J/;: Q(':t-‘_. Ny ) =0

Cette courbe I', étant algébrique, est nécessairement wnicursale ou
elliptique.

10. Distinguons deux cas snivant que I est, ou bien soit unicursale,
soit elliptique, mais telle que toutes les intégrales simples de premiére
espéce soient constantes sur elle, ou bien au contraire elliptique et
telle qu’il v ait de telles intégrales variables sur elle. Nous allons voir
gqutl 'y a qu’un nombre linl de courbes1'de’'une et l'autre catégorie.

Dans le premier cas, considérons la surface adjomte d'ordre m — 4
fournie par deux intégrales arbitraires non fonctions I'une de I'autre :
elle contient la courbe I'. Ainsi, il y a au plus un nombre fini de
courbes de cette catégorie.

Dans le second cas, la considération des périodes le long des cycles
de la courbe I' prouve que la matrice de Riemann de S est isomorphe
d une matrice dont toutes les lignes, sauf une, commencent par deux
z¢ros consécutifs, et contient par suite une sous-matrice d’ordre ¢ —1,
donc aussi une sous-matrice d'ordre 1; ainsi, il existe une intégrale
de S n’ayant que deux périodes. La courbe I' appartient & la surface
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canonique déterminée par deux intégrales quelconques du systéme
parfait complémentaire de I'intégrale a deux périodes; et elle n’appar-
tient pas a celle déterminée par une de ces intégrales et l'intégrale &
denx périodes, puisque celle-ci n’est pas constante sur I' ; appartenant
A cerlaines surfaces canoniques, sans appartenir i toutes, elle appartient
au sysléme canonigue. A une intégrale a deux périodes ne peut, d’apres
ce qui précéde, correspondre de cette maniére qu’un nombre fini de
courbes I'. 51 nous prouvons que les intégrales a deux périodes elles-
mémes ne peuvent étre qu’en nombre fini, notre assertion sera établie.
Or, d’aprés le théoréme B, toute surface d'irrégularité ¢ supérieure a 2
— hormis le cas, qui n’est pas & considérer ic1, ou toutes les intégrales
sont fonctions 'une de I’autre .— admet pour transtormée rationnelle
une surface section d'une varieté abelienne de rang 1 & ¢ dimensions,
avec correspondance de part et d’autre entre les intégrales. De la sorte
vient correspondre & I', sur la variété abélienne, une courbe elliptique
le long de laquelle une intégrale de cetle variété n’est pas constante,
c'est-d-dire une trajectoire d'un sous-groupe algébrique a un para-
meétre (elliptique) du groupe «7 des transformations birationnelles;
il peut arriver qu’il existe une infinité de tels sous-groupes correspon-
dant & une infinité d’intégrales & deux périodes, mais les degrés des
trajectoires croissent indéfiniment pour toute suite infinie de sous-
groupes. Ainsi 'existence sur S d'une 1nfinité d’intégrales & deux
périodes correspondant a des courbes T est contradictoire avec le fait
~que I' qui, dans 'hypothése actuelle, appartientau systéme canonique,
est de degré limité (').

On reconnait immédiatement que le raisonnement de l'alinéa pré-
cédent subsiste pour toute surface S d’irrégularité supérieure a 2,
méme possédant des intégrales fonctions I'une de 'autre, sous la seule
condition qu’il n'existe pas deux systemes parfaits complémentaires

(') Ce mode de démonstration est susceptible d’extension a des cas plus géné-
raux. Mais on peut ici, aprés avoir prouvé la limitation du degré des courbes
elliptiques de la surface, raisonner plus simplement. D'aprés la classification de
Halphen, il n’y a qu’un nombre fini de types de courbes gauches de degré déter-
miné, donc aussi de degré et de genre déterminés; les courbes elliptiques de la
surface constituent donc un nombre fini de familles algébriques distinctes; elles
sont donc en nombre fini. Le résultat de I'alinéa suivant s’établit de méme,



LES SYSTEMES DE FONCTIONS UNIFORMES.... 41

- d’intégrales, 'un formé d’une seule intégrale, n’ayant d’ailleurs que
deux périodes, I'autre formé d'intégrales toutes fonctions d’une seule
d’entre elles. Or s'il en existe, il n'y aura qu'un nombre fini de
courbes elliptiques si la surface n’est pas I'image des couples de
points d'une courbe clliptique et d’une courbe de genre au moins
égal & 2. Ainsi, sur loute swrface d'irrégularité supérieure & > qui
ne rentre pas dans ce dernier cas, (1 existe au plus un nombre fine
de courbes elliptiques sur lesquelles toutes les intégrales ne sotent
pas constanlcs.

()ue U'existence d’intégrales & deux périodes, c’est-d-dire de faisceaux
elliptiques, ne suffise pas pour affirmer I'existence de telles courbes,
c’est ce qui résnlte immédiatement de la considération d’une surface
scction générique d’une variété ahélienne de rang 1 & matrice complé-
tement réductible.

Nous pouvons résumer dans I'énoncé suivant les principaux résultats
(qui viennent d’élre obtenus :

Tutorenr G — 87 les coordonnées &' un point d’ wne surface alge-
brique direégularité supéricure @ 2 sonl des fonclions méro-
morphes d’une variable, la courbe décrite par ce potnt est
aluébrique, ety par suite, unicursale ouw elliptigeee.

Pour gt ewiste sur lasurface une infinité de courbes unicursales
ou elliptiques, (6 faut et i suffit qulelle appartienne a la famidle
des réglies, ow bien qidelle contienne un faisceaw de courbes ellip-
ligues: le genre du faisceaw est égal a Pirrégularité de la swrface,
« moins que celle-ci ne soit Uimage des couples de pownts de deuwx
courbes, dont une clliptique, auquel cas il lui est inféricer d’une
wuntle,

St la surface ne contiend aucun fatsceaw de courbes unicursales
ow elliptiques, elle ne pewt contenir au plus qu'un nombre fini de
lelles courbes.

St la matrice de Riemann de la surface est pure ou die moins
ne contient aucune sous-malrice d’ordre 1, il n'cxiste sur la sur-
face aucune courbe elliptique sur laquelle towtes les intégrales de
différenticlles totales de premiére espéce ne se réduisent pas a des
ronstantes.

Journ. de Math., tome V. — Fasc. 1, 1330. 6
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11. Passons maintenant au cas des variétés de dimension quel-
conque dont 'irrégularité surpasse la dimension; nous nc le traiterons
pas de maniére aussi détaillée que le cas des surfaces; il est aisé cepen-
dant de voir que la partie essentielle de la démonstration precédente
subsiste sans modifications.

Envisageons, en effet, pour fixer les idées, unc variété algébrique
tridimensionnelle, d’irrégularité supérieurve a 3, délinie dans hyper-
espace par une certaine relation ['(x, y, 3, ¢) = 0. B'1l existe trois
intégrales simples de premicre espéce fonctions de deux sculement
d’entre elles, la varieté est un reéseau de courbes birationnellement
identique a une surface d’irrégularvité supérieure a4 23 si cela n'a pas
lieu, on montre comme plus haut que, U, v, W, It ¢tant quatre inte-
grales, des [cnctions méromorphes.», y, 3, ¢ ’une variable satisfaisant
a I’équation de la variété vérifient certainement une relation :

PR U B
VOV VDB
-~ ) =0,
(7) WoOWL WL G|

R, R, B’ D

les dérivées étant prises par rapport a ., ), 3, variables indépendantes
déterminant le point de la variétc. H résulte aisément de laet de ce qui
a été vu pour les surfaces, que la courbe décrite appartient & une sur-
face dirrégularité au plus égale & 2 appartenant & la variété donnde,
ou bien est algébrique. unicursale ou ellipigque (méme, dans ce
dernier cas, elle appartient visiblement & une surface dlirr¢gulavité au
plus égale & 2, mais qui ne peut pas toujours ¢tre prise sur la vaviété
donnée).

Le raisonnement est général, et il suffit de U'avoir développé pour
les variétés de dimension inféricure & m pour pouvoir le développer
pour une variété de dimension 2z, En eftet. on voit alors comme préceé-
demment que la courbe esl nécessairement situde sur une variete
algébrique de dimension m —13 st Uirrégularité de celle-ci dépasse
encore sa dimension, on obtiendra de mdéme une variété de dimension
m — 2 contenant la courbe et, en continuant, on arrivera certainement
& une variété, sous-variété de la proposée contenant la courbe, dont
Pirrégularité ne surpasse pas la dimension (il est alors évident que la
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courbe est nécessairement située dans une variété de dimension e — 1
dont l'irrégularité ne dépasse pas la dimension, mais on ne peut pas
loujours prendre pour celte variété une sous-varié¢té de la proposée).

On peut remplacer la considération du signe de la dillévence de
Pirrégularité et de la dimension par celle plus précise de la dépen-
dance ou de l'indépendance des intégrales. Nous allons montrer en
effet qu'une courbe déerite par un point dont les coordonnées sont
fonctions méromorphes d’une vartable, située sur une variéle de
dimension quelconque dont les intégrales ne sond pas indépen-
dantes, est ncéeessairement siuce sur une sous-variélé algébrique de
celle-ci. Remarqguons pour cela que la variété donnée est 'ensemble
des variétés (algébriques) correspondant & des valeurs [ixes des
intégrales; cet ensemble est birationnellement 1dentique & une variété
dont I'irrégularit¢ dépasse la dimension; par conséquent, a la courbe
donnée correspond sur celle derniére variété une courbe siluée sur
une sous-variélé de celle-ci; revenant 4 la variété donnée, on voit que
la courbe donnée appartient & une de ses sous-variétés. En répétant
un nowmbre suftisant de fols cette opération, on arrivera nécessaire-
neent a une sous-0artélé @ intégrales indépendantes.

[Ztant donnée une variété irréguliére, il est aisé de voir que si elle
poss¢de une sous-vaviélé sur laquelle certaines de ses intégrales sont
conslantes, certaines autres ne I'étant pas, la matrice de la proposée
est cerlainement impure. Or, si nous considérons la sous-variété a
intégrales indépendantes obtenue & la fin de Palinéa précédent,
certaines des intégrales de la variété donnée sont cerlainement con-
stantes sur elle. Donc silamatrice dela variété donnée est pure, toutes
ses intégrales sont constantes sur la sous-variété en question.

Résumons, dans le théoréme suivant. les plus importants des résul-
tats que nous venons d’obtenir : ‘

Tukorine D. — Une courbe décrite sur une varidté algébrigue
par un point dont les coordonnées sont fonctions méromorphes
d’une rariable, est nécessairement situde sur une varigld algébrique
contenue dans la proposée, dont tloutes les intégrales simples de
premicre espece sont indépendantes, el dont par suite Uirrégu-
larité ne dépasse pas la dimension.
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Si une variété algébrique a intégrales simples de premiére
espéce non indépendantes a une malrice de Riemann pure, toutes ces
tntégrales sont constantes sur chacune de ses sous-variélés a inté-
zrales simples de premiére espéce tndépendantes.

itant donnée une sous-variété quelconque d'une variétéirréguliere,
on peut observer que les intégrales constantes sur cette sous-variété
forment un systéme parfait et que le syst¢me parfait complémentaire
fournit un systéme parfait de méme dimension d’intégrales de la
sous-variété, comprenant .a totalité ou une partie seulement de ces
dernicres.

V. — Théorémes en termes finis.

12. Dans la présente section vont étre données d’abord les propo-
sitions en termes finis correspondant aux résultats de la section précé-
dente. Pour les démontrer, il convient de reprendre picce par piece
les raisonnements de cette derniére section, en traduisant chacun
d’eux en termes finis; la chaine des déductions étant entiérement
analogue & celle du Mémoire déja cité des Annales de U'Ecole
Normale, il est inutile de la développer ici. Rappelons seulement le
réle important joué par la rotion de nullit¢ approchée d’une fonction
méromorphe dans un domaine : une telle fonction est approximative-
ment nulle lorsqu’elle est trés petite & tout l'intérieur, sauf peut-étre
dans des contours de longueur totale trés petite. Pour une fonction
holomorplie, il ne pouvait pas y avoir de contours exceptionnels.

Au théoréme C correspond le suivant :

Tutorene E. — Soit une surface d’irrégularité supérieure a deux.
Trots fonctions d’ une variable t, méromorphes dans le cercle-unité,
sonl supposées salisfaire ¢ son équation : |

1° St la surface ne contiend aucune courbe elliptique sur laguelle
toules ses intégrales simples de premiére espéce ne se réduisent
pas & des constantes (ce qui arrivera certainement si sa matrice de
Riemann est pure), la variation d’une de ces intégrales, déter-
minée, mais quelconque, entre deux points t, el i, (ntérieurs au
cercle-unite, admet une borne supérieure ne dépendant que de la
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surface, de U’inteégrale considérée et de la distance non-euclidienne
t— t) (6~ 1,
2 arg th (& __9)(‘ __-.2.
([ - [l t-‘)_)(l— tl lt)_)

2° Si la surface contient des courbes elliptiques sur lesquelles toutes ses
intégrales ne sotent pas constantes, il peuty avoir des intégrales cons-
tantes sur loules ces courbes, formant nécessairement un systéme
parfait. La vartation enire (, el t, d’une intégrale de ce systéme
admel encore une borne supérieure qui ne dépend que de la surface,
de Urntégrale considérée, et de la distance non-cuclidienne de t, et t,,

«. St par le point P, correspondant & (, ne passe aucune courbe
elliptique de U’ espéce considirée, la variation entre ¢, et {, d’une inté-
grale quelconque de la surface admet une borne supérieure ne diépen-
dant que de la surface, de l'tntegrale considérée, de la distance non-
euclidienne de , el ty et du point P,.

3. St par P, passe une seule courbe elliptique de cette sorte, tu
méme propricté a liew pour loule intégrale constante sur la courbe
(c’est-a-dire appartenant au systéme complémentaire de U'intégrale
a deux periodes correspondante).

v. St par P, passent plusieurs courbes elliptiques de cette sorte
(nécessatrement en nombre fint), la méme propriéié alieu pour toute
intégrale constante sur loules ces courbes. De plus, @ chacune des
courbes corvespond un systéme d’inégalités bornant les variations
des intégrales constantes sur cetle courbe (chaque inégalité ne
dépendant toyjours gque des quatre éléements susnommeés) en sorle
que pour des foactions determindes de ( satisfaisant @ I'équation de
la surface, Uun au moins de ces systémes, en nombre égal @ celud
des courbes, soil nécessairement verifié.

Au théoréeme D cor'respond le suivant :

Tueoreme Y. — Soit une variété algébrique dont U'irrégularité
surpasse la dimension, ou plus généralement dont les intégrales
simples de premiére espéce ne sotent pas indépendanies. Des fonc-
tions d’une variable t, méromorphes dans le cercle-unité, sont sup-
posees satisfaire a son équation :
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1° Si la variété ne contient aucune sous-variélé « inlégrales
simples de premiére espéce indépendanies, sur laguelle ses propres
(ntégrales ne se réduisent pas toules @ des constanies (ce qui arri-
vera nécessairement si sa propre maltrice de Riemanrn est pure), la
variation d’une de ces intégrales, déterminée mais quelconque entre
deuwx pointst, et t, intérieurs au cercle-unité, admel une borne supé-
rieure ne dependant que de la surfuce, de Uintégrale considérée,
el de la drstance non-euclidienne det, et t,.

2° NI la variélé contient des sous-variéiés a intégrales indépen-
dantes sur chacune desquelics scs intégrales ne sorent pas loules
consiantes, il peut ecister des tntégrales constantes sur chacune de
ces sous-variéiés formant nécessairement un systéme parfail. La
variation entre t, el t, d'une intégrale de ce systéme admel encore
une borne supérieure qui ne dépend que de la variété, de I'rnié-
grale considérde et de la distance non-euclidienne de (, el .

x. St par le point P, correspondant & t,, ne passe aucune sous-
variéié de Uespéee considérde, la variation entre | et 1, d’une inté-
grale gquelconque de la variété admet une borne supérieure ne
dépendant que de la variété, de Uintégrale considérée, du pornt P,
ol de la distance non-euclidienne de (, et de t,.

3. St parP, passe une seule sous-variéte de cette sorte, la méme
propriété a lica pour toute intégrale constanie sur la sous-rariéte.

v. Si par P, passent plusieurs sous-varictés de celte sorte, clles
sont loutes situdes sur un nombre fint d’entre elles, ol la méme pro-
priéié a licw pour toute intégrale constante sur toutes. De plus, a
chacune de ces sous-variétés en nombre fini correspond un systéme
d’inégalites bornant les variations des niégrales constanies sur
elle (chaque inégalité ne dépendant towjours que de la variélé, de
Uintégrale, du point P, et de la distance non-cuclidienne), en sorte
que pour des fonctions déterminées de t verifiant Uéquation de la
parété, 'un auw moins de ces systémes, en nombre egal a celui des
sous-variélés, soil nécessarremen! veri fié.

13. Nous allons donner maintenant des théorémes relatifs a des
fonctions de plusieurs variables vérifiant I'équation d’une variété
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d’irrégularité supérieure i sa dimension, et nous nous bornerons
d’ailleurs au cas oli les variables sont en nombre égal 4 cette-dimen-
sion, Le principe de l'extension au cas de plusieurs variables de la
méthode des valeurs moyenneslogarithmiques de MM. Nevanlinna,
a éte exposé dans la Note citée des Comptes rendus, et il n’y a pas de
difficulté & étendre & cet ordre d'idées les lemmes I, II et III (le
dernier lout au moins pour une variété & matrice complétement réduc-

tible).

Tosorine G, ~ Soit une surface d’irrégularité q telle qucid
n'existe pas ¢ —1 linéairement indépendantes de ses inlégrales
qui solent fonctions d'une seule d’entre clles; soient trots fouc-
tions de dewr variables, salisfaisant a l'équation de la surface, ct
meromorphes dans Uhypersphére-unité. Alors le jacobien a ort-
gine de deux d’entre elles, holomorphes dans le voisinage, admet
wne borne supérieure dépendant uniquement du point de la surface
correspondant a Lorigine.

Pour établir ce théoréme, observons que (comme nous le verrons
plus loin) la supposition faite au sujet des intégrales équivaut a celle-

. , te p : g{g—1); : Sy
ci : les rapports respectifs des ~~—— jacobiens de ces ¢ intégrales

prises deux & deux ne sont pas fonctions d’un seul d’entre eux. Ces
jacobiens ¢étant, d'aprés 'identité de Noether, proportionnels & des
polynomes canoniques, il résulte aisément des lemmes I, I, 11l étendus
au cas de deux variables que la surface n’est pas uniformisable par des
fonctions méromorphes partout a distance finie. Ce fait résultait de
ce qui a été vu dans les deux sections précédentes, mais sa démons-
tration actuelle, d’ailleurs beaucoup plus courte, permet de passer
immédiatement a la proposition en termes finis qu'il s’agissait d’établir.
Le raisonnement a employer est celut de 'article de M. R. Nevanlinna
inséréaux G'ord. Nachr. déja cité; il consiste & établir que sile jacobien
des deux fonctions & l'origine dépasse par exemple 'unité, les fonctions
sont hornées supéricurement en valeur moyenue logarithmique &
Pintérieur de 'hypersphére-unité, et par suite le jacobien & 'origine
est borné supérieurement lui aussi.

Obsarvons que I'hypothése faite au sujet des intégrales équivaut &
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celle-ci : Pirrégularité ¢ dépasse deux, et la surface ne contient aucun
faisceau irrationnel de genre ¢ ou ¢ — 1.

Ftablissons maintenant le point dont la démonstration a été
réservée, & savoir I'équivalence de cette méme hypothése avec celle
que les rapports respectifs des jacobiens des ¢ intégrales, prisesdeux &
deux, ne sont pas fonctions d’un seul d’entre eux.

Tout d’abord, si ¢ — 1 linéairement distinctes des intégrales sont
fonctions d'une seule d’entre elles, les rapports des jacebiens sont
fonctions d'un seul d'entre eux; en eflet, les jacobiens sont alors visi-
blement des combinaisons linéaires des ¢ — 1 d’entre eux formés
avec chacune des ¢ — 1 intégrales fonctions 'une de I'autre, et la ¢me
intégrale; et le rapport de deux de ces ¢ — 1 jacobiens, formés vespec-
tivement avec les intégrales U et V fonctions I'une de 'autre, est égal
YA

el \

Pour démontrer la réciproque, considérons trois itégrales 1, 1, K,
dont les trois jacobiens ont par hypothése des rapports fonctions I'un
de Pautre; cela signifie que le point de coordonnées I, J, I\, décrit
une surface développable, dont les génératrices correspondent aux
courbes le long desquelles les rapports des jacobiens sont constants,
lesquelles courbes forment un faisceau. 1l résulte de la que le long des
mdmes courbes, les ¢ intégrales se réduisent linéairement & une seule
d’entre elles; autrement dit, le systéme, nécessairement parfait, des
intégrales demeurant constantes le long d une de ces courbes ala dimen-
sion (¢ — 1); ce systéme ne pouvant changer lorsque la courbe varie,
il v a bien ¢ — 1 intégrales fonctions d’une scule d’entre elles. Il y a
de plus une intégrale & deux périodes. La surface posséde un fais-
ceau de genre ¢ — 1 et un faisceau elliptique.

Bien entendu, il ¥y a en outre, pour ne pas satisfaive & 'hypothése
du théoréme G, les surfaces possédant un faisceau de genre ¢, 1mpli-
citement ¢cartées dans les deux alinéas précédents.

Le théoréme plus général suivant s’établit de maniére analogue :

‘Lutorene H. — Soit une variété algébrique de dimension d et
d'irrégularité q, telle gl n'existe pas g — 1 Linéairement rndc-
pendantes de ses intézrales qui sotent fonctions de d—1 d’entre
elles; sotent d + 1 fonctions de d variables, satisfaisant a Uéqua-
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tion de la variété, et méromorphes dans Ulypersphére - unite.
Alors le jacobion a Uorizine de d dentre elles, holomorphes dans
le vorsinage, admel une borne supéricure dépendant uniquement
du pornt de la variété correspondant a Uorigine,

L’hypothése faite sur les intégrales admet encore 11 une interpréta-
tion purement géométrique : I'irrégularité doit dépasser la dimension
et dans le cas, par exemple, d'une variété tridimensionnelle, celle-ci
ne doit contenir ni réseau de courbes d'irrégulanté ¢ ou ¢—r1,
ni faisceau de surfaces de genre ¢, ¢ — 1 ou ¢ — 2 (I’énonce est ana-
logue pour une valeur quelconque de «).

VI. — Extension des résultats preécédents a des variétés
sur lesquelles sont imposées certaines sous-variétés lacunaires.

4. La méthode des sections précédentes peut étre ¢tendue au cas
ol, sur la variété considérée (qui peat étre irvéguliére ou réguliére),
sont imposdes au systéme de fonctions envisagé certaines sous-2aricics
lacunarres de dimension inférieure d'une unité & celle de la variété
donnée. 1l v a lieu, i cet effet, dintroduire les intégrales simples de
troisieme espéce admettant les sous-variétés lacunaires pour variétés
logarithmiques.

Il serait aisé d'obtenir par ce moyen des théorémes relatifs aux
variétés algébriques les plus geénérales, admettant un nombre suffisant
de sous-variétés lacunaires en position générale. Mais cela ne présen-
terait actuellement que peu d’intérét, car, comme 'on ne sait encore
que bien peu de chosc sur les systémes de fonctions satisfaisant &
Péquation d’une variété algébrique générale, sans sous-variétés lacu-
naives, il serait impossible de déterminer ici le réle exact joué par ces
derniéres, et il pourrait méme fort bien arviver que celui-ci it en
réalité nexistant, ou du moins de pure forme, les théorémes obtenus
demeurant vrais, avec peut-étre dmsignifiantes modifications, aprés
suppression de toules les sous-vari¢tés lacunaires, cect sans qu’on elt
le moyen de le savoir. Ausst nous bornerons-nous & étudier, de fagon
d’ailleurs sommaire, des cas particuliers, suffisamment simples pour
que l'on puisse se rendre compte sans peine de l'influence sur le

Journ. de Math., tome V. — Fasc. 1, rgut. 7
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résultat des différentes parties de I'hypotheése, au moven des seules
counnaissances acquises jusgqu’a ce jour.

15. Cousidérons une surtace hypevelliptique de rang un, corres-
pondant point par point, sans exception, au parallélotope des périodes
(c'est-{-dire telle que les quatre fonctions théta, coordonnées homo-
génes d'un point de la surface. solent sans zéros communs); soit sur
la surface une courbe algébrique: et soit aussit sur la surface une
courbe décrite par un point dont les coordonnées soient fonctions
méromorphes d'une variable ¢, ne rencontrant pas cetle courbe algeé-
brique.

Fuvisageons la matrice-de Riemann de la surface: en doublant les
deux ¢léments de la premiére colonne sans changer les six autres,
nous obtenons une nouvelle matrice, qui peut étre considérce comme
celle d'une nouvelle surface hypervelliptique corvespondant également
sans exception a son propre parvallélotope,lequel s'obticnt en doublant
par une translation convenable celut de la surface donunée. De la sorte
est réalisce entre les deux surfaces une corvespondance telle qu'a un
point de la premiére correspondent denx points de la seconde, ces
deux potnts ne venant jamais coincider. 1l résulte de li qu'a la courbe
algébrique donnée sur la premiere (') corvespondent deux courbes
algébriques de la seconde; & la courbe deécrite pav le point dépendant
de ¢ correspondent également deux courbes de la seconde, mais 1l
suffira de constdérer Vune d’elles.

Les deux courbes algebriques obtenues sur la seconde surface sont
représentées par des équations

S

d

W, Y=o, Wi —a.v—d)=o,

(B (e, ©) Etant une certaine fonction wtermédiatre des arguments des
fonctions abéliennes ( ?). L'expression

P —a v—10)

ln,‘I ~——
N P, v)

(') Geer ne sapplique qu'a des courbes pacticulieres de la surlace ) voir Tad-
dendum,
(%) P, Arerut. Jowrnal de Hathématiques, 18, pogdsy Go Hewserr, i0id.,

-3

1393, p. 42-13.
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est une intégrale de différentielle totale de troisiéme espéce attachée
4 la seconde surface, ayant pour courbes logarithmiques les deux
courbes en question. Le raisonnement de la section I Vs'apphque alors
sans modilication au cas actuel oti, au lieu de trois intégrales de pre-
miére espéce, on en a deux de prenmiére et une de troisiéme espece : la
courbe décrite surla seconde surface par le point dont les coordonnées
sont fonctions méromorphes de /, et qui ne vient sur aucune des deux
courbes algébriques, est nécessairement algébrique; il en est donc de
méme pour celle décrite sur la premicre surface.

Or la surface donnée, étant représentable sans exception sur le
champ hyperellipt.que, ne contient aucune courbe unicursale; la
courbe décrite est donc elliptique; la surface est donc de type ellip-
tique (autrement dit, sa matrice est reductible). 1l est alors clair que
la courbe algc¢brique donnée sur elle ne peut étre qu'une courbe
elliptique du mcéme faisceau que celle décrite par le point dépendant
de 7 (ou un eusemble de plusieurs courbes de ce faiscean).

Ce qut précede s'¢tend aux surfaces hyperellipliques irrégulieres
de rang supérieur & 1, puisqu'une telle surface représente une involu-
tion d'une surface de rang r (d’atlleurs elliptique), ne possédant pas
de points uuis ().

Il serait intéressant d’étudier aussi le cas des surfaces régulicres,
lesquelles représentent une involution d’une surtace de rang 1 n'avant
qu’un nombre fint de points unis, correspondant & un groupe fint de
transformations bhirationnelles de la surface de rang v (*). 1l est trés
probable que Pon trouvera encore que la courbe décrite, s1 elle existe,
est néeessairement algébrique. Si la surface est elliplique, on pourra
encore prendre pour courbe lacunaire une courbe d'un faisceau (ici
rationnel ) de courbes clliptiques, et la courbe décrite sera uune courbe
quelconque du méme faiscean. Mais 1ci le probléwe pourra admettre
des solutions, méme si la surface ne satisfait L ancune condition arith-
métijque particulicre. Considérons, en ellet, une surtace de Kummer :
clle est bien représentable point par couple, sans exception, sur le

(') . Lsriues et F, Severt, Mémolre sur les surfaces hyperelliptiques (Acta
mathematica, t. 32, p, 329.

(*) L. Gobgaux, 4bid., p. 338 (Rendie. Ace. Linced, t. 23, 1914, p. 408).
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champ hyperelliptique; elle posséde seize coniques dont deux quel-
conques se coupent en deux des seize points nodaux; ces deux coniques
peuvent étre priscs pour les deux courbes, I'une lacunaire, autre
décrite par le point dépendant de . 1l est probable que 'on a des pro-
prictés analogues pour les autres surfaces hvperelliptiques végu-
liéres.

On peut rassembler dans I'énoncé suivant 'essentiel des résultats
obtenus sur les surfaces irrégulicres, et les principales propositions en
lermes finis correspondantes :

Tueonrve . — Soit une surface by pereliiptique irrégulicre repre-
sentable sans cxception dans le champ quadruplement périodique,
potnt par poinl st son rang est 1, point par systéme de r points st
son rang est 1 (r=2,3, 4, 0). Nl coiste sur elle wne courte alge-
brigue, lacunaire pour un point doni les coordonndes sont fonctions
méromorphes d une variable, la courbe en question et celle déerite
par le pornt sont deww courbes elliptiques un méme faisceau. La
surface est donc nécessairement elliptique, méme st son rang
est 1.

Soient trols fonctions d'une variable t, méromorphes dans le
cercle-unité,satis faisant ¢ Uéquation d’une surface livperelliptique
irrégulicre représentable sans ecception dans le champ quadruple-
ment périodique et admetiant pour courbe lacunaire une courbe
atgebrique de celte surface. St celte courbe w'est pas elliptiyue (co
quit aura liew nécessairement si la surface ne Uest pus elle-méme),
la variation d’une intégrale de prenuiere espoce de la surface entre
dewr points ¢, L, intericurs aw cercle-unité, admect wne borne supé-
ricure (V) ne dépendant que de la surface, de la courbe lacunaire,
de Uinté grale considerée et dela distance non-euclidienne de t, ot t,.
St la courde lacunaire est elliptique, la variation cutre 1 el t, de
Uintégrale de premicre espece constante sur elle joutt de la pro-
priclé précédente (cetle tntéerale exeste certarnernent, et est unique,

(1) L'exacutude de cette propricté, si prés que soient de la courbe lacunaire
les points correspondant & ¢ el &, résulte de la démonstration méme, qui rem-
place la courbe par deux (ou, si 'on veul, plusieurs) courbes lacurnaires; tout
point de la nouvelle surface est alors éloigné de I'une au moins d’entre elles.
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a wmolns que, la surface dtant de rang supérieur a1, la courbe
lacunaire napparticnne pas ¢ un farsceaw elliptique, mais a un
Jaisceaw rationnel de courbes elliptiques): st la courbe lacunaire
appartient a un faiscean rationnel de courbes elliptiques, qui
dependent d'un parameétre h, Uexpression  gm |z, M(O)] admet
pour o < 1 une borne supéricure ne dépendant que de la surface de
la courbe lacunatre, du choiv accomplt entre les =0 manicres de
définir k, de la courbe du faisceaw sur laquelle se trouve be point
correspondant a Lorigine, et de s,

16. En opérant comme il a été indiqué au paragraphe V, on obtient
sur le méme sujet des théorémes relatifs & des fonctions de deux
variables. Pour une surface irréguliere, il n’y a pas de difticulté, puis-
qu’elle représente toujours une involution sans points ums d'une sur-
face de rang «n. Une surface réguliére au contraire représente une
involution ayant un nombre fini de coincidences; s1 trois fonctions de
deux variables, méromorphes dans un domaine linéairement simple-
ment connexe, satistont a I'équation de la surface régulicre, on en
déduit par inversion trois fonctions mdéromorphes dans le méme
domaine, satisfaisant & P'équation de la surface de vang wnj en effet,
Pinversion ne pourrait cesser d’étre uniforme qu’aux points du
domaine dounant des points de la surface réguliere corvespondant &
des points de coincidence de 'involution; 1l y aurait dans ce cas un
point 1solé¢ de non-uniformité, ce qui est impossible. Cect suppose
toutefois qu'il n'existe pas dans le domaine de courbe le long de
laquelle les trois fonctions demeurent constamment égales aux trois
coordonncées d'un des points multiples en question de la surface régu-
liére. 1l est aisé de voir que si ce fait a lieu, 'inversion peut n'étre pas
uniforme; cousidérons en effet un point conique d'une surface de
Kumumer; on aura approximativement par exemple (N, Y, Z) étant
le point de cette surface, (x, ), ) celui de la surface de rang 1, wete
les deux variables:

N — =t Y ==ty fo=3y% == w7,
h]
d'on

&=y, = eV,
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il n’y a donc pas uniformité de 'tnversion; on a constamment

\=Y=%Z=o0
le long de la droite v = o. |
C’est done sculement sous la réserve que, dans le cas d'une surface
réguliére, il ne se produise pas la circonstance spéciale quivient d'étre.
envisagée, que nous pouvons énoncer le théoréme sutvant :

Tugorieme J. = Soit wne surface hyperelliptique représentable
sans exeeplion, pornl parpointy ow point par systéme de r pornts,
dans le champ guadruplement périodique, el soit sur celle surface
wne courbe algébrique w”’appartenant pas & un faisceau sans poinds-
hases de courbes elliptiques. Sotent trois fonctions de dewe variables
méromorphes dans Ulhypersphore-unité, satisfarsant o Uéquation
de la surface et admettant celle courbe pour courbe lacunaire.
Alors le jacobien & Uorigine de dewe dentre elles, lwlomorphes
dans le vorsinage, admet une borne supéricure dépendant wni-
- quement de la surface de la courbe lacunaire et du point de la
surfuce correspondant « Porigine,

St son genre géométrique 1'est pas nul (ce qui arricera nécessai-
rement si la matrice est pured. la surfuce possede une tntégrale
double de premicre espéee. Soit alors, interiear aun sens striel a
Chy persphere-unité, un contineenm bilatere oucert a dewe dimen-
stons réelles. La valeur de Uintegrale donble correspondant a ce
continuum, admel wne borne supérieure dépendant abord natu-
rellement de la surface el de la courbe lucunaire et ensuite wi-
quement du contintum lui=méme et par swile uniquement de sa
Srontiere (composée dune ou plusicurs Lignes [ermicées).

11 est d’ailleurs probable que la réscrve faite avant Pénoncé du théo-
réme est inutile; I'étude compléte (dont nous avons sculement dit
quelques mots plus haut) des fonctions d’une seule variable satisfai-
sant & 1'équation d’une surface hyperelliptique réguliére & courbe la-
cunaire, condutra peut-Ctre a s'en allvanchir partiellement; mais le
résultal complet ne pourra vraisemblablement éire obtenu que par la
considération directe des fonctions de deux variables satisfaisant &
I’équation de la surface, sans recours i la surface de rang 1.
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17. Comme on a établi le théoréme 1, on établit la proposition
suivante, relative aux variétés abéliennes générales de rang 1

Turonine K. — Soit wune varicté abélicnne de rang v et de
dimension p, représeatable poind par point, sans exception, dans le
champ 2p fors périodique. Une de ses sous-vuartétes algebriques, de
dimension p — 1, est supposée lacunaire pour p -+ 1 fonctions d’une
variable 1y méromorphes dans tout le plan complewe. satis fatsant @
l'équation de la variété. Alors :

Nt Aa matrice de Bicmann de la variété donnée est pure,
ces 41 fonctions se réduisent nécessairement a des constantes.

Nila neatrice est tmpure, le variélé donnée est de deuwe, on plus
de dewe neandéres, wun systeme abélien de rang 1 (v sous-variétes
abeélicnnes de rang 15 (L ecisie une telle génération de la vartété
pour laguelle la sous-variéte lacunaire soit engendrée par certarnes
de ces sous-varicéles abélicnnes, la courbe décrete par le point depen-
dant de étant elle-micme sttuce dans une de ces sous-earictes.

20 Sofent mainlenant p v fouctions d une vcartable o wdéro-
morphes dans le cercle-unilé, satis faisant o Uéquation de la rartéd
précédente, el pour lesyuelles une de ses soas-variélés aleebriques,
de dinmeension p — 1 soitl lacunaire, Alors :

S la matrice de Biemann est pure,ow st a matrice étant impure,
la sous-variéle lacunaire 0'est pas engendrée par des sous-variétes
abilicnnes, la cariation Cune intégrale siunple de premecre espéee
cntre dead points it elty inlévicurs aw cerele-unité, admet wne borne
supeéricure deépendant uniqueement de L vartéteé, de la sous-varéte
lacunaire , de Uiniégrale considérée et de la distance non-cucli-
dienne de t, et &,

Sila matrice étant impure, la sous-earidle lucenaire ext engen-
drée par des sous-variétés abelicnnes, au plus grand sous-groupe
du groupe des transformations birationnelles de la variété la
larssant five, correspond une génération de la sous-variété pardes
sous-variélés abélicnnes ayant pour dimeasion Uordre de ce sous-
groupe. La limilation précédente a licu pour la variation cntre
et U, de towte inlégrale demeurant constante sur chacune de ces
sous-variélés abélicnnes.
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Il n’est pas impossible, par contre, que I’énoncé suivant, analogue
au théoréme J, ne soit exact que moyennant de légéres modilications :

Noit une variélté abélicune de dimension p représentable point
par point, ou potnt par sysicme de r points, dans le champ 2 p fois
périodique; une sous-variéle algébrique, de dimension p — 1, tracée
sur elle, est quelconqae st la matrice de Biemann de la variéte est
pure, mais est supposée wappartenir & auctn systéwe continu de
sous-variélés cngendriées par des sous-variélés abélicunes st la
matrice st fmpurc’ s celle sous-rariété est supposc'c lacunaire pour
un svstéme de p +1 fonctions de p variables, meéromorphes daus
Uhvpersplicre-undé, satisfaisant & Uéquation de la variété. Alors :

Le jacobien a l‘arigine de p dentre ces fonclions, lzo/omm'p/u'.s‘
dans son vorsinage, admel une horne supéricure ne dependant que
de la variétd, de la sous-variété lacunaire ot du point de la variété
correspondant a lorrgine.

Nt le genre géométrique de la variété nest pas nul, elle posséde
une intégrale p-uple de premicre espece. Soit alors, intérieur
Uhyperspheére-unité, un continuum bilatére oucert @ p dimenstons
réelles. La valear de Uintégrale p-uple, correspondant a ce conti-
nuum, admet une borne supiéricare dépendant (abord naturelle-
ment de la eariété el de la sous-variété, ot enswile uniquement du
continuum lui-méme, cest-a-dire uniquement de sa frontiére a
p — 1L dimensions.,

Cet énoncé, méme a supposer les variétés abéliennes de rang supé-
rieur i 1, aussi bien connues pour la dimension p que pour la dimen-
sion 2, comporterait d’abord naturellement une réserve analogue a
celle formulée plus hant dans le cas des surfaces — réserve peut-ctre
inutile —. Mais de plus, comme 'on n’a pas encore, & notre connais-
sance, rattaché les variéiés abélicnnes générales de rang supérieur
a1 4a celies de rang ¥ ('), ainsi que cela a été fait pour les surfaces
hyperelliptiques, il ne semble pas que l'on puisse actuellement, méme
avec la réserve en (uestion, considérer comme ¢lablie aucune partie
de cet énoncé qui ne soit pas une conséquence immédiate du théo-

(') Voircependant : 8, Levscuerz, Trans, of the Amer. Soc. 1921, p. 3a7-482,
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réme précédent; c'est pourquoi nous ne le donnons que sous forme
dubitative.

18. Une autre application trés simple de 'extension au cas d'inté-
grales simples de troisitme espice (se rédmsant ict & des logavithmes)
de la wéthode développée dans les sections précédentes, pour les
variétés possédant des intégrales de premicre espice, est la détermina-
tion des fonctions enticres sans zéros (exponentielles) satisfaisant &
des relations donndes. L.e cas ou ces relations sont linéaires (') est
bien connuj mais celui de relations algébriques quelconques nesemble
pas encore avoir ¢té traité,

Nous pouvons supposer que les fonctions considérées ne dépendent
que d'une variable. Le cas de fonctions de plusieurs variables est en
eftet identique & celui d'une seule st 'on ne suppose rien sur ’indé-
pendance des fonctions; et si ['on impose certaines conditions d’indé-
pendance, les résultats obtenus pour une seule variable donneront
encore immédiatement la solution, ,

Considérons deux fonctions méromorphes dans tout le plan com-
plexe, satisfaisant & 'équation d’une courbe algébrique du plan trik-
néaive, et admettant pour courbes lacunaires les cdtés du triangle de
véférence c'est-d-dire la droite de l'infini, 'axe des & et 'axe des y.
Ies deux itégrales abéliennes de troisicme espice logw et logy
doivent n'étre pas distinctes. On a douc une relation 2*)* = const.,
ol x et 3 ont un rapport rationnel, et peuvent par suite itre supposés
entiers premiers entre eux; cest la I'équation de la courbe, ou du
moins de sa partic irréductible parcourue par le point dont les coor-
donneées sont les deux fonctions méromorphes.

Soient de méme trois fonctions méromorphes, coordonnées dans
'espace d'un point décrivant une courbe gauche algébrique, et admet-
tant pour surfaces lacunaires les faces du tétracdre de référence, clest-
d-dive lo plan de Uinfim et les trois plans des coordonnées. Les trois
intégrales log.r, logy, log = doivent n’ctre pas distinctes. On a donc

_-'l".o

Ayt Vit A DB G, ol e, B, v ontdes rapports rationnels; d’ot un

(“) K. Bouk, Acta Mathematica, t. X\,

b]
Jowrn. de Vath., tome V. — Fase, I, 126, Y
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systcme d’équations

(8) &hyia = const,, ¥ 3’:=consl., s.rha == const, (A 19 = Aaava==0),

ou les exposants sont entiers, ceux d’une méme équation élant pre-
miers enlre eux; ce sont 1 les équations de la courbe ou du moins de
sa partie irréductible parcourue par le point.

Si, toutes choses égales d’ailleurs, la courbe gauche décrite n’est
pas algébrique mais seulement situce par une surface algébrique, on a
sut celle-ci trois intégrales sunples de troisicme espéce, log.r, log y,
log= qui doivent se réduire lin¢airement & deux d’entre elles (sauq
quoi la courbe serait algébrique ). On a donc une relation

Xy ey
aF il 37z const.,

ol «, B, v ont des rapports rationnels el peuvent donc éire supposés
entiers, premiers entre eux; c’est la I'équation de la surface algé-
brique, ou du moins de sa partie irréductible, parcourue par le point.

Les résultats précédents s’appliquent sans peine & la détermination
des systémes de trois fonctions entic¢res sans zéros satislaisant & des
relations algébriques données. Ces relations déterminent en effet dans
I’'espace un nombre fini de courbes ou de surfaces algébriques irréduc-
libles; une courbe, pour donner une solution du problé¢me, devra
avoir des équations de la forme (8); pour une surface, on regardera
d’abord si son équation est de la forme .* y*s¥ = const.; dans le cas
‘contraire, on recherchera s'1} existe sur elle des courbes de la
forme (8), ce qui se lera par un nombre lini d’opérations (').

Il serait possible de déduire de la des théoréimes en lermes finis,
analogues a4 ceux obtenus dans le Mémoire déja cité des . [nnales de
/’uc,olw Normale, mais nous n’y 1nsisterons pas.

L.e probléme général de la détermination des exponentielles liées par
des relatious algébriques données en nombre quelconque, est de
ménme complélement résolu par le théoréme général suivant, qui
s’établit comme précédemment.

(') En eflfet, pour une courbe de la forme (8), f(.r, 1y 3) = o étant P’¢quation
de la surface on a
r 1 £
ofe L.

-—.6_-+ y = o,
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Tucovinw L. — Noit dans Uespace a p dineensions e potnt dont
les coordonndes sont des fonctions méromorphes d'une variable,
admettant pour varidétes lacunaires les p variélés linéaires de coor-
données et la varité incaire a Uinfind. ors la plus petite vartétd
algébrique contenant constanment le point est une trajecioire d’un
sous-groupe algébrique du groupe projectif latssant fives les
P = susdites vartétés inéaires, Cest-a-dire est représentée, st sa
dimension ext g, pur p — ¢ relations distinetes de la forme

", ~
aF R SVos L vz eonst,

ot les exposants sont rationnels, et est déternincée sans ambiguwitd
per les UMY équations binomes, @ exposands entiers premiers entre
cury auequelles elle satisfait par rapport aue G0 combinaisons de
¢+t couvrdonnées.

[l scrait possible de traiter la question faisant objet de ce numéro
i aide des résultals connus pour les relatious linéalves entre exponens-
ticlles; par exemple, si Pon considére une courbe plane & I'équation
de laquelle satisfont des exponentielles, on a nécessairement entre les
différents termes les relations classiques, et 'on en peut déduive
*y® = const. ; on pourrait établiv de mdéme le théoréme général L.
Mais la méthode actluelle est certainement préférable : an point de vue
théorique, parce (qu'elle ne s’appuie pas, pour une variété de dimen-
sion donuéde, & Uéquation de laquelle satisfont un nombre borné de
fonretions. sur un théoréme dans 'énoncé duquel ligurent un nombre
arbitrairement grand de fonctions; au point de vue pratique, parce
quelle condutt de ke manidre la plus rapide au résultat essenticel. Il est
superflu d’ajouter (ue, les seules itégrales considérdes ic1 étant des
logarithes, la méthode actuclle ne supposc nullement I'élablisse-
ment de Uinégalité (3).

VII. — Sur les séries abéliennes de groupes de points
d’une courbe.

19, La présente section on, comme dans-la scetion I, il s'agit
uniguement de Géoméltrie algébrique, est probablement la partie la
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plus imparfaite du Mémoire actuel. Nous aurions voulu étudier de
maniére approfondie les séries de groupes de points d’une courbe
dénommnées ici « séries abéliennes »; nous n'y sommes pas parvenu,
méme de loin. Cela tient peut-étre, en partie, i ce que la théorie des
intégrales réductibles n'a pas encore ¢té étudiée de maniére syste-
matique au point de vue de la Géomdétrie sur la courbe; lorsqgue
MM. Enriques et Chisini auront publi¢ le Volume |V, consacré aux
intégrales abéliennes, et actuellement en préparation, de leur magis-
tral Traité, déja cité, il est probable que 'on y trouvera tout I'essentiel
de la solution du probleme en question.

On pourra dés lors donner au théoréme O dela seclion suivante une
forme beaucoup plus précise; si son énoncé actuel salisfait 'esprit en
ce qui concerne les courbes & modules généraux, il est loin d'en étre
de méme au sujet des courbes & modules particuliers; et Uon désirerait
savoir dans quelles conditions existent les séries abéliennes qui y sont
envisagées. [l est donc grandement i souhaiter que I'on résolve ce
probléme; el nous ne sommes pas en mesure de prévoir si les résultats
seront simples ou compliqués.

Considérons sur une courbe de genre p un systéme algcbrique de
séries linéaires complétes, de degré ny c’est ce que l'on peut appeler
une série algébrique lincéairemen! compléte. Pour une telle série,
les p sommes abdlienncs de premiere espice ne sont pas loutes con-
stantes si la série n’est pas linéaire. Mais si la courbe est umpure,
p — ¢ linéairement indépendantes d’entre clles peuvent étre con-
stantes, les autres ne I'étant pas; & ces p -~ ¢ intégrales, formant un
systéme parfait, correspond un systéme parfait complémentaive de
q intégrales. Deux cas peuvent alors se présenter : ou bien les
g sommes abéliennes correspondantes ne peuvent pas prendre tous
les systémes de valeurs, lorsque le groupe de » points varic dans la
série algébrique, ou bicn elles peuvent les prendre tous; dans ce
dernier cas, nous dirons que la série est abélicnne (de dimension
non linéaire égale & ¢); elle est, en tant que systtme de séries
linéaives complétes, birationnellement identique & une variété abe-
lienne de rang 1 et de dimension ¢, 4 matrice isomorphe & celle du
systéme parfait des ¢ integrales abéhennes,

Occupons-nous maintenant de la détermination des séries abé-
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liennes appartenant & une courbe impure déterminée. Si le degré n
de la série est égal ou supérieur au genrc p de la courbe, la question
est identique & celle de la détermination des sous-variétés abéliennes
d'une vaviété abélienne impure de rang 1, correspondant point par
point, sans exceplion, & son parallélotope des périodes. Rappelons la
solution de cetlte question, d¢ja ulilisée d’ailleurs dans les sections
précédentes : si I'on considére deux systémes parfaits complémen-
taires d'intégrales de la variété abélienne envisagée, et que I'on fixe
les valears des intégrales d'un de ces systémes, le point décrit une
sous-vari¢té abélienne, de rang 1, ayant une matrice isomorphe a
celle du second systéme; cela résulte de ce qu'a un point de la sous-
variété déerite correspond un systéme de valeurs des intégrales de ce
syst¢me, déterminées aux périodes pres, et réciproquement.

Ainst lorsque n est donné égal ou supérieur & p, & lout systéme
parfait de ¢ intégrales abéliennes correspondent exactement oo~
séries abcliennes distinctes, et la dimension de la série linéaire com-
plete génératrice d’'une de ces séries abéliennes, est au moins égale
a n — p. Mais le cas intéressant pour la section suivante est celui ou n
est inférieur a p.

Considérons donc une série abélienne pour laquelle n est inféricur
a p. \joutons un groupe de p — n points tixes & la série linéaire com-
pléte génératrice: la série linéaive compléte de degré p, obtenue de la
sorte, engendre une sére abélienne de degré p. Réciproquement,
considérons une série abélienne de degré p, et supposons que de la
série linéaire compléte variable de dimension nulle ou non nulle qui
I'engendre, il soit possible de retrancher un certain groupe fixe de p—n
polnts, c’est-a-dire que cette série variable posséde toujours au moins
un groupe comprenant ces p — n points: cetle soustraction faite, il
restera unc série abclienne birationnellement identique a la proposée
en tant que systéme de scries linéaires complétes, mais de degré r.

Observons incidemment qu’'une série abélienne peut-étre simple-
ment définie comme un systéme algébrique de séries linéaires com-
plétes birationnellement identique & une variété abélienne de rang 1.
Si le degré n est égal ou supérieur & p, cela résulte de ce qui a été
rappelé précédemment au sujet des variétés abéliennes impures; si n
est nférieur a p, il suffit d’ajouter & la série linéaire compléte variable
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du systéme un groupe lixe de p — r2 poinls pour étre ramené au cas
ou n=p.

Parmi les séries abéliennes de degré n inférieur & p, 1l v a tout
d’abord les involutions abéliennes de degré » inférieur & p. St une telle
involution est r fois infinie, la courbe proposée est nécessairement,

\ r 1 N : . 1 . .
d’apres le théoréme de Castelnuovo-Humbert (0 4), ~ fois multiple

(n =vr)d’une courbede genre z (1), et 'involution ab¢lienne est
forméede tousles groupes constitué¢sparrgroupesde 'involutionsimple

" (] - LR ] [ * .
d’ordre -~ correspondante. Pour deduire de 'involution la serie abe-

lienne correspondante, il faut remplacer chaque groupe de # points de
I'involution par la série linéaire compléte qu’il engendre; puisque
n < p, cctie série compléte sera de dunension nulle, en général, pour
un groupe générique de n points de I'involution si g ==/ et aura en
général la dimension »— 2 s1t 2 < . D’autre part, il n’est pas prouvé
que toute scrie abélienne de degré ~ inférieur a p coincide ainsi avec
une involution abélienne, deux groupes équivalents n’étant pas cousi-
dérés comme distingts.

Soit une courbe de genve 35 & quelle condition possede-t-clle
une série elliptique de degedé 2? Un raisonnement sans ¢iégance,
qu’il ne semble pas utile de reproduire, nous a moniré qu'une telle
série elliptique est nécessatrement une invelution; i} faut donc et il
suffit que la courbe soit elliptique double.

Soit maintenant une courbe de genve ., 4 quelle condition
posséde-t-clle une sevie clliptique de degré 27 lci, puisque les difle-
rentielles de trois sommes abéliennes sont nulles, Fon voit tout de
suile, en se reportant & la sextique canonique de l'espace, que la droite
joignant les deux poinls de cette courbe appartenant au groupe variable
de la séric passe par un point lixe, et (jue cette sextique est en consé-
quence I'intersection d’une gquadrique et d'un cone elliptique du troi-
sitme ordre; la série est donc etcore une involution, et la courbe
eliiptique double.

On peuat aussi, pour une courbe de genve 4, envisager des séries abeé-
liennes de degre 3. Peut-il exister sur une telle courbe d’autres seéries
elliptiques de degré 3 que l'involution d'ordre 3 qui se présente quand
la courbe est elliptique triple ? Peut-il exister des séries abéliennes
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de degré 3 et de dimension 2, birationnellement identiques & des sur-

N 3 3 , Y Y . A v, b
faces hyperelliptiques de rang t? Ces deux questions ont peut-¢tre éte
déja rvésolues. ‘

VIII. - Les groupes de points dune courbe
fonctions méromorphes d'une variable.

9. A laide des vésultats des sections IV et V et de ce qui vient
d'c¢ire dil sur les séries abéliennes, nous nous trouvons en mesure
d’énoncer des théorémes sur les groupes de points d’une courbe déter-
minés univoquement par des fonctions méromorphes d'une variable.
[Sn effet, la variété des séries linéaires complétes d’un degré déter-
min¢ n inférieur au genve p de la courbe est une variété dont 'irrégu-
larit¢ dépasse la dimension, et dont les seules sous-variétés d'irrégu-
larité égale & la dimension sont les sérics abéliennes de degré .

Nous avons donc, en vertu des théorémes C et D, le théoréme sui-
vant :

Tuvorise M. — Ftani donnie une courbe de genre p, si un groupe
de n points de ectie courbe, n élant inférieur a p, est fonction inéro-
mornphe dans tout le plan complece dune variable t, ¢'est-a-dire si
les fonetions symétriques des coordonnées des points du groupe
sont fonctions mdéromorphes dans tout le plan e cette variable, le
croupe rarte dans une série lencaire compléte five (V) owbien dans
une serie abiélienne de degré n.

De mcéme, en vertu des théorémes I et 19, nous avons les théorémes
suivanls en termes fims, d’abord pour une courbe de genre 3 :

Tutorime N. — Soit une courbe de genre 3, non clliptique
double, et sur cette courbe un groupe de denx pornts, fonction méro-
morphe d'unc variable t dans. le cerele-unité: soit une intégrale

(") Hl n'est pas inutile de rappeler que la courbe générique de genre p posséde
des séries linéaires complétes de degré inférieur a p ct de dimension aussi
grande qu'on veut, pourvu .que p soit assez grand; ¢f. I'. Enriques et O. Cni-
SiNl, op. cil., vol. 1H, p. 113,
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de premiére espoce de la courbe; alors la variation entre deuwa
poinls {,, t, intéricurs an cercle-unité de la somme abélienne rela-
tice a Uintézrale considérée, ctendue an zroupe des deur points
de la courbe, admet une borne supéricure ne dépendant que de
Cintégrale considérée et de la distance non-cuclidienne des dewe
pornts t,, t,.

Sty totles choses ézales dailleurs, la courbe est elliptigue double
d’une seule maniére, leméme propriété a licuw powr les dewr sommes
abéliennes linéairement distinetes dw svsteme parfait complémen-
tarre (constantes sur lincolution elliptiqgue): st olle est elliptique
double de dewe manicres, la méme propriété a licu pour la somimne
abélienne relative a Uunique intéerale complémentaire.

St le courbe dtant elliptique dowdle d une ou plusicurs maniéres,
le groupe correspondant au point t, w”apparticat pas ¢ Linvolution
ot aux involutions correspondantes, la méme propriété o licw pour
toute somme  abélicnne, mais la borne supéricure dependant
désormais cn outre de la position duw groupe pourt,.

Nt la courbe étant elliptique double d une ouw plusienrs manicres,
le groupe correspondant @ U, appartient a une ou dewe des incolu-
trons correspondantes, la propriété qui vienl ('élre énoncie a liew
pour les dewe sommes abéliennes, ou la somme abélicnne du sys-
teme complémentaire. Si e groupe appartient a dew ou plu-
steursinvolutions elliptiques dordre 2, @ chacune de ces tncolutions
correspond un systeme dinégalités bornant les variations des
sommes abélicnnes constantes sur cette tncolwlon (Lowjours en fone-
tton des éléments susnomunés), en sorte que pour wne maniére
déterminde pour le groupe &'étre fonction de t, Uun aumoins de ces
svstemes, en nomore égal a celui des involutions elliptiques compre-
nanl le groupe pour t ={(, soit nécessarrement veryfie.

il y aurait donc intérét a examiner les différentes manicres dont
une courbe de wenre 3 peut d&tre elliptique double; leur nombre
est nécessairement fint d’apres le théoréme de Painlevé (n® 4); c’est
un probléme qui a peut-étre déja eté traité.

Pour une courbe de genre quelconque, nous avons :

THEOIU“I.\[E O — SOI., a@ne (.'Oll"[)e ({(.’ oenre (‘Z ”la["l.ct' ure, ol (lu
Nep [’ ?
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moins ne possédant pas de séries abéliennes d’'un certain degré n
inferieur @ p; soit un groupe de n points de la courbe, fonction
méromorphe d’une variable | dans le cercle-unité; soit une inié-
grale de premiére cspéce de la courbe; alors la varialion enire
deur points t, el ty, intéricurs au cercle-unité, de la somme abé-
lienne relative & Uiniégrale considérée, étendue au groupe des
n points, admet une borne supéricure ne dépendant que de Uinté-
grale considérée, et de la distance non-euclidicnne des deux
points {; et t,.

St, toutes choses égales d'adlleurs, la courbe posséde des séries
abéliennes de degre n, la méme propriété a licu pour toute somme
abélienne du systéme parfail complémentaire (c’est-a-dire con-
stante sur chacune de ces séries abéliennes).

Si, la courbe possédant des scéries abéliennes de degré n, le
sroupe correspondant aw point l, n'appartient a aucune de ces
series, la méme propriété a licw pour toute somme abélienne, mats
la horne supérieure dépendant désormais en outre de la position du
groupe pourd,.

St le groupe appartient powr{ = t, & une série abélienne, la pro-
pri¢été qui vient d'étre énoncée a lieu pour toute somme abélienne
du systéme complémentaire.

Si le groupe appartient pour { = t, & plusieurs séries abélicnnes
(nécessairement comprises dans un nombre fint d’enire elles). la
méme propriélé a licw pour loute somme abélienne constante sur
toutes. De plus, & chacune de cesséries en nombre fini correspond
un systéme d’inégalités bornant les variations des sommes abe-
ltennes constantes sur elle (toujours en  fonction des éléments
susnommés), en sorle que pour une manicére déterminée pour le
groupe d'étre fonction de t, 'un au moins de ces systémes, en
nombre €gal a celut des séries abéliennes comprenant le groupe
pour (=1{,, solil nécessairement vérifie.

On pourrait interpréter les trois théorémes précédents d'une
maniére différente, en considérantdes couplesde fonctionsalgébroides
liées par 'équation de la courbe; c’est, on le sait, le point de vue
adopté dans leurs travaux par MM. Rémoundos et Varopoulos.

Journ. de Math., tome V.— Fasc. I, 1926, 9
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G. Humbert (') a considéré la'surface réguli¢re que 1'on obtient
a partir d’'une courbe de genre trois en faisant correspondre & un
couple de points de la courbe un point de la surface, et a un pointdela
surface deux couples de points de la courbe formant un groupe cano-
nique. Il y aurait intérét, a I’aide de ce qui précéde, a étudier les fonc-
tions liées par I'équation de cette surface, et I'on trouverait probable-
ment qu’elle n’est pas uniformisable par les fonctions méromorphes.

ADDENDUM.

Ne 15. — La duplication de la courbe lacunaire ne réussit que
pour des courbes particuliéres, car pour une courbe arbitraire de la
surface, le procédé donne en général une courbe unique, et non deux
courbes distinctes. Le contenu des n™ 15, 16, 17 ne sera donc con-
firmeé que lorsque I'on aura établi, outre I'inégalité (3), une égalité
analogue, ol figurera directement la fonction intermédiaire nulle sur
la courbe, et dont la démonstration se fera par les mémes considéra-
tions que celle de (3).

N°20. — Pour prouver que les seules séries linéairement com-
plétes d’irrégularité égale (ou méme inférieure) & la dimension non
linéaire sont les séries abéliennes, observons que la variété des groupes
de » points de la courbe pent étre considérée comme placée sur une
variété abélienne de rang «n. La série donnée correspond alors & une
section de cette variété abélienne; I'irrégularité en est par suite au
moins égale 4 la dimension, puisque si l'on fixe un certain nombre
d’intégrales de la variété abélienne, on détermine sur cette derniére
une sous-variété dont la dimension est plus petite de ce méme nombre,
Pour que l'irrégularité soit égale & la dimension, il faut etil suffit
que la sous- varieté correspondant & la série donnée coincide avec
cette sous-variété abélienne et n'en soit pas une sous-variété.

(1) Sur une surfacedu sixiéme ordre liée aux fonctions abéliennes de genre
trots (Journal de Mathématiques, 1896, p. 263-293).
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Sur les diviseurs de certains groupes galoisiens ;

Par J.-A. vz SEGUIER.

Lorsqu'on cherche les diviseurs d’'un groupe linéaire dans un
champ galoisien ¢ d’ordre = = p" (p premier), un des premiers pro-

blémes qui se posent est de déterminer les diviseurs isomorphes au

’ . . O( ; "l"" -
groupe £ (2, p™) form¢ des substitutions ——:% dans le champ ¢,

d’ordre p™, ou a son diviseur (2, p™) d’indice 2. C’est & ce probléme
qu'est consacré le présent travail, dans le cas olt le groupe linéaire a
un invariant hermitien, gauche ou quadratique, ou p est > 2, et ou
les substitutions d’ordere p du diviseur cherché n’ont qu’une suite
canomique ().

Je me servirai des mémes notations que dans mon Mémoire Sur les
groupes ¢ ineariant bilinéaire ou quadratique dans un champ de
Galois (J. M., 1916) (*) dont je rappellerai seulement (uelques-
unes. |

Soit A(n, =) un groupe linéaire & n variables conservant un inva-
riant @ hermitien, bilinéaire gauche ou quadratique, les substitutions
de A étant dans € si a est gauche ou quadratique, dans le champ &’

(') On trouvera un résumé des résultats obtenus ici dans une Note présentée
a I'Académie des Sciences le 30 octobre 1922.

() Au n°44 de ce Mémoire, au lieu de « car les normalisants... », il faut
lire « car, pour v>2, G,y | G, est abélien dans B(n, w), mais ne l'est pas
dans G(2v, ). Je renverrai & ce Mémoire par la lettre G. Je renverrai aussi &
mes Kléments de la Théorie des groupes abstraits par la lelire E, et i mes
Fléments de la Théorie des groupes de substitutions par la lettre S.



