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d’ou .
X' X2 — Y2 —Y"2 =, XY + XY =0. (a}
La deuxiéme congruence (a) se résout par les formules
B X =uay, Y = sw, X' = xz, = — yuw;
substituant ces valeurs dans la premiére (a), il vient
(y* + ) —w) =0 dott w==xtur

et par suite

il
I

¥+ =, NE= 3 — yu;
Amnsi on a : |

| (y+ )34 (z—yi)* =0 (y et zréels quelconques).

30 Ce résultat suggére P'étude de Dhyperbole

(r — y1) (y + ri) = Quy) + (2* —y*)

on est ramené au probléme du n° 3. -

40 Soit la droite nulle (a + bi) (x 4 yi) + (@’ + b'1) (y —zi) = 0.
Appelons & + ni le développement du premier membre et posons
¢=0, n=0; il viendra : I

fr 4 ny = (@ + bi) (12 + y) = 0,

ce qui donne les deux solutions

r—=17, y =g, }};44—1 et O = — qa, a' —=b.
A. AUBRY
Dijon.

2° THEORIE ET USAGE DES INEGALITES
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SUR L’INTEGRALE
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0

MARGOSSIAN

SIMPLE OBSERVATION SUR LA DEFINITION
DU CALCUL DES PROBABILITES

André BLOCH

SUR LES FONCTIONS A POINT ESSENTIEL ISOLE

[. Le théoréme suivant parait de nature & ramener I’étude des fonc-
tions uniformes & point singulier essentiel isolé les plus générales & celle
des fonctions méromorphes. |

Théoréme. — Soil f (z) une fonction méromorphe d Uexlérieur d’un
conlour simple C du plan des z, y compris le conlour lui-méme, el admel-
lant une singularilé essenlielle a Uinfini. On peul lrouver une nouvelle
variable L liee d z de lelle sorle qu’d Uextérieur de C corresponde biuni-
voquement la parlie du plan des? exlérieure @ un cerlain conilour simplel’,



136 - ASSOC. FRANC. P, AVANC. DES SCIENCES. — LIEGE 1024

que le rappori de § a z soil egal d 1 pour z infini, el que l'on ail pour z
exlérieur a G

f (3 =1¢Q),

la fonction ¢ (L) élani méromorphe dans loul le plan des <.

Cette proposition est une conséquence 1mmed1ate de deux lemmes
trés simples.

Lemme 1. — Soil sur lg sphére complexe une ligne fermée de Jordan, se
recoupant elle-méme en un nombre fini de points. On peul consiruire une
surface de Riemann de genre zéro lelle que la ligne (un délerminé de ses
poinis élant supposé placé sur un feuillel convenable de la surface) soil
encore fermée sur la surface, mais ne s’y recoupe plus.

Lemme II. — Soienl sur deux sphéres deux aires simplemenl connexes
A el B, limilées respeclivement par deux couronnes C el D enire lesquelles
exisle une correspondance conforme faisanl correspondre le bord inié-
rieur de C au bord exlérieur de D, el inversemenl. On peul alors, sur une
Iroisiéme sphére, opérer le raccordemenl analylique des aires A el B par
Pintermédiaire des couronnes C el ‘D, c’esl-da-dire, recouvrir enliérement
celle sphére de deux aires A, el B,, en correspondance conforme respecti-
‘vemeni avec A el B, se recouvrant elles-mémes sur une couronne qui cor-
responde conformément da C el D de maniére que la correspondance ainsi
réalisée enlre G el D soil précisément celle supposée au débul.

Ce dernier lemme s’établit par la méthode alternée de Schwarz (1).

On pput se demander, si dans le cas particulier ol f (z) est dénuée de
poles a ’extérieur de G, il n’est pas possible de prendre toujours pour
9 (z) une fonction eniiére. Des exemples simples prouvent qu’il n’en est
rien. | _

Cela n’est méme pas possible si ’on se donne la faculté de remplacer
le contour G par un contour simple quelconque 'enveloppant, c’est-a-
dire, si ’on néglige, Ia région du plan des z intérieure & ce dernier
contour. | ’

I1. La suite de cette communication n’utilise pas le théoréme du
paragraphe précédent, et est principalement consacrée au théoréme
de M. Picard sur le point essentiel 1solé. Nous chercherons 4 ramener
sa démonstration 4 celle du méme théoréme pour le cas particulier des
fonctions méromorphes. Faisons d’abord deux remarques simples.

Soienl sur une sphére un cerlain nombre de poinis el un circuil fermé
ne passant que O ou 1 fois enire deux quelconques d’enire eux. Les poinls
se divisent alors en deux groupes (au plus) et le circuit peul se ramener
“par déformation conlinue el sans renconire d’aucun des poinls @ un
conlour simple séparant les deux groupes. :

Soit sur une sphére un circuil fermé passani m fois enire deux points ;
on peul le considérer aussi comme un circuil fermé sur la surface de Rie-
mann d m feuillels ramifiée en ces deux poinls, correspondanl d¢ une me

(1) Voir B. Picarp, Traité d’Analyse, tome II, chap. xvi
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puissance. Alors, sur la surface, le circuil se recoupe moins de fois que
sur la sphére. o | r

De ces deux remarques, nous allons déduire la proposition suivante
(a) Sotent sur la sphére un nombre fini de poinis A, B, C,... el un circuil
fermé (ne passant pas par euzx). Il exisle alors une surface de Riemann
de genre zéro, n’ayant pas de poinls de ramification en dehors de A, B, C,
et felle que le circuil donné, 1° y soil fermé (un délerminé de ses poinis
élant supposé placé sur un feuillel convenable de la sur/ace). 2° y soif
réduclible, sans renconire d’aucun des poinis de la surface coincidant sur
la sphére avec A, B, C,..., @ un circuil sans poinls muliiples.

En effet, dans le cas particulier ou le circuit ne passe que 0 ou I fois
entre deux quelconques des points, on peut, d’aprés la premiére re.
marque, prendre. pour la surface la sphére elle-méme. -Supposons que
le circuit passe m fois entre A et B, par exemple construisons la sur-
face de Riemann, correspondant & une me puissance, ramifiée en A et
B; le circuit, considéré comme placé sur cette surface, a d’aprés la
seconde remarque moins de recoupements qu’il n’en avait sur la sphére
primitive. Nous pouvons maintenant opérer sur cette surface de
genre zéro comme nous avons opéré sur la sphére, le nombre dés pomts
a considérer: A, B, C,... Cp... a simplement augmenté, mais ce qui pré-
céde s’applique . L’on contmuera de la sorte; & chaque opération, le
nombre des recoupements diminuera:; et comme il est fini, les opé-
rations auront nécessairement une fin; & ce moment, la surface
cherchée sera obtenue ; « est donc démontrée. -

De la proposition () resulte enfin la pI‘OpOSltIOH qui nous serwra de
lemme, et dont voicl I’énoncé. :

Lemme. — Soient sur la sphére irois poinis, a, b, ¢ ef un circuit fer-
mé n’y passant pas. On peul alors Irouver une surface de Riemann de
genre zéro salisfaisant aux condilions suivanles : 1° elle n’a pas de poinis
de ramification en dehors de a, b, ¢ ; 20 le circuil donné peut élre regardé
comme fermé sur elle ; 3° il exisle sur la surface lrois poinis a, 8, vy, ne
tombant pas sur la sphére, ailleurs qu’en a, b, ou c, fels que le circuil,
fermé sur la surface, y soit réductible d un point sans renconire de, 2, B, Y.

Appliquons en effet la proposition (2) & la sphéreponctuée ena, b, 6,
et au circuit donné. Nous avons une surface de Riemann sur laquello
nous pouvons, sans rencontre de a, b, ¢, transformer le circuit en un
circuit sans points multiples sur la surface. D’ailleurs, aux points
a, b, ¢ de la sphére, se trouvent sur la surface un certain nombre de
pownts a;, b;, cx, que le circuit sans points multlples sépare en deux grou-
- pes. Si I'un de'ces groupes comprend trois points au moins, on peut
les prendre pour «, £, v, et la surface de Riemann répond 4 la question.
Si chaque groupe comprend deux points au plus, prenons pour a« et 8
les deux points d’un des groupes ('autre groupe en contient un ou

deux) ; nous pouvons, par une substltutldn z:g_— 72, doubler la surface

11
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de Riemann, la nouvelle surface se composant de deux parties identi-
ques a la précédente, (homologues entre elles) qui se ramifient en z et 8.
- Le circuit sans points multiples sépare cette nouvelle surface en deux
régions ; sur celle qui contieat @ et B, prenons pour ¥ le point home-
logue du point ou d’un deux points de lautre groupe, la nouvelle
surface répond & la question, car sil’on transforme le circuit sans points
multiples en le circuit initial par une opération exactement inverse de
celle effectuée tout 4 I’heure, on ne renconire pas a, B, y. Le lemme est
donc établi. .

Considérons maintenant la fraction rationnelle correspondant a la
surface de Riemann du lemme ; cela ne suppose pas connu.le théoréme
d’existence de Riemann, méme pour le genre zéro, car & chacune des
surfaces que nous avons considerées, il est aisé, de proche en proche,
d’associer une fraction rationnelle. Nous voyons alors que, grice au
lemme, la démonstration du théoréme de M. Picard sur le point essen-
tiel isolé se raméne a celle du théoréme dans le cas particulier ou le cir-
cuit correspondant A la circulation auteur du point est réductible a
un point sans rencontre des trois valeurs supposées exceptionnelles;
4 établir, autrement dit, que dans ce cas la singularité essentielle
n’existe pas. Or il suffit d’examiner les différentes démonstrations
connues du théoréme sur les fonctions méromorphes dans tout le plan
pour reconnaitre qu’elles s’appliquent, avec des modifications insig ni-
fiantes, & ce cas particulier. Il en est ainsi, par exemple, de la démons-
tration au moyen de la fonction modulaire.

III. La démonstration directe donnée par M. Borel dans les Comptes
Rendus de 1896 (Le ons sur les foriclions enliéres, note 1) et dans son
mémoire Sur les zéros des fonclions enliéres (Acta Mathematica, tome
XX) s’applique également de la maniére la plus simple au cas parti-
culier ot le circuit est supposé réductible & un point sans rencontre
des trois valeurs exceptionnelles ; s1'bien que sl le lemme purement al-
gébrique que nous avons établl avait été connu dés le milieu de l'an-
née 1896, on en aurait déduit immédiatement une demenstratlon di-
recte du théoréme général de M. Picard.

Mais & dire vrai, il n’est méme pas besoin de ce lemme. M Borel dans
le mémoire précité (p. 385-88) établit dlrectement Pimpossibilité d’une
relation de la forme : K (x)el)®) 4 K, (z) el'®) + K, (z) = (0, ou les
K sont des polyndmes et les H des fonctions entiéres ; il résout i cet
effet par rapport & e et ef: le systéme formé par cette équation et
celle obtenue en la dérivant, et constate que les égalités trouvées sont
incompatibles avec ses théorémes généraux sur la croissance. Or le
théoréme de M. Picard sur le point essentiel isolé revient 4 I'impossi-
bilité d’une relation : xmeH(®) - gPefi(z) = 1, ou H et H,; soni non
plus des fonctions entiéres, mais des-fonctions hoiomorphes (sauf &
Pinfini) & Pextérieur d’un certain cercle. Il est aisé de reconnaitre que,
moyennant des compléments faciles, la démonstration par dérivation
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qu vient d’étre rappelée s’applique aussi & l'impossibilité de cette
relation. | _

Or dans son mémoire (voir la note au bas de la p. 388), M. Borel
avait systématiquement laissé de coté le cas du point essentiel isolé.
On sait d’autre part que huit ans plus tard (1), M. Schottky devait
donner une démonstration directe du théoréme général de M. Picard.
Il est digne de remarque qu’une telle démonstration se soit trouvée
implicitement contenue, dés 1896, dans les travaux mémes de
M. Borel. '

Indiquons sommairement, pour terminer, comment les principes
du paragraphe I peuvent s’appliquer & la démonstration du théoréme
de M. Picard (Acta Mathematica, fome XI), sur 'impossibilité d’uni-
formiser les courbes de genre supérieur & un par des fonctions ayant
un point essentiel isolé commun. | o )
 On a toujours & considérer un circuit fermé, mais il est tracé main-
tenant non plus sur la sphére triponctuée, mais sur une surface de Rie-
mann de genre supérieur 4 un. On va utiliser alors les courbes dont la
courbe donnée est une transformée simplement rationnelle, mais la
eorrespendance étant biunivoque dans le voisinage de chaque point
(elles répondent aux sousgroupes d’indice fini du groupe fuchsien
d’uniformisation}. Supposons que le circuit donné tourne m {ois le long
d’un cycle simple de la surface de Riemann donnée; sur la surface
de Riemann correspondant 4 une certaine de ces courbes, il ne tournera
plus qu'une fois le long du cycle correspondant. En opérant ainsi de
proche en proche, on obtiendra une surface sur laquelle le circuit ne
tournera plus que 0 ou 1 fois le long d’un cycle simple quelconque ; il
sera alors lui-méme identique 4 un tel cycle (sauf le cas ou il était équi-
valent & zéro sur la surface initiale). On pourra donc trouver {d’une
infinité de maniéres) une uniformisation laleinéenne de troisiéme famille
de la surface de Riemann définitive, telle que la fonction uniformi_
sante ne change pas par circulation le long du circuit. La fonction uni.
formisante ne prenant aucune des valeurs qui sont points d’accumula-
tion du groupe laleinéen, on est ramené au théoréme de M. Picard
étudié au paragraphe II (et méme au cas particuliérement simple ou
le circuit est réductible & un point sans rencontre destrois valeurs, car
on peut prendre celles-c1 dans un seul des deux groupes séparés par le
circuit). - |

On voit que notre démonstration utilise non pas les fonetions fuch-
siennes, mais les fonctions laleinéennes de troisieme famille, et la
fonction modulaire ; cela parait plutét un avantage si I'on observe
que ces derniéres sont susceptibles d’une détermination analytique
réguliére, tandis qu’il n’en est pas de méme des fonclions fuchsiennes.

(1) Ueber den Picard’schen Satz und die Borel’schen Ungleichungen (Sitzungs-
berichte der K. Preussischen Akademic der Wissenschaften, octobre 1904). -



