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LES

FONCTIONS HOLOMORPHES ET MEROMORPHES
DANS LE CERCLE-UNITE

Par M. A. BLOCH

— O —

CHAPITRE 1.

Introduction et historique.

I. — INTRODUCTION.

1. L'objet du présent article du Mémorial est 'exposition des
propriétés aujourd’hui connues des fonctions d’une variable com-
plexe holomorphes ou méromorphes dans le cercle | | <15 il s’agira
des relations nécessaires entre les valeurs de la fonction et de ses
dérivées a 'intérieur de ce cercle, 'existence et le nombre des zéros
obtenus en I’égalant a une constante, son maximum ou son minimum
sur certains cercles intérieurs, etc. Le cercle-unité, dont on s’astreint
a ne point sortir, n’est cependant nullement supposé cercle de con-
vergence ou de méromorphie. ,

On peut aussi définir le sujet actuel comme concernant les propriétés
a l'intérieur du cercle-unité des polynomes ou des fractions ration-
nelles dont on s’interdit de borner supérieurement le degré et pour
lesquelles on fait abstraction de leur comportement a I'extérieur du
cercle. En effet, les fonctions holomorphes ou méromorphes &
Pintérieur du cercle-unité sont, comme on sait, limites d’une suite
uniformément convergente de polynomes ou de fractions ration-
nelles; alors toute propriété obtenue pour ces derniers se trouve
pouvoir s’étendre, par passage a la limite, aux fonctions holomorphes
ou méromorphes quelconques par un raisonnement plus ou moins
long d’ailleurs, mais toujours élémentaire; c’est ce qui ne semblait
pas pouvoir étre prévu a priori, mais c’est ce qui a toujours lieu.
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Les théorémes ne sont d’ailleurs généralement pas plus faciles a
démontrer lorsqu’on se borne au cas particulier des polynomes ou
fractions rationnelles que lorsqu'on se place dans le cas général.

2. Clest, historiquement, la théorie des fonctions entiéres qui a
donné naissance a la présente théorie. On doit toutefois, pour étre
exact, faire remonter cette derniére aux inégalités de Cauchy,
limitant supérieurement les coefficients d’une série entiére en fonc-
tion du module maximum; de celle-ct résulta le théoréme de Liou-
ville sur les fonctions entiéres [ 11]. Mais, plus tard, ce fut toujours
de la théorie de ces fonctions que naqdit le progrés de celle qui nous
occupe ici, soit que I'on ait été conduit pour faciliter leur étude, a
établir des propositions préliminaires inhérentes au sujet actuel, soit
au contraire que des théorémes obtenus sur les fonctions entiéres et
méromorphes aient été par un resserrement convenable de leur
démonstration généralisés sous forme de propositions relatives aux
fonctions définies seulement dans un cercle.

C’est cette derniére source de découvertes qui s’est montrée, et
continue a se montrer la plus féconde; et c’est un fait remarquable
que toute proposition sur les fonctions entiéres et méromorphes les
plus générales puisse étre regardée comme corollaire d’'une proposi-
tion sur les fonctions holomorphes ou méromorphes dans le cercle-
unité. On peut dire, sous forme semblable a celle d’'un apophtegme
connu : Nihil estin infinito quod non prius fuerit in finito. Ce
retour de linfini au fini, qui s’effectue avec profit en plus d’une
partic de la science, apparait comme intimement lié au sujet actuel.
La substitution, dont il s’est agi plus haut, des polynomes et frac-
tions rationnelles aux fonctions les plus générales, n’est en somme
que P'accentuation de ce point de vue finitiste. Les énoncés relatifs
aux fonctions entiéres générales, précisés par la considération d’un
cercle d’ou I'on ne sort pas, acquiérent par la méme une grande force
de pénétration et une grande commodité d’utilisation.

Il. — HisToRIQUE.

3. Le théoréme classique de Liouville, déduit des inégalités de
Cauchy, fut généralisé en 1876 par Weierstrass, qui prouva l'indé-
termination d’une fonction uniforme dans le voisinage d’une singu-
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larité essentielle isolée [11]. En 1879, M. Picard [26, «| publiait ses
théorémes sur les valeurs lacunaires d'une fonction de cette espéce,
et quelques années plus tard le théoréme plus général sur les courbes
algébriques uniformisables par ces fonctions. Il ést peu d’exemples
dans I'histoire de la science d’un résultat important demeuré aussi
longtemps complétement isolé. Le théoréme sur les valeurs lacunaires
d’une fonction entiére quelconque resta séparé pendant dix-sept ans
de tout ce que l'on connaissait sur ces fonctions; il devait en étre
inévitablement ainsi tant que I'on se bornait a faire progresser la
théorie des fonctions d’ordre fini; et d’autre part si ’on étudiait uni-
quement ces derniéres, c’est qu’il était commode de tout rapporter
a une méme fonction de comparaison, connue depuis longtemps, la
fonction exponentielle; on ne songeait pas a faire I'effort de pensée
nécessaire pour comparer directement entre elles les diverses fone-
tions réelles associées a une fonction entiére, sans recourir a un
étalon déterminé.

4. Enfin en 1892, M. Hadamard [12, a, b, ¢] commenga a aborder
les difficultés en question. 1l établit des inégalités concernant le
maximum de la partie réelle de la fonction; il construisit et mit en
ceuvre de nouveaux moyens d'investigation, et créa les bases de la
théorie contemporaine; bien qu’il appliquat surtout ses méthodes
aux fonctions de genre fini, elles convenaient aussi aux fonctions
entiéres les plus générales. Leur extension & ses derniéres fut en 1896
réalisée par M. Borel; celui-ci [3, @, b, c] établit et utilisa' des inéga-
lités concernant les dérivées successives de la fonction; il démontra,
de deux maniéres différentes, le théoréme de M. Picard sur les valeurs
lacunaires et le généralisa. La conclusion générale des travaux
de MM. Hadamard et Borel est que pour une fonction entiére quel-
conque, le maximum du module de la fonction, les maxima des
valeurs positives et des valeurs négatives de la partie réelle, ceux des
modules des dérivées successives, le minimum enfin du module de
la fonction, sont du méme ordre de grandeur, le sens de ce terme se
précisant dans chaque cas. D’autre part, prenant pour point de
départ les recherches de M. Hadamard, M. Jensen [13, «] établissait
en 1899 l'inégalité connue sous son nom.

Le point de vue finitiste auquel se rapporte cet article ne prévalait
pas encore, il était méme a peu prés insoupgonné, et la théorie des
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fonctions dans un cercle se réduisait en fait, a la fin du siécle dernier,
a quatre séries d’inégalités auxquelles peuvent se rattacher les noms
de Cauchy, Hadamard, Borel et Jensen. Non seulement on ne
s’efforcait pas d’interpréter en termes finis les résultats de M. Borel,
mais méme on s’occupait a peine plus qu’avant leur apparition de
la théorie des fonctions quelconques et les fonctions de genre fini,
dont I'étude est d’ailleurs une branche indispensable de la théorie
des fonctions ‘entiéres, continuaient presque exclusivement a retenir
Pattention; ou du moins les fonctions dont la croissance satisfaisait
4 des conditions restrictives.

D’autre part si, en ce qui concerne le théoréme de M. Picard sur
les valeurs lacunaires, les démonstrations données par M. Borel le
faisaient bien rentrer dans la théorie générale des fonctions entiéres,
aucun lien n’était établi entre ces démonstrations et la démonstra-
tion primitive a 'aide de la fonction modulaire; ¢’était la une impor-
tante lacune a combler.

5. En 1904, M. Landau découyrit son théoréme [18, a; 29]; or,
plus la proposition en question apparaissait comme « inattendue »,
plus on aurait da étre convaincu que I'on s’était fait jusqu’alors une
idée inexacte, ou du moins incompléte de la théorie des fonctions
entiéres. En fait on voyait dans les propriétés de ces derniéres des
conséquences de l’allure extraordinaire d’une fonction dans le voisi-
nage d’une singularité essentielle; on se les représentait comme

indissolublement liées a la suite infinie des coefticients, satisfaisant
1

d’ailleurs a la condition lim | @, lz_—_— 0; on se refusait a croire qu’en
considérant seulement les premiers termes de la série on pit se faire
une idée méme trés imparfaite de ses propriétés; et ceci bien que les
inégalités de Cauchy fussent connues depuis longtemps; a fortiord
était-on fort loin de penser que I'on pat par la considération des
premiers coefficients avoir des renseignements non seulement sur les
propriétés d’inégalité de la fonction, mais sur celles d’égalité. Une
autre cause de I’étonnement produit par le théoréme de M. Landau
était qu’'en se bornant a l'énoncer pour le cas particulier d'un
polynome, la proposition obtenue était si simple qu’il paraissait
invraisemblable que, puisqu’elle était exacte, elle n’eiit pas été trouvée
bien auparavant par les moyens ordinaires de I’algébre.



LES FONCTIONS HOLOMORPHES ET MEROMORPHES DANS LE CERCLE-UNITE. 5

D’autre part, la nature du lien entre la fonction modulaire et la
théorie des fonctions entiéres se trouvait mise en pleine lumiére par
le \héoréme et par les deux démonstrations, traduction en termes
finis de celles de MM. Picard et Borel, qu'en donnait son auteur
[18, a]. En fait, le raisonnement de M. Borel, ainsi complété, se
trouvait permettre de calculer unc borne supérieure d’une certaine
expression de la théorie de la fonction modulaire.

Or, aprés la découverte du théoréme de M. Landau, la théorie
des fonctions entiéres les plus générales demeure a peu prés station-
naire, et le point de vue finitiste tellement ignoré qu'il faut attendre
I'année 1912 pour voir M. Picard [26, d] transformer dans cet ordre
d’idées son théoréme de 1887 [26,c| sur les courbes uniformisables
par des fonctions a point essentiel isolé; un théoréme de M. Borel
[, 6] sur les systémes de plusieurs fonctions entiéres, théoréme
datant de 1897, ne devait étre traduit et démontré en terme finis

[3, ¢] qu’en 1925,

6. Ce sont principalement deux causes différentes qui détermi-
nérent finalement les progrés réalisés depuis 1920 dans la théorie
actuelle. L’une fut I'introduction et I'étude par M. Montel [23, a, 5],
de 1910 a 1916, des familles normales de fonctions; cette notion
permit de coordonner les résultats obtenus en termes finis, et con-
tribua par suite a la diffusion de 'ordre d’idées en question. D’un
autre coté, la théorie générale de la croissance des fonctions entiéres
était de la part de M. Wiman [34, a, &] 'objet de travaux publiés
en 1914 et 1918, ou furent obtenus par une méthode nouvelle
des résultats trés importants. M. Valiron [32, a, b, ¢, d] perfectionna
encore méthode et résultats, et les rassembla dans une théorie géné-
rale comprenant en outre, en particulier, 'établissement de relations
entre la croissance d’une fonction entiére et le nombre des racines de
I'équation obtenue en I’égalant a une constante, sujet autrefois
sommairement traité par M. Borel [5, 4].

La répercussion de ces deux causes différentes sur notre sujet se
manifesta pour la premiére par l'extension obtenue en 1922 par
M. Montel [23, ¢, d| du théoréme de M. Landau au cas de fonctions
prenant un nombre fini de fois certaines valeurs; pour la seconde,
par la traduction en termes finis en 1924, par 'auteur [3, a, b] et
par M. R. Nevanlinna [24, f, k], des théorémes les plus importants
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-de la théorie de M. Valiron, enfin par de nouvelles découvertes de
ces différents géométres.

CHAPITRE II.

Les théorémes élémentaires.

I. — LES FONCTIONS BORNEES (1!).

7. Soit
(1) firy=ay+ax+...+a,x"+...
une fonction holomorphe dans le cercle-unité | x| <<1. Soient M(r)
le maximum de la valeur absolue de la fonction sur le cercle
[lzl=r (r<i);]

A(r) et B(r) les maxima sur le méme cercle de &[/f(x)] et
de —&[f(z)]. M(r), A(r), B(r) |5, ¢; 32, d| sont des fonctions
croissantes de r, dont la premiére est toujours positive.

Cauchy a obtenu les inégalités | 32, /]
M(r) ..M(r).

|
oo a,! >
IS ’ @, = o

(2) [ay | ZM(r), la] =

L’égalitée M(r) =|a,|r" cxige f(z)= a,z".

Méray et Weierstrass ont établi ces relations de maniére algébrique,
sans recourir a 'intégrale de Cauchy. Gutzmera montré (cf. 11; 1, b)
que
(3) [M{r)P2= 2 a,l2rn.

D’autres inégalités ont éte obtenues a ce sujet [ 18, b].

M. Carathéodory a posé le probléme général [7, b; 25, | de la
détermination des inégalités auxquels satisfont les coefficients du
développement taylorien d’une fonction holomorphe dans le cercle-
unité et y admettant une borne supérieure déterminée. La question
par une transformation homographique est ramenée a la suivante :

I. On se donne les n -1 premiers termes de la série entiére

I
(4) ;+c,z+c._,/s‘2+...+c,,z"+...;

(') Des renseignements bibliographiques et historiques sont & trouver dans [ 28, a |
et [25,a].
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peut-on déterminer les autres termes de sorte que la série con-
verge a tout U'intérieur du cercle |s| <1 et que la partie réelle
de la fonction qu'elle représente y soit partout positive?

M. Carathéodory a donné d’abord une solution géométrique; voici
la réponse analytique, obtenue en premier lieu par M. Teplitz [31:

28, a] (nous posons cy=1, c_;,:_ck) :

I. Pour que la série puisse étre continuée de la maniére
exigée, il faut et il suffit que ’hermitien

n

(5) Z ClmiTi Tk

i k=0
soit non négatif.

La condition pour que 'hermitien soit non négatif est qu’une
chaine de mineurs principaux soit non négative; la plus indiquée est

I ¢ ... ¢y
I ¢ € _
1 ¢ Py
I, — y C 1 C) N
Cq 1 —_—
Cy Cy 1 —
-7 |

Maintenant, si l'on se donne la série (4), la condition pour
qu'elle converge a Uintérieur du cercle | 3| <<t et que la partic
réelle de la fonction qu’clle représente y soit positive est que la
condition précédente soit satisfaite pour tout entier n.

8. Plus généralement, la recherche des inégalités auxquelles sa-
tisfont en des points déterminés du cercle-unité les valeurs d’une
fonction qui y est bornée a fait aussi I'objet de travaux importants.
Sur ce sujet, on a d’abord la proposition suivante, connue sous le
nom de lemme de Schwarsz [16, ¢; 32, d]:

II. Soit f(x) une fonction nulle & l'origine, holomorphe et de
module inférieur & un dans le cercle-unité : son module est plus
petit que celui de x en tout point intérieur, a Uexclusion du seul
cas f(z) = ez, o il y a partout égalité.

On appelle, en théorie des fonctions, distance non euclidienne
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de deux points intérieurs a4 un cercle par rapport a ce cercle le
logarithme du rapport anharmonique intercepté par les deux points
sur 'arc du cercle mené par eux orthogonalement au cercle donné.
Si les deux points sont infiniment voisins, c’est le quotient de leur
distance par leur puissance réduite par rapport au cercle (la puis-
sance réduite est le quotient de la puissance par le diamétre du
cercle); ou par leur distance a la droite si le cercle se réduit a
une droite.

Le lemme de Schwarz peut alors s’énoncer comme il suit: La
condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe une fonction
méromorphe z = f(§) faisant correspondre aux points § intérieurs
a un cercle T d’une sphére complexe des points z intérieurs a un
cercle C d’une autre sphére complexe, les conditions f(a) = a,
S (B) = b étant vérifiées, est que la distance non euclidienne de a
et B par rapport a T soit inférieure ou égale a celle de a et b par
rapport a C.

M. R. Nevanlinna [25, a] a oblenu les conditions pour qu'il existe
une fonction 3 = f(x) holomorphe dans le cercle-unité, inférieure
a un en module, prenant en n 41 points donnés x; du cercle-unité
n—+1 valeurs z; données. Ulilisant une méthode récurrente de
M. J. Schur [30] il trouve que ces conditions consistent en n -+ 1 iné-
galités; silesn + 1 points sont fixés, ainsi que les valeurs z; de la
fonction qui leur correspondent, sauf pour un seul d’entre eux,
Znyy =, le domaine de variabilité de la valeur z,,,=23z de la
fonction qui correspond a ce point est un cercle intérieur au cercle
| 2| =1: & un point quelconque intérieur a ce cercle, pris pour 3,,
correspondent une infinité de fonctions répondant a la question, a
un point de la circonférence n’en correspond qu’une, qui est ration-
nelle, de degré n en général, de module un le long de la circon-
férence-unité; si maintenant, le point z étant fixé, on impose
successivement les conditions

3= f(2)), v .= f(xn),

on obtient, pour le domaine de variabilité de z = f(x), d’abord un
cercle, puis un autre intérieur au précédent, etc., en tout une série
de n—1 cercles dont le premier est le cercle-unité de z, le dernier
celui considéré plus haut. :

M. G. Pick était parvenu antérieurement au méme résultat; il a
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donné [27, b] les conditions sous forme géométrique, par ’emploi
systématique de la distance non euclidienne.

M. J. L. Jensen [15, 6] avait donné auparavant, sous le nom de
lemme de Schwars généralisé, la proposition suivante :

III. Soit f(x) une fonction qui dans le cercle-unité est holo-
morphe et inférieure a un en module et s'annule aux points xz,, ..
xp Intérieurs ¢ ce cercle; alors on a pour |x| <<

(6) r@i<]]

i=l1

bl

X — X
1— ;X

9. M. G. Julia [16, a] a obtenu une extension nouvelle du lemme
de Schwarz, dans laquelle figurent, au lieu de deux faisceaux de
cercles concentriques, deux faisceaux de cercles tangents entre eux;

la voici sous la forme précise que lui ont donnée MM. F. et
R. Nevanlinna [24].

IV. Soit ¢(x) une fonction holomorphe dans le demi-plan
R(z)>o0 et y satisfaisant & la condition K[¢(x)|Zo. Soit de
plus dans le voisinage du point a Uinfini

9(2) = exf1 +¢()],

en sorte que €(x) tende uniformément vers zéro pour x croissant
indéfiniment dans tout angle intérieur au demi-plan.
Dans ces conditions on a pour toul nombre positif \ l'inégalité

(7) Rg(z)]Zch
en tout point du demi-plan & (x) 2.

Dans le méme ordre d’idées, M. R. Nevanlinna [23, c] a résolu le
probléme des valeurs au contour, qui est suggéré par le théoréme de
M. Julia de la méme maniére que le probléme des valeurs imposées
en position générale est suggéré par le lemme de Schwarz.

D’autre part, il a élucidé les différents problémes mixtes et cas
limites qui se présentent. Il a traité [25, d| d’'une maniére détaillée
un cas limite du probléme des valeurs au contour, qui est a ce der-
nier ce que le probléeme spécial de Carathéodory est au probléme
général ; cette question spéciale est d’ailleurs liée au probléme des
moments de Stieltjes.
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10. Les théorémes de Stieltjes et Vitali-Porter, la théorie due a
M. Montel, des familles normales (et quasi normales) de fonctions
uniformes [23, a, b, ¢, d], seront exposés dans l'article du Aémo-
rial consacré aux familles de fonctions analytiques.

Disons seulement : Une famille de fonctions holomorphes ou
méromorphes dans un domaine est dite normale lorsque de toute
suite infinie de fonctions de la famille on peut extraire une
suite convergeant uniformément a U'intérieur du domaine (la
limite de la suite pouvant étre une constante finie ou infinie).

V. Toute famille de fonctions holomorphes bornées dans leur
ensemble est normale.

Le concept de famille normale s’est montré un utile instrument
d’investigation, d’abréviation et de synthése, a cause de son caractére
presque intuitif. Mais il est toujours possible de gagner en précision
en s'en passant. Aussi serait-il, actuellement du moins, d'un intérét
plutot théorique que pratique de le mettre sous une forme ne com-
portant pas une infinité de choix, au moyen de théorémes comme le
sulvant (') :

La condition nécessaire et suffisante pour qu’'une famille de
Sonctions holomorphes dans le domaine D soit normale est qu’a
tout nombre positif m et a tout nombre positif e on puisse faire
correspondre un nombre positif M(m, ¢), tel que les fonctions de
la famille inféricures & m en module en au moins un point du
domaine A, lieu des points de D dont la distance a la frontiére

de D surpasse ¢, sotent inférieures @ M en module en tout point
de A.

II. — LES zZEROS ET LES POLES;
LES DIVERSES FONCTIONS MESURANT LA CROISSANCE.

11. M. Jensen [15, @] a donné une formule reliant les modules des
zéros et des poles d’une fonction méromorphe dans un cercle au module
de la fonction sur le cercle. Soient a,, ..., a, les zéros; by, ..., b,
les poles de la fonction ®(z), méromorphe dans le cercle | s (=

5
bi...b,

en pOSﬂIlt (I)(Z) = ay...a;

zm=pPe"2) en calculant le long du cercle

(') Voir cependant n°50 ct [25 bis, a].
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z
| 2| = R I'intégrale [L( )— et en en prenant la partie imaginaire,

on obtient la formule de Jensen

27
(R) logi@(_o){:%rf log | ®(Rei) | du — Zlorf-—R— -+ 2 log
- 0

R
°lai] 1851

Si n(z, f) désigne le nombre des zéros a; de f(z) de module
inférieur ou égal a 2 et si 'on pose [32, ¢, d]:

r

—_— _ 'n(r, n(r, f) _
Xlog a _L[ dr=N(r, f),
on a ici
’ 27
(9) log|®(0)|+N(R #)—N(R, 3 )= [ log|@(Rei)) du.
0

En particulier, dans le cas d’une fonction holomorphe f(z),
(10) log! f(o) |+ N(r, f) <logM(r).

Une transformation homographique conduit de la formule de
Jensen ala suivante, valable pour »» <R, ou a; et b; sont les quantités
imaginaires conjuguées de a; et b; et oi 'on a posé rev =z :

. t . . R2— r2
(r1) log| ®(rei®)| = ;»[ log | ®(Rel«) | Ri P —aRroos(a—o) du
Rz—q;x R'z—b_jx
—Zlog- R(a;— &) R(b6,— r) )

MM. I'. et R. Nevanlinna a qui elle est due 'appellent formule de
Poisson-Jensen. La considération des fonctions analytiques corres-
pondant aux fonctions harmoniques ci-dessus donné immédiatement
la formule de I'. et R. Nevanlinna [24]

. 1 T Reit 4 x
(12) log®(x)= E-[o log | ®{Rel)| Reli — = du
. R2— a;x . R2— b, .
_LIO"R(a,-—.z')._‘_ log °R(l) —.z')+lc’
ou

C=argP(o)+ = argaﬁ_ —Xa crbE
L

12. Authéoréme classique de Cauchy sur la croissance du module
maximum M(7) d’une fonction holomorphe, M. Hadamard | 12, d, f]
a ajouté la proposition suivante :
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VI. log M(7) est une fonction convexe de logr. Cet énoncé,
dont le lemme de Schwarz est un cas particulier, est exact méme pour
une fonction holomorphe seulement dans une couronne circulaire;
il s’exprime par I'inégalité

logM(ry) logry
(13) logM(7ry) logr, 1 |Zo,
logM(r;) logrs 1

ou ry < ry<ry; I'égalité n’a lieu que dans le cas d'un monome.

M. Blumenthal [2, a] a fait une étude approfondie de la fonc-
tionM(r) (. E. IF. M., p. 5) ().

Pour une fonction quelconque de r, définie pour o <r<ry, la
convexité dans un cercle de son logarithme par rapport a logr entraine
par elle-méme la croissance de la fonction dans le cercle r << ry, sous
la seule condition qu’elle soit finie a I'origine.

La valeur moyenne du carré du module

AUT
H(r)y= 2—17-:./ | f(rett) |2 du
0

a également [ 18, 4] son logarithme convexe en logr dans toute cou-
ronne (ry, r3).

M. Hardy [13] a trouvé que la méme propriété avait lieu pour le
logarithme de la valeur moyenne du module :

(=L [ 1 f(rem)| du.

M. F. Riesz [28, 0] ¢également a étudié la valeur moyenne du
module et de ses puissances [voir aussi 1, b]

Au méme ordre d’idées se rattache la propriété suivante : la valeur
moyenne quadratique

I

2T
L Vir o)
”[ [V(r,9)j*de
d’une fonction V (7, 9) harmonique dans une couronne est également
convexe en logr.

N(r, f). est fonction convexe en logr.

(') Cette abréviation désigne l'article du Memorial : Fonctions entiéres et Sonc-
tions méromorphes d’une variable, par M. G. VaLron 32, f].
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13. MM. F. et R. Nevanlinna [24; 25, /] ont introduit, dans leurs

+
travaux, de nouvelles fonctions convexes en logr. Soit a égal a a
ou a zéro suivant que a réel est positif ou nul, ou bien négatif.

VII. La fonction

2+ )
(1) m(r, f)= ;l;_f log [ f(re'®) | de
0

estconvexe enlogr danstoute couronne, croissante dans tout cercle,
ot f(z) est holomorphe.

Pour une fonction f(z), méromorphe dans un cercle, la fonction
qui (dans 'ordre d’idées des valeurs moyennes) caractérise la crois-
sance n'est plus m(r, f), mais (on suppose que l'origine n’est pas un
pole) gm (r,f), notée aussi T (r,[f) [25, e, g]; on a

(15) gm(r, fy=m(r, f)+ N<r,}>-

VIII. gm(r, f) est une fonction convexe en logr, et par suite
croissante; car elle est convexe dans toute couronne sans poles, et
comme, par le théoréme de Jensen

(16) gm(r. f) —gm(/',}): log | f(o)l,

dans toute couronne sans zéros.

On peut aussi considérer une fonction méromorphe seulement dans
une couronne. Pour une fonction méromorphe dans un cercle, on a,
d’aprés M. Jensen,

22T . r d.' r d.'
(17) ;l?j log | f(rei®) | do — [ n(.r,f)—;" + f n(z,})%:const.
) v 54}

0

Pour une fonction méromorphe dans une couronne, I'expression
-
pa

| 2T T dx " 1\ dz
EL/Q‘ ]og]f(rel?)]dcp——u/; ’Ll(z7f)_-;+.,£ ng(x,;.)

ou ny(x, fetng(x, 2) sont les nombres de zéros et de péles comptés
g ¥ p P
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a partir de deux cercles quelconques « et 3 de la couronne n’est plus
conslante, mais est une fonction linéaire de logr. L’expression

" d
e ol )%

est dans la couronne une fonction convexe de logr-.

La fonction gm(r, f) mesure la croissance d’une fonction méro-
morphe dans un cercle. Pour une fonction holomorphe, on peut
prendre, suivant l'ordre d’idées dans lequel on se trouve, soit la
valeur moyenne m (r, f), soit le module maximum M(r, f), pour
caractériser la croissance. 11 y aurait intérét, pour une fonction
méromorphe, a définir une fonction GM(r, f) jouant par rapport
au module maximum M(r, f) d’une fonction holomorphe le role
que gm(r, f) (fonction méromorphe) joue par rapport a m(r, f)
(fonction holomorphe).

14. L'expression gm(r, f) jouit encore de la propriété sui-
vante |25, g]:

IX. Soient & Uintérieur du cercle-unité deux fonctions holo-
morphes ¢, (x) et vy (x) inférieures ou égales & un en module; et

soit f(x) = ;iii; On a alors évidemment

I

(18) gm(r, f)zlog 1(0)

Réciproguement, si [ (x), prenant une valeur finie a Uorigine,
est telle que gm(r, f) ait une limite finie gm(1, f) lorsque r tend

x
vers un, on peut mettre f(x) sous la forme %ﬁ%, avec, dans le
. 2
cercle-unité,

(19) lo1(2) 121, Jea(@)[S1 et gy(0)= e=gminr),

M. Nevanlinna donne une décomposition particuliérement simple
de la fonction f(z) sous la forme précédente, possible d’une seule
maniére.

Ce théoréme IX raméne, dans un grand nombre de cas, I'étude des

propriétés des expressions m(r, f) et gm(r, f) a celle des fonctions
bornées.
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Il conviendrait (') d’étendre cette méthode a la démonstration du
théoréme de M. Picard [26, 6] d’aprés lequel une fornction méro-
morphe dans un domaine ouvert y est toujours le quotient de
deuz fonctions holomorphes; on obtiendrait ainsi la plus simple des
décompositions de cette espéce. Cetle extension une fois réalisée, il y
aurait lieu () d’établir par la méme voie le théoréme de Poincaré et de
Cousin, d’apréslequel une fonction méromorphe de plusieurs variables
est un quotient de fonctions entiéres (Acta math., t. 11 et XIX).

LLa méme méthode pourrait étre utile dans I'étude de la question
suivante, a laquelle peuvent se rattacher les travaux de M. Denjoy [8]
sur les produits canoniques : Quelle est la fonction entiére la plus
simple, ou quelle est la catégorie la plus simple de fonctions entiéres,
dont les zéros sont des nombres donnés? Ici encore, le probléme
pourra s’étendre au cas de plusieurs variables.

IlI. — QUELQUES THEOREMES RECENTS.

15. La notion de direction singuliére d’une fonction entiére,
bien qu’elle n’ait pas été jusqu’a présent 'objet de travaux en termes
finis, doit cependant étre exposée ici.

En 1919, en utilisant les résultats acquis sur les familles normales,
M. Julia [ 16, b, ¢ ] a découvert une propriété des fonctions entiéres qui
les rapproche des séries a rayon de convergence borné; de méme
qu’une telle série admet toujours au moins un point singulier sur son
cercle de convergence, une fonction entiére ou une fonction holo-
morphe dans le voisinage d’un point essentiel isolé admet toujours
au moins une direction singuliére, qui posséde une définition simple
et des propriétés intéressantes. Enongons-les en nous placant, uni-
quement pour fixer les idées, dans le cas des fonctions entiéres.

X. Soit une fonction entiére f(3); soient les deux cercles|s| = a,
[5|=0,aet b étant deuxr nombres positifsde rapports >1; dans
la couronne comprise entre les deux cercles, il existe un point au
moins o la famille f(zs") n'est pas normale. La semi-droite
joignant I'origine a un tel point est dite direction singuliére de la
fonction entiére. Cette définition parait faire intervenir le nombre' s;

(') La possibilité d’aboutir par cette voie & ces théorémes parait en 1926 fort
douteuse .4 'auteur.
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M. Valiron [32, e¢] a montré qu’elle en est en réalité indépendante;
quel que soit le nombre ¢ > 1 choisi pour définir la couronne et la
famille, on trouve le méme ensemble de directions singuliéres.

Les directions singuliéres ont été étudiées [16, b, ¢] dans I'ordre
d’idées de la théorie de Picard-Landau : dans le voisinage d’une telle
direction, toute valeur finie, sauf une au plus, est prise une infinité
de fois; il est douteux que la réciproque soit exacte.

L’analogie avec les points singuliers des séries entiéres |10; 12, e]
peut servir de guide dans la théorie des directions singuliéres; par
exemple, un théoréme de MM. Pringsheim, Borel et Fabry conduit a
se demander si la proposition suivante cst vraie : une fonction entiére
prise au hasard admet toute direction pour direction singuliére; les
résultats de MM. Hadamard, Borel et Fabry, a rechercher si une
fonction entiére dont le développement taylorien présente deslacunes
et ou la différence de deux exposants consécutifs croit indéfiniment
rentre toujours dans ce dernier cas; etc.

La théorie des familles normales a permis d’'une maniére commode
la découverte et I'étude des directions singuliéres. Il y aura intérét a
les étudier aussi d’'une maniére plus directe. M. H. Milloux [22, a, b],
utilisant un théoréme de MM. Lindelsf et Phragmen, a commencé a
le faire; M. Valiron [32, {] y est parvenu d’une autre maniére.

La définition des directions singuliéres s’étend immédiatement au
cas des fonctions méromorphes; mais toutes les fonctions méro-
morphes n’en possédent pas. M. Valiron [32, e, g, 2] a trouvé que
toute fonction méromorphe d’ordre infini en posséde. Simulta-
nément et d’une maniére indépendante, M. Ostrowski (') a montré
que seules certaines fonctions d’ordre nul n’en possédent pas.

Dans l'article . E. IF. M. (n° 20) sont donnés différents résultats
de MM. Phragmen, Lindel6f, Nevanlinna, utiles dans la théorie des
directions singuliéres et dans plusieurs autres, dont il serait vraisem-
blablement possible de trouver les expressions en termes finis

[20; 21; 24].

16. Un théoréme général [3, /] sur les fonctions & point essentiel
isolé (qui peut d’ailleurs s’énoncer dc maniére analogue pour les
fonctions méromorphes dans une aire doublement connexe) est le
suivant :

(') Voir n° 50.
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XI. Soit f(z) une fonction méromorphe parto-ut a distance
finie dans la région du plan extérieure a un contour simple G;on
peut trouver (d'une infinité de maniéres) une nouvelle variable §
lice a z par une relation faisant correspondre biunivoquement
Uextérieur de C a Uextérieur d'un certain contour simple T du

plan des ¢, telle que U'on ait pour deux valeurs correspondantes
de z et

J(z)=9(8),

¢(%) étant une fonction méromorphe dans tout le plan.

La démonstration repose d’une part sur la méthode alternée de
Schwarz, d’autre part sur un lemme simple d’4nalysis Situs relatif
aux surfaces de Riemann de genre zéro.

Si f(z) est holomorphe a I'extérieur de G, 'exemple f(3) = ;—: dsz
prouve qu'il n’existe pas toujours une fonction ¢ (%) qui soit entiére,
méme si on laisse arbitraire le choix du contour C. Le minimum du
nombre des péles de ¢(§) quand C est arbitraire est alors un certain
invariant lié a la nature particuliére du point essentiel de f(z).

CHAPITRE III.

La théorie de la croissance, d’aprés différents géomsdtres.

I. — LES TRAVAUX INITIAUX DE M. BoREL.

17. L’établissement par M. E. Borel [5, a, b, ¢] d’une série d'inéga- -
lités a marqué le début de la théorie de la croissance des fonctions
entiéres, et des fonctions holomorphes dans un cercle. M. J. Hada-
mard [12, 6], a Taide des formules de Fourier, avait obtenu les
inégalités
( | an| S GR(r) +2 o]

(I'emploi du théoréme I fournirait d’ailleurs une limitation plus
précise de | a, | en fonction de A () et a,).

Des inégalités ci-dessus, M. Borel a déduit une relation entre M(r)
et A(R). Les résultats les plus précis a ce sujet découlent du lemme
de Schwarz (théoréme 1I) : sous la supposition ¢, =0, on a

f(‘zl) <r 2 — ppl .
(3) ﬂm;ﬁ (.l‘—lee,l<R),

() A(ME = AR),  B()S g AR),  M(r)S g A(R).

MEMORIAL DES SC. MATH. — No 20, 2
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Si ap5% o0, l'inégalité suivante entre M(r) et A(R), due a
M. Carathéodory, suffit dans la plupart des cas [voir 18, 4|

() M(r) < o [2A(R) + 4] o] -

R

On peut I'obtenir aussi a 'aide de la formule donnant I'expression
de la fonction f(z) holomorphe dans le cercle |z|S R a 'aide de sa
partie réelle U(R, ¢) sur ce cercle [11],

(6) flw)= —f U(K, ¢ gzl:+xdcp+ia$ (ay= dy+ ia)
Si M!'(r) est le module maximum de la dérivée f'(z), on a les
inégalités [3, b; 32, d|

M(r)—|f(o)l I\I(R)
- 5

—7r

(7) <Mi(r) <

Le module maximum M”(7) de la dérivée nie™e fin)(x) satisfait &
Pinégalité
. M(R)
(8) Ma(r)< (_ﬁ——__l_)’;'
Toutes ces inégalités résult.ent d'ailleurs des propriétés des fonc-
tions bhornées (Chap. I, § I).

18. M. Borel fit reposer sur les inégalités ci-dessus entre les fonc-
tions M(r), A(r), B(r), M'(r) la comparaison effective de ces
fonctions, au moyen du théoréme suivant [5, b].

XII. Soit U(x) une fonction positive croissante définie pour les
valeurs de x comprises entre deux nombres réels (finis ou non).
Alors, sauf peut-étre pour des valeurs de x situées dans des

intervalles d’étendue totale finie, x 4 —— est épalement com-
Uz) 6

pris entre ces deux nombres, et, a. étant un nombre positif arbi-
traire, U'inégalité suivante a lieu :

(9) U(x+ ﬁﬁ)«nﬂ)um;

la longueur totale des intervalles exceptionnels situés a droite
I+ 20 I

d’une valeur x, ne dépasse pas la quantité T
0
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Ce théoréme fut le premier de la théorie générale des fonctions
croissantes, développée ultérieurement dans les travaux de MM. Blu-
menthal [2, ], Remoundos, Varopoulos [33]. Le suivant en résulte
immédiatement (observant que 1+ ¢ < ¢?) :

XII bis. Soit V(z) une fonction positive croissante, définie pour
les valeurs de x comprises entre deux nombres positifs. Alors,
sauf peut-étre dans des intervalles ot la variation totale de logx
est finie, x| 1+ \_(‘x_jJY oit v est réel est é¢galement compris entre

ces deux nombres, et, o étant un nombre positif arbitraire,
Uinégalité suivante a lieu :
(10) Viz(1+ o— v <(t+a)V(x);

V(@) | + )i

la variation totale de logx dans les intervalles exceptionnels

situés & droite d’une valeur z, ne dépasse pas une quantité

dépendant uniquement de o, y et V(x,), tendant vers zéro
1

avec o— -

V(zo)

De cette proposition résulte la suivante :

NI S¢pour lesvaleurs des deux nombres positifs r et R(r <R)
appartenant & un segment o la fonction Q(R) est croissante et
supérieure & un nombre positif 3, a lieu U'inégalité

(1) P(r)< it S Quh),

rY(R—r
Y €tant un nombre réel, on a dans le méme segment, a étant un
nombre positif arbitraire, l'inégalité
(12) P(7r) < Casy[Q(r)]1+2,
sauf peut-étre dans des intervalles ot la variation totale delogr
est inférieure & un nombre ne dépendant que de o, 3,y et tendant
; 1 o ; ;

vers zéro avec - (la constante positive C ne dépendant également
que-de a, 8, v).

Si c’est, toutes choses égales d’ailleurs, I'inégalité

s Rp+1 X
(13) P(r< mQ(R),
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p étant différent de ¢, que l'on suppose réalisée, il y a lieu de
considérer la fonction RP=7Q(R), et le signe de p— ¢ intervient;
si p < ¢, il suffit de supposer » > p pour qu’ait lieu une inégalité de
méme forme que pour p — ¢ sans puissance de r en facteur; au

. . R . . A . logQ(R)
contraire, si p > ¢, la méme conclusion n'est assurée que si —WR_
tend vers l'infini avec R.

19. Le théoréme s’applique aux inégalités données ci-dessous
entre les fonctions M(7), A(r), B(»), M'(r), M*(r), si bien qu’au
point de vue indéfini, les logarithmes de ces fonctions sont asympto-
tiquement équivalents, sauf dans les intervalles exceptionnels. Il est
méme possible ici d’appliquer directement le théoréme XII et de
prouver ainsi que la variation totale de r dans les intervalles excep-
tionnels est finie, et non seulement celle de logr; mais ce dernier
avantage est généralement sans importance.

L’équivalence asymptotique de logM(7) et logA(r) n’a d’ailleurs
plus d'intérét aujourd’hui, car une relation plus serrée découle de
la théorie exposée au paragraphe suivant; au contraire, l'inégalité (5)
entre M(7) et A(r), qui donne naissance a ce résultat, conserve,
aujourd’hui encore, de l'intérét, en raison de sa simplicité et de sa
précision, et permet par exemple d’obtenir une démonstration du
théoréme de M. Schottky [29; 18, b; 11] (la premiére en date),
donnant lieu a des formules déja précises |voir aussi 23 bis, b].
Quant A I'équivalence asymptotique des logarithmes de M(r) et
M!(r), elle est sensiblement la relation la plus précise qui ait lieu
entre ces fonctions; elle a été utilisée dans la démonstration du théo-
réme de M. Picard et de plusieurs généralisations de ce théoréme.

20. Du théoréme XII bis résulte un corollaire d’un emploi fré-
quent :

XIV. 8¢ la fonction positive croissante P(r) satisfait entre
deux nombres positifs a et b a U'une ou Uautre des inégalités

R+t _
| POI<h iR (P (g 0<v <)
(14) Rt
? P(")</f,—.q(—R:—-r)|OgP(l‘) (p2q),
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elle admet pour a<r << bune borne supérieure dépendant unique-
ment de k, p,q,a,b,vetr.

Ces inégalités peuvent d’ailleurs étre traitées par voie directe
[5, b, ¢c; 18, b; 11].

M. R. Nevanlinna [23, f, &] traite I'inégalité (13) par une méthode
différente de celle consistant a s’appuyer sur le théoréme XII bis; au
lieu de comparer directement les deux fonctions, il compare deux
intégrales indéfinies portant sur elles; il n’y pas alors d’intervalles
exceptionnels. Pour les applications a la théorie des fonctions ana-
lytiques, cette méthode parait se montrer pratiquement équivalente
a celle qui vient d’étre exposée.

C’esl surtout dans la théorie des fonctions a trois valeurs lacunaires
et ses généralisations (¢f. Chap.V et Vl) que s’appliquent toutes ces
propriétés; mais il y aurait intérét, par l'introduction de nouvelles
expressions associées a l'intégrale de Poisson, a affranchir l'analyse
complexe des considérations de cette nature, qui ne permettent
d’ailleurs pas d’obtenir les résultats les plus complets.

II. — LA tHEoRIE DE MM. WiMAN ET VALIRON.

21. La méthode de M. Borel [5, a, b, ¢c] dans la théorie des fonc-
tions entiéres consistait a établir d’abord au moyen de I'intégrale
de Cauchy certaines inégalités; celles-ci obtenues, le théoréme fon-
damental sur les fonctions croissantes permettait par une sorte d’in-
tégration d’en déduire des propriétés ayant lieu partout, sauf peut-
étre dans des couronnes d’épaisseur totale finie. Dans ses travaux
M.A.Wiman |34, a, 0] utilisa systématiquement le développement en
série de puissances (point de vue de Weierstrass-Méray) et obtint
par une méthode nouvelle des résultats bien plus précis, qui doivent
étre regardés comme des propriétés du second ordre de la fonction,
tandis que ceux de M. Borel correspondaient au premier ordre.
M. G. Valiron 32, a; b, d ], en utilisant un polygone de Newton intro-
duit par M. Hadamard |12, ¢], que I'on peut faire correspondre a
toute fonction entiére, simplifia considérablement l’exposition de
cette méthode et compléta d’une maniére essentielle les résultats de
M. Wiman, en montrant que les propriétés qu’il avait établies ont
lieu presque partout, et qu’elles subsistent si I'on remplace les petits
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arcs de circonférence considérés par M. Wiman par de petits cercles.
La conclusion générale de ces recherches est que la fonction se com-
porte approximativement comme un monome dans le voisinage des
points du cercle | 5| = r ou elle passe par son maximum.

22. Voici comment |3, @, b] on peut exposer cette théorie, a la
base de laquelle se trouve le lemme suivant :

Soit — 3¢(n) une fonction convexe de Uentier n, positif, nul
ou négatif, telle que I(n)— H(n—1), ait pour n-»-+4+ o
et pour n—> — o des limites finies désignées ici par IC'(+ »)
et I’ (— ). Soit

-+
(15) j(u‘):Zei}C(")u",

—_—o

série de Laurent dite série de comparaison. Soit d'autre part une
série de Laurent quelconque :

+ o
(16) f(:):Za,,z'l.

A une valeur r de |z | pour laquelle la série f( ) converge, on
peut en général faire correspondre un couple de nombres posi-
o roe r . .
tifs k et l tels que la série kj(z) majore f(3z), les deux séries
ayant des termes maxima égaux en valeur absolue et de méme
rang. Les valeurs de r pour lesquelles, la série f (3) étant conver-

gente, cette propriété n’a pas lieu, occupent des intervalles ot la
variation totale de logr est au plus égale @ I'(— o) — I’ (+ ).

Une valeur de r pour laquelle la série f(3)est convergente est dite
ordinaire ou exceptionnelle, par rapport a la série de compa-
raison (), suivant que la propriété énoncé par le lemme a lieu ou
non pour cette valeur de r. Si N(7) est le rang (le degré) du terme
maximum pour |z|=r, il y a au plus entre deux nombres r, et 1y
pour lesquels f(3) converge, [N(r,) — N(ry) |+ 1 intervalles excep-
tionnels.

23. La théorie suivante pourrait étre développée en ne faisant
sur J¢(n) que des hypothéses complémentaires assez larges, mais on
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obtient déja des résultats importants avec une fonction JC(n)
particuliére.
M. Valiron, dans 'étude des fonctions entiéres, a pris pour série

de comparaison
Yen*un (o<a<).

De méme, dans 'étude des séries de Laurent, il est naturel de
prendre pour série de comparaison

IR

—a N\ 1 (n241)2

(17) 5wu'=§‘.e un (o< a<1).

La variation totale de logr dans les intervalles exceptionnels est
alors au plus égule 4 2, et par suite a 2.
On a le corollaire suivant du lemme fondamental :

Pour toute valeur ordinaire r de la série de Laurent f(3z),
Uinégalité suivante a lieu, v réel étant supposé inférieur a

1
1(N-.>_+_ l)-"z(?_'),
2
=4 %
I (1-=

N 1Pt axepi (1 ey PP < Agm(r) (N 2 VR

p=—x

+1 x
7 )

(18)
inégalité o N est le rang N(r) du terme maximum m(r), Ay un
nombre ne dépendant que de q et o.

Ce corollaire s’établit en montrant qu’il est vrai pour la série de
comparaison ¥,(3), pour toute valeur ot celle-ci converge.

24. Ecrivant f(z) sous la forme

[fta+ 252 s+ (252) s, ),

3o

-\ N

a9 sm=(2)

~0

ou

&(3)=2f'(3)—=Nf(2),

et appliquant a (3, 30)) le corollaire pour ¢ = 2, on obtient un
résultat essentiel :

XV. Soit r une valeur ordinaire quelconque; soit s, un point
du cercle | z| =r pour lequel f(z) wtteint son maximum M(r);
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3o

1/
soitenfin|=—22| < i (N24)? 2 _l), Nétant toujours lerang N(r)

du terme maximum. On a alors l’inégalité

F4

(20) f(z):(—)xf(zo)[|+z:05° OK,L(NL{-])("_%)],

30
oa Y est inférieur a un en module, K, ne dépendant que de a.

Ce résultat s’établit en prouvant que

H(1-2) N ()
1 7.(3, 30)| < Ka(N21)"% 2M(r), [ g(30)|< Ka(N24-1)'Y 2/ M(r).
Si maintenant on a I'inégalité un peu plus restrictive

z— 3, 1—

1 &_
- 2 2
\2(N -+ 1)

%0

ou ¢ est un nombre positif quelconque, on conclut, de I'inégalité (20),
la suivante :

(21) f(z)=(%>Nf(zo)[l+enKa(N’+l)—e]v

§, étant un nombre inférieur & un en module.
Si f(5) estsans terme constant, ou du moins si I'on suppose N 3£ o,

. . 1
on peut si 'on veut dans tout ce qui précéde remplacer (N2 1)2

par |N|.

25. L’inégalité (21) combinée avec I'étude facile de la série de
Laurent f(z) dans une couronne ou N(r) demeure bornée en
valeur absolue, conduit & un résultat important :

XVI. Pour une série de Laurent f(z) sans terme constant, on
a dans la couronne de convergence, ¢ étant un nombre positif
arbitraire, l'inégalité
(22) M(r)y<(r+e)A(r),
sauf peut-étre dans des intervalles oi la variation totale de logr
est bornée supérieurement par une fonction de ¢ seul; cette varia-

tion est d’ailleurs, pour < suffisamment grand, aussi petite que
Uon veut.
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Il résulte de la qu’au point de vue indéfini, on a pour une série
de Laurent a terme constant quelconque, convergeant en tout point
différent de o ou w,

(23) M(r)~ A(r)~ B(r),

lorque r tend vers o ou vers oo.

11 y aurait intérét a établir la proposition précédente en se plagant
au point de vue de Cauchy et de Riemann; il faudrait a cet effet
trouver des relations d’'inégalité entre les valeurs prises par les fonc-
tions M(r), A(r), B(r) sur trois cercles, et soumettre ces relations
a un processus d’intégration généralisant celui de M. Borel.

26. La méthode précédente conduit aussi a des résultats relatifs
aux dérivées successives de f(z), dont le principal peut, au point de
vue indéfini, s’énoncer comme il suit :

XVIH. Le module r étant suffisamment grand et demeurant
extérieur a une certaine suite d’intervalles ot la variation
totale delogr est finie, aux points du cercle |s| =r oa l'un des
nombres

(), (%)_/’m..‘(g}qﬂw(z)

!
est supérieur a M(r)N(r) ®, tous les autres sont supérieurs
1

a (1—e) M(r) N(r)®, et auz mémes points a lieu U'inégalité

(] N(r)1( _llu
(24) ffij):[ zl>]1&"+”jN ) (1Al <XK).

En particulier,
(25) Mi(r) ~ M(r')[—N%z]’-
D’ou la formule récurrente

Me=i(ryMa+i(r)~ M2 (r)Ma(r).

On pourrait trouver des propositions en termes finis correspon-
dantes.



26 A. BLOCH.

IIl. — LE tHEOREME DE M. HADAMARD SUR LE MINIMUM DU MODULE.

27. Le théoréme du minimum du module est une propriété
générale des fonctions entiéres, dont le principe est da a M. Hada-
mard [12, @, ¢], qui la démontra pour les fonctions de genre fini.
M. Borel [5, b], adoptant la méme méthode, en établit un énoncé pour
les fonctions entiéres quelconques. P. Boutroux I’étudia d’une
maniére nouvelle qui fut adoptée dans ses recherches par M. Va-
liron [32, ¢, d]. La méthode de ces deux géométres, plus commode au
point de vue finitiste que celle de M. Borel, et qui utilise d’ailleurs
comme elle le théoréme XII, permet d’obtenir ’énoncé suivant:

XVIIL. Soit f(3) une fonction égale a 1 pour s=o et holo-
morphe dans un cercle indéterminé de centre origine, de module
maximum M(r). Alors, ¢ étant un nombre positif arbitraire, on
a, dés que M(r) > 3>, l'inégalité

(26) log | f(3) | > — Cey[logM(r)jt+e

dans le cercle d’holomorphie, sauf peut-étre dans des couronnes
ot la variation totale de logr ne dépasse pas un nombre dépen-
dant uniquement de ¢ et 3 (G étant une constante positive ne
dépendant que de ces deux nombres).

C’est 1a I'énoncé sensiblement le plus précis que 'on puisse donner
comme certain, dans Pétat actuel de la science pour les fonctions
quelconques; il a pu étré utilisé, au point de vue indéfini comme au
point de vue défini, dans I'étude du théoréme de M. Picard et de
plusieurs généralisations de ce théoréme |3, b].

28. Mais pour les fonctions sans zéros f(s) = e8@, la méthode de
Wiman-Valiron nous fournit un résultat meilleur (n°23).

XIX. Si la fonction holomorphe sans séros f(z) est égale a 1
a Uorigine, on a m(r) étant le module minimum

logM(r)
logm(r)

1

- < - <w,

[2]

sauf peut-étre dans des couronnes ou la variation totale de logr

ne dépend que de w supérieur a un.
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Par analogie, M. Wiman [34, 0] a considéré comme vraisemblable
un théoréme, encore indémontré, que I'on peut énoncer :

XX. Pour une fonction holomorphe quelconque f(s), égale
avalorigine, on a dans le cercle d’holomorphie

(27) log|f(z)| >—(1+¢)logM(r),

sauf peut-étre dans des couronnes ot la variation totale de logr
ne dépend que de ¢ positif arbitraire, et tend d’ailleurs vers
zéro st e croit indéfiniment.

Or le calcul qui méne au théoréme N'VI de la section précédente
sur la comparaison de M(r) et A(r) donne aussi, convenablement
resserré, le résultat suivant :

La série de Laurent f(3) étant dénuée de terme constant, on a
pour toute valeur ordinaire r Uinégalité A(r)>0,M(r), le
nombre B, compris entre o et 1 ne dépendant que de l'indice o de
la serie J ,(u).

On ne peut pas, avec la série de comparaison qui a été adoptée,
choisir a de sorte que f, ait une valeur aussi voisine que I'on veut de
P'unité¢; mais on peut modifier légérement la forme de la série de-
comparaison de maniére que cela devienne possible.

Dés lors le théoréme du minimam du module, sous la forme précise
énoncée en XX, sera démontré si I'on établit — méme seulement

pour une fonction holomorphe — la proposition suivante :

La fonction méromorphe f(z) étant égale a 1 & lorigine, on
pose [(3)=zm""P f—"—%”; e¥), les nombres ay,...,@m, byy..., 0,
étant respectivement les zéros et les poles de module inféricur
a |zl|,¢(z3) étant une série de Laurent (qui n'est pas la méme
quel que soit | 3|, mais qui n’a jamais de terme constant).
Alors, une série de compuraison quelconque étant choisie, la
valeur | 3| =r est ordinaire pour cette série de Laurent ¢(z),
sauf peut-étre dans des couronnes du cercle de méromorphie
de f(z) ot la variation totale de logr ne dépend que de la
série de comparaison considérée. Pour une série de comparaison

convenable, cette variation est d'ailleurs aussi petite gu'on veut.
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Cet énoncé, supposé démontré, conduira probablement a une
extension aux fonctions méromorphes du théoréme du minimum du
module, lorsqu’on aura défini I'expression (encore hypothétique)
GM(r) mesurant la croissance d’une telle fonction (n° 13).

IV. — Les expressions bE MM. F. eT R. NEVANLINNA.

29. Les expressions, désignées ici par m(r, f) et gm(r, f), intro-
duites en analyse par MM. F. et R. Nevanlinna, jouent actuellement
un rdle important. La premiére intervient, dans bien des questions,
plus efficacement que le module maximum M(r, f) de la fonction,
supposée holomorphe. La seconde est la scule connue actuellement
pour mesurer la croissance d’'une fonction méromorphe. L’emploi
de ces expressions est avantageux dans un grand nombre de recher-
ches, car la ou devrait intervenir le théoréme du minimum du
module — encore si mal connu — si l'on utilisait I'expression
M(r, f), il suffit, au point de vue actuel, d’appliquer la formule de
M. Jensen (voir n® 11 a 14).

Il peut étre utile de savoir passer d’un ordre d’idées a ’autre. On a,
pour une fonction holomorphe dans un cercle, les deux inégalités
(la seconde résultant de la formule de Poisson-Jensen) [24; 25, f]

(28) m(r, f)<logM(r, f),
(29) logM(r, )2 52 m(p, /) (r<p).

Il résulte de la que les fonctions logM(r, f) et m (r, f) sont du
méme ordre de grandeur, c’est-a-dire que le rapport de leurs loga-
rithmes tend vers un lorsque r croit indéfiniment, sauf peut-étre dans
des intervalles ou la variation totale de logr est finie. Il est d’ailleurs
possible qu’une relation plus précise ait lieu, qui n’a pas été obtenue;
mais des exemples simples prouvent que logM(r, f) et m(r, f) ne
sont pas équivalents (méme en excluant des intervalles & variation
de logr finie).

30. L’inégalité
+ + + +
logiajas...ap|Slog|ay |+ log | as| +...+ log| |
donne

(30) m(r, fifdSm(r, f)+m(r, ), gm(r, fif)Sgm(r, fi)-+ gm(r, fy).
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On a les inégalités
+ + + +
log|ay+as+...+ap|Slog|a | +log|as| +...+ log|x,l + logp,
+ +
log|o 4+ ay+...4+a,|SlogA + logp,

ot A est la plus grande des valeurs absolues |a; | ... |2,
La premiére donne

(31) m(r,f+a)<m(r,f)+l(—)‘_g|a|+log2.

Donc les valeurs moyennes m(r, f+a) et m(r, f) ou f est holo-
morphe sont équivalentes (sans intervalles exceptionnels) quand 7
croit indéfiniment.

De méme,

(32) gm(r, f+a)< gm(r, f)-log|a| +loga,

et par suite encore
gm(r, f+a)~ gm(r, f).

Plus généralement,
b
(33) gm (r, %) ~ gm(r, f),

et par suite, R,(f) étant une fonction rationnelle de degré p en f,
on a, a partir d’une valeur de r,
(34) gm[m, R, (/)] <(1+¢)p gm(r, f).

31. On peut comparer les fonctions holomorphes f et ef : la for-
mule de F. et R. Nevanlinna conduit a I'inégalité

(35) m(r, f)<4 Ioga+21;g|f(o)|+log 4 —E—l-(')_gm(p, ef) (r<e).

o—r
De la résulte, d’aprés le n° 18, que presque partout on a la relation
(36) m(ry f) < (14¢) logm(r, ef).

+ .

L’équivalence de m(r, f) et logm(r, e/) n’a pas été démontrée;
la relation la plus précise limitantlogm (r, e/) en fonction de m (r, f)
[comme celle limitant logM(r, f) en fonction de m(r, f)] est proba-
blement du second ordre, dépend autrement dit d’une inégalité ou
figurent trois cercles différents.
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Considérons des sommes de fonctions différentes. La relation

m(r, fi,

mir, fi+f2) <(1+ ) x la plus grande de % mir fo)

qui s’étendra d’elle-méme a un nombre quelconque de fonctions
holomorphes, a fort probablement lieu presque partout. Elle résul-
terait de la suivante :

[ e o)
-+

— le plus grand de
[ log fy(rei?)

2 J,
<A{1+¢) < la plus grande de §omlr, fu),

{ m(ry fa)-
Pour une somme de fonctions méromorphes il n’y a, dans le cas le

plus général, rien d’analogue concernant les expressions gm, comme

le prouve 'exemple - On a simplement la relation évi-

1
(x —a)(z—0b)
dente

em(r, fi+ fo+...+fu< gm(r, fi)+ gm(r, f)+...+ gm(r, fu)+logn.

32. Des inégalités limitant la croissance des dérivées d’une fonction
holomorphe ou méromorphe sont une conséquence du théoréme IX,

joint a l'inégalité M (1) < M(R) - Pour une fonction méromorphe @,
on a
(37) gm(r, @) <log o +2gm(R, ®),
@
(38) gm(l ><Io B(o ))—i- 0g - l{ —i—zgln(R P),

d’ou, presque partout,
(39) gm(r,®) < (14¢)x 2gm(.r, b)), om< %) <(14¢)x<2gm(r,®).
Pour la dérivée n'*™®, on a de méme
(jo) gm(r, P (1+e)x(n+1)gm(r, ®).
Soit maintenant f une fonction holomorphe sans zéros ; on a direc-
tement [25, /] par la formule de MM. Nevanlinna, sur le cercle de

rayon r < R,

(i 7l [ |+ aminn)
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On conclut de la, toujours a I'aide du théoréme IX, que pour
ane fonction holomorphe quelconque F :

o/ . ' ol 3 R
(42) m(;.F)<2log2+logﬁ+zlogﬂ_r

+logm(R, I')+ m(R, F),

(43) gm(r, %) < 2loga + log

\

F(o)

1 R

L+
-+ log 2 log
ER T2 R

+ logm (R, F)+m(R, IF);

done, presque partout,

, F .
(49) mur, F)y<(4eym(r, Fi; gm(r, ?><(\l+e)m(‘r, F).
Pour une fonction méromorphe f, puissance m*™® d’une fonction
uniforme, on a presque partout

gm(r', §)<(r+s)>< fl gm(r, f),

2 . T .,
- étant a remplacer par -~ si f est holomorphe.

CHAPITRE IV.

Les domaines riemanniens
engendrés par les fonctions holomorphes.

[. — LES DOMAINES ENGENDRES PAR LES FONCTIONS HOLOMORPHES QUELCONQUES.

33. Les résultats obtenus par M. G. Valiron [32, b, d] surle com-
portement d’une fonction entiére dans certains petits cercles compren-
nent des propositions relatives aux domaines riemanniens qu’engendre
alors la fonction. L’égalité (21) du Chapitre III donne en effet ceci :
Le domuaine riemannien engendré par une fonction entiére qui
n'est pas un polynome comprend des couronnes circulaires de
centre origine, p fois enroulées sur elles-mémes sans ramifica-
tion, pour lesquelles le rayon intérieur, le rapport des rayons et
le nombre p sont aussi grands que l'on veut.

La méme égalité, combinée avec I'étude facile d’'une série conver-
geant dans un cercle ou le rang du terme maximum demeure borné,
donne les propositions en termes finis qui suivent [3, b].

AXIL Soit f(x)=x+... une fonction holomorphe dans le
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cercle-unité, s’annulant & Uorigine et y ayant une dérivée égale
a un : alors le domaine riemannien correspondant au cercle-
unité contient un cercle a un seul feuillet de rayon supérieur a
une certaine constante absolue; il contient méme un cercle ¢ un

seul feuillet, de centre réel, de rayon supérieur a une certaine
constante absolue.

On pourrait, & I'aide de la démonstration, trouver des valeurs de
ces constantes; mais seule présenterait de I'intérét la détermination
des valeurs exactes (des plus grandes que I'on puisse prendre).

XXII. Les fonctions holomorphes dans un domaine et telles que
les cercles a un seul feuillet, de centre réel, du domaine rieman-
nien correspondant aient un rayon borné (ou n’existent pas)
engendrent une famille normale dans le domaine donné.

34. On démontre de la méme maniére des propositions plus géné-
rales :

XXIIL. Soit une série entiére dont on donne les p+1 premiers
coefficients : on peut trouver un cercle ayant l'origine pour centre,
dont le rayon ne dépend que de ces p 41 premiers coefficients et
du nombre positif arbitraire o, tel que, si la série entié¢re y con-
verge, le domaine riemannien correspondant comprenne une pile

de p cercles a un seul feuillet superposés, de centre reel, de
rayon p.

XXIV. Les fonctions holomorphes dans un domaine et telles
que les piles de p cercles a un seul feuillet superposés, de centre
réel, du domaine riemannien correspondant, aient un rayon
borné (ou n’existent pas) engendrent une famille quasi normale
d’ordre p—1 dans le domaine donné; par conséquent, en un
point déterminé, le (p + 1)%éme coefficient du développement tay-
lorien est borné en fonction des p premiers.

Tous ces théorémes pourront étre précisés par diverses formules.

I. — LES FONCTIONS UNIVALENTES.

35. 1l est une catégorie de fonctions pour lesquelles le comporte-
ment dans le cercle-unité et les propriétés des domaines riemanniens
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engendrés sont particuliérement bien connus; ce sont les fonctions
univalentes (en allemand schlicht), ¢’est-a-dire celles qui ne prennent
qu’une fois chacune de leurs valeurs; elles furent étudices systéma-
tiquement d’abord par M. Koebe [17] a l'occasion de la théoric de
P'uniformisation; les résultats obtenus par lui furent ultérieurement
précisés par divers auteurs, parmi lesquels MM. Faber [9],
Bieberbach | 1, «], Pick [27, a| et R. Nevanlinna [23, ] [voir aussi
1, 0, et 18, b].

La théorie des fonctions univalentes est d’une nature élémentaire;
il parait abusif de la faire reposer sur le théoréme de Picard-Landau,
qui, au surplus, ne peut donner toute la précision qu’elle comporte.

M. R. Nevanlinna [23, 5] a coordonné et complété les résultats
antérieurs. Voici son exposition :

36. X\V. So:t f(x) une fonction holomorphe et unicalente
dans le cercle-unité, sannulanta Uorigine et yayantunedeérivie
égale a un,

Sx)y=z 4 aya?+...+a,x"=+....

Silon pose

1

f(—x) = ;lr + o+ by ...+ by, .,

les coefficients b, satisfont & une inégalité de MM. Faber et
Bieberbach

o0

(0 an byl2= b2 +...4+nlb,2+...51.

1
Appliquant cette proposition, non a f(x), mais a la fonction

glz)=y[f(a?),
qui est aussi univalente dans le cercle-unité, on trouve
(2) @sjZo.

Cette limite supérieure de |a,|, obtenue par M. Bieberbach. est
effectivement atteinte quand on prend pour f(z) la foncuon R
L'image correspondante du cercle-unité est le plan tout enller, coupe
le long de I'axe réel de - i a -+ oo.

De cette limite supérieure de |a,|, M. Nevanlinna déduit les iné-

MEMORIAL DES SC. MATII. — N» 20, 3
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galités suivantes, obtenues par M. Pick d’une maniére différente :
Pour|x|=r<<i,ona

|fle

,
/')‘3’
“r

Sl .
(m:!f(l)l:(l_,)d

(3) ‘(.+1)=—

Ces diverses limites peuvent étre effectivement atteintes.

Faisant =1, on voit en particulier que I'image du cercle-unité
Sournie par la fonction f(x) contient le cercle|x|< 2.

La détermination exacte du rayon du plus grand cercle dont on
puisse affirmer l'existence dans cette image ne parait pas avoir été
faite jusqu’a présent; ni celle du rayon du plus grand cercle de centre

, , K-
réel. Ces deux rayons sont au plus égaux a =

4

XXV Soit maintenant une fonction holomorphe univalente
quelconque dans le cercle-unité

P(x) =g+ 1T + A+ ...

On a, pour |z, |=|z,|=r, d’aprés les limitations de | f'(z)|,

'
(£ Q(',_) < ?;7(}: <Q(r),

résultat da @ M. Koebe et utilisé par lui dans la théorie de I'unifor-
misation.

De la limitation de f(x) indiquée ci-dessus résulte que non
seulement «, est borné supérieurement, mais aussi tout coefficient
a, de f(x), d’un rang n déterminé. Cette méme limitation donne
le théoréme suivant [23, c| :

XXVII. Les fonctions holomorphes univalentes dans un domaine
¥ forment une famille quasi normale d’ordre un.

37. On peut, par des moyens analogues, étudier les fonctions
méromorphes univalentes dans un domaine, et obtenir a cet égard
les propositions suivantes :

NXXVIIL. Les fonctions méromorphes univalentes dans un
domaine y forment une famille quasi normale d’ordre un.
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Les fonctions méromorphes univalentes dans un domaine, y
prenant en trois points donnés des valeurs données, forment une
Sfamille normale.

D’autres détails sur les fonctions univalentes figureront dans
Particle du Mémorial consacré a la représentation conforme.

CHAPITRE V.

Les fonctions & trois valeurs lacunaires.

[. — EXPOSE DE LA THEORIE A PARTIR DE LA FONCTION MODULAIRE.

38. Dans ses travaux, datant de 1879, M. E. Picard [26, a] a établi
au moyen de la fonction modulaire le théoréme initial de la théorie
des fonctions a trois valeurs lacunaires, d’aprés lequel une fonction
entiére qui ne se réduit pas a une constante prend nécessaire-
ment toute valeur finie, sauf une auplus. Dansl’ordre d’idées fini-
tiste de MM. Landau et Schottky, M. C. Carathéodory [7, @] a montré,
en 19o), que la considération de la fornction modulaire était indis-
pensable a 'obtention des résultats les plus complets dans la théorie
en question. M. E. Lindelof [2] ], en 1909, a développé d'une maniére
systématique la méme théorie, a partir de la fonction modulaire.

On peut, a ce point de vue, condenser les propositions de MM. Pi-
card, Landau, Schottky [26, a; 18, @, b; 29] dans I'énoncé suivant :

\\XIN. La condition nécessuire et suffisante pour qiu’il existe
une fonction méromorphe a Uintérieur d’un cercle, n'y prenant
pas trois valeurs données, et y prenant en deux points donnés
deux valeurs déterminces, est que la distance non euclidienne
des deux points dans le cercle soit supérieure ou égale & la dis-
tance triponctuelle minima des deux valeurs assignées par rap-
port aux trois valeurs lacunaires.

La distance triponctuelle de deux points par rapport a un sys-
téme de trois autres se définit comme il suit : supposant, ce qu’on
peut toujours réaliser par une transformation homographique, que
les trois points soient o, 1, o, la fonction modulaire inverse fait
correspondre a chacun des deux points un systéme d'une infinité
de points homologues du réseau modulaire; la distance non eucli-
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dienne d’un point d’un de ces deux systémes infinis & un point de
P'autre, dans le cercle couvert par le réseau modulaire, est une déter-
mination de la distance triponctuelle cn question; quant ala distance
triponctuelle ménima, c’est la plus petite de toutes ces déterminations.

Dans le cas particulier ou les deux points dont on cherche la dis-
tance triponctuelle minima sont infiniment voisins, celle-ci est infini-

. . . ds . .y
tésimale, D’apreés l'expressnon—}—/— de la distance non euclidienne de

. P N . 1, ® ,
deux points voisins par rapport a une droite, I'énoncé est alors le
suivant :

NXX. La condition pour que a, et a, soient les deux premiers
coefficients d’une série entiére ay~+ a,x ... convergeant dans
le cercle de rayon R et 0’y prenant pas les valeurs o et 1 est

2v( (10‘)
R E—
[ai| v (o)

(1) Rs

ov(ay,) estlu fonction modulaire inverse correspondant & a,.

Le second membre est naturellement indépendant de la détermi-
nation choisie pour v(a,). '

39. Il importe de se rendre compte de la nature analytique des
expressions qui s’introduisent ainsi nécessairement en théorie des
fonctions. Au point de vue de la théorie des équations du potentiel,
la fonction modulaire peut se définir a 'aide de la représentation
conforme |21; 16, c|; il est préférable encore d’en rattacher I'exis-
tence a l'intégration de I’équation Au = e* sur la sphére triponctuée,
sous des conditions déterminées ('); la connaissanee de la fonction «
2dv(ay)
v Cap
triponctuelle infinitésimale, on passe a la distance triponctuelle finie

par la résolution d’un probléme de minimum; on n’a donc méme
pas, a ce point de vue, & parler de fonction modulaire.

Mais quel que puisse étre l'intérét de ces considérations, qui
s'appliquent a une question plus générale, il vaut bien mieux, dans
la question actuelle, se placer & un point de vue purement analy-
tique, puisque précisément la chose est ici possible. D’une part la

pour le point a, est équivalente a celle de et de la distance

{') Cf. par exemple H. PoiNCARE, Les fonctions fuchsiennes et l'équation Au = e*
(Journal de Mathématiques, 18g8, p. 137). '
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fonction modulaire peut se définir au moyen d'une équation linéaire
du second ordre (ou d’une équation de Schwarz) purement numé-
rique. D’autre part la fonction modulaire inverse v(y) est le rapport w
de deux périodes primitives d’une intégrale elliptique

f du / ' dt
—————— 0ou —_——
viu(u—1)(u—y) J A==y

et 'on déduit de la comme on sait plusieurs développements de la

fonction modulaire y, soit par rapport & w lui-méme, soit par rap-
port a g = e3™iw,

40. La distance triponctuelle par rapport a o, 1, o de deux carrés
de modules singuliers (distincts) de multiplication complexe est’le
logarithme d'un nombre algébrique; il y aurait intérét a rechercher
s'il n’y a pas d’autres cas ou la condition nécessaire et suffisante
prenne une forme purcment algébrique.

M. Carathéodory (') a déterminé le plus petit cercle de centre
origine ou la série entiére

f(Zz)=ay+ajz+...+~a,x"+....

dont on donne les (n + 1) premiers coefficients, devient nécessaire-
ment égale & 0 ou 1, & moins d’y avoir un point singulier; la consi-
dération de la fonction modulaire raméne ce probléme a un probléme
sur les fonctions bornées, dont la solution a été indiquée au Cha-
pitre II. -

Dans le cas particulier ou @, @3, ..., @;_, sont nuls, on a sim-
plement pour le rayon de ce cercle

23 v(ay)
(2) \/|a,l|l‘t(oao)|

On peut aussi ne supposer connus, avec @, et a,, qu'une partie
des autres (n -+ 1) premiers coefficients, ou méme aucun d’entre
eux; dans tous les cas, si a,34 0, le probléme admet une solution,
fournie encore par la fonction modulaire.

23 v(ay)
[ai] |V (ao)|

M. Hartogs a montré que la limite était susceptible d’une

(') Pour des renseignements bibliographiques détaillés, voir 28, a, et 25, al.
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interprétation simple par la théorie classique des fonctions ellip-
tiques [16, c]; la fonction modulaire est le rapport anharmonique
des quatre racines du polynome; donc, en adoptant par exemple la
notation de Weierstrass, on doit poser, e,, e, e; élant les trois
racines finies,

Si Q désigne 'aire du parallélogramme des périodes (2Q,, 2Q,),
on a

(3) 23v(a))  _ 2Q

lay| v (@)~ =

ay
a,

ey — é€; .

41. Passons aux approximations des résultats précédents par des
fonctions algébriques et logarithmiques.

XXXI. La fonction f(z), holomorphe dans le cercle |z <R,
n’y prenant pas lesvaleursoet 1, prenant & l'origine la valeur a,,
satisfait ¢ linégalité

o ' )R
(4) |0,,|f(.2)|<(21r ")V(“o)*‘m) T‘CS;H_.JH?
ot v(a,) est une détermination quelconque de la fonction modu-

laire inverse, et ot G est une certaine constante numérique.

Ce résultat [32, d], du a M. Landau [18, ¢; 4], précisele théoréme de
M. Schottky, d’aprés lequel | f(x)| est borné en fonction de . et a,.
M. P. Lévy [19] a montré que 'on a, plus généralement,

(5) [ogfila), < Kiayp)

R— x !

ou logf(x) est la détermination dont la partie imaginaire est com-

prise & l'origine entre o et 27mi, et ou K(a,) ne dépend que de a,.
L’inégalité suivante a peut-étre lieu:

+
m(r, f)Slog|a,| +K,(ao)logR_

On peut aussi obtenir des valeurs approchées par excés du rayon
exact du cercle de Landau. On a, d’aprés A. Hurwitz,

29v(ay) 6 2 i
T — 't ag—1]%
1Ayl (ay) Lay -

(6)
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Des expressions plus approchées, contenant des logarithmes, ont
en particulier 'avantage de permettre de retrouver, par intégration,
23v(ay)
v (@
fini, est équivalent lorsque a, croit indéfiniment, & 2|a,|log|a,|.

le théoréeme de M. Schottky; par exemple, y fini pour a,

Il. — LES DEMONSTRATIONS DIRECTES.

42. On a trouvé des théorémes fondamentaux de la théorie des
fonctions a trois valeurs lacunaires plusieurs démonstrations, dites
élémentaires, indépendantes de la fonction modulaire.

M. Borel [3, @, b, ¢] donna en 1896 la premiére démonstration
directe du théoréme de M. Picard sur les fonctions entiéres; il
observa que, dans l'identité e®*'4 e“'* —1 =0, on peut poser

G(z)—2nni=el'n3);

s’appuyant sur les relations connues a cette époque entre les crois-
sances respectives des fonctions A(7) et M(7) il mit en évidence
une contradiction. Cette démonstration fut le point de départ des
travaux de MM. Landau et Schottky; ils parvinrent a leurs proposi-
tions en en resserrant les inégalités [18, a, b; 29; 11].

Une seconde démonstration donnée par M. Borel [ 5, 6] du théoréme
de M. Picard, basée sur la croissance des dérivées et le théoréme du
minimum du module, peut également conduire au théoréme de

Landau-Schottky [3, ¢, £].

43. Les contributions nouvelles apportées a la théorie par MM. Wi-
man et Valiron (Chap. III, § II; Chap. 1V, §I) ont permis d’édifier
plusieurs nouvelles démonstrations [3, «, &]. On peut par exemple
observer que sila fonction entiére f(s)ne prenait pas les valeurso et 1,
la fonction entiére f(z)[f(z) — 1] aurait presque partout (n®25) son
maximum de 'ordre de grandeur de celui de f? et I'inverse de son
minimum de l'ordre de celui de f; transposant ce raisonnement en
termes finis, on établit de proche en proche le théoréme de
M. Schottky en prouvant I'existence d’une constante numérique 3
telle que si, la fonction f(s) étant holomorphe dans le cercle-unité
sans y prendre les valeurs o et 1, les quantités f(z.), f(2z0)—1,

-7(;—0) sont bornées, il en soit de méme pour f(z1), f(z1)— l’,f—-(lTl)’
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sous la seule condition ue la distance non euclidienne de 3, et z,
soit inférieure a .

La considération des domaines riemanniens (n° 33) conduit aux
démonstrations suivantes, du théoréme de M. Picard qu'il est
d’ailleurs trés aisé d’énoncer également en termes finis. M. Valiron
[32, b, d] observe que, si la fonction entiére f(z) ne prenait pas les
valeurs o et 1, la fonetion entiére /logf ne pourrait admettre dans
son domaine riemannien des cercles de centre réel de grandeur
arbitraire. Si, au lieu de {log f, on considére la fonction

log(ylogf —ani— logf),

on aboutit [3, b | 4 une contradiction analogue sans rien supposer sur
la position des centres, réels ou non, des cercles arbitrairement
grands du domaine riemannien; une intégrale elliptique conve-
nable [3, b] conduit, sans logarithmes, au méme résultat.

%4. Dans 'ordre d’idées de la seconde démonstration de M. Borel,
M. R. Nevanlinna [25, f] a obtenu une démonstration trés simple,
par emploi des valeurs moyennes logarithmiques qu’il a introduites
en analyse. Ecrivant

S—r _J [
(7) f f fl )
il obtient I'inégalité
(8) m(r, )<c+2lgg +4|(J)rg ! +2l;_gm( I
P o—r P

qui, si f était une fonction entiére, conduirait a une impossibilité
(¢f. Chap. II). D’autre part, en supposant simplement f holo-
morphe dans le cercle-unité, et eu égard a 'expression de ¢, qui
ne dépend que de a,et a,, il en déduit aussi [25, (] le théoréme
de M. Landau; et I'on peut en conclure celui de M. Schottky
[32, h].

On peut déduire de ces différentes démonstrations un grand
nombre de formules, mais qui-sont généralement moins précises que
celles indiquées plus haut, fournies par la fonction modulaire.
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lII. — QUELQUES PROPOSITIONS COMPLEMENTAIRES.

45. Le théoréme de M. Schottky a conduit M. Montel [23, 5] a
la proposition suivante :

XNXIL. Les fonctions méromorphes dans un domaine et n’y
prenant pas trois valeurs fixes distinctes (pouvant comprendre
Uinfini) forment une famille normale.

Une transformation homographique auxiliaire permet d’étendre
sous la forme suivante cette proposition au cas ou les valeurs lacu-
naires sont mobiles :

XXXIIL. S¢ une famille de fonctions méromorphes dans un
domaine est telle que chacune d’entre elles y admette trois valeurs
lacunaires, les distances sur la sphére compleze des trois valeurs
lacunaires prises deux a deux étant bornées inférieurement, la
Jamille est normale dans le domaine.

II'résulte de la que les valeurs qui ne sont pas prises par une fonc-~
tion méromorphe, a I'intérieur d’un cercle de rayon croissant indéfi-
niment, sont comprises sur la sphére complexe a l'intérieur de deux
cercles de rayons tendant vers zéro. Cela pourrait se préciser par des
énoncés en termes finis |3, b; 18, d].

46. Une extension du théoréme de M. Schottky résulte de 'exten-

sion donnée par M. Julia (n° 9) au lemme de Schwarz; on peut
I’énoncer ainsi :

XXXIV. Soit f(x) une fonction holomorphe dans le demi-plan
K(x) >0, N’y prenant pas les valeurs o et 1. Soit de plus dans le
voisinage du point a U'infini

f(z)=e=[1+<(z)] (c>o)

en sorte que e(x) tende uniformément vers zéro pour x croissant
indéfiniment dans tout angle intérieur au demi-plan. Alors,
pour une valeur déterminée de 8 (x), f(x) n’est pas quelconque,
mais satisfait a la condition d’étre extérieur & une certaine
région du plan, dépendant uniquement du produit ¢ (z), com-
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prenant les points o et 1 et limitée par une ou deux courbes
simples.

Cette condition précise, qui dépend de la fonction modulaire, con-
duit par approximation a différentes inégalités, parmi lesquelles :

S
18 7lzy—1

ou K est une certaine constante numérique et ou la détermination du
logarithme est celle qui s’annule & Pinfini.

K
<SR’

(9)

47. On peut généraliser de la maniére suivante [18, c: 23, c; 3, d]
le théoréme de M. Landau :

XXXV. Il existe un cercle de rayon Ry(ay, a,) ott la fonction
ay+a,x ..., supposée holomorphe et ne s’y annulant pas,
prend nécessairement au moins q fois la valeur 1.

XXXVL It existe un cercle de rayon R(ay, a,) o la fonction
ay+a,x +..., supposée holomorphe, devient nécessairement au
moins deux fois en tout égale a o ou 1.

On peut prendre pour Ry(ao, a,) le plus grand des rayons des
q cercles ou (ay+a,z—.. ):’ devient certainement égale aux
q racines ¢*™* de l'unité. Quant au second énoncé, il résulte aisé-
ment du premier. '

Dans le cours de ce numéro, les racines sont comptées avec leur
degré de multiplicité; on pourrait développer une théorie paralléle
ou il ne serait pas tenu compte de ce degré, mais il parait préférable
de laisser actuellement cette extension de coté.

XXXVIL. Les fonctions holomorphes dans un domaine, ne s’y
annulant pas et y devenant moins de q fois égales & 1, engen-
drent une famille normale |23, c].

On peut se proposer d’obtenir, dans l'ordre d’idées actuel, les
résultats les plus complets; on connait [3, e| les limites exactes de

R,(ao, a,) et R(ae, ay) :

XXXVIIL. La limite exacte Ry(ay, a,) du rayon du cercle, ou
la fonction ay+a,x+..., supposée holomorphe et non nulle,



LES FONCTIONS HOLOMORPHES ET MEROMORPHES DANS LE CERCLE-UNITE. 43

prend nécessairement deux fois au moins la valeur 1, est

(10) Rs(ao, ar) = o 25h1t:)v(a0
lail = [v'(ao)

ot v(a,) désigne non plus une détermination quelconque de la
Sfonction modulaire inverse, mais la détermination principale,
c'est-a-dire celle située dans un triangle du réseau ayant un
sommet a Uinfini.

La limite exacte R(a,, a,) du rayon du cercle, ot la fonction
ay+ayxr +. .., supposée holomorphe, devient au moins deux fois
en tout égale a o ou 1, est Ry(a,, a,) ou Ry (1 — a,, a,), suivant

. ' ,. . e LI
que la partie réelle de a, est supérieure ou infeérieure a 5

IV. — LA NATURE DU THEOREME DE PicARD-LANDAU.

48. La théorie des fonctions & trois valeurs lacunaires joue un role
capital dans la science mathématique contemporaine; d’une part elle
est le type le plus simple d’une série de questions dont I'étude,
d’ailleurs difficile, est actuellement 'une des taches les plus essen-
tielles de l'analyse complexe; d’autre part, elle parait se rattacher a
d’importantes questions d’algébre, de théorie des groupes, et de
théorie des nombres.

On se pose naturellement [18, a| la question suivante : le théo-
réme de Picard-Landau, supposé démontré pour une fraction ration-
nelle (ou méme un polynome), s’étendra immédiatement au cas
général ; comment donc le démontrer, de maniére algébrique, dans
ce cas particulier?

Tout d'abord on pourrait naturellement, avecassez de patience,
remanier chacune des démonstrations directes du théoréme, afin
d’en faire disparaitre l’emploi des logarithmes et tout appareil
analytique; mais les démonstrations obtenues de la sorte seraient
lourdes, compliquées, sans intérét et sans fécondité (').

Une maniére meilleure d’envisager la question consistera a recher-
cher, pour chaque valeur de a,, et chaque valeur du degré m de la frac-
tion rationnelle, la plus petite valeur de | a, | pour laquelle I'une au

(') Voir cependant n° 50 et [Wbis, b1.
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moins des valeurs o, 1, w soil certainement prise dans le cercle-unité
(il faudra montrer ensuite que ce minimum ne croit pas indéfiniment
avec m). C’est la un probléme qui parait en rapports élroits avec
I'étude au point de vue algébrique du théoréme d’existence de
Riemann pour une surface de genre zéro ('); par exemple, si au
lieu de o, 1, o on prend pour valeurs lacunaires les trois racines
cubiques 1, %, A% de l'unité, et que 'on choisisse @, = o, les fractions
rationnelles de degré m donnant lieu a la plus petite "valeur de
|a,|, pour laquelle 'une au moins des valeurs 1, %, A? soit sirement
prise dans le cercle-unité, sont vraisemblablement, pour m égal a
1, jou1lo:

i+ 22 22194 j0ox7+ 1424+ b

228 +1° 529 1428+ 1023 4 2 )

Les surfaces de Riemann correspondantes ont une définition trés
simple, qui s’étend au cas général o m = 3 >< 25— 2; il leur corres-
pond une division de la sphére complexe en un nombre fini de cases,
qui esl une approximation du réseau modulaire; les fractions corres-
pondantes sont elles-mémes des valeurs approchées de la fonction
modulaire. Pour @, et m quelconques, la résolution compléte de la
question posée serait trés désirable, mais aussi probablement fort
délicate; elle a peut-étre des rapports avec la transformation des fonc-
tions elliptiques.

Ce qu’il semble y avoir de mieux a faire actnellement consiste a
partir de la remarque suivante : un polynome de degré m devient
égal a o ou 1 pour au moins m + 1 valeurs distinctes de la variable,
une fraction rationnelle de degré m a o, 1 ou pour au moins m + 2
valeurs distinctes; en calculant des limites inférieures des écarts deux
a deux de ces m -1 ou m -+ 2 valeurs, on arrivera probablement
a établir le théoréme.

49. Au point de vue analytique se pose également une quéstion
digne d’intérét. La démonstration par la fonction modulaive, qui
fournit les résultats les plus complets, est actuellement fort loin d’étre
susceptible d’extension a la plupart des théories analogues a édifier;
quant aux démonstrations directes données jusqu’ici, si elles s’ap-

(') Cf. A. CoMEssaTi, Bull. des Sc. math., janvier 19122,
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pliquent, & la rigueur, a une partie des généralisations qu'il est pos-
sible d’entrevoir, cette adaptation ne va pas le plus souvent sans
sérieuses complications. Ne pourrait-on trouver des démonstrations
intermédiaires, utilisant les principes de la théorie des fonctions
analytiques et harmoniques, relativement courtes comme celles par
la fonction modulaire, mais qui, n’ayant recours a aucune transcen-
dante trop spéciale, se transporteraient mieux aux problémes ana-
logues a élucider? La théorie de la représentation conforme peut
servir de guide dans cet objet (voir n* 33). L’on arrivera sans doute
un jour a établiv par la de maniére élémentaire [voir 3, m| les
résultats les plus complets, fournis par la fonction modulaire.

Signalons en terminant une conséquence immédiate du théoréme
Picard-Landau qui mériterait d'étre démontrée directement, au moins
dans le cas ou tout est réel :

XNXIX. Soient trois suites infinies de nombres a;, bi, c;; les
b; et les c; sont définis par rapport aur a; par les relations de
récurrence : ‘

| ayby =1, ayb,+ a by=o, ceey ayb,+...+~a,by=o,

(12) ! Ceey

| (o—1)eo=1, (Ag—1)c1~+da cHg="0, ..., (@y — 1)Cp+—+... A4Cy=10, ...,

. . . . ne—s oo T
Dans ces conditions, il est impossible que les nombres \'a,, \ by,
n —

v e, tendent tous trois vers séro quand n croit indéfiniment.

CIIAPITRE V1.

Les développements récents de la théorie (!).
[. — QUELQUES RESULTATS NOUVEAUX.

30. Dans deux Mémoires récents, M. A. Ostrowski, en perfec-
tionnant de maniére plus simple qu’il n'était permis de 'espérer des
méthodes déja connues, a réalisé des progrés intéressants. Dans 1'un
[ 25 b¢s, a] il montre par un habile emploi des familles normales, que
toultes les fo'nc/ions méromorphes possédent des directions singu-

(') Ce Chapitre a été ajouté en 126 au reste du fascicule, composé en 1925.
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lieres (n° 13) a l'exception d’une catégorie parfaitement déter-
minée de fonction d’ordre nul.

Dans 'aatre Mémoire |23 bis, b | concernant les fonctions a trois
valeurs lacunaires, M. Ostrowski débarrasse ladémonstration de Borel-
Schottky de 'emploi de la fonction logarithmique; la démonstration
obtenue, dont il n’est pas actuellement possible de mesurer la portée,
est une premiére démonstration algébrique du théoréme de Picard-
Landau.

Dans l'étude de certaines questions on utilise avec avantage une
notion qui comprend celle, due a M. Montel [23, ¢, d |, de famille
quast normale : c’est celle de famille hyponormale |3, k|. Une
famille de fonctions méromorphes (ou holomorphes) dans un domaine
y est dite hyponormale lorsque de toute suite infinie de fonctions de
la famille on peut extraire une suite convergeant presque parlout
a l'intérieur du domaine, c’est-a-dire dont P’écart (sur la sphére de
Riemann) avec une certaine fonction tend uniformément vers zéro
dans tout domaine intérieur, sauf peut-étre a I'intérieur de contours
dont la longueur totale tend vers zéro.

51. Les théorémes XXI et XXII se généralisent comme il suit
[3,/1:

\L. Les fonctions holomorphes dans un domaine, et dont le
domaine riemannien ne comprend aucun de trois cercles & un

seul feuillet donnés, extérieurs les uns auxr autres, engendrent
une famille normale (comparer XLV1).

Le théoréme XXI donne le suivant :

XLI. Soit f(xr) une fonction entiére sans séros : si petit que soit
e positif, n(r, f—a) devient et demeure supérieur, lorsque r croit
indéfiniment, a (1—¢) Kr, K étunt une constunte ne dependant

que de a, f(o) et f'(0).

On a une proposition analogue [3, m | pour les systémes de deux
fonctions méromorphes liées par une relation algébrique de genre un,
mais avec, au second membre, (1 —¢) K,2. Les valeurs exactes des
constantes K sont d’ailleurs connues et fournies respectivement par
la considération du logarithme népérien et de I'intégrale de premiére
espéce.
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Dans certaines questions, il peut y avoir intérét [ 3, m | pour carac-
tériser la croissance d'une fonction méromorphe, a introduire au lieu
de Y'expression gm(r, f) 'expression Q(r, f), définie comme 'aire
du domaine riemannien engendrée par la fonction (a l'intérieur du
cercle |z | < r) surla sphére de Riemann dont l'aire est prise pour
unité. On peut espérer arriver par la & comparer directement entre
elles les expressions n(r, f— a) | c’est-a-dire sans passer comme au
numéro suivant par I'intermédiaire des expressions N(r, f—a)] eta
les comparer aussi & r : les résultats seront plus précis.

Des propositions de M. Landau | 18, ¢ ; voir aussi 1, b |, concernant
les racines de polynomes a nombre limité de termes ou présentant
certaines lacunes, ont été généralisées par divers auteurs, en parti-
culier par M. Montel [23, ¢ | dont les résultats comprennent notam-
ment le suivant :

XLII. L’équation a k termes :

I+ 4+ aqzxh—+...+ ap- 1 X%-1=0
a toujours une racine dont le module est inférieur ou égal a k.

L’intérét de ces théorémes, au point de vue actuel, est qu’ils seront
un jour compris dans une nouvelle algébre supérieure dont un Cha-
pitre sera la théorie algébrique du théoréme de Picard-Landau.

II. — GHiNERALISATIONS DE LA THEORIE DES FONCTIONS
A TROIS VALKEURS LACUNAIRES.

32. Le théoréme général de M. Picard, d’aprés lequel une fonction
méromorphe dans tout le plan prend une infinité de fois en tout
trois valeurs distinctes quelconques (qui d’aprés le théoréme IX est
strictement équivalent a 'impossibilité pour une fonction a point
essentiel isolé d’admettre dans le voisinage trois valeurs lacu-
naires) devait donner naissance a la théorie des fonctions a trois
valeurs incomplétement lacunaires, c’est-a-dire prises seulement un
nombre fini de fois. Les principaux travaux sur ce sujet sont dus &
M. Montel [23, ¢, d; voir aussi 1, ¢; 3, d]; pour les fonctions holo-
morphes a lieu le théoréme suivant :

XLIIL. A tout entier positif q Uon peut faire correspondre un
cercle, centré a lorigine, de rayon Ry(aq, a, ..., ap) ot la



48 A. BLOCH

JSonction
Sflz)= A+ a2 ...+ apxl +.. .,

supposée holomorphe, prend nécessairement au moins p fois la
valeur zéro, ou au moins q fois la valeur un.

Les fonctions méromorphes donnent lieu a des propositions ana-
logues. A ces théorémes correspondent des critéres de familles quasi
normales, holomorphes et méromorphes.

Dés 1896, le théoréme général de M. Picard avait donné naissance
a une autre catégorie de recherches, se rapportant a la distribution
des zéros d'une fonction entiére ou méromorphe a croissance connue;
les résultats obtenus successivement par MM. Borel [5, 4], Blumen-
thal |2, 4], Valiron [32, ¢, d|, R. Nevanlinna |23, e, f, j |, Col-
lingwood [ 7 bis | sont exposés dans /. E. I'. Jl. (Chap. V); la pro-
position la plus importante est actuellement la suivante [ 25, /, 4]:

XLLIV. Les nombres a,, a,, ..., a, étant distincts, finis ou non
(723) la fonction méromorphe f(x) satisfait, sauf peut-étre pour
des valeurs de r d'étendue totale finie, a l'inégalité

a

(g—2)gm(r, f)<(1+c¢) ZN(/',f—av)—Nl(r,f)

1

ow & tend vers séro uvec r, et ot Ny(r, f) est formé avec les
valeurs de x, o f(x) est stationnaire (chacune d’elles comptée
un nombre de fois égal a Uordre du point de ramification corres-
pondant), comme N(r, f) avec les séros de f.

Ce résultat [ofl N(r, f—o)=N(r, l> s’établit par la méthode
de dérivation (n" 44) grace a un calcul particulier, utile dans d’autres
circonstances, et auquel, méme dans le cas ou g =3 [25, f], les
résultats du n° 32 ne peuvent étre substitués.

La traduction en termes finis du théoréme XLIV est compliquée
par la présence, a coté de la valeur initiale de la fonction, de celle de
sa dérivée; il n’a pas encore été décidé si ce fait tient ou non au pro-
cédé de démonstration. Une méthode nouvelle de M. F. Nevanlinna
[24 bis] pour établir NLIV, reposant sur I'intégration de I'équation
Aw =e" sur la sphére triponctuée, permettra peut-étre de lever ce
doute, et parait d’ailleurs avoir une grande portée.
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53. Authéoréme [26, c], d’apréslequel deux fonctions uniformes
et méromorphes duns le voisinage d’un point essentiel isolé com-
mun ne peuvent étre lices par une relation algébrique de genre
supérieur & un, correspond au point de vue finitiste le suivant

[26,d;3,0b]:

XLV. 8¢ deur fonctions méromorphes dans un domaine sont
lices par une relation algébrique de genre supérieur a un, cha-
cune d’elles engendre une famille normale.

De la découlent naturellement plusieurs relations en termes finis
(limitant le rayon du cercle de méromorphie, bornant les variations
des intégrales abélicnnes de premiére espéce a 'intérieur d’un cercle
déterminé, etc.), pour lesquelles le maximum de précision s’obtient a
Paide de ladémonstration originale [26, d| parles fonctions fuchsiennes
ou par l'intégration de I'équation A« = e sur la surface de Riemann.

Le théoréme XLV se déduit aussi trés simplement [ 3, 4] du théo-
réme X XI grace a la remarque que le domaine riemannien engendré
par une intégrale de premiére espéce d’une courbe de genre supérieur
a un ne contient que des cercles a un seul feuillet de rayon borné.

. On peut également employer la méthode de dérivation et les ex-
pressions de MM. Nevanlinna; a cet effet, on peut, soit utiliser les
intégrales abéliennes [ 3, £, soit traiter directement la relation algé-
brique donnée. Dans ce dernier objet, on observe que, pour une
eourbe hyperelliptique, le théoréme XLV est un simple corollaire du
théoréeme XLVI ci-dessous; et le prineipe de continuité topolo-
gique |3, m] rend alors certaine la peossibilité d’'un mode de démons-
tration analogue, mais s’appliquant a une courbe quclconque.

Le théoréme X LIV, traduit en termes finis, entraine la conséquence
suivante | 3, ] (les résultats de MM. Carathéodory [7,a | et Montel
[23, 6] sur ce sujet ont été généralisés par MM. Valiron |32, ¢, d]
et R. Nevanlinna |25, 7 ]):.

XLVI. Soient ¢ nombres distincts (finis ouw non)

a, @, ..., a;(q>?9)
affectés respectivement de cocfficients entiers j.ositifs ( finis ou
non) my, my,..., my satisfaisant & Uinégalité

—_—— —— — ¢

. < ¢
my my ny

MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 20,
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Alors les fonctions f(x), méromorphes dans un domaine, et
telles que les équations [(x) = ay n'aient jamais que des racines
d'ordre de multiplicité au moinségalamg, engendrent une famille
normale.

Scunsysteme de deux fonctions méromorphes dans un domaine,
lices par une relation déterminée de genre un, est stationnaire
toutes les fois qu’il vient en un point déterminé de la surfuce de
Riemann, chacune des deux fonctions engendre une famille
normale.

Au point de vue indéfini ont lieu i ce sujet des théorémes ana-
logues au théoréme XLIV lui-méme |32, ¢, ; 25, j|.

Une démonstration analytique féconde du théoréme de Picard-
Landau et des théorémes analogues serait celle reposant sur la réso-
lution du probléme suivant : Soit une riemannicnne indéfinie sim-
plement connexe, appliquée sur une sui-face fermée de genre un,
un tore par exemple, ne pouvant se ramifier qu’'en un point déter-
miné du tore, el toujours simplement ; a quelle condition est-elle

représentable conformément, non sur un cercle, mais sur un jlan
indéfini?

11. — LKS SYSTEMES DE PLUSIEURS FONCTIONS D'UNE VARIABLE

34%. Les propositions de la présente section sont, pour une bonne
part, inédites.

La démonstration du théoréme de Picard-Landau donnée au n° 43.
basée sur la considération du produit f(f —-1), s’applique immédia-
tement a 'étude d’un systéme de deux fonctions entiéres sans zéros
.(exponentielles) et donne ainsi (aprés transformation homographique):

XLVIL. Un systéme de deur Sfonctions méromorphes d'une
variable, admettant pour droites lacunaires les trois cotés d'un
triangle. s'approche indéfiniment de lun au moins des sommels
du triangle.

Cette proposition pourra sans doule étre considérablement pré-
ciséc au point de vue quantitatif et étendue aux systemes de p
fonctions a p -1 variétés linéaires lacunaires; elle permettra alors
d'établir sans dérivation le théoréme XLVII qui, comme les autres
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théorémes de la présente section, n’a été ¢tabli jasqu'ici que par la
méthode de dérivation.

Un théoréme de M. Borel sur les systémes de fonctions entiéres
[5, &] s’étendant d’ailleurs de lui-méme aux systémes de fonctions a
point essentiel isolé [3, ¢ ] se généralise en termes finis sous forme

d’une vaste théorie |3, £] ou les résultats les plus complets sont
encore a trouver; bornons-nous a 1’énoncé suivant :

XLVIUL. Soient f(x), g(z),..., k(x), n fonctions d’une varia-
ble x, holomorphes dans le cercle-unité, ne s’y annulant pas et
dont la somme n’y devient pas égale a lunité ; leurs valeurs ini-
tiales ay, by,..., e, et les sommes d’un nombre quelconque de ces
valeurs initiales sont supposées différentes de zéro et de un. Alors,
pour |z |Sp <1, ces fonctions admettent en valeur absolue wune

borne supérieure et inférieure dépendant uniqguement des valeurs
initiales (ay, by, ..., ey) etdeo.

Le cas ou les valeurs initiales sont quelconques donne lieu & un
théoréme plus général; pour n=2 a été possible une étude par-
ticuliérement approfondie mais qui est encore loin d’épuiser la
question.

M. Montel [ 23, /], a propos de cette théorie, a conimencé la clas-
sification des familles de systémes de fonctions d’une variable.

55. Comme pour une seule fonction ont lieu des généralisations

étendues. Ainsi [ 3, /] :

XLIX. Soit une courbe de genre p a modules générauz, et
soit un groupe de points de cette courbe, en nombre n inférieur a p,
fonction méromorphe d’une variable t inférieure a un en mo-
dule, ¢’est-a-dire tel que les fonctions symétriques des coordonndes
de ses points soient des fonctions méromorphes de t dans le cercle-
unité; alors la variation entre deux points intérieurs a ce cercle
de la somme abélienne, relative a une intégrale de premiére
espéce déterminée, correspondant aux n points du groupe, admet
une borne supérieure ne dépendant que de ces deux points.

Pour le théoréme XLVIII, le cas ou n = 2 est en somme celui du
plan projectif affecté de quatre droites lacunaires, en position géné-

4.
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rale. Or, convenons de dire qu'une droite est d’indice m au sens
strict, pour un systéme de deux fonctions méromorphes lorsque la
courbe décrite par le point représentatif a, partout ou elle rencontre
la droite, m points infiniment voisins communs avec elle, ou un
nombre multiple de m; d’indice m, au sens large, si elle a sim-
plement en tout point de rencontre, au moins m points infiniment
voisins communs; par exemple en un point commun a une droite
d’indice 2 et & une droite d’indice 2 ou 3, on a en général un rebrous-
sement ordinaire. Au sujet des systémées de droites d’indices donnés,
on connait seulement le théoréme suivant :

L. Dans le plan projectif affecté de quatre droites en position
générale, d'indice au sens strict égal a quatre, toutes les courbes
lieux de points a coordonnées méromorphes sont algébriques et se
répartissent en une infinité dénombrable de familles a un para-
métre de courbes elliptiques, chaque famille comprenant un
nombre fini d'unicursales.

Dans le plan projectif affecté de quatre droites en position
générale, d’indices au sens large égauzx ou supérieurs & cing, les
seules courbes lieuzx de points a coordonnées méromorphes sont les
trois diagonales du quadrilatére complet.

La derniére partie de cet énoncé s’applique a des fonctions d’une
variable liées par I'équation N5 Y5 4 Z5 —1 = o. Alors (principe
de continuité topologique) :

LI. Une surface sans singularités, d’ordre égal ou supérieur a
cing, posséde au plus un nombre fini de courbes (nécessairement
algébriques) lieux de points & coordonnées méromorphes, et la
surface la plus générale du méme ordre n’en posséde pas.

Une droite lacunaire du plan projectif est d’indice infini. Or, on
peut considérer plus généralement des courbes lacunaires :

LI. Dans le plan projectif affecté d'une courbe lacunaire
consistant en une cubique indécomposable sans point double,
toutes les courbes lieuxr de points a coordonnées méromorphes
sont algébriques unicursales et se répartissent en une infinité
dénombrable de familles a un paramétre.
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Dans le plan projectif aflecté d’'une courbe lacunaire alge-
brique d’ordre supérieur ou égal & quatre, pouvant étre composée,
mais n’admettant que des points multiples a tangentes distinctes,
les courbes lieuxr de points a coordonnées méromorphes sont,
quand par hasard elles existent, algébriques unicursales, et se
répartissent en un nombre fini de familles & zéro ou un para-
méltre.

Aux théorémes L, LI et LII correspondent naturellement des
propositions en termes finis et des critéres de familles normales, au
sens de M. Montel [ 23, f].

Observons qu’une courbe y = P(z), on P est un polynome (ou
méme une fonction entiére), est lacunaire pourle systéme de fonctions
entiéres z = f(t); y=P[ f(¢)] + e ; la cubique y = 2>+ ;;’ pour
le systéme de fonctions entiéres z = &/\"'; 3= ¥/ ¢ /W | g8,
La classification des courbes lacunaires sera peut-étre facilitée par la
considération des groupes continus finis de transformations homo-
graphiques ou crémoniennes du plan.

Au lieu de courbes lacunaires, on pourra considérer aussi des
courbes d’indice fini.

56. Les théorémes précédents ouvrent la voie a des recherches sur
les fonctions de plusieurs variables. Par exemple on définit immédia-
tement l'indice d’une droite par rapport a un systéme de deux
fonctions méromorphes de deux variables en considérant les deux
variables u et v comme fonctions holomorphes d’une seule ¢; alors la
premiére partie, convenablement précisée, du théoréme L donne le
suivant :

LIlLI. Soient deux fonctions de deux variables u et v, méro-
morphes @ Uintérieur de Uhypersphére : wu +¢v =R? et pour
lesquelles quatre droites du plan projectif ont un indice au sens
strict égal a quatre. Le rayon R de Uhypersphére admet alors
une borne supérieure dépendant uniquement des valeurs initiales
des deux fonctions et de leurs quatre dérivées premiéres (le
Jacobien a Uorigine étant supposé non nul).
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Ceci peut s’énoncer en considérant la relation
X¥¢ Y- Zt— 1= 0.
Alors (principe de continuité topologique) :
LIV. La surface sans singularités, d’ordre égal ou supérieur
a quatre, n'est pas uniformisable par les fonctions méromorphes.

Toutes ces théories, pour leur édification compléte, demandent
resun grand nombre de recherches.
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ERRAT.1.

Pages 1~, 18, 19, 20, diminuer d'une unité les numéros des formules (3) a (13);
les inégalités (1) doivent élre numéroléces respectivement (13) et (14).

Page 20, n° 20, /ire Du théoréme \III résulte...

Dans les seconds membres des incgalités, {/re vespectivement [P(R)]Y, log P(R).

Page 26, ligne 6, l{ire I’. Boutroux [6] I'étudia... '

Page 5], théoréme LIV, lire La surface la plus génédrale au lieuw de

: La surface
sans singularités...

Brocu. — Ieémoriul des Sciences mathématiques, fase. NX.






1L
I11.
V.

I1.
ITL
Iv.

I.
1L
111

TABLE DES MATIERES. .. vttt veteentenseneennnenaneeeneeenneeenneens

TABLE DES MATIERES.

Cuaritre I. — Introduction et historique.

CIntroduction. oo e e
. Historique ..o R

Cuaritre II. — Les théorémes élémenlaires.

. Lesfonctionsbornées.. ...ttt ittt
1.
111,

Les zéros ct les poles; les diverses fonctions mesurant la croissance. . .
Quelques théorémes récents. . ....o.ovu il e

Cuaritre 111, — La théorie de la croissance, d’aprés différents géométres.

. Les travauxinitiauxde M. Borel............ ... ... i i,
La théorie de MM. Wimanet Valiron......................c.coutn
Le théoréme de M. Hadamard sur le minimum du module............
Les expressions de MM. F. et R. Nevanlinna ................c.ouuen.

Cuaritre IV. — Les domaines riemanniens engendrés
par les fonctions holomorphes.

. Les domaines engendrés par les fonctions holomorphes quelconques. . .
. Les fonctions univalentes......... ...t iiiiiiiiiiiiiian

Cuaritre V. — Les fonctions a trois valeurs lacunaires.

. Exposé de la théorie & partir de la fonction modulaire...............
Les démonstrations directes.........coviiiiiiiiiiiiiieieananas
Quelques propositions complémentaires.. ...
La nature du théoréme de Picard-Landau .........................

Cuaritre VI. — Les développements récenis de la théorie.

Quelques résultats NOUVEAUX . ..o vviv it i iin et ennenenn.
Généralisations de la théorie des fonctions & trois valeurs lacunaires. .
Les systémes de plusieurs fonctions d’une variable...............
BIBLIOGRAPHIE

D Y ———

Pages.

10
15

21
26
28

31
32

35
39
41
43

45
47
50
54
59



