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AVERTISSEMENT

DE LEDITEUR.

L,IMPRESSION de cet ouvrage était & peine commencée lorsque la mort
‘a frappé l'auteur, qui avait entiérement consacré aux sciences les der-
ni¢res années de sa vie. Il a pu jeter les yeux sur les quatre premiéres
feuilles, mais aucun ordre pour le tirage n’avait encore été donné.
M. Fourier avait formé le projet de publier ses travaux sur lanalyse
algébrique en deux parties, dont'une devait comprendre I'Introduction,
un Exposé général du sujet, et les deux premiers livres. La deuxieme
partie, comprenant les cinq derniers livres, aurait été imprimée dans
le cours de 'année suivante. En jetant un premier coup d’ceil sur les
papiers qui nous ont été remis, il nous avait paru que la rédaction de
la premicre partie était entiérement achevée, et qu’il ne restait plus qu'a.
livrer le manuscrit a2 'impression. Mais un examen plus attentif a fait
reconnaitre qu’il manquait au second livre les détails annoncés dans les
n* 2 et 19, et qui ont pour objet d’apprendre & régler les calculs d’ap-
proximation des racines de maniére & n’effectuer que des opérations
nécessaires, et & ne déterminer jamais que des chiffres exacts. L’auteur
avait seulement commencé, sur deux feuillets séparés, la rédaction de
cet article. Cette rédaction a été complétée avec l'aide d’anciens manu-
scrits, et I'on y a ajouté comme exemple le calcul de 'approximation
de la racine de 'équation 3 —2x— 5=—=o0, que 'on a portée facilement
jusqu’a la 32° décimale. Cette addition a été intercalée dans le deuxieme
livre, a la place que lordre des matiéres indiquait: elle commence a
Tarticle 24 et finit & Tarticle 3o inclusivement. Tout le reste de I'ouvrage
a été imprimé conformément a la rédaction préparée par l'auteur. Les
Iégers changements, en fort petit nombre, qu'exigeait I'exactitude ne
méritent pas d’étre mentionnés.

A Pégard des livres suivants le travail n’en est pas a beaucoup pres
aussi avancé. Les matériaux existent & la vérité en grande partie, et
FExposé synoptique que 'on publie aujourd’hui fait connaitre d’une
a
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maniére générale le sujet de Pouvrage et l'ordre que T'on se proposait
de suivre. Cet ouvrage peut donc étre en quelque sorte restitué, et
les recherches qui devaient en former le sujet ne seront point perdues
pour les progres des sciences. Mais quelques soins que I'on puisse y-
apporter, il manquera toujours aux parties a la rédaction desquelles
Pauteur n’aura pas mis lui-méme la derniére main, sans parler du mérite
du style, cet intérét qu’un esprit supérieur répand toujours sur un sujet
dont il s’est occupé pendant tout le cours de sa vie, et qu’il a appro-
fondi par de longues méditations. .

I’examen des questions quil était nécessaire de résoudre pour per-
fectionner l'analyse algébrique sont un des premiers objets qui aient
occupé M. Fourier. Les travaux de Viete, d'Harriot, de Descartes, de
Newton, et ceux méme des grands géometres qui ont brillé dans le der-
nier siecle, avaient laissé imparfaite ce quon peut nommer la partie
pratique de l'algébre, c’est-d-dire les procédés au moyen desquels on
distinguerait avec promptitude et streté la nature des racines d’une
équation, et I'on en obtiendrait une évaluation numérique exacte ou
trés-approchée. Les difficultés les plus importantes sont aujourd’hui
complétement résolues. Au moyen des propositions neuvelles qui ont
été découvertes par M. Fourier , on peut employer avec stireté les diverses
méthodes d’approximation proposées pour le calcul des racines, et ces
méthodes ont recu tout le développement et la perfection qui étaient a
désirer. Nous n’entrerons ici dans aucun détail a ce sujet. La Prerace,
I'IntropUCTION et PExpost sYNOPTIQUE, apprendront au lecteur, mieux
que nous ne pourrions le faire, la nature et I'étendue de ces recher-
ches, quel est 'esprit dans lequel elles ont été entreprises, et sous quel
aspect I'auteur a considéré I'analyse algébrique. Mais nous nous pro-
posons de faire connaitre, au moyen des documents certains que nous
avons sous les yeux, les diverses époques auxquelles les principaux ré-
sultats qui sont exposés dans cet ouvrage ont été obtenus et mis au jour.

Le plus ancien de ces documents est une copie d’'un mémoire intitulé
Recherches sur Ualgebre. Cette copie est incomplete : il ne reste que les
vingi-huit premieres pages. L’écrivain avait laissé en blanc, dans plu-
sieurs endroits, la place des signes algébriques qui ont été en partie
écrits par M. Fourier. La derni¢re feuille porte lattestation suivante,
donnée par une personne qui est vivacte, et dont l'exactitude et la vé-
racité ne peuvent étre suspectes.

« Je soussigné, ancien professeur de'mathématiques et de physique au
collége d’Auxerre, certifie que ce mémoire sur lalgebre, composé de
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quatorze feuillets que J'ai cotés et paraphés, est écrit (les notes et cor-
rections exceptées) de la main de M. Bonard, ancien professeur de
mathématiques & I'école royale militaire d’Auxerre, décédé en 181g;
qu'a mon retour de I'école Normale en 1795, il me le montra, en me
parlant avec admiration de son auteur M. Fourier, son ancien éléve, qui
professait alors 'analyse & I'école Polytechnique, et qui Pavait composé,
me dit-il, étant & peine agé de dix-huit ans; et il ajouta qu’une copie
plus soignée de cet écrit avait été envoyée & Paris en 1787. Auxerre, le
26 mars 1826. Signé Roux. » La signature de M. Roux est 1égalisée par
M. le maire d’Auxerre. '

Nous donnons un extrait de la partie de ce mémoire qui a été con-
servéer

Article I¥. L’auteur remarque que les équations du premier degré
sont résolues par la division numérique ou littérale, les équations binomes
par les extractions de racines, et que s’il existe une méthode générale
pour la résolution des équations, elle doit étre analogue & ces opéra-
tions. qui n’en seraient que des cas particuliers.

II. lmperfectlon des méthodes connues.

III. Examen des méthodes particuliéres des 2, 3° et 4 degrés. On se
propose dans la résolution des équations du 3°et du 4° degré d’exprimer
chacune des racines par une suite de radicaux, afin de n’avoir plus qu'a
évaluer ces expressions selon les valeurs particulieres des coefficients de
Péquation donnée; en sorte que tout lartifice consiste a exprimer les
racines de Péquation par certaines fonctions des racines d’équations
binomes qui sont censées résolues. On remarque a ce sujet 1° que cet
artifice n’est d’aucun usage pour les équations littérales, si ce n’est 'pour
celles du 2¢ degré, et qu'ainsi si I'on peut trouver une méthode géné-

ale pour résoudre ces équations, il faut pour atteindre ce but suivre
une route différente; 20 qu’a I'égard des équations numériques, pour
que la solution en soit compléte, il faut, indépendamment de la solution
de ces équations, pouvoir évaluer chacun des radicaux qui composent
Pexpression des racines : or on peut prouver que cette évaluation sup-
pese la résolution de certaines classes d’équations non moins composées
que celle qu’on veut résoudre, et ceci a lieu méme dans le 2° degré
que l'on regarde comme entiérement résolu. L’auteur entre dans les
détails nécessaires pour justifier cette assertion. Il remarque par exemple
que Vextraction de la racine carrée du nombre 12345678 suppose la ré-
solution des quatre équations suivantes, 2> — 12=0, 2*+602x—334=o,
&*+700x—956=0, et 2’ y0202—25578=0, dont la premiere seule
a.
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est binome, et qui sont telles que, résolues & moins d’'une unité pres,
une racine de chacune est un chiffre de la racine cherchée. De plus si
'on voulait appliquer la méthode du 2° degré & I'une de ces équations,
on serait conduit & résoudre d’abord toutes celles qui la précedent, puis
elle-méme. Cette remarque s'étend a tous les degrés, et en général une
simple extraction de racine numérique suppose la résolution d’autant
d equatlons du méme degré qu’il doit y avoir de chiffres A la racine : la
premiéreseulement de ces équations est binome, les autres ont tousleurs
termes; et leur racine, quiil faut obtenir 4 moins d'une unité prés, est
un chiffre de la racine cherchée. La nature de ces équations est telle
quil suffit pour les résoudre de. faire l'essai des neuf premiers nom-
bres.

IV. En ayant égard aux remarques précédentes, a l'inconvénient des
cas irréductibles, qui se présenteraient sans doute dans tous les degrés,
aux expressions incommensurables, tandis que les racines ne le sont
pas, a la complication des expressions et a la difficulté extréme de ré-
soudre tous les degrés de la méme maniere, enfin a ce que les formules
ne sappliquent pas aux équations htterales, on est porté a croire que
ces moyens sont indirects, et que I'on peut leur en substituer de plus
simples et de plas généranx. L'auteur a donc considéré la résclution
des équations sous un point de vue différent des méthodes ordinaires,
en regardant la résolution des équations numériques de tous les degrés
comme une opération arithmétique absolument de la méme nature que
les extractions de racines, et la résolution des équations littérales comme
une questlon semblable dans tous ses points aux extractions algébriques
des racines littérales. Il termine cet article par ces deux remarques:

® que dans la résolution des équations littérales on doit supposer celle
des équations numériques; 2° que pour trouver un chiffre quelconque
d’une racine d’une équation numérique on ne peut se dispenser d’éprouver
successivement la suite des nombres naturels depuis 1 jusqu’a g.

Les articles V° et suivants sont consacrés a la résolution des équations
littérales. Nous indiquons seulement ici les sommaires de ces articles
qui contiennent 'énoncé des principales régles, sans démonstration.

V. Remarques préliminaires.

VI. Regle pour connaitre successivement les premlers termes des
racines

VIL (Le contenu de cet article est effacé.)

VIII. Regle pour connaitre le second terme d’une racine dont om
connait le premier.

"
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IX. Reégle pour connaitre un terme quelconque d’une racine dont on
connait le terme précédent.

X. Réflexions sur la méthode précédente.

XI. Applications de la méthode précédente.

X1I. Extraction d’une racine carrée.

XI1I. Equations indéterminées dans lesquelles on suppose Pune des
variables infinie ou infiniment petite.

La suite du manuscrit traite de la résolution des équations numé-
riques.

I article XIV contient des remarques sur le théoréeme de Descartes.
L’auteur avance que 'énoncé de ce théoréme n’est point borné au seul
cas ou I'équation a toutes ses racines réelles, et il se propose d’établir
‘deux vérités nouvelles. La premiére consiste en ce que le théoréme dont
il s’agit doit étre entendu de la maniére suivante: «1° Quelles que soient
les racines d'une équation dont aucun des coefficients n'est zéro, elle
ne peut avoir plus de racines positives que de changements de signe,
et plus de racines négatives que de permanences. S’il y a moins de
racines positives que de variations, et moins de racines négatives que
de permanences, celles qui manquent sont imaginaires, en sorte que
si I'équation a toutes ses racines réelles, il y a autant de racines posi-
tives que de variations de signe, et autant de négatives que de perma-
nences. 2° 1l ne peut manquer qu'un nombre pair de racines positives
et un nombre pair de racines négatives, en sorte qu’une équation qui
aurait un nombre impair de permanences ou un nombre impair de
variations, aurait dans le premier cas au moins une racine réelle néga-
tive et dans le second an moins une racine réelle positive. »

XYV. Laseconde vérité que Vauteur entreprend d’établir est purement
historique : elle consiste en ce que Descartes a connu au moins la pre-
miere partie de la proposition précédente. Cette assertion est justifiée
en montrant que I'on doit attribuer aux expressions employées par ce
grand géometre un sens différent de celui que De Gua leur a préte.

XVI. L’auteur pense que I'on ne doit pas supposer, comme l'insinue
De Gua, que Descartes n’ait trouvé son théoreme que par induction.
En effet il est possible de déduire de la composition des équations une
démonstration purement algébrique de ce théoréme.

XVIL Cet article est employé a développer cette démonstration. Elle
consiste & prouver que si 'on considére un produit quelconque formé
par la multiplication de plusieurs facteurs imaginaires trinomes, et réels
binomes positifs ou négatifs, et que 'on multiplie ce produit par un
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nouveau facteur positif, ou par un nouveau facteur négatif, la multi-
plication introduira dans le premier cas au moins une variation de signe
de plus, et dans le second cas au moins une permanence de plus; d'ou
il suit qu’une équation a au moins autant de variations de signe que de
racines positives, et au moins autant de permanences de signe que de
racines négatives; ou bien, conformément & 'énoncé de Descartes, qu’al
peut y avoir dans chagque équation autant de racines réelles positives
quil y a de variations, et autant de racines réelles négatives quil y a
de permanences de signes.

XVIII. L’auteur explique la formation d’une courbe parabolique dont
la description fait connaitre la nature des racines d’'une équation. On
considére 'inconnue x comme une abscisse, et le premier membre de
Péquation comme exprimant la valeur d’'une ordonnée correspondante y.
Les points d'intersection de la courbe avec I'axe donnent les racines
réelles positives ou négatives. Il y a toujours au moins autant de racines
réelles que la courbe coupe de fois son axe. I’auteur dit au moins parce
qu’il peut arriver que quelques-ungs de ces racines coincident en un
point multiple. Si le nombre de ces racines égales entre elles est pair,
la courbe touche son axe en donnant de part et d’autre du point de
contact des ordonnées de méme signe; dans le cas contraire la courbe
coupera son axe en donnant des ordonnées de signe différent de part
et d’autre du point d’intersection. Lorsque la courbe s’approchant de
son axe ne parvient pas a le couper, il y a un point de minimum : dans
ce cas deux racines sont imaginaires. Il peut arriver aussi que plusieurs
racines soient imaginaires sans qu’il y ait dans ces points autre chose
qu’une inflexion , ou méme sans que la courbure de la ligne parabolique
soit altérée par aucune singularité.

XIX. Cet article indique la maniére d’appliquer la considération des
courbes dont il s’agit & la théorie des équations. y—=x" - p 2" ' etc. étant
Péquation d’'une courbe parabolique , on suppose que cette équation ayant

été différentiée, on en ait tiré successivement les expressions de Z—% ,
g—;—{, gi% , etc., et enfin celle de % qui sera toujours une constante.
Chacun de ces rapports étant regardé comme lordonnée d’une courbe
dont les abscisses sont les mémes que celles de I'équation proposée , on
imagine que toutes ces courbes sont décrites sur les mémes axes, en
ayant un point commun pour lorigine des abscisses. Cela posé , il exis-
tera entre trois quelconques de ces courbes, pourvu qu’elles soient con-
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sécutives, les relations suivantes. 1° Les ordonnées croitront ou dimi-
nueront en faisant croitre 'abscisse correspondante selon qu’a cette méme
abscisse répondra dans la seconde courbe une ordonnée positive ou
négative. Si cette ordonnée de la seconde courbe est zéro, il y aura au
point correspondant de la premiére un maximum ou un minimum, ou,
pour parler plus exactement, la tangente sera paralléle aux abscisses.
2° En un point quelconque de la premiére courbe, la ligne sera convexe
ou concave selon que le point correspondant de la troisiéme appartiendra
3 une ordonnée positive ou & une ordennée négative. Si cette derniére
ordonnée est zéro,le point considéré dela premiere courbe estun point
d’inflexion visible ou invisible. Ces principes sont d’une application
féconde dans la question présente, parce qu'en vertu de la dépendance
réciproque des courbes on peut juger facilement des propriétés de la
premiere courbe en décrivant successivement toutes les autres en com-
mengant par les moins composées.

XX. L’auteur montre que les considérations précédentes font connaitre
complétement la nature des racines d’une équation du 3° degré qu’il a
prise pour exemple.

XXI. Il remarque que dans cette équation la suite des signes des
coefficients est telle que la nature des racines est entiérement déter-
minée, mais qu’il peut arriver, et ce sont les cas les plus fréquents,
que cette suite de signes ne soit pas suffisante. On peut étre incertain,
par exemple, si deux racines sont réelles ou imaginaires, parce que
Pon ignore si la courbe, coupera son axe ou si elle feindra seulement
de le couper. Il faudrait pour faire cette distinction employer non-seu-
lement les signes, mais‘les valeurs des coefficients, ce qui supposerait
la résolution des équations, qui est lobjet méme de la recherche. On
rencontre d’ailleurs des cas, et c’est alors que 'on doit employer la
méthode précédente, ol certains coefficients étant égaux a zéro, la na-
ture des racines est entiérement connue.

XXII. On remarque que, pour la description de chacune des courbes
successives, on ne fait usage que de son ordonnée correspondante a
Yorigine des abscisses; que cette ordonnée est toujours le produit d'un
des coefficients de I’équation par un facteur numérique positif introduit
par la différentiation ; enfin que 'on n’emploie que le signe de ce coef-
ficient. D’aprés cela on se propose cette question : Etant donnée la suite
des signes des coefficients d’une équation, trouver dans tous les cas
quelle est ou quelle peut étre la nature des racines. On décrira donc suc-
cessivement toutes les courbes, au moyen des deux principes qui ont été
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énoncés précédemment, en commencant par la plus simple, et la der-
niére indiquera par ses points d’intersection avec I'axe le nombre des
racines, soit existantes, soit possibles. En effet dans la description de
plusieurs courbes on ignorera si deux racines doivent étre faites réelles
ou imaginaires; mais dans.ce cas il faut toujours les supposer réelles,
afin de counaitre le plus grand nombre possible des racines. Au reste
il sera toujours facile, par les mémes moyens, de trouver de quelle ma-
niére l'imaginarité des racines de quelques courbes précédentes peut
influer sur la nature des racines de la derniére courbe.

~ XXIILT La solution de la question précédente donne lieu a plusieurs
applications. On en déduit immédiatement la démonstration de la pre-
miere partie du théoréme de Descartes, en premier lieu pour le cas ot
Péquation proposée n’a pas de racines imaginaires, puis pour toutes les
équations. La seconde partie du théoréme de Descartes est évidente
dans tous les cas ot aucun des coefficients n’est zéro. Dans ce dernier
cas on trouvera facilement la troisiéme partie. Lorsqu’il manquera quel-
ques termes dans une équation on appliquera le théoréme de Descartes
de la maniére suivante : si le nombre des termes qui manquent est pair,
on comparera seulement les deux termes subsistants sépurés par ceux
qu'on suppose évanouis, et la combinaison qu’on trouvera entre eux
indiquera une seule racine, toutes les autres étant imaginaires; si le
nombre des termes évanouis est impair, on comparera seulement les
termes subsistants qu’ils séparent. Si ces deux termes font une perma-
nence, on n’en conclura aucune racine; s’ils font une variation on en
conclura deux racines, 'une positive, 'autre négative. En appliquant
Ia regle précédente on parviendra aux propositions connues sur les équa-
tions binomes et trinomes.

XXIV. L’objet de cet article est la recherche des limites des racines
d’nne équation, recherche qui se réduit toujours a la solution du pro-
bléme suivant: Deux nombres étant proposés, trouver combien I'équa-
tion a de racines entre ces deux nombres. Les principes précédents peu-
vent étre appliqués de la maniére suivante 4 la recherche dont il s'agit.
Supposons qu’on ait.reconnu qu'une équation peut avoir cinq racines
positives, et qu'on demande combien elle peut avoir de racines entre o
et un nombre positif, comme 10. Substituant dans la proposée x -4+10,
on diminuera chaque racine de ro unités. Admettons maintenant que
la transformée ne puisse plus avoir que deux racines positives : on en
conclura qu’il peut y avoir trois des racines positives de la proposée
entre o et 10. On dit « quil peut y avoir », parce qu’il peut arriver que
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quelques-unes de ces racines soient imaginaires, mais elles seront tou-
jours en nombre pair. Ainsi dans I'exemple cité deux des racines entre
o et 10 peuvent étre imaginaires, mais il y en a au moins une qui est
réelle. En disant que deux racines peuvent devenir imaginaires entre o
et 10, on ne prétend pas d’ailleurs donner des limites aux racines ima-
ginaires,, mais énoncer seulement que si ces racines existent elles se
trouvent entre o et 10. Au reste il est facile de voir que les racines qui
seraient imaginaires ne peuvent étre limitées que deux a deux, quatre
Aquatre, et ainsi de suite. En général si le nombre des racines comprises
entre deux limites est pair, on ignore si ces racines sont réelles ou ima-
ginaires; mais si ce nombre est impair, on est assuré qu'entre ces limites
il se trouve au moins une racine réelle. Par conséquent pour qu’il n’y
ait plus aucun doute sur la nature des racines, il faut ou que chacune
d’elles se trouve entre deux limites, ou que, par un moyen quelconque,
on soit assuré si celles qu'on ne peut limiter ainsi sont réelles ou ima-
ginaires. En effet, quoique deux racines se trouvent toutes deux entre
deux limites trés-rapprochées, on n’en peut pas conclure qu’elles soient
imaginaires, parce qu'on est toujours censé ignorer si en resserrant ces
limites on ne parviendrait pas & séparer les racines. 1l faut donc un ca-
ractére auquel on puisse reconnaitre I'imaginarité de ces racines, et c’est
le défaut de ce caractére qui rend entiérement défectueuse la méthode
des cascades. On trouvera deux moyens de s’assurer de l'imaginarité des
racines. Au reste cette derniére recherche, en y procédant directement,
est peut-étre ce quil y ade plus difficile dans la question présente.
I’auteur termine cet article en annoncant qu’il va passer aux regles
pour la résolution des équations numériques, par lesquelles il se pro-
pose de trouver les valeurs exactes des racines commensurables, les
valeurs des racines irrationnelles aussi approchées qu’on le voudra, enfin
de discerner celles des racines qui sont imaginaires. Si ces regles sont
bien concues il faut qu’elles tiennent lieu de la division numérique , de
Pextraction des racines de tous les degrés, et surtout qu’elles ne puis-
sent manquer de conduire au but dans tous les cas imaginables. 1l suffit
d’ailleurs de donner des régles pour les racines positives, parce que les
negatlves peuvent faeilement étre rendues positives.

XXYV. Cet article est intitulé: Regle pour connaitre le nombre de
chiffres d’'une racine quelconque et le premier de ces chiffres. Nous le
copions textuellement. « On substituera z + 1 a la place de l'inconnue
en observant de commencer la substitution par les plus hautes puis-
sances de x, de disposer verticalement toutes les parties de chacun des

L. . b
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coefficients numériques, de ne faire aucune réduction dans ces coeffi-
cients, enfin d'indiquer par des zéros celles des parties des coefficients
qui manqueraient dans quelques cas particuliers. Toutes ces particu-
larités étant observées, lorsqu’il s’agira de substituer dans la proposée
pour linconnue z-+ un terme numérique que je représente par N, on
procédera ainsi a cette substitution. Dans la transformée par x4 1
on multipliera par N la premicere partie d’un coefficient de x; rédui-
sant le produit avec la méme partie du méme coefficient, on mul-
tipliera le résultat par N. On continuera ainsi d'opérer sur le résultat
en le multipliant par la troisieme partie et multipliant le résultat par N
jusqu’a ce quon ait fait la réduction de la derniére partie, auquel cas
le résultat de cette réduction sera le coefficient numérique qui, dans la
transformée par - N, doit accompagner la puissance de x dont on
vient de considérer le coefficient. Par ce moyen on formera la table sui-
vante. On écrira les nombres o, 1, 10, 100, en les disposant verticale-
ment. A cOté de chacun de ces nombres on écrira les signes seulement
des termes des transformées par x-+o0, £ +1, -+ 10, x4 100, etc.,
en continuant cette opération jusqua ce qu'une des transformées r’ait
que des signes positifs, ce qui ne peuat jamais manquer d’arriver. Alors
entre deux des nombres o, 1, 10, 100, etc. il y aurg autant de racines
possibles que la transformée par le premier nombre aura de variations
de plus que la transformée par le second. On connaitra denc le nombre
des chiffres qui composent expression de chacune des racines. Je sup-
pose présentement que 'une des racines ait été trouvée avoir trois chif-
fres ; pour en connaitre le premier on écrira les nombres 200, 300,
400, etc., a coté desquels on rangera les signes des transformées donnés
par chacun de ces nombres; puis on jugera par la combinaison des
signes quels sont les deux nombres consécutifs entre lesquels se trouve
la racine cherchée, c’est-a-dire qu’on determmera le premier chiffre
de la racine. »

XXVI. L'intitulé de cet article est: Régle pour trouver un chiffre
quelconque d’'une racine dont on connait le chiffre précédent. Nous en
donnons encore la copie textuelle. « On suppose que dans Pexemple
précédent on ait connu que la racine se trouve entre 600 et 700, auquel
cas son premier chiffre est 6. On cherchera la transformée par z -+ 6oo,
quon a déja calculée, puis appliquant 4 cette équation la regle précé-
dente, on trouvera le premier chiffre de la racine qui n’est composee que
de deux chiffres. Ce premier chiffre serale second de la racine demandée.
Connaissant ce second chiffre, que je suppose 4, dans la transformée
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par z -+ 4o, qu’on aura calculée précédemment, on cherchera le pre-
“mier chiffre d’'une racine qui ait moins de deux chiffres : ce premier
chiffre sera le troisieme cherché. En général on observera la régle sui-
vante. On choisira la transformée donnée par la substitution de z plus
Jla partie de la racine qui vient d’¢tre découverte. On cherchera par les
régles précédentes le premier chiffre de celle de toutes ses racines qui
aura le moins de chiffres : ce premier chiffre sera celui qui dans la
racine demandée suit ceux que l'on connait déja. Si plusieurs racines
de cette transformée doivent avoir un méme moindre nombre de chif-
fres, on pourrait choisir celle qu’on voudrait de ces racines. On conti-
nuera d’appliquer ces régles jusqu’a ce qu'on ait trouvé tous les chiffres
de la racine, auquel cas, si la valeur est enti¢re , on ne pourra manquer
de la connmaitre. Si la racine est incommensurable on cherchera par les
-mémes principes autant de chiffres décimaux qu’on le jugera néces-
saire, »

XXVIIL L’auteur remarque qu’en appliquant la méthode précédente,
si deux ou plusieurs racines doivent avoir quelques-uns de leurs pre-
miers chiffres communs, on trouvera ces premiers chiffres multiples. Si
deux racines devaient étre imaginaires on trouverait par cette méthode
une suite de chiffres doubles pour I'expression de ces racines. Par con-
séquent si dans la recherche des racines on en trouve deux ou un plus
grand nombre qui soient incommensurables, et en méme temps telles
que les chiffres des unités entiéres et d’approximation soient multiples
doubles, par exemple, on sera dans l'incertitude sur la nature de ces
racines, c’est-a-dire si elles sont égales et incommensurables, inégales et
incommensurables, ou bienimaginaires. A la vérité il est facile des’assurer
par les méthodes connues si le premier cas a lieu, mais on ne peut dis-
tinguer les deux autres. II manque donc ici un caractére auquel on
puisse reconnaitre siles deux racines sont imaginaires. La question con-
siste, dans le cas ou deux racines seraient exprimées par plusieurs chif-
fres communs 4 'une et & lautre, & trouver si ces deux racines sont
inégales ou si elles sont imaginaires.

XXVIIL Cet article est intitulé : Premiére Solution de la question pré-
eédente. Cette solution consiste & chercher une quantité moindre que
Ta plus petite différence de deux racines de la proposée. On substitue
z+y alaplace de z dans la proposée, puis on élimine x entre la trans-
formée qui en résulte et la proposée elle-méme. L’équation finale en y
est du degré m? : elle aura m racines égales & zéro, et par conséquent
sera, en divisant par y autant de fois qulil sera nécessaire, du degré

b.
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m (m—1). Tous les termes pairs manqueront toujours. Ainsi faisant

m(m—

. I3 I . r
y*==z, l'équation en z sera du degré ). Dans cette derniére équa-

tion on cherchera par les régles précédentes une quantité plus petite
que la plus petite racine positive , c'est-a-dire une quantité telle que la
transformée que donnerait la substitution de z plus cette quantité ait les
mémes signes que I'équationen z,ouaumoins qu’elle aitle méme nombre
de variations. Soit d cette quantité : | /g sera plus petite que la plus petite
racine positive de I'équation en y. On approchera des racines dont it
s'agit jusqu’a ce qu’elles ne puissent différer que d’'une quantité plus petite
que {/4. Si en faisant cette approximation ces racines se séparent, elles
sont réelles. Si, cette approximation faite, elles sont encore exprimées
par les mémes chiffres, elles sont imaginaires si lear nombre est pair,
et dans le cas contraire une seule d’entre elles est réelle.

XXIX. L'auteur remarque « que cet artifice peut faire reconnaitre les
racines égales; qu'on peut aussi s’en servir pour reconnaitre si une
équation proposée a ou m’a pas toutes ses racines réelles, et que cest
pour cet usage méme quil a étd imaginé. Toutes choses étant comme
dans P'article qui précede, si''équation en z a toutes ses racines posi-
tives, ou, ce qui revient au méme, si ses termes ont alternativement
les signes + et —, la proposée n’a pas de racines imaginaires, et réci-
proquement. On peut aussi par ce moyen connaitre dans bien des cas le
nombre des racines imaginaires. Au reste tous les cas possibles sont
prévus dans Pénoncé des régles précédentes. On trouvera dans les ap-
plications qui suivent des moyens plus directs et plus faciles pour dé-
couvrir imaginarité des racines. On se contentera de les appliquer i
quelques exemples qui suffisent pour faire voir qu’ils sont généraux,
et qu’il ne leur manque que d’étre mis en ordre et réduits 4 une pra-
tique facile. » )

XXX. Cet article est le dernier de la partie du manuscrit qui a été
conservée. Le discours est interrompu a la fin du 14° feuillet ou de la
28° page, et sur cette derniére page, aussi bien que sur une partie de
Yavant-derniére, les intervalles laissés en blanc par I'écrivain pour y
placer les lettres et signes algébriques n’ont point été remplis. Les
figures indiquées dans le texte n’existent pas non plus. Nous rapporte-
rons ici le premier et le dernier des exemples donnés par Pauteur. Etant
proposée I'équation

&’ —512* + 526 + a760=0,
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on connait d’abord que cette équation ne peut avoir que deux racines
positives et une négative. La racine négative est siirement réelle; mais
les deux positives pourraient étre imaginaires. Pour trouver les racines
positives on opérera comme il suit. Substituant x 4+ 1 au lieu de x, on
aura la transformée suivante.

24+ 3+ 3x+ 1
—A51 —102 + 51
+ 524 + D24

.-+ 2760.

Appliquant les régles prescrites, on formera la table suivante,

Oiernnennnnnns + — + +

) S cevene “+ —_ -+~ -
100esan Ceeeaaan -+ _ - -+
100....000. I -+ -+ -+.

On connait a l'inspection de cette table que les deux racines ne sont
ni entre o et 1, ni entre 1 et 10, mais qu'elles se trouvent toutes deux
entre 10 et 100; quainsi chacune d’elles est exprimée par deux chif-
fres. Pour trouver la plus petite de ces deux racines on formera par
une pratique extrémement facile Ia table qui suit.

20c.eccane -+ + — -+
300, + -+ -+ —
4o, -+ -+ -+ -+

Cette table fait connaitre que la premiére racine est entre 20 et 30, et
la seconde entre 30 et 4o. Ainsi 2 est le premier chiffre de I'une et 3
est le premier chiffre de autre. Pour trouver le second chiffre de la
premiere on substituera dans la proposée x-+20 a la place de x, et
Pon trouvera

2+ gx*—3162 + 840=o0,

équation dans laquelle le premier chiffre d’une racine exprimée par un
seul chiffre sera le second demandé. Faisant dans cette équation x=x 1,
on aura .
| Z24+3x+ 3zx+ 1
+9 4+ 18 4+ 9
—316 —3106

+ 840
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et d’apreés cela

444
|

-

-+

-+
(o]

3 étant donc la racine de la proposée exprimée par un seul chiffre, est
le second de la racine cherchée qui est par conséquent 23. On pour-
rait de méme trouver la seconde racine, qui est incommensurable, en
cherchant son second chiffre, puis autant de chiffres décimaux qu’on
voudra l'exiger. Le dernier exemple présenté par Vauteur est I'équation

2—bx+6=o0,

qui a surement une racine réelle négative, et peut avoir deux racines
positives. L'auteur cherche d’abord la racine négative, dontle premier
chiffre est —2. Quant aux deux racines positives, il procede de cette
maniére. Substituant x + 1 & la place x, il a en premier lieu

434341
+0 40 +4o

-5 —5

) +6;
il forme ensuite le tableau

Ocevenees - (¢ —_— ——

| S -+ - _ .

10 ceee 4 + 4+
puis le tableau

I.;......’l‘- -+ ;= e

Les deux racines se trouvent entre I et 2, et on peut soupconner
qu'elles sont imaginaires. L'auteur reconnait en premier lieu que les deux
racines sont effectivement imaginaires, en formant I'équation au carré
des différences, au moyen de laquelle on voit d’abord que la proposée
ne doit pas avoir toutes ses racines réelles, et de plus que lunité est
plus petite que la moindre différence des racines de la proposée, d’'ou
il résulte que les racines cherchées sont nécessairement imaginaires,
puisqu’elles seraient comprises entre 1 et 2. Il ajoute ensuite les remar-
ques suivantes, que nous copierons textuellement. « On peut sassurer
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de cette imaginarité d’'une autre maniere, et on va donner une idée de
cette seconde méthode, qui est plus directe et plus expéditive que la
précédente, en lappliquant a ce dernier exemple. Sien effet on y applique
les principes précédents, en décrivant les courbes qui précedent celle
qui doit représenter les racines de la proposée, on ne trouvera rien d'in-
déterminé. Mais & P’égard de cette derniére on ignorera si dans la des-
cription la courbe atteindra on n’atteindra pas la partie positive de l'axe;
car pour la partie négative il n’y a aucun doute. Dans le premier cas,
que représente la 5° figure, les deux racines sont réelles et positives;
dans le second (fig. 6°) ces deux racines manquent a2 Péquation. La
question est de trouver lequel de ces deux cas a lieu. Pour cela je place
dans les deux figures les axes désignés par les chiffres et , de
maniére que le premier donne par ses intersections avec toutes les courbes
la suite donnée par la substitution de - et que le
second donne la suite . Alors je remarque que si la
figure 5° doit avoir lieu, c’est-a-dire si les racines doivent étre réelles,
la sous-tangente de la derniére courbe au point ou l'axe des ordonnées
coupe celui des abscisses ne peut atteindre la premicre des racines. J'ob-
serve que dans le cas de la 6° figure il est possible que cette sous-tan-

gente qui répond a Paxe conduise au-dela du minimum, c’est-d-
dire que l'axe placé & son extrémité peut donner la suite

- Que conclura-t-on donc de cette remarque dans le cas pré-
sent? qu’il faut calculer la sous-tangente qui répond & laxe , €Xa-
miner si 'axe placé & son extrémité donne la suite des signes .

Dans ce cas on est assuré que les deux racines cherchées sont imagi-
naires. Si cet axe donne encore deux variations, il restera encore le
méme doute sur la nature des racines. Que faudra-t-il donc faire alors?
calculer un nouveau chiffre pour les deux racines. Si ce chiffre est encore
commun on réitérera’'examen de la sous-tangente, et on continuera ainsi
jusqu’a ce que les deux racines se séparent, ou que la sods-tangente en
indique l'imaginarité : car il est impossible, si les deux racines ne sont
pas €gales, que I'un de ces cas n’arrive pas. Or dans tous les cas, en se
servant de la méthode des courbes, il ne peut y avoir de doutes que sur
la nature de deux racines. Ainsi on peut toujours employer Iartifice
précédent, qui, comme on va le voir, est d’'une pratique trés-facile.

L’expression de la sous-tangente est . Dans le cas présent,
I . . \ ’ ’

cest-a-dire au point ou répond l'axe , lordonnée est , et la

tangente ou Pordonnée de la courbe précédente est , comme I'in-

dique la transformée par qui est . Ainsi la sous-
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tangente qui répond & l'abscisse est , qui étant retranché
de cette abscisse donne pour Pabscisse qui répond a I'axe .
Or la substitution de apprend que cet axe ne donne aucune va-

riation. Donc les racines cherchées sont imaginaires. Je pourrais appli-
quer ce méme artifice & beaucoup d’autres exemples : celui-1a suffit pour
prouver qu'il est général. Ce méme moyen renferme la méthode d’ap-
proximation de , quoiqu’il paraisse en différer beaucoup. On voit
dela que dans certains cas cette méthode d’approximation peut ne pas
conduire au but. »

1l est évident que le nom omis dans cette derniére phrase est celui
de Newton, et il ne serait pas moins facile de suppléer a toutes les autres
lacunes : mais cela n’est nullement nécessaire, puisqu’il ne peut exister
aucune incertitude sur le sens de l'article. Nous avons cru devoir donner
un extrait étendu de cet ancien manuscrit parce qu’il est intéressant de
voir sous quelle forme l'auteur avait d’abord présenté ses recherches, et
parce quon y reconnait que des cette époque M. Fourier était en pos-
session des parties les plus importantes de Pouvrage que nous publions
aujourd’hui : la résolution des équations littérales, la séparation des ra-
cines des équations numériques, et la distinction des deux cas o il existe
entre deux limites trés-voisines ou un couple de racines imaginaires, ou
deux racines réelles presque égales, distinction fondée sur le tracé de
la tangente menée par le point de la courbe correspondant & I'une des
limites, et la comparaison de la valeur de la sous-tangente i la différence
des deux limites. ' ‘

Ces premicres recherches ont été présentées a Pancienne Académie
des sciences. 1l en est fait mention en ces termes dans le plamitif, séance
du g décembre 1789. « M. Fourier a commencé la lecture d’'un Mémoire
sur les équations algébriques. MM. Monge, Legendre et Cousin.» On
ne trouve aucune autre indication relative a ce travail dans les plumitifs
des années suivantes. '

Le second manuscrit que nous devons faire connaitre est un pro-
gramme ou résumé général du cours d’analyse fait par‘ M. Fourier a
I’école Polytechnique. Cet ouvrage, composé de neuf feuilles, avait été
conservé dans les papiers de 'auteur. 1l ne portait aucune signature;
mais des recherches faites dans ces dernieres années ont constaté qu'il
est écrit de la main de M. Dinet. Il suffira de citer le passage suivant.

« 1l ne peut y avoir dans une équation numérique plus de racines
réelles positives' qu'il n’y a dans la suite de ses termes de changements de
signes, ni plus de racines négatives que de permanences de signes. »
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« Si le nombre des changements de signe est impair, il se trouve dans
Péquation au moins une racine réelle positive. Il y a au moins une racine
réelle négative si le nombre des permanences est impair, conformément
a larticle.....»

« Si dans les fonctions X, X', X", etc. données par la différentiation
d’une équation X==0, on substitue successivement deux nombres a
et &, de méme signe, et que 'on forme les deux suites des signes de
ces résultats, I'excedant du nombre des changements de signe de la
suite qui répond au plus grand nombre & sur le nombre des change-
ments de signe de lasuite quirépond au nombre a indique le plus grand
nombre des racines qui peuvent étre comprises entre @ et &, en sorte
qu'il ne peut jamais y en avoir plus entre ces deux limites. »

« Si I'une ou l'autre des substitutions précédentes réduit a zéro quel-
ques-unes des fonctions X, X', X", etc., on pourra donner le signe -+
ou le signe — au terme qui s’évanouit. Si on chojsit d’abord les signes
propres a donner le plus grand nombre possible de changements de
signe, puis ceux qui en donnent le moindre nombre possible, et que
ces deux nombres différent, il y aura dans I'équation au moins autant
de racines imaginaires qu’il y a d’unités dans cette différence. »

Voici maintenant l'attestation consignée par M. Dinet a la suite du
manuscrit. « Ces feuilles , au nombre de neuf, m’'ont été présentées par
M. Fourier : j’ai reconnu qu’elles avaient été écrites par moi en 1797,
dans les derniers mois que j’ai passés a 'école Polytechnique. Mon but
en les écrivant était de me former un tableau succinct des lecons que
javais recues de M. Fourier & I'école Polytechnique, afin de me pré-
parer a subir 'examen pour admission au corps des éleves ingénieurs
constructeurs de vaisseau. J’avais fait le méme travail sur les lecons de
mécanique données par M. de Prony. En sorte qu'il est constant que la
suite des propositions dont I'énoncé est inscrit dans ces feuilles a été
développée par M. Fourier pendant les années 1796 et 1797. En rédi-
geant cette déclarationj’ai paraphé ces neuf feuilles au recto et au verso.
A Paris, le 5 avril 1830. » Signé Dinet.

Le troisiéme manuscrit qui se trouve dans nos mains est intitulé :
« Mémoire sur les limites des racines des équations algébriques. » Ce
Mémoire contient une exposition détaillée'des parties les plus impor-
tantes des livres I et Il du présent ouvrage. 1l suffira de citer I'attestation
par laquelle il est terminé.

- « Le présent mémoire composé de vingt-six pages a été écrit dans le

I c
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courant de année 1804. M. Fourier, préfet du département de I'Isére,
nous donna connaissance dans cette méme année de divers théorémes
sur la résolution des équations algébriques et nous en communiqua les
démonstrations. Le premier était textuellement énoncé comme il suit.
Etant donné une équation numérique ¢x=o0 d’un degré m, si dans le
premier membre ¢ et dans les m fonctions ¢z, ¢"x,¢"z, etc. que
Yon déduit de la premiére par des différentiations successives, on sub-
stitue deux nombres. différents a et &, que l'on observe pour chacune
de ces deux limites combien la suite des m -+ 1 résultats provenant de
la substitution contient de variations de signes, on connaitra combien
Péquation proposée peut avoir de racines entre les deux limites sub-
stituées. » ;

« L’équation ¢x=o0 ne peut avoir plus de racines entre a et 4 qu’il
n’y a d'unités de différence entre le nombre A des variations de signe
de la suite quirépond a la moindre limite @, et le nombre B des variations
de signe qui répond i la plus grande limite &.» ,

« Si I'équation n’a point entre a et b autant de racines réelles qu’il y
a d’unités dans la différence A—B, celles quimanquent sont en nombre
pair, et correspondent aun parell nombre de racines. 1mag1na1rea dans
la proposée 9xr=o0.»

« Le second théoréme contenait une régle importante qui dispense de
recourir a la formation de l'équation au carré des différences, et sert &
distinguer promptement avec certitude les racines réelles des racines
imaginaires dans les équations numériques de tous les degrés. »

« Les autres remarques qui nous furent communiquées ont pour ob] et,
1° de diriger par des régles certaines l'application de la méthode d’ap-
proximation de Newton, 2° 'emploi des séries récurrentes pour trouver
toutes les racines tant réelles qu’imaginaires et les diviseurs de tous les
degrés dans les équations numériques. »

« Désirant conserver les principaux éléments de cette nouvelle théorie
des équations, nous rédigeames du consentement de M. Fourier un
nombre assez considérable de notes qui: contenaient les:démonstrations-
et les vues principales. »

« Le présent écrit fut achevé le premler. Nous concourumes tous les
deux a sa rédaction; il a été écrit de la main de Chabert I'un de nous,
et nous déclarons qu’il n’y a été fait aucun changement depuis 1804. »

« Nous avons rédigé avec plus de soin plusieurs autres notes sur le
méme objet dans le cours des années suivantes 1805 et 1806, et nous



AVERTISSEMENT DE L’EDITEUR. xix
n’avons cessé d’engager M. Fourier depuis 'année 1804 jusqu’aujourd’hui
a publier ses découvertes sur la théorie des équations algébriques. »

Signés Chabert, doyen de la faculté des sciences de
PAcadémie de Grenoble; Bret, professeur i la
faculté des sciences de ’Académie de Grenoble.

« Et en outre, moi, soussigné Bret, professeur  la faculté des sciences
de PAcadémie de Grenoble, déclare qu'il est a ma parfaite connaissance
que dans les premiers mois de I'an 1803 M. Fourier expliqua publique-
ment 4 I'école Polytechnique les deux théorémes ci-dessus rappelés, sa-
voir 1° celui qui fait connaitre le plus grand nombre de racines qu’une
équation puisse avoir entre deux nombres donnés, 2° la régle qui sert
a distinguer les racines imaginaires. J'étais alors éléve de I'école Poly-
technique (*). Je me souviens trés-distinctement que, sur la demande
d’un des éléves,, M. Fourier voulut bien donner quelques développements
sur ce second objet, et qu’il se servit d'une construction fort élégante
pour rendre sensible la vérité de cette démonstration. »

«Et pour que les faits ci-dessus énoncés demeurent constants nous avons
redigé et signé la présente déclaration que nous affirmons sur notre hon-
neur étre véritable. Grenoble, ce 15 mars 1812.

Signés Bret; Chabert.

« (*) Dans la seconde division, et J'assistai avec tous les éleves 4 cette
explication donnée par M. Fourier. Je rédigeai au sortir de la séance
la démonstration du 1** théoréme. »

« Quant 4 la régle qui sert & distinguer les racines imaginaires, elle
nous fut publiquement communiquée avec la démonstration dans la
méme séance 4 I'Ecole polytechnique. »

« Le présent est écrit de ma main, ainsi que la déclaration précé-
dente dont il fait partie. »

Signé Bret, professeur de mathématiques transcendantes
a la faculté des sciences.

Lesdeux citations précédentes établissent avec certitude que M. Fourier

a exposé dans les cours de I'école Polytechnique , avant et apres I'époque

de Pexpédition d’Egypte, les principales propositions qui servent de.
base 4 ses méthodes de résolution des équations numériques.

L’auteur a fait mention de ces recherches dans son Mémoire sur la

statique qui a été imprimé en I'an 6 (1797) dans le 5° cahier du Journal

de Técole Polytechnique. On lit, page 46, « Nous avons dessein de
C.
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publier dans ce recueil une suite de mémoires contenant des recher-
ches nouvelles sur la théorie des équations. On se propose de reprendre
‘dans son entier le probléme de la résolution générale des équations. . . »

Les recherches dont il s'agit ont été également communiquées par
lauteur pendant le cours de 'expédition d’Egypte, soit dans la conver-
sation , soit par des écrits présentés & VInstitut du Caire. Nous n’avons
pas été 2 méme de consulter les archives de cet Institut, mais nous
trouvons dans la Décade égyptienne diverses indications des Mémoires
lus par M. Fourier. ,

« 26 fructidor an 6. Mémoire sur la résolution générale des équations
algébriques. » ‘ :

« 1°™ jour complémentaire-an 6. Sur une roue a vent destinée & I'ar-
rosage. »

« 16 frimaire an 7. Mémoire de mécanique générale. »

« 16 pluviose an 7. Recherches sur les méthodes d’élimination. »

« 11 messidor an 7. Mémoire contenant la démonstration d’un- nou-
veau principe d’algébre. »

Nous avons sous les yeux des écrits de la main de M. Fourier, qui
ne portent-a la vérité aucune date, ni aucune attestation étrangére,
mais qui néanmoins doivent étre regardés comme étant certainement,
ou les Mémoires mémes.lus a I'Institut du Caire, ou du moins les mi-
nutes de ces Mémoires conservées par I'auteur. Les sujets traités dans
ces écrits, qui se rapportent exactement aux indications précédentes,
et la nature du papier et de I'encre qui prouvent qu'ils ont été faits en
Egypte, ne laissent aucun doute a cet égard. Le dernier contient la dé-
monstration trés-développée du théoréme principal relatif & la distinc-
tion des limites des racines réelles an moyen de la considération des
signes donnés par la substitution d’une suite de nombres dans les fonc-
tions dérivées. :

Nous possédons également plusieurs notes trés-étendues, dont une
partie est écrite de la main de M. Chabert, et qui sont évidemment les
notes mentionnées dans l'attestation précédente. Les propositions rela-
tives a la distinction et au calcul des racines qui sont exposées dans les
deux premiers livres du présent ouvrage y sont développées fort en
détail. Il y a des exemples d’application de ces méthodes a.diverses équa-
tions , pour lesquelles on a construit et discuté la suite des courbes don-
nées par les équations dérivées. La plupart des feuilles portent de la
main de M. Chabert et de la méme écriture que le texte, la date de
divers mois de l'an r12.
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Le passage suivant d’une lettre adressée par M. Poisson & M. Fourier,
et portant la date du 24 avril 1807, confirme la vérité des faits que
nous énongons ici. .. .. « Un docteur en médecine vient de publier un
ouvragé sur la résolution numérique des équations..... Le docteur
a entrevu votre théoréme sur les changements de signes; il a de fortes
raisons de penser quil a lieu dans les cas des racines imaginaires; j'en
al une bien plus forte que toutes les siennes, puisque vous m’avez dit
autrefois que vous aviez une démonstration générale de cette proposi-
tion. Vous devriez bien publier au meins les différents théoremes sur
lesquels est fondée votre méthode pour résoudre les équations. ... ..»

Enfin nous citerons presque en entierune lettre qui nous a été adressée
par M. Corancez.

« Monsieur, avant son départ pour l’Egypte, M. Fourler était en pos-
session du théoréme qui fait la base de ses méthodes, et qui sert i dé-
terminer la limite du nombre des racines d’'une- équation algébrique
qui sont comprises entre deux nombres pris & volonté. Cest le méme
théoréme dont M. B! a fait' depuis tant d’'usage dans son Mémoire
publié en 1806 ou 1807. Fourier Pavait publié dans ses cours a I'école
Polytechnique avant 1797, comme peuvent lattester Girard, et tous-
les ingénieurs et éléves de I'école qui le suivirent en Egypte, et qui
y parlaient de cette découverte comme d’'une chose connue. »

« Ce n’est qu'en Egypte que j’eus connaissance de ce théoréme que
Fourier me communiqua, et dont il m’a souvent parlé sans m’indiquer
comment il y était parvenu. Jen trouvai une démonstration que je lui.
ai communiquée depuis lors, a4 notre retour en France, sur le brick
anglais Good Design ol nous étions compagnons de captivité. M. Fourier:
approuva cette démonstration; comme celle qui se présente le plus na--
turellement. Mais elle a Yinconvénient de laisser de I'incertitude sur le
passage des racines imaginaires. Dans sa démonstration Fourier a re-
médié a cet inconvénient. Il ne m’a au surplus communiqué cette démon-
stration que d’'une manieére trop générale pour que je puisse en parler. »

«Javais inséré ma démonstration dans un Mémoire sur les séries qui
expriment les racines ou fonctions de racines d’'une équation. Dans ce
Mémoire,, que Jai redigé a’ Alep, je reconnais, comme de raison, que le
théoreme était dit @ M. Fourier. C’est ce qui I'engagea, il y a deux ans,
a me demander-ce Mémoire. La déclaration qu’il contient est sans doute
celle qu’il désigne-dans le passage que vous me citez. Ce Mémoire , resté
chez Fourier, doit se retrouver dans ses papiers. C’est un cahier car-
tonné-petit in-12, et portant la date d’Alep, an XII ou an XIIL »
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« Tl est certain que M. Fourier a lu un Mémoire sur les équations a
I'Institut du Caire. C'était, autant que je puis m’en fier 4 ma mémoire,
un précis de Pesprit et des résultats de ses méthodes, mais sans aucun
détail de calcul. Vous en trouverez certainement mention faite dans la
Décade egyptlenne et dans le Courrier'du Caire. »

« Vajouterai qu’en Egypte Fourier était de]a en possession de sa mé-
thode d’approcher de la vraie valeur des racines au moyen des fractions
continues , méthode dont il appuyait I'examen et la démonstration sur
linclinaison des tangentes dans les. courbes paraboliques. Fort anté-
rieurement a cette époque, lorsqu’il commenca & Auxerre 4 s’occuper
de la théorie des équations, Fourier m’a souvent dit qu’il s’était long-
temps amusé a décrire graphiquement la proposée et toutes ses dérivées
en donnant 4 chaque courbe des couleurs différentes pour les distinguer
et en suivre le cours. »

Asniéres, 2 février 1831. - Signé CoORANCEZ.

Nous indiquerons maintenant les.divers écrits relatifs a I'analyse al-
gébrique qui ont été publiés ou présentés a '’Académie des sciences par
M. Fourier depuis son retour a Paris en 1815.

Le Bulletin des sciences par la Société Philomatique de Paris, année
1818, contient un article intitulé : «Question d’analyse algébrique», dans -
lequel sont exposés sommairement les divers principes et régles d’apres
lesquels on doit se guider en faisant usage de laméthode d’approximation
des racines due 4 Newton, lorsque 'on connait d’ailleurs deux limites
qui comprennent entre elles une racine réelle.

On trouve dans le méme Bulletin pour 'année 1820 deux autres arti-
cles intitulés : « Usage du théoréme de Descartes ddns la recherche des
limites des racines, page 156, et Seconde partie de la Note relative aux
limites desracines, page 181. » Les théoremes relatifs a la séparation des
racines, et a la distinction des cas ou deux racines sont réelles ou ima-
ginaires par le calcul dessous-tangentes, ont été publiés pour la premiére
fois dans ces deuxarticles par la voie de l'impression. On a vu d’ailleurs
non-seulement que l'auteur était en possession de ces théorémes bien
antérieurement a cette époque, mais qu’il les avait exposés publique-
ment dans les cours de I'école Polytechnique avant le départ et apres
le retour de I'expédition d’Egypte. Le mérite d’'une découverte appar-
tient & celui qui la fait connaitre le premier : la publication par la voie
de l'impression n’est pas le seul moyen de faire connaitre des propo-
sitions nouvelles: il en existe plusieurs autres, tels que le dépot au-
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thentique d’'un manuscrit, ou 1expos1t10n de ces propositions dans des
lecons pubhques Ce dernier moyen exige a la vérité que cette expo-
sition soit prouvée par le témoignage des auditeurs. Nous produisons ici
plusieurs témoignages dus 4 des personnes tout-a - fait désintéressées ,
et dont la véracité ne peut assurément étre suspecte. Les droits de P'au-
teur 4 la découverte des propositions dont il s’agit antérieurement 2
Pannée 1797 sont donc établis d’une maniére incontestable. \

M. Fourier a présenté a 'Académie des sciences, le 14 janvier 1822,
des Recherches sur Panalyse algébrique..Ce travail se composait de trois
manuscrits. Le premier, sur lequel lauteur a mis 4 I'encre rouge un
nouveau titre et la date du 14 janvier 1822, est un exposé général des
principaux résultats relatifs ala résolution des équations numériques ou
littérales : il est écrit de la main de M. André Raynaud, ancien employé
de la préfecture du département de I'Isére, qui en a paraphé toutes
les pages, et a- mis sur la derniére un attestation constatant que cette
copie a été faite dans’le mois de novembre 1807. Le second manuscrit
est un exposé détaillé des recherches relatives a I'application des sé-
ries récurrentes a la résolution des équations algébriques : une partie
des feuilles est écrite- de la main de M. Fourier, une-autre partie de la
main de M. Chabert. Ces feuilles portent chacune les dates des mois de
ventose et de floréal an ra. M. Fourier a effacé ces dates a I'encre rouge,
et mis 4 la fin sa signature avec lanouvelle date du 14 janvier 1822.Le
troisitme manuscrit est un exposé succinct des résultats développés dans
le précédent. La- présentation de ces recherches est mentionnée dans.
Panalyse de travaux de 'Académie pendant 'année 18ar : les principaux
points sont indiqués, et particulierement les propositions relatives 4 'ap-
plication des séries-récurrentes qui- formeront le sujet du VI livre du-
présent: ouvrage. ‘

Le 10 et le 17 novembre 1823 ont été présentées la premiére et la-
seconde partie d'un Mémoire d’analyse indéterminée sur le calcul des
conditions d’inégalité. L’objet de ce mémoire est exposé dans I’Ana-
lyse des travaux de 'Académie pendant Pannée 1823, page 29 et sui-
vantes. L’auteur indique diverses appllcatlons a des questions qut appar-
tiennent 4 la mécanique ou a 'analyse générale, et particuliérement celle
qui se rapporte a I'usage des équations de condition lorsque Yon se
propose de trouver les valeurs-des inconnues qui rendent la plus grande
erreur, abstraction faite dusigne, la moindre possible. Cette derniére
application est développée plus completement dans I’Analyse des. tra-
vaux de PAcadémie pendant Pannée 1824, page 38..
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Le 3 janvier 1827, M. Fourier a préseuté un Mémoire sur la distinc-
tion des racines imaginaires, et sur lapplication des théorémes d’analyse
algébrique aux fonctions appelées transcendantes et spécialement aux
questions de ce genre qui appartiennent 2 la théorie de la chaleur. Ce
Mémoire a été inséré par extraif dans le Bulletin des sciences de la Société
philomatique pour 'année 1826, et imprimé en entier dans le tome VII
des Mémoires del’Académie des sciences qui a paru en 1827. I’auteur ya
¢énoncé la proposition qui est exposée page 45 du présent ouvrage, et qui
consiste principalement en ce que, dans le calcul par approximation des
racines des équations algébriques au moyen des fractions continues, on
peut dans tous les cas omettre 'emploi de I'équation au carré des diffé-
rences, en procédant immédiatement au calcul des fractions continues
comme si I'on était assuré que toutes les racines étaient réelles, et en se
guidant par l'usage du théoréme qui fait connaitre combien il peut exister
de racines entre deux limites données.

Enfin le dernier Mémoire relatif 4 'analyse algébrique, qui est aussi
le dernier ouvrage de l'auteur, a été lule g mars 1829. 1l est intitulé :
« Remarques générales sur l'application des principes de Panalyse algé-
brique aux équations transcendantes» , et a été imprimé dans le tome X
des Mémoires de 'Académie des sciences.

En exposant dans son ouvrage les découvertes qu’il a faites sur les par-
ties les plus importantes de I'analyse algébrique, M. Fourier a présenté
ces vérités nouvelles comme étant les fruits de ses propres travaux, dont
la propriété ne pouvait lui étre contestée. Cette circonstance seule suffit
assurément pour donner sur ce point la plus entiére conviction a toutes
les personnes qui 'ont connu. Mais nous avons pensé qu'il étaitnécessaire
pour le public de montrer que M. Fourier était autorisé 4 shonorer des
découvertes dont il s’agit, non-seulement parce qu'il les avait véritable-
ment faites , mais aussi parce qu'il existait des témoignages écrits qui,
d’apres les régles et usages littéraires, lui en assuraient la priorité.

Nous terminons cet Avertissement en déclarant que les manuscrits dont
nous avons fait mention seront déposés par la suite au secrétariat de I'In-
stitut, et que nous summes préts & les communiquer aux personnes qui
cultivent les sciences et qui désireraient en prendre connaissance.

. Raris, 1°" juillet 1831.

NAVIER.

Membre de I’ Acadeémie des sciences de U Institut.
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PREFACE.

LES philosophes. d’Alexandrie: ont connu quelques ¢élé-
ments d'un art qui a pour objet la grandeur mesurable,
et qui consiste é‘supp']éer aux opérations de T'esprit par la
combinaison régu]iére d'un petit nombre de signes. Cet
art a pris un grand essor chez les nations modernes ; il est
devenu I'analyse mathématique, science sublime, qui, en
nous découvrant les lois générales du mouvement et celles
de la chaleur, explique tous les grands phénoménes de
l'univers, et qui éclaire la société civile dans ses usages les
plus importants. ,
La théorie des équations déterminées, principal fonde-
ment de cette science analytique, a été long-temps arrétée
dans ses progres par des difficultés capitaleé que I'on peut
résoudre aujourd hui. C'est le but que je me suis proposé
dans cet ouvrage; il est le fruit d'un long travail entrepris
des ma premiére jeunesse, et que les soins les plus divers
n'ont pour ainsi dire jamais interrompu. |
La recherche des racines des équations est la question
principale de la théorie. Je me suis attaché a traiter com-
plétement cette question , et je I'ai résolue par une méthode
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exacte et générale dont l'application est toujours facile
et s'étend a toutes les fonctions déterminées.

Elle ne dérive point d'une vue singuliére, et en quelque
sorte indépendante des théoréemes déja connus; au con-
traire, elle rappelle et emprunte tous ces éléments; elle
montre les rapports quils ont entre eux et en développe
les conséquences les plus éloignées.

Les découvertes capitales qui ont fondé l'analyse algé-
brique sont les théorémes de Francois Viete sur la compo-
sition des coefficients; la regle que Descartes a donuée
dans sa Géomeétrie coricernant le nombre des racines posi-
tives ou négatives; celle du parallelogramme analytique
due a N ewton et que Lagrange a démontrée; la méthode
newtonienne des substitutions successives; les recherches
de Waring et de Lagrange sur les fonctions invariables des
racines et sur I'équation aux différences; la théorie des
fractions continues, telle qu'elle est expliquée dans les ou-
vrages de Lagrange; enfin la méthode que Daniel Bernoulli
a déduite des séries récurrentes.

Nous avons rappelé ces éléments dans notre ouvrage,
non pour en expliquer les principes, qui sont connus depuis
long-temps, mais pour leur donner une extension entiére-
ment nouvelle, et résoudre toutes les questions fondamen-
tales que les premiers inventeurs ont considérées. Il n'y
en a aucune qui n'y soit discutée avec le plus grand soin.
Il résulte de cet examen une méthode exégetigue univer-
selle qui ne laisse rien d'incertain, parce qu'elle donne des
régles faciles et usuelles pour la distinction des racines
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imaginaires. Le lecteur attentif pourra juger s'il est vrai
\que ces problemes difficiles soient tous completement ré-
solus. | '

Ces principes appartiennent a l'analyse générale, et notre
théorie n'est point bornée aux équations algébriques; elle
résoud toutes les équations déterminées.

Les 'questions les plus importantes de la philosophie
naturelle, comme celles qui ont pour objet d’exprimer les
derniéres oscillations des corps, ou les conditions de la
stabilité du systéme solaire, ou divers mouvements des
fluides, ou enfin les lois mathématiques de la chaleur,
exigent une connaissance approfondie de la théorie des
équations.

Jindiquerai maintenant Iordre que I'on a suivi dans la
composition et la rédaction. '

Les éléments de la science sont exposés clairement dans
plusieurs ouvrages qui ont rendu cette étude facile et com-
mune. Je suppose ici que les théorémes principaux sont
connus du lecteur; je les ai rapportés dans I'Introduction.
Je présente sous ce titre 'indication historique des sources
principales, avec I'énoncé exact et précis de toutes les
propositions qu'il est nécessaire de se rappeler trés-distine-
tement avant de lire ce traité. Cette énumération marque
le point dont je suis parti; toutes les recherches suivantes
sont nouvelles.

Parmi ces propositions élémentaires qui forment I'in-
troduction, jai compris quelques théorémes trés-simples
de I'analyse appelée infinitésimale. On ne peut faire aucun
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progres considérable dans la théorie des équations, sans
quelqu'usage de l'analyse différentielle, ou, ce qui est lIa-
méme chose, de la méthode des fluxions. Les sciences
n’'admettent pas toujours 'ordre contingent et pour ainsi
dire fortuit qui s'est établi dans le cours des inventions.
Les connaissances mathématiques les plus diverses sont
toutes de la méme nature, leur étude ne demande qu'une
attention persévérante; on a appelé transcendantes celles
qui ont été découvertes les derniéres.

J'ai conservé sans aucune innovation les dénominations
usitées, afin de ne point exiger I'étude importune de no-
tations nouvelles, qui ne sont presque jamais nécessaires.
A la vérité plusieurs de ces dénominations ont été admises
avant que 'on eat acquis une connaissance trés-exacte
des éléments. Il pourrait étre utile d’y apporter quelque
changement; il est préférable d’attendre cet avantage du
progrés continuel des idées et de l'assentiment des géo-
metres.

Toutes les recherches qui doivent composer cet ouvrage
sont achevées depuis long-temps. On publie aujourd’hui
les deux premiers livres qui contiennent ce que la théorie
des équations a de plus essentiel, et forment en quelque
sorte un traité distinct. La seconde partie, qui termine I'ou-
vrage, et dont I'étendue est & peu pres égale a celle de la
premiere, paraitra lannée suivante.

Comme les deux premiers livres ne donneraient qu'une
idée incomplete de I'objet de ces recherches, il m’a paru
nécessaire de présenter d'avance une Exposition synoptique
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qui réunisse tous les résultats et fasse bien connaitre leurs
rapports mutuels.

Unevue principale avait étéindiquée par Francois Viete,
que I'on peut regarder comme le second inventeur de
l'algebre. Harriot, Oughtred, Wallis et Newton l'avaient
adoptée ; mais on sen est écarté, et I'on a suivi une route
trés-différente, nécessairement bornée, et qui n’aboutit
qu'a des recherches purement curieuses, sans qu'on ait
pu résoudre une seule des difficultés qu'elles présentaient.
Je propose aujourd’hui de ramener la science a des prin-
cipes plus simples et plus féconds qui se lient a tous les
éléments déja connus, et contribueront certainement aux
progres des autres branches de I'Analyse mathématique.

Paris, 1829.

Ju. FOURIER.
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INTRODUCTION.

(1) N ous avons recu des Grecs et des Arabes les premieres notions
de l'algebre. Les livres de Diophante, qui sont aujourd’huile plus
ancien monument de cette science, portent tous les caracteres de
l'invention. L’auteur résout par une analyse ingénieuse un ordre
assez étendu de questions relatives aux propriétés des nombres,
la lecture de la partie de cet ouvrage qui nous a été transmise, suffit
pour prouver (ue les regles élémentaires de I'algebre étaient déja
connues a |'école d’Alexandrie.

I’antique civilisation de I'Orient est attestée par les productions
admirables des arts; mais I'histoire n’a conservé qu’un souvenir
confus de ces temps qui ont précédé de plusieurs siecles les ori-
gines fabuleuses de la Grece.

Les principes de I'algébre indienne, tels qu'on en trouve quelques
vestiges, ont-ils été communiqués aux Arabes, aux Perses, et ensuite
a 'Europe, ou plutot les géometres grecs ne sont-ils pas les vrais
et seuls inventeurs? Le défaut de monuments ne permet plus de
résoudre entierement cette question. Quoi qu'il en soit, les théories
fort étendues dont la science analytique se compose maintenant
sont toutes louvrage des modernes. e )

Léonard Bonacci de Pise a écrit vers lannee 1150 au retour
de ses voyages en Gréce eten Asie, le premier traité de cette science
qui ait paru dans I'Occident. Celui de Luc Paciolo fut publié au
commencement du XVIe siécle, époque a ]amals mémorable dans
Thistoire de I'Europe. Scipion Ferrei parvint a résoudre les equatlons
du 3° degré, ou plutdt il en donna une /‘ransformatlon ingénieuse

2.
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et inattendue. Tartaglia, Cardan et ensuite Raphaél Bombelli renou-
velérent ou répandirent cette découverte. Louis Ferrari de Bologne
découvritunesolution du méme genre pour les équations du /¢ degré.
Ces formules ne conduisirent point a la résolution des équations
supérieures, et méme- pour le 3¢ et le 4¢ degré elles sont inapplica-
bles dans un grand nombre de cas. On n’avait résolu complétement
par un moyen semblable que les équations du second degré; la for-
mule trés-simple qui donne cette solution était connue des I'origine
de l'algeébre. ’

Francois Viéte, I'un des plusillustres fondateurs des sciences ma-
thématiques , considéra sous un point de vue beaucoup plus général
la question de la résolution des équations. 1l entreprit de découvrir
une méthode exégétique propre a déterminer les valeurs effectives
des inconnues, et fonda ses recherches sur les vrais principes du
calcul algébrique. Mais on ne pouvait point alors former cette
méthode parce qu’elle exige quelque connaissance de I'analyse dif-
férentielle. ,

Viéte remarqua le premier la composition des coefficients , ce qui
est Porigine de la théorie des équations. I1fit connaitre toute I'étendue
des formules de I'algébre, et il en découvrit de nouvelles applica-
tions, en sorte qu'on peut le regarder comme le second inventeur
de cette science. ,

Harriot, Oughtred, Wallis suivirent la doctrine de Viéte, et le
premier de ces géométres donna aux équations une forme générale
que I'on a conservée. '

Descartes exprima par des équations les propriétés des lignes
courbes, et fonda ainsi I'analyse générale des fonctions, qui devait
bientot sappliquer aux plus grands phénoménes de T'univers. Il
enrichit I'algébre d’'une heureuse découverte, celle qui exprime les
rapports singuliers du nombre des racines positives ou négatives
avec les signes des coefficients. Wallis, I'un des plus ingénieux pro-
moteurs de I'analyse moderne,, mais historien partial, a fait d’inu-
tiles efforts pour attribuer l'invention de cette régle des signes a
Harriot son compatriote.
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L’algébre proprement dite a recu de Newton deux méthodes
capitales: I'une est celle que I'on a désignée sous le nom de parallé-
logramme analytique; elle fut annoncée en 1676 a Leibnitz, qui
en désirala communication. Cette regle, dont Lagrange a donné une
démonstration analytique, et que Laplace a étendue a un autre
ordre de questions, avait eu pour objet la formation des séries;
mais elle appartient surtout a I'algébre, comme un de ses éléments
principaux. Cest une des branches de la résolution exégétique que
Viéte avait en vue. La seconde méthode algébrique due a Newton
est celle des substitutions successives; elle s’applique a toutes les
parties de I'analyse mathématique.

Albert Girard, qui écrivaiten Hollande, a connu le premier les
propositions qui expriment la somme des puissances entiéres des
racines. Newton donna ces théorémes dans son Arithmétique uni-
verselle, et il en indique Pusage 'pour trouver la valeur approchée
de I'une des racines. C’est en quelque sorte I'origine de la méthode
des séries récurrentes , que Daniel Bernoulli a déduite d’autres prin-
cipes, et qui a été clairement exposée et discutée dans les ouvrages
d’Euler et de Lagrange. Ces propriétés des séries récurrentes for-
ment une des principales théories algébriques.

Les reégles d’élimination, et les théoremes relatifs aux fonctions
des racines, sontles conséquences générales des remarques de Viete
et d’Albert Girard sur la composition des coefficients. Les propo-
sitions de ce genre ne conduisent point a une méthode applicable
qui ferait connaitre effectivement les racines ; mais elles expriment
des rapports théoriques trés-importants.

Hudde d’Amsterdamy a découvert les propriétés des racines
égales. Ces théoremes, qui ont été connus avant la méthode diffé-
rentielle, et qui toutefois dérivent des mémes principes, forment
un élément simple et nécessaire de I'analyse algébrique.

Je ne rappellerai point les tentatives multipliées, qui ont eu pour
objet de réduire en formules analogues & celles de Cardan les
racines des équations de tous les degrés. Cette recherche aurait pour
objet de trouver toutes les racines d’une équation -par un nombre
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limité d'opérations simples, dont la nature est déterminée d’avance,
et dont aucune ne peut donner plus de deux valeurs réelles dif-
férentes. On n'obtient ainsi que des transformations trés-compli-
‘quées, ou la vérité que l'on cherche est beaucoup plus cachée qu’elle
ne I'était dans 'équation elle-méme. Le temps, et pour ainsi dire
'espace, manqgueraient bientét a I'analyste pour effectuer de tels
calculs, si le degré de I'équation était élevé. Les vues de Leibnitz et
de Thschirnhausen sur ce genre de questions n’ont pu étre réalisées.
Les ouvrages de Lagrange , de Vandermonde et de quelques-uns de
leurs successeurs, ont assez fait connaitre les limites de cette re-
cherche. '

DeGua, del’Académiedes Sciences de Paris,a considéréles courbes
paraboliques qui rendent si manifestes plusieurs propriétés impor-
tantes des équations, et il a donné une proposition remarquable
sur la nature des racines.

Rolle inventa une régle pour trouver les limites des racines, en
diminuant successivement d’une unité le degré de I'équation. Cette
méthode, quoique imparfaite, conduit dans plusieurs cas a la con-
naissance des limites, et elle n’est autre chose qu’une application
trés-simple de 'analyse différentielle, dont Rolle refusait d’admettre
les principes. Au reste cette tentative n’eut aucune suite, parce que
I'inventeur ne put surmonter I'obstacle principal qui avait arrété
tous les aunalystes précédents, et qui consistait a distinguer avec
certitude les racines imaginaires. La régle que Newton a proposée-,
al'imitation de celle de Descartes, pour énumérer ces racines , n’est
point suffisante, et l'inventeur en reconnaissait I'imperfection; elle
atteste seulement la difficulté de la question. Lagrange et Waring
parviprenta la résoudre an moyen de I'équation qui exprime la plas
petite différence des racines de la proposée; mais cette solution est
seulement théorique, 'application en serait impraticable si le degré
de 'équation était un peu élevé.

L’un des plus célébres géometres de I'Académie des Sciences de
Paris, Fontaine, avait proposé une méthode générale pour recon-
naltre la nature des racines des équations. Une discussion appro-
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fondie de cette méthode a montré 'imperfection inévitable a la-
quelle elle est sujette, et les recherches ultérieures ont confirmé
le jugement qui en a été porté par D’Alembert et Lagrange.

Jai cité dans des Mémoires précédents, et j'aurai occasion d’in-
diquer dans le cours de cet ouvrage, les recherches plus récentes
qui ont été publiées sur la résolution des équations numériques.
Quant 4 'usage des fractions continues pour I'expression desracines,
ce procédé n'est pas un élément essentiel de l'algebre; il peut étre
remplacé par un mode quelconque de développement arithmétique.

Je me suis proposé dans I'énumération précédente de rappeler
l'origine et les progrés de I'algébre, en indiquant toutes les sources
principales de T'histoire de cette science; et je viens d’exprimer le
plus distinctement qu’il m’a été possible le caractere de chaque
découverte.

(2) L'ouvrage que je publie a pour objet’examen de toutes les ques-
tions fondamentales de 'analyse algébrique. Les deux premiers livres
concernent la résolution numérique des équations, et 'on y trouvera
uue solution compléte et facile de ce probleme célebre.

Dans les deux livres suivants, on a eu pour but de généraliser
les premiéres recherches, et de résoudre aussi par une méthode
exégétique du méme genre les équations littérales qui contiennent
une ou plusieurs inconnues.

Jai traité, dans divers Mémoires lus a 'Institut de France,d autres
questions qu’il importait d’examiner pour donner plus d’étendue a
Ianalyse algébrique.

1° On a démontré dans ces Mémoires que I'emploi des séries ré-
currentes n’est point borné au calcul de certaines racines réelles,
et qu'il s’applique a toutes les racines ou réelles ou imaginaires, et
en général a chacun des coefficients des facteurs composés de tous.
les ordres.

2° On a exposé les principes de 'analyse des inégalités, et des
applications variées de cette analyse, qui se lie a celle des proba-
bilités.

Ces recherches sur les séries récurrentes et sur les inégalités,



12 INTRODUCTION.

appartiennent aussi aux théories algébriques: je les ai comprises
dans ce traité, parce qu'elles servent a fonder les conséquences prin-
cipales. Je pense que cet ouvrage contribuera a fixer les éléments
généraux de I'analyse des équations, en donnant 4 cette analyse une
forme nouvelle qu’elle conservera toujours.

La résolution des équations numériques a été I'objet d’un traité
spécial publié¢ par Lagrange, et connu de tous les géometres. Lil-
lustre auteur a eu principalement en vue, dans cet ouvrage,d’exposer
de nouveau et de perfectionner la méthode qu’il avait donnée dans
lervecueil des Mémoires de’Académie de Berlin, années 1767 et 1768.
Les notes quil a jointes a ce traité présentent aussi une discus-
sion tres-ingénieuse et tres-claire de diverses autres questions algé-
briques. La méthode que j’ai suivie est fondée sur d’autres principes.
Jai donné dans des Mémoires précédents (Société Philomatique ,
année 1820, pag. 156 et 181) la substance de cette méthode. Je
reproduirai ici 'ensemble des propositions, avec toutes les démon-
strations et les développements nécessaires.

On rappellera d’abord quelques définitions et'énoncé de plusieurs

“théorémes fondamentaux, dont la démonstration se trouve dans
tous les traités généraux. J'ai supposé la connaissance de ces élé-
ments, et je vais en rapporter I'énoncé en faisant connaitre distinc-
tement le sens que j'attache aux définitions communes, et aux
propositions déja établies. - |

(3)Nous considérons une équation algébrique dela forme suivante :

.'12"'+ a/, xrﬁ—t+ axa,/.m—-z_'_ a3 xm-—S. e + a’(m—-x)x + a,<m):0.

L’'exposant m est entier, et les coefficients a,,a,,a,,. . .a, sont des
nombres donnés positifs ou négatifs. Nous désignons par X ou fx le
premier membre de cette équation. X est une fonction algébrique
et entiere de x; elle indique une suite d’opérations élémentaires
-que T'on pourrait effectuer sur la variable x - la forme de ces opé-
rations est parfaitement connue, et le nombre en est limité.

Si un nombre « substitué au lieu de x dans la fonction algébrique
fz donne zéro pour résultat, on appelle ce nombre « une racine de
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Péquation proposée; et dans ce cas le premier membre fa est exac-
tement divisible par x —a.

Une équation peut avoir plusieurs racines différentes «,€,y. . .:
ces racines correspondent a autant de facteurs du premier degré
Z—a,x—E,x—7y...; le premier membre fx est divisible par
chacun de ces facteurs et par leur produit.

Si les coefficients a,, a,, as,. . . a, dela proposée ne sont point des
nombres, mais s’ils contiennent des lettres @, b, ¢, etc. qui repré-
sentent des grandeurs connues, en sorte que ces coefficients soient

P

formés d’'une somme de termes tels que Ha? 7, I'équation est ap-
pelée littérale : p, q sont des exposants numériques donnés, positifs
ou négatifs, entiers ou fractionnaires, et les coefficients H sont aussi
des nombres connus. La résolution de I'équation littérale consiste

A trouver pour x un polynome formé de termes tels que H' o 57,
qui, substitué a la place de x, réduise a zéro le premier membre
de I'équation.

Les opérations (fui servent a extraire la racine carrée ou cubique,
ou la racine d’'un degré quelconque d’'un nombre donné A ou d’'une
quantitélittérale A, sont connues depuis long-temps; on en exprime

le résultat par le radical L“A. Les premiers inventeurs de I'algcbre
ayant résolu les équations du second degré par I'emploi du radical

I}K, on s’est long-temps proposé de résoudre les équations algé-
briques de tous les degrés par un procédé analogue, c'est-a-dire
au moyen des seules opérations exprimées par les signes radicaux.
Considérée sous ce point de vue, la résolution consisterait a assigner
pour une équation proposée d’'un degré quelconque un nombre
limité d’opérations, tellement ordonnées que le résultat de la der-
niére fut une des racines, en n’admettant au nombre de ces opéra-
tions a effectuer que les régles élémentaires du calcul , et celles qui
sont indiquées par les signes radicaux.

Quelques auteurs ont appelé résolution générale des équations
celle qui exprimerait ainsi les valeurs des racines au moyen d’un

1. , 3
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nombre fini de radicaux, ce qui est trés-facile pour les équations
du second degré.

On a trouvé aussi des formules de ce genre pour les équations
du troisiéme et du quatriéme degré; mais on a reconnu ensuite que
ces transformations ne sont point propres a donner effectivement les
valeurs des racines numériques ou littérales, et qu’au contraire elles
s'écartent beaucoup du but réel que I'on se propose, qui est de con-
naitre ennombres , ou en une suite de monomes, les valeurs des raci-
nes. Nous prouveronsdans le cours de cet ouvrage que l'on parvient
facilementa trouver ces valeurs par des opérations spéciales effectuées
sur tous les coefficients a la fois, et qui ne consistent point & com-
biner entre elles un certain nombre d’extractions de racines. Les
formules qui résultent de ces combinaisons ne font point connaitre
les racines cherchées. En effet si ces racines sont des nombres ou
entiers ou irrationnels, on ne trouve pas ces nombres, mais des
expressions tres-complexes dans lesquelles on ne reconnaitrait point
les valeurs des racines: on peut seulement prouver que les valeurs
inconnues équivalent a ces expressions" développées; la valeur
cherchée recoit une forme singuliere ou elle est plus cachée que
dans'équation qu’il fallait résoudre. Toutes les fois qu'une équation
d’un degré quelconque a plus de deux racines réelles , on est assuré
¢ue toutes les. racines se présenteraient sous la forme des quantités
imaginaires, etil faut une démonstration pour prouver qu’elles sont
réelles. Si la racine cherchée est un polynome fini, comme serait
a’—b* + &, Vexpression en radicaux ne donnerait point ce poly-
nome, elle ne ferait connaitre les racines que si I'équation est du
second degré. Proposer de résoudre ainsi une équation élevée, c'est
assigner d’avance certaines opérations que l'on a voulu choisir,
savoir celles qui servent & extraire les racines carrées, cubiques, qua-
triemes, étc., et demander dans quel ordre il faut effectuer un
nombre limité de telles opérations, en sorte que le résultat de la
derniére donne toutes les racines. On présuppose ce qui est inconnu,
savoir la nature du calcul qui doit donner ces racines. L/analogie du
second degré est trop incompléte pour fonder ce jugement a prior:
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sur espéce des opérations. 11 était méme assez facile de prévoir qu'un
nombre limité d’extractions de racines de divers ordres ne peut
pas conduire & la connaissance effective des valeurs cherchées, car
il n’y a aucune extraction de racine qui donne en nombres réels plus
de deux valeurs différentes, et 'on ne voit pas comment il serait
possible qu'en effectuant un nombre fini de ces opérations, on ar-
rivat a une dernieére ui donnerait un nombre impair de valeurs
différentes.

Quoique cette remarque ne forme point une démonstration régu-
liere de I'impossibilité de la solution, elle suffirait pour avertir
de I'inutilité de la recherche, qui présente en effet une sorte de con-
tradiction ; aussi est-il arrivé que I'on n’a pu trouver une expression
réelle des racines de 'équation du troisiéme degré, lorsque I'équa-.
tion a plus de deux racines réelles. De 1a on peut conclure qu’il en
serait de méme de I'équation générale du quatrieme degré, et des
degrés supérieurs ; car si 'on pouvait trouver en général pour ces
équations plus de deux racines réelles, la difficulté inhérente au
troisieme degré ne subsisterait pas. Il est manifeste qu'en présup-
posant la nature des opérations, dont on demande un nombre fini,
on imprime a la recherche un caractere trop particulier. Si la per-
fection deI'analyse algébrique exigeait une telle solution, il faudrait
renoncer a connaitre les racines des équations, et la seience, ainsi
bornée des son origine, ne pourrait faire aucun progrés: mais nous
prouverons par la suite que la marche de cette science est a la fois
plus assurée et incomparablement plus simple.

En effet on reconnaitra qu’il est facile de découvrir toutes les
racines par une méthode générale de son propre genre, qui n'est
point une combinaison des régles élémentaires des extractions
de racines, mais qui dépend du calcul simultané de tous les coeffi-
cients de la proposée. Si les racines sont des nombres finis, l'opéra-
tion s’arréte d’elle-méme, et donne ees nombres. Si ces racines sont
irrationnelles, on les détermine aussi exactement qu'on le veut.
Lorsque T'équation est littérale, et que les racines sont des poly-

3.
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nomes finis, on trouve immédiatement ces polynomes, non par une
suite d’essais incertains, comme on I'a proposé autrefois dans ’Arith-
métique universelle et d’autres ouvrages, mais par une opération
réguliére et facile dont la marche est toujours la méme. Si les racines
ne peuvent étre exprimées par un nombre fini de termes, on trouve
successivement toutes les parties des racines, c'est-a-dire des suites
de monomes dont chacune étant substituée par ordre dans le pre-
mier membre rend tous les termes nuls. La lecture de notre ouvrage
ne laissera aucun doute sur la vérité de ces conséquences.
Lorsque les grandeurs inconnues sont exprimées par plusieurs
équations, par exemple si I'on propose deux équations algébriques
pour déterminer x et y qui entrent dans chacune des équations,
la résolution a pour objet de trouver deux valeurs de x et y qui,
substituées ensemble dans chaque équation, en réduisent le premier
membre a zéro. Ces valeurs doivent étre exprimées, soit en nom-

bres, soit par des suites de monomes tels que Ha’ 67..., selon que
les éqquations sont numériques ou littérales; et il s'agit de déterminer
tous les systémes possibles de deux valeurs de x et y propres asatis-
faire aux équations proposées. La méme question sapplique aux
équations qui contiennent troisinconnues, ouun plus grand nombre.

On a déduit des propriétés des lignes trigonométriques une ré-
solution des équations des premiers degrés, beaucoup plus claire
et plus utile que celle qui dépendrait de la combinaison des signes
radicaux ; et c'est encore dans les ouvrages de Viéte que 'on trouve
I'origine de ce procédé. Mais on ne parvient pas par cette voie
a une résolution générale des équations.

(4) Nous traiterons dans les deux prenﬁiers livres des équations
a une seule inconnue, et dont les coefficients sont des nombres
donnés.

Lesnombres inconnus «, 6, y,. . dontchacun auraitla propriéte de
réduire a zéro le premier membre de I'équation X =0, sont appelés
racines réelles de Iéquation. Le nombre des racines réelles ne peut
pas étre plus grand que le degré m de Péquation, mais il peut étre
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moindre; et lorsque cela arrive, on nomme imaginaires ces racines
déficientes , en sorte que le nombre total des racines réelles ou ima-
ginaires d'une équation du degré m est toujours égal a m.

Iy a des équations qui n’ont aucune racine réelle, parce qu'il
n’existe aucun nombre «, tel que le premier membre X puisse étre
rendu nul en donnant & x une valeur subsistante «; ou, ce qui est
la méme chose, qui soit divisible par £— «. Mais quels que soient
les coefficients «,, a,, a;, ... a, de la fonction algébrique fx, on peut
toujours trouver deux nombres positifs ou négatifs p. et v, tels que
la fonction fz soit exactement divisible par le facteur du second
degré x* + px +v. ' "

On a remarqué depuis long-temps, et ensuite on a démontré cette
proposition fondamentale. Ainsi la fonction X peut toujours étre
considérée comme égale au produit (x* + px + v) Fx: on désigne
ici par F x une autre fonction algébrique.

Si Iéquation du second degré x* + px +v=o0 a deux racines
réelles « et €, en sorte que le facteur x* + px + v soit le produit
(x —«) (x—6), les nombres « et € sont aussi des racines réelles de
la proposée X =o. Il peut arriver qu’il n’y ait aucun nombre qui
réduise 4 zéro le facteur du second degré x> + px + v: ceeas est
celui des racines imaginaires.

On regarde ces racines imaginaires de I'équation 2"+ px +v=o0
comme appartenant a I'équation X =o. Ainsi 'expression des ra-
cines imaginaires d'une équation algébrique n'est autre chose que
le signe convenu d’un facteur du second degré z* + px + v qui
divise le premier membre de cette équation, et qui ne peut étre:
rendu nul par la substitution d’aucun nombre mis a la place de x.”
Cette distinction des racines imaginaires, et les dénominations qui
Vexpriment, se sont introduites dans un temps ou I'on n’avait point
encore acquis une connaissance complete de la nature des équations.
H est certain qu’on pourrait les remplacer par des expressions plus:
claires ; mais il n’y aurait aucun avantage a changer aujourd’hui les
dénominations usitées : il est seulement nécessaire d’en connaitre:
exactement le véritable sens.
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(5)On peut regarder comme uneabscisse variable la quantité x qui
entre dans la fonction algébrique fz, et la valeur numérique de la
fonction commel'ordonnée correspondante . Sil'on supposait que &
recoit toutes les valeurs possibles positives ou negatives, et sil'on dé-
terminait la forme de la courbe, on connaitrait distinctement la
nature de la fonction fz;les points d’intersection de la courbe et de
'axe correspondraient aux racines réelles. Pour déterminer la forme
dela courbe, en substituant des valeurs de x dans la fonction fz, il
faudrait attribuer a x toutes ses valeurs successives, ce qui ne peut
s'effectuer ; mais nous prouverons par la suite que 'on parvient a
déterminer completement cette forme par un nombre tres-limité
de substitutions. Pour cela on ne considére pas seulement la fonction
donnée fx, on considere aussi toutes celles qui en dérivent par des
différentiations répétées.

Nous supposons ici que les principes et I'usage de I'analyse dif-
férentielle sont connus du lecteur. On ne pourrait point perfec-
tionner la théorie des équations sans recourir a ces principes; la
résolution complete des équations numériques doit étre regardée
comme une des plus importantes applications du calcul différentiel.
Au reste nous indiquons expressément dans cette introduction
les propositions qui dépendent de l'analyse infinitésimale, et que
nous employons dans le cours de nos recherches. Ces propositions
sont démontrées dans tous les traités généraux, et il faut remar-
quer que les procédés de ces calculs sont treés-simples, et que la vérité
en est pour ainsi dire' manifeste lorsqu'on les applique aux fonc-
tions algébriques qui forment les premiers membres des équations.
En général , nous employons dans le cours de cet ouvrage les dé-
nominations et notations les plus généralement regues, et qui sont
presque toutes celles que les inventeurs ont proposées. Ainsi nous
conservons le signe connu d'une quantité infiniment petite, c'est-
a-dire d’une quantité variable dont on considére une infinité de
valeurs et qui devient plus petite que toute grandeur donnée.
Nous désignons aussi par * une quantité infiniment grande, c’est-
a-dire une quantité qui n’a point une valeur actuelle déterminée,
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mais qui est variable et qui augmente sans limite, en sorte qu'elle
devient plus grande que toute (uantité donnée.

N . d d: d3 . -
Soient fx, %fx, —(E—,—fm, E—;;fw, etc., des fonctions algébri-

ques désignées par fx, f'x, f"x, "z, etc., et dont chacune se déduit
de la précédente en différentiant par rapport a x, et divisant par
dx. On substitue certains nombres dans cette suite de fonctions,
et la comparaison des résultats conduit, comme nous le démontre-
rons bientdt, i la connaissance des racines de Véquation fx=o, et
celle des lignes courbes dont les équations sont y =fx, y=/"x,
y=f"x, y=f"x, etc. Il ne suffirait point, pour découvrir les ra-
cines de la proposée fr=o0, de substituer certains nombres dans
la fonction fixr ;il est nécessaire aussi de faire ces substitutions dans
les fonctions subordonnées f'x, f"x, f"x, etec.

En substituant un nombre a i la place de x dans une fonction don-
née, on connaitla valeur correspondante de la fonction qui est repré-
sentée par U'ordonnée ; mais si 'on substitue aussi ce méme nombre

" . d . . , . N
a dans la fonction 7=/, ouf'z, on détermine un autre caractere

de la méme fonction £z ; on conmait si cette fonction tend & aug-
menter ou a diminuer lorsque la valeur @ de l'abscisse augmente,
et 'on a la mesure exacte de I'augmentation ou de la diminution
virtuelle. Cette mesure est la valeur correspondante de /" a, oudeJa
fluxion du premier ordre; elle est représentée dans la figure par la
fangente trigonométrique de I'angle que I'élément de l'are fait avec
la paralléle a I'axe des abscisses.

On connait de la méme maniére si la premiére ﬂuxnon tend a
augmenter ou a diminuer, lorsque la valeur a de & augmente, et
cette disposition a4 augmenter ou a diminuer est aussi une quantité
mesurable : on la détermine en substituant le méme nombre a dans
fa seconde fluxion f”x: 1l en est de méme des fluxions de tous leﬁ
ordres.

La quantité dii_;c-fw, ouf’x, est,a proprement parler, la limite du

rapport de l'accroissement de la fonction a I'accroissement corres-
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pondant de la variable, et les affections des courbes rendent tres-
sensibles toutes les conséquences de ce genre.

. . d ’ , .
La valeur de la fonction d"—z, ou f'z, est nulle lorsqu’au point de

la courbe dont I'abscisse est x la tangente est paralléle i I'axe des
abscisses. Si cette fonction f"x a une valeur positive, 'ordonnée
y ou fx augmente lorsque I'abscisse augmente : ainsi la ligne est
ascendante. Mais si f”x a une valeur négative, 'ordonnée diminue
lorsque x augmente : la branche de la courbe est descendante.

Le signe de la valeur de la fluxion du second ordre ‘5;{" youf"z,

f;xit connaitre si la courbe est concave ou convexe au point dont
est l'abscisse. Si cette fonction f”x a une valeur positive, la courbe
est concave : elle tourne sa convexité vers la partie inférieure de
la planche. Si f"x a une valeur négative, la courbe est convexe:
elle tourne sa convexité vers la partie supérieure de la planche.
Lorsque la valeur de la fluxion du second ordre /7 est nulle, la
courbe a une inflexion au point dont x est l'abscisse. Ce point
dinflexion peut, dans des cas singuliers, n'étre pas apparent : en
général il sépare deux arcs dont 'un est convexe et 'autre concave.
Toutes ces prbpositions sont trés-faciles & démontrer.

(6) La notion des limites était un des éléments principaux de la
géométrie grecque; on en trouve pour la premicre fois lusage dans la
doctrine des incommensurables, et surtout dans le théoréeme qui
sert a comparer les volumes de deux tétraédres qui ont une base
commune et des hauteurs égales. En effet on ne peut point prouver
I'égalité de ces deux volumes par la superposition effective des par-
ties, comme cela avait lieu pour les théoréemes plus anciennement
connus; il est nécessaire de considérer ici une infinité de parties.
Les modernes ont ensuite appliqué leur analyse a cette notion des
limites, et cest Torigine du calcul infinitésimal.

L’équation différentielle est celle qui exprime une relation entre
les fonctions d’une ou de plusieurs variables, etles fluxions dedivers
ordres prises par rapport a certaines de ces variables. On a reconnu
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«que ces relations n'appartiennent pas seulement 4 la science abstraite
du calcul: elles existent dans les propriétés des courbes et des sur-
faces, dans les mouvements des solides et des fluides, dans la dis-
tribution de la chaleur, et dans la plupart des phénoménes naturels.
Les lois les plus générales du monde physique sont exprimées par
des équations différentielles.

(7) Le premier membre d'une équation algébrique dontle degré m
est un nombre pair peut toujours étre décomposé en un certain
nombre de facteurs du second degré, tels que £ + p.x + v; lesnom-
bres . etv sont positifs ou négatifs. Si le degré m estimpair, 'équa-

“tion contient de plus un facteur réel du premier degré, £ —«. On
consideére ainsi toute équation d'un degré m comme ayantunnombre
m de racines, ou réelles ou imaginaires : a proprement parler, ces
derniéres racines manquent dans I'équation.

Les coefficients a,, a,, a,. . .a, pourraient étre tels que si 'on con-
struisait la ligne dont I'équation est y=/z, le nombre d’intersec-
tions de la courbe avec 'axe des abscisses fut égal a m. Mais !orsqu’()n
change les valeurs de ces coefficients, il peut arriver que certaines
intersections disparaissent ; elles manquentennombre pair.La forme
méme de la courbe peut étre changée, et cette ligne peut perdre plu-
steurs de ses sinuosités.G’est ce défaut d’intersections ou de sinuosités
qui donne lien aux racines imaginaires. Il faut remarquer, et nous
le montrerons distinctement par la suite, que ces racines déficientes
ou imaginaires peuvent n’étre pas indiquées par la forme de la ligne
dont I'équation est y =fx. Il arrive souvent que les intersections
disparaissent d’abord dans I'une des lignes subordonnées, qui ont
pour équation y=fz, y=f"x, y=f"x, etc. Nous prouve-
rons que I'on peut déterminer facilement les intervalles ol ces in-
tersections manguent.

. " (8) Lorsque le premiermembre de I'équation contient plusieurs
facteurs réels du premier degré, tels que x —a, x—€, 2 —vy, ete.,
deux de ces facteurs, ou trois, ou un plus grand nombre, peuvent étre
les mémes: ce cas est celui des racines égales. On considere que le
premier membre étaut divisible par (x —a), (x—€), etc., l'équati()n
I : 4
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a deux racines, égales a «, ou trois racines égales &.6, quoiqu’il nly
ait en effet qu’un seul de ces nombres qui.ait la proprié¢té de réduire
le premjer membre a zéro. La construction rendrait sensible la coin-
cidence de ces racines.
- Il est fagile de distinguer et de résoudre ce cas des racines égales:
il suffit de comparer entre elles les fonctions fu, f'z, f'x, ete.,
afin de connaitre s'il existe un ou plusieurs facteurs communs i
Jxetflx,oua fx, [z, [ x,etc. Dans le cas singulier ou une telle
condition a lieu, on doit considérer séparément le facteur commun
que I'ona tl'ouve et qu1 est une fonction a]gel)rlque dea ;ilne reste
plus qu'a résoudre cette fonction en ses facteurs simples.

11 nous suffit d'énoncer ici ces théorémes sur les propriétés des
racines égales. La démonstration en est connue, et d’ailleurs elle est
une conséquence évidente des différentiations.

(9) Nous ferons principalement usage du théoréme qui donne le
développement successif d'une fonction algébrique du binomez + &6,
mais jl faut joindre a ce théoréme l'expression du reste, qui complete
la- série lorsqu’on l'arréte a4 un terme uelcongue. Voici I'énoncé
de cette proposition, qui est un peu moins connue que les précé-
dentes, mais qui est entierement nécessaire & I'analyse exacte des
équations: les développements successifs de la fomnon S(z+b)

.sont exprunes par les equatlons sulvantes,

f(z+b):;fz +b6f'(z...2%1),
S+ b)=/z+bf5+ L. ..57),

' f(z+b)-fz+bfz+ f”z4+ f"(z ez b)),

ainsi de suite.

La fonction désignée par la caractéristique fest supposée algébri-
que, et de méme nature que la fonction fx rapportée article 3, et
“dont la valeur est "+ @, 2"+ .. . + a,; b exprime un nombre dé-
terminé ajouté la variable z. La quantité ainsi représentée (z...242),
est un certain nombre inconnu compris entre z et z + b et 1l faut
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remarquer surtout que ce nombre n’a pas la méme valeur dans les
équations qui se succédent: seulement il est toujours compris entre
z et z+ . Ainsi la valeur compléte de la fonction f(z + b) est formée
1° d’'un certain nombre de termes du second membre, savoir d'un
seul pour la premiére équation, dedeux pour la seconde, de trois pour
la troisi¢rne, ainsi desuite; 2° d’'undernier terme qui compleéte la série
et qui contient une fonction f(m) d’une certaine quantité, m étant
le nombre des termes du développement. La quauntité qui entre
comme variable dans cette fonction f (/n) n'est pas connue, etil n’est
jamais nécessaire qu'elle le soit pour l'usage ¢ue nous voulons faire
du théoreme; mais il est certain que cette quantité inconnue est plus
grande que z et moindre que z + b. Le méme théoréme s’étend a
toutes les fonctions, mais on ne l'applique ici qu'aux fonctions
algébriques. On trouve lorigine de cette proposition générale dans
les écrits de Jean Bernoulli : ¢'est 2 Lagrange qu'on doit la remar-

~queimportante qui donne I'expression exacte du reste de la série.

(10) Soit y une fonetion algébrique fr, et concevons que ayaut
recu une valeur déterminée, on augmente cette valeur d’une quantité
infiniment petite d 2, ¢'est-a-dire d’'une quantité variable qui décroit
de plus en plus, et a zéro pour limite. I/accroissement dy de la
fonction est lui-méme variable, ainsi que le rapport de cet accrois-
sement dy a I'accroissement d z. En désignant par A cette quantité
varizble dx dont & est augmentée, le rapport dont il s’agit a pour

St h—fs

expression , OU f x4+ 2hf (x...z5h). Cette derniére

quantité, qui varie lorsque I devient infiniment petite,a évidemment
pour limite f'x - cest ce que les géometres expriment en écrivant

~——-_f x, ou dy==dxf x. lls énoncent la méme proposition en

disantque f"x est la derniére raison des accroissements dy et dx,
ou que la valeur de f(x + dx) est fx +dxf'x.

Il pourrait arriver que la valeur déterminée de z fit telle que
S’z devint nulle. Dans ce cas on trouve 'accroissement de Ia fonc-
tion par I'équation

4.
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fle+ W=fo+hf o+ fras 2@ 259);
car le terme /o f'x étant nul, ona

" h'—' 1 ]L s PO |
P e e 5T

la limite du second membre est évidemment % f“x. Cest ce l'on
exprime en écrivant '

fle+dx)=fx+ idx f'x.

La derniére raison de 'accroissement de ¥ au carré de I'accroisse-
ment de x est dans ce cas une quantité finie égalea % f"x.Les mémes
conséquences s’appliquent aux cas ou la substitution de la valeur
attribuée i z ferait évanouir plusieurs fonctions consécutives.

Aprés avoir rappelé ces prihci‘pes, nous traiterons l'une des
questions principales de I'analyse des équations, celle qui a pour
objet de déterminer les limites de toutes les racines.
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RESULTATS DEMONTRES DANS CET OUVRAGE.

(1) L: premier livre a pour objet une méthode générale qui sert a
trouver deux limites de chaque racine réelle, et a distinguer les ra-
cines imaginaires. Pour résoudre 1'équation algébrique

X=a,x"+4: 4,2 4+ ;™. . .o e+ Cp X+ A, X + Ay, == 0

du deg¥é m, dans laquelle les eoefficients a,, a,, a;, cte. sont des
nombres connus, on considére a la fois toutes les fonctions qui sont
dérivées du premier membre X par des différentiations successives.
Nous désignons ces fonetions comme il suit, en les écrivant dans

Pordre inverse, -

Xm, Xtm=a X=X X, X X

Si I'on attribue a la variable x une valeur donnée « qui croit suc-
cessivement depuis a==— 2 jusqu'a = + I, et si I'on écrit le signe
du résultat de chaque substitution, on forme une suite de signes
qui répond au nombre substitué «.'Dans cette suite de signes, que
nous indiquons par (z), on remarque combien de fois il arrive qu'un
signe est suivi d’'un signe semblable, et combien de fois un signe est
suivi d’un sfg‘ne différent; on nomme variation cette derniérd suc-
cession de signes, et 'on compte combien de fois la suite («) contient
de ces variations. Cela posé, le nombre « croissant par degrés insen-
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sibles, la suite de signes (z) ne conserve pas toujours le nombre de
variations qu'elle avait d’abord, et que nous désignons par j: ce
nombre j diminue graduellemeht ‘il était d’abord égal & m, il de-
vient nul. On démontre qu'il ne pent que diminuer & mesure que «
augmente. o
Le nombre j des variations de'la suite («) ne change que s'il
arrive que le nombre substitué « fait évanouir une des fonctions
dérivées; il peat arriver dans ce cas que le nombre des variations
qui répond a une valeur infiniment peu plus grande que «, differe
du nombre de variations qui répond a une valeur infiniment peu
plus petite que «. Dans ce passage d’'une premiere valeur de a a une
seconde valeur infiniment peu différente, il est possible que la suite
de signes perde un certain nombre de variations. Il est possible aussi
que le nombre des variations qui répond 4 la premiére valeur de «,
soit le méme cue le nombre des variations qui répond a la seconde
valeur de «. Nous ne considérons point ce qui a lieu ]orsque la suite
conserve toutes les varmtlons qu ‘elle avait auparavant, mais seule-
ment ce qui a lieu lorsque la suite perd un certain nombre de va-
riations. Or il se présente ici’ deux cas totalement: différénts : le
premier , lorsque'dans lasuite qui perd un: certain nombre de ses
variations la derniére fonction X devient nulle; le second, lors-
que lasuite («) perd quelques-unes de ses variations sans cue la
derniére fonctjon X devienne nulle. Le premier cas se rapporte au
nombre des racines réelles, et le second au nombre des racines
imaginaires. L'équation X==0 a autant de racines réelles que la
stite perd de variﬁftions*ldrsqt}e X devient nulle, et cette équa-
tion a‘autant de racines imaginaires ue la suite des signes perd
de variations sans ‘que’ X devienne nulle. Ce théoreme' est' général,
il n'est sujet & aucune CXLB]’)tIOD : voici les deux: apphcatlons prin-
crpales quil fournit. ’
® Il estaisé de connaitre combien on doit chercher de racines
dans'un intervalle donné. Si T'on veut savoir combien I'équation
X =o peut avoir de racinesentre deux limites désignées par a et b,
on substitié'la moindre limite'a'dans la suite totale des fonctions,
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et 'on substitue aussi la plus grénde limite & dans la méme suite,
afin de comparer le nombre des variations de la suite (@) au nombre
des variations de la suite (9).Si ces deux nombres de variations sont
les mémes, on est assuré que la proposée X=o0 ne peut avoir au-
cune racine entre a et b : il est impossible qu’aucun nombre plus
grand que @ et moindre que b rende X nulle.

(A) Si le nombre des variations de la suite («) surpasse le nombre
des variations dela suite (b), et que la différence soit Z, il faut cher-
cher un nombre ¢ de racines entre a et . Il est impossible qu'il
y ait dans cet intervalle un nombre de racines plus grand que¢; il
peut y en avoir moins, et celles qui mancuent sont en nombre pair.

La regle que Descartes a donnée concernant le nombre des racines
positives ou le nombre des racines négatives qu’une équation peut
avoir, est un corollaire du théoréme précédent(A); il suffit de prendre
o et = pour les limites @ et b des racines dont il sagit. Lorsque
deux des racines que le théoreme général (A) indique comme devant
étre cherchées entre deux limites données n'existent point dans cet
intervalle, elles manquent dans 'équation proposée X—o, cest-a-
dire quelles correspondent & deux racines imaginaires de cette
équation. |

Si pour un autre intervalle ', &' différent de a, b, il arrive
aussi que deux des racines que le théoréme indique comme devant
etre cherchées entre @ et b, ne se trouvent pas dans cet intervalle,
il arrive aussi que ces deux racines manquent dans I'équation X=o;
elles correspondent & deux autres racines imaginaires de 'équation
X=o0. En général les racines imaginaires de I'équation X=o0 sont
respectivement celles qui manquent dans certains intervalles ou le
théoréme indique qu'elles doivent étre cherchées. Nous avons dit
que la proposée X==0 ne peut avoir aucune racine dans un inter-
valle lorsque la substitution des deux limites @ et & donne le méme
nombre de variations pour les deux suites de signes (a) et (5.) Il
suit de la qu'une méthode de résolution qui n’indique pas les inter-

valles ou1 les racines doivent étre cherchées est trés-défectueuse : car
x



28 EXPOSE SYNOPTIQUE.

les intervalles ou il est impossible qu'’il y ait des racines sontbeau-
coup plus étendus que les intervalles ot les racines peuvent se
trouver. C'est pour cette raison qu'on ne doit point faire usage de
la méthode qui consiste a substituer successivement des nombres
A, 24, 3A, 44, ete.,dont la différence est moindre que la plus petite
différence des deux racines: car on peut opérer ainsi sur des in-
tervalles tres-grands ot l'on cherche des racines, quoiqu’il soit
facile de reconnaitre d’avance qu’il ne peut y en avoir aucune. On
ne doit procéder ala recherche des racines que pour les intervalles
médiocres ou le théoréme (A) indique quil peut y en avoir.

(2) Si pour découvrir les racines de la proposée comprises entre
deux nombres donnés a et b,on divise cet intervalle en parties, et
que I'ony substitue des nombres intermédiaires, on pourra diminuer
indéfiniment les intervalles ou 'on doit chercher les racines; mais
on ne parviendrait point par ces seules substitutions a connaitre
avec certitude la nature des racines. Il est nécessaire de joindre au
théoréme précédent (A) une seconde regle qui fasse connaitre avec
certitude si les racines que I'on cherche dans un intervalle donné
sont réelles, ou si elles sont remplacées par un pareil nombre de ra-
cines imaginaires de I'équation X=o.

Lorsque deux racines qui doivent d’apres le théoréme (A) étre
cherchées entre deux limites données manquent dans cet intervalle,
cela provient de ce qu’un certain nombre «, compris entre ces deux
limites, étant substitué a la fois dans trois fonctions dérivées con-
sécutives, rend la fonction intermédiaire nulle, et donne pour les
deux autres fonctions des résultats qui sont de méme signe. G’est le
caractere général desracines imaginaires, parce que la suite des signes
perd dans ce cas deux variations. Lorsque la fonction intermédiaire
s’'évanouit, ce nombre « est une valeur critique qui correspond a un
couple de racines imaginaires.

Ainsi en désignant par f*z, f™ x, fz les trois fonctions
consécutives dont il s'agit, il existe dans ce cas une certaine valeur
de « comprise entre @ et b dont la substitution rend nulle/® z, et
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donne pour fe+ix et f*x deux résultats dont le signe est
commun,

Tant que le théoreme indique qu'il faut chercher deux racines
entre les limites a et &, la nature de ces racines demeure incertaine;
elles peuvent étre toutes les deux réelles ou toutes les deux imagi-
naires. Pour résoudre cette ambiguité, ce ui est une question capi-
tale de I'analyse algébrique, et que I'on a di regarder conime la plus
difficile de toutes, il ne faut point recourir au calcul d’'une équation
dont les racines font connaitre la moindre différence possible de deux
racines consécutives, car ce calcul n'est praticable que pour les équa-
tions peu élevées; et méme en perfectionnant le procédé qui donne
un tel résultat, le trop grand nombre de substitutions exigerait un
calcul beaucoup trop composé. Nous allons énoncer la regle qui sert
a distinguer dans ce cas la nature des racines: en la joignant au
théoreme (A), elle compléte la méthode de résolution ; mais avant
de rapporter cette régle, nous indiquerons quelques conséquences
générales des propositions précédentes.

On voit que depuis x—=— jusqua x=+ £, il y a trois sortes
d’intervalles. Les uns, d’'une grandeur indéfinie, sont tels qu'il serait
entierement inutile d’y chercher des racines de I'équation X =o:
on reconnait immédiatement gu’il ne peut pointy en avoir. Les deux
autres sortes d’intervalles sont : 1° ceux ou se trouvent en effet les
racines réelles; 2° ceux -ou les racines manquent. Ce sont ces racines
déficientes qui correspondent aux racines imaginaires. Pour chaque
couple de racines imaginaires, il existe une valeur réelle de la va-
riable x telle que 2 devenant égale a cette valeur, la suite des signes
perd deux variations & la fois sans que x devienne nulle. Le nombre
des couples de racines imaginaires est nécessairement égal aux nom-
bres de ces valeurs critiqgues. On conclud de cette proposition gé-
nérale celle de de Gua de Malves, qui exprime les conditions
propres aux équations algébriques dont toutes les racines sont
réelles.
~ Nous avons remarqué plus haut que le caractere des valeurs cri-
tiques est de rendre nulle une fonction dérivée intermédiaire, en

N , 5
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donnant un méme signe a la fonction qui précede et a celle qui suit.
Cette condition ne sapplique pas seulement a la fonction prin-
cipale X. Lorsqu'elle a lieu pour une des fonctions dérivées d’'un
ordre quelconque X® , c'est-d-dire lorsque la valeur réelle de x qui
rend cette fonction X® nulle donne deux résultats de méme signe
pour la fonction X+ qui précede, et pour celle qui suit, savoir
Xt=v ce earactere indique deux racines imaginaires de I'équation
X"=o0, dont le premier membre estla fonction intermédiaire. On
en conclud avec certitude que I'équation principale X =0 manque
aussi de deux racines-dans ce mémeintervalle de @ & 6. On connait
par cette remarque que les racinesimaginaires de I'écuation X = o ne
sont pas toutes du méme ordre; les unes manquent dans I'équation
principale,et les autres dflIlS les équations subordonnées qui en déri-
vent par la différentiation. Au reste la forme de toutes ces racines, de
quelque ordre qu’elles soient, est toujours celledubinome o + 61—,
cest-a-dire que deux de ces racines conjuguées correspondent a un
facteur du second degré dont les deux coefficients sont réels.

Les racines imaginaires qui manquent dans I'équation principale
X =o0 sont indigquées par la figure de la ligne courbe dont I'équa-
tion est ¥ =X chaque couple de racines imaginaires correspond
3 une ordonnée dont la valeur est un minimum, abstraction faite
du signe. II'm'en est pas de méme des racines imaginaires qui man-
quent dans les équations subordonnées: leur forme n’est point in-
diquée de la méme maniére par la figure de la ligne courbe dont
équation est y =X ; mais si I'on se représente que toutes les lignes
eourbes ui correspondent aux fonctions dérivées de tous les ordres
sont tracées, toutes les racines imaginaires de I'équation X =o de-
viendront apparentes : chaque couple de ces racines correspondront
4 un minimum absolu dans la courbe dont I'ordonnée est la valeur
d’une fonction dérivée.

(3) Il reste a énoncer la régle que nous avons donnée autrefois
pour distinguer les racines imaginaires, et qui résoud complétement
cette question.

(B) On suppose quel'application du théoréme (A) fasse connaitre
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que 'on doit chercher entre les limites @ et & un certain nombre j
de racines; il s'agit de reconnaitre quelles sont parmi les racines
ainsi indiquées celles qui existent en effet, et celles qui ne peuvent
se trouver dans cet intervalle parce qu'elles correspondent & autant
de racines imaginaires de la proposée: le nombre entier j est par
hypothese plus grand que o. Or il faut remarquer que le théoréme
général (A) ne s’applique pas seulement & I'équation principale
X =o0,ilindique aussi combien I'équation dérivée X' = o peut avoir
de racines dans un intervalle donné; il en est de méme des équa-
tions dérivées des ordres suivants, savoir X"==0, X"'=0, X" =o,
etc. : on connait immédiatement par l'application du théoreme
combien on peut chercher dans un intervalle donné de valeurs de
x propres a rendre nulles ces diverses fonctions. Concevons que
dans la suite totale des fonctions dérivées f™x, [ x, [, ...
“v, fx, fx, on marque au-dessus de chacune de ces. fonctions
un nombre z, qui indique combien I'équation dont cette fonction
est le premier membre peut avoir de racines dans l'intervalle des
deux limites « et b. Les nombres désignées par ¢ indiquent com-
bien dans I'intervalle donné on devrait chercher deracines de I'équa-
tion correspondante, sil'on se proposait de résoudre cette équation.
Ces nombres respectifs, que nous appellons indices, peuvent étre
écrits a la seule inspection de la suite totale des fonctions dérivées
Cela posé on remarque en parcourant la suite totale de droite a
gauche quf elle est la premiére des fonctions dont I'indice est 'unité,
et l'on s'arréte a cette fonction que nous désignons par /@ x. Il
est démontré que I'indice précédent placé a la droite de celui-ci
sera toujours 2. On examinera si I'indice suivant placé a gauche de
S x est 0. Si celan’a point lieu, il faut diviser l'intervalle a, b des
limites en deux parties, en substituant pour & un nombre intermé-
diaire «. On remplacera ainsi I'intervalle @, b par deux autres «, «
et «,0, et 'on appliquera littéralement la présente regle a la re-
cherche des racines dans ces deux intervalles. Or en opérant ainsi
on parviendra toujours, et trés-promptement, au cas mentionné ci-
dessus, c'est-a-dire quayant remarqué dans le nouvel état de la suite

5.
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totale dessignes, et en passant dedroite gauche, la premiére fonctiou
qui porte l'indice 1, on trouve que I'indice précédent a gaucheest o.
Désignant done par /" x la fonction pour laquelle cette condition
est satisfaite, on considérera les trois fonctions consécutives f+") x,
JOx, [ x, dont les indices respectifs sont o, 2,3. On écrira la

(r—1

quantité _"ff(Tx’ et faisant x égale a la moindre limite « , on con-

’ . (r—1),
naitla valeur du quotient S a

f(’)(z

différence b— a des deux limites, on est assuré que les deux racines

; si ce quotient est moindre que la

que on cherchait entre a et 6 manquent dans cet intervalle, et que
par conséquent elles répondent a un couple de racines imaginaires
de l'équation principale X =o0. Dans ce cas on retranchera deux
unités de chacun des termes de la suite des indices écrits a droite,
depuis et y compris celui qui répond a fC~"x, jusquau dernier
terme X et y compris ce terme. On conservera les indices précé-
demment trouvés pour les termes placés a la gauche de /), et,
cela étant, on aura une nouvelle suite d’indices pour ce méme in-
tervalle des deux limites a et 6. On continuera donc la recherche
des racines comme si cette nouvelle suite d'indices et été celle que
on a trouvée d’abord. Par cet examen des valeurs des quotients,
on parvient promptement et sans aucuneincertitude a la séparation
de toutes les racines. |

Les cas singuliers ou les fonctions différentielles ont des facteurs
communs, se résolvent facilement au moyen des théorémes connus
sur les racines égales.

(r—1) %
SOz
on peut substituer la plus grande limite b, et comparer le quotient

(
j}(r)b

O—a, on est assuré qu 1l manque deux racines dans l'intervalle.

Aulieu de substituer I'une des limites @ dansI'expression —:

a la différence b —a. Si ce quotient n'est pas momdre que

Enfin on tirerait la méme conséquence si la somme des deux quo-

(r—v) -6 ,, . . ..
tients _Sa f n’etalt pas moindre que b — a. Ainsi toutes

f(’) f(') b

les fois cue la différence b — a des deux limites n’est pas plus grande
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que la somme des deux quotients, il est certain que les deux ra-
cines que l'on devait chercher entre a et » manquent dans cet
intervalle, et que par conséquent elles correspondent a deux racines
imaginaires de I'équation X =o. Si au contraire la somme des deux
quotients est plus petite que la différence b—a , on est averti que
les limites a et b ne sont point assez voisines pour qu’on puisse re-
connaitre la nature des racines par une seule opération. On substi-
tuera donc dans l'intervalle de a et 5 un nombre intermédiaire «,
et I'on formera deux intervalles @, « et «, & : le théoréme (A) in-
diquera immédiatement celui de ces intervalles dans lequel on doit
chercher les deux racines. On continuera donc l'application de la
présente régle, et il est impossible qu'en continuant cet examen
on ne parvienne pas & distinguer la nature des racines.

(4) Les propositions que l'on vient d’énoncer sont 'objet du pre-
mier livre : elles y sont démontrées avec tous les développements
que peut exiger une étude élémentaire. Le théoreme (A) et la regle
que nous avons donnée pour la distinction des racines imaginaires
conduisent promptement et avec certitude a séparer les racines.
On reconnaitra en multipliant les applications de cette seconde
régle (B) combien son usage est facile. Cet avantage provient de
ce que Pon opére d’'une maniére spéciale pour chacun des inter-
valles ou 'on cherche les racines: on considére distinctement ce
qui est propre & cet intervalle, et I'on ne fait que le calcul absolu-
ment nécessaire pour juger de la nature des racines qui doivent y
étre cherchées. Le plus généralement I'application de la régle (B)
exige peu de calcul, et la premiére ou la seconde opération suffisent
pour connaitre la nature des racines : toutefois il peut y avoir des
cas particuliers ou la recherche ne se terminerait pas aussi promp-
tement. Cela arriverait si la différence des deux racines réelles était
extrémement petite, ou si le point qui répond au minimum absolu
était tres-voisin de I'axe des x. Il faut remarquer a ce sujet 12 quele cas
des racines égales est trés-facile a distinguer, comme nous I'avons dit
plus haut; 2° que si dans U'intervalle a, b la ligne dont 'ordonnée
représente la valeur dela fonction s’approche extrémement de I'axe
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des x, soit qu’il y ait ou non intersection, la distinction des racines né-
cessite dans cet intervalleun examen plus aitentif, auquel riem ne peut
suppléer. L'avantage delaregle, et son prineipal caractere, c'est quelle
n'exige que le ealcul indispensable ; et surtout qu'étant appropriée
a Pintervalle, elle permet de reconnaitre trés-promptement la nature
des racines dans les autres intervalles ou deux racines consécutives
ne sont pas. tres-peu différentes. Si au contraire on faisait dépendre
la distinction des racines du caleul de la plus petite différence pos-
sible de deux racines consécutives, la recherche exigerait dans ce
cas des opérations tres-longues et superflues. Dans tous les cas pos-
sibles on parvient par 'application du théoreme (A) et de laregle (B)
& séparer entierement les racines réelles: chacune d’elles se trouve
placée dans un intervalle déterminé, et I'on est assuré qu’aucune
autre ne peut y étre comprise. Il s'agit ensuite de procéder le plus
directement possible au caleul de chaque racine réelle, et d’évaluer
exactement la convergence de Vapproximation : ces deux questions
sont traitées dans le second livre. .

(5) L’approximation que nous appelons linéaire est dérivée de la
méthode newtonienne , apres que l'on a satisfait a toutes les condi-
tions spéciales qui en assurent et reglent I'usage. Les constructions
rendent ces conséquences tres-sensibles. On procede a approxi-
mation lersque les trois derniers indices sont devenus les nombres
0,0, 1, condition quil est toujours facile d’'obtenir. [l s’agissait
ensuite d’éviter toute opération superflue dans le calcul des racines.
Pour eela il était nécessaire de perfectionner la régle élémentaire
de la division des nombres. Il faut ordonner le caleul en sorte que
les chiffres du diviseur ne soient introduits que successivement, et
lorsquils doivent concourir a faire connaitre de nouveaux chiffres
exacts du quotient. Nous avons donné cette nouvelle regle arith-
métique : elle differe de celle d’'Oughtred, qui n’aurait pu satis-
faire & notre question. Cette méme regle de la division ordonnée
pourrait servir a résoudre immédiatement I'équation du second de-
gré ; on pourrait méme 'appliquer a la résolution des équations des
degrés supérieurs.
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(6) Tl nous restait a mesurer exactement la convergence de I'ap-
proximation. L’analyse différentielle fait connaitre le caractére de
cette approximation linéaire; elle exprime la loi suivant laquelle le
nombre des chiffres certains croit a chaque nouvelle opération.
L'erreur que I'on peut commettre, ou la différence entre la valeur
exacte delaracine etlavaleur approchée, décroitrapidement. Chaque
nouvelle approximation double le nombre des chiffres connus, ou
plus exactement ajoute aux chiffres déja déterminés un pareilnombre
de chiffres certains augmenté oudiminué d’un nombre constant. La
fraction qui exprime I'erreur correspondante a une certaine opéra-
tion diminue de plus en plus; elle est le produit du carré de I'erreur
immédiatement précédente par un facteur invariable et donné.

L’approximation linéaire est représentée par un systeme de tan-
gentes successives. '

L’approximation du second ordre est celle qui résulte du contact
des arcs de parabole; elle a un caracteére propre que I'analyse pré-
cédente faitaussi connaitre.La convergence est beaucoup plusrapide:
Verreur correspondante a une opération est le produit d’un facteur
constant par le cube de I'erreur précédente. On démontre assez faci-
lement cette conséquence pour 'approximation du second ordre,
mais la méme considération ne pourrait pas s'étendre aux approxi-
mations de tous les ordres, parce qu’on aurait a résoudre par des
formules analogues a celle de Cardan des équations élevées. Désirant
connaitre exactement le degré de convergence des approximations
des divers ordres, et le facteur constant qui leur est propre, j’ai em-
ployé pour cette recherche une analyse trés-différente qui nexige
point larésolution en fonction de radicaux. J'ai déterminé par laregle
qui a recu le nom de parallélogramme analytique les premiers
termes des racines des équations littérales. Nous n’avons traité de
ces équations que dans notre quatrieme livre, mais j’ai appliqué
d’avance i la question actuelle les régles qui y sont démontrées ,
et I'on trouve par ce moyen la mesure précise de la convergence
des approximations qui dépendent du contact de tous les ordres.
Le résultat est trés-simple, et completement exprimé comme il suit:

&
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l'erreur correspondante i chacune des opérations qui se succédent
décroit comme les puissances d'une trés-petite fraction ; elle est pour
I'approximation d’un ordre quelconque i égale au produit de I'erreur
' 1 SfOx
2.3 4.7 flx
en désignant par z une certaine valeur qui demeure toujours laméme:

précédente par un facteur constant. Ce facteur est -

la fonction 'z au dénominateur est toujours la premiere fluxion de
la variable; i marque 'ordre de la différentiation. Au reste, nous ne
considérons ici cette question que sous le rapport thébrique, afin
qu'il ne reste rien d’inconnu dans I'examen des approximations al-
gébriques. Lorsque l'on compare entre eux des procédés qui sont
tous également exacts, c’est le plus simple et le plus facile que I'on
doit choisir dans la pratique. C'est ici I'approximatjon linéaire telle
que nous l'avons expliquée plus haut.

(7)Nous avons aussi considéré sous divers points devue la question
qui a pour objet de distinguer avec certitude les racines imaginaires :
cette recherche est dans la théorie des équations un point capital
qu’on ne peut pas trop éclairer. Premiérement toute la difficulté
consiste a reconnaitre le signe du résultat que I'on obtiendrait en
substituant dans une fonction donnée une valeur non-exactement
connue, mais seulement tres-approchée, d’une racine « qui rédnit
a zéro une fonction donnée ¢ x. Si cette fonction n’était point la
fluxion du premier ordre /', on connaitrait le signe cherché par
les principes démontrés précédemment, et la méme conséquence
s’applique aux fonctions d’'un nombre quelconque de variables. Mais
dans le cas singulier ou la fonction que « rend nulle est la premiére
fonction dérivée /' x, le signe du résultat demeure incertain. Clest
ce qui arrive lorsqu’apres 'application du théoreme (A), on se pro-
pose de reconnaitre si les deux racines cherchées sont réelles ou
imaginaires : il fallait donc résoudre cette ambiguité dans le cas sin-
gulier ot la fonction dérivée est f'z. Nous avons donné une pre-
miéresolution de cette question, et 'application est générale et facile;;
mais j’ai voulu remonter a I'origine méme de cette difficulté, et con-
naitre s'il n'existe point d’autre solution. Or il résulte de cet examen
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que si I'on remplace la fonction f'x par fx + f', incertitude ne
subsiste plus: on ramene ainsi la question a un cas plus général, et
'on découvre par ce moyen un procédé tres-simple qui fait connaitre
la nature des deux racines cherchées.

Secondement on peut encore résoudre cette méme question en
faisant usage de I'approximation du second ordre. On considére
le contact des arcs de parabole qui coincident avec la fonction prin-
cipale, aux deux extrémités de l'intervalle dans lequel on cherche
les deux racines. Nous formons ainsi une regle générale pour dis-
tinguer treés-rapidement lesracinesimaginaires : on y parvient méme
par cette voie avant que les limites ne soient aussi rapprochées
-que l'exige la régle de I'article 5; mais I'extréme simplicité de cette
regle de l'article 5 en rendra toujours application préférable, si
ce n’est dans des cas particuliers qu’il est facile de reconnaitre.

(8) Les principes que 'on adémontrés dans les deux livres précé-
dents s’appliquent facilement, et dans tous les cas possibles, ala dis-
tinction des racines imaginaires et au calcul des racines réelles. Ces
méthodes suffiraienta I'cbjet de nosrecherches sil'on ne considérait
que le but de larésolution, qui est la connaissance effective des ra-
cines. Mais ces questions, quise rapportent aux fondements mémes
de I'analyse , doivent étre traitées sous différents points de vue; car
un objet principal n’est bien connu que si I'on se forme une idée
juste de ses rapports avec tous ceux qui I'environnent. C'est pour
cela que nous avons examiné les autres méthodes qui pourraient
servir soit a la distinction, soit au calcul des racines. On découvre
par cette comparaison les principes communs a toutes ces métho-
des, et I'on acquiert ainsi des notions générales qui perfectionnent
la théorie. Ces derniéres considérations sont exposées dans le troi-
siéme livre.

On remarque d’abord que lorsqu'on est parvenu a séparer les
racines réelles , en sorte que chacune d’elles se trouve seule dans
un intervalle distinct, on peut développer la valeur de la racine
par des procédés tres-différents qui donnent une connaissance com-
plete de la valeur cherchée. L'expression en chiffres décimaux est

L. 6
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la plus usitée etla plus claire. La méthode que nous avons expliquée
donnant toujours deux valeurs qui ne different que par le dernier
chiffre, et dont I'une est plus grande et 'autre moindre que la
racine cherchée, il ne reste rien d’incertain. Mais ce développement
élémentaire n’est pas le seul que l'on puisse déduire de I'équation
algébrique; on pourrait aussi résoudre la racine, soit en fractions
continues, soit en fractions de I'unité assujéties a un certain ordre
que 'on peut choisir a volonté.

Par exemple, une racine étant un nombre irrationnel dont on
veut développer la valeur, en exprimant par « la fraction qui doit
compléter cette valeur, on pourrait chercher d’abord combien de fois
l'unité contient cette fraction. On déterminerait le premier reste b.
En le comparant ensuite a I'unité, et connaissant combien de fois
ce premier restey est contenu, on trouverait la valeur d’un nouvean
reste ¢. On porterait de nouveau cette fraction ¢ sur I'unité, et 'on
continuerait ainsi indéfiniment de comparer chaque reste a I'unité,
et non au reste précédent, comme on le fait dans le calcul des frac-
tions continues. Cette opération, indéfiniment prolongée, donne

un développement de la forme o= ~— — L ete;

p.g p.g."‘ p.g.r.s
p,q,r,s,etc. sont des nombres entiers que 'on détermine facile-

ment. La valeur de « est toujours comprise entre deux limites qui

ne different quen faisant varier d’une unité le dernier de ces nom-
bres entiers : ainsi 'approximation est complete et trés-convergente.

On pourrait encore choisir une suite M, N, P, Q, etc. de multi-
ples de l'unité, et comparer la valeur « qu’il faut développer au
premier multiple, et les restes successifs aux autres multiples; ainsi
de suite. ‘

On peut aussi comparer de la manié¢re suivante la fraction « avec
l'unité. Supposons que « soit contenue un nombre m de fois dans

Punité, et quil y ai i On prendra 1

unité, et quil y ait un premier reste. On prendra — pour la pre-
LY s E . 7 I

miere valeur approchée de «, et la différence ——oa sera une frac-

tion € que 'on comparera de la méme maniere & 'unité. En conti-



EXPOSE SYNOPTIQUE. 39

nuant ce calcul la fraction « sera développée en une suite dont
chaque terme a l'unité pour numérateur , et dont les dénominateurs
sont les nombres entiers que 'on a trouvés par la comparaison des
restes successifs avec 'unité.

Ces divers développements, dont le calcul des fractions continues
est un cas particulier, ont des propriétés qui se rapportent a la
théorie des nombres ; mais nous considérons ici sous un autre point
de vue ces différentes formes d’approximation, comme servant a
exprimer les irrationnelles algébriques en suites de nombres entiers
indéfiniment continuées. On reconnait premierement (u’une équa-
tion numérique étant proposée, on peut développer la racine com-
prise entre deux limites @ et b en choisissant a volonté ou I'expres-
sion en fractions continues, ou l'un des développements ci-dessus
indiqués. On détermine exactement les dénominateurs partiels, de
méme qu'on le ferait si la valeur cherchée était donnée par une
équation du premier degré dontles deux coefficients seraient connus.
Dans ce dernier cas le développement serait terminé; il est indéfini
lorsqu'on exprime une racine algébrique irrationnelle: or I'équa-
tion proposée fournit immédiatement les dénominateurs successifs.
Quelle que soit la forme du développement que I'on a choisi, on
obtient toujours pour la racine deux valeurs de plus en plus appro-
chées , et entre lesquelles on est assuré qu’elle est comprise, car il
suffit de faire varier d’une unité chaque dénominateur. Ainsi la
convergence n’est pas moins démontrée que pour les fractions conti-
nues, et en général cette convergence est du méme ordre.

Des exemples particuliers rendent ces conclusions trés-évidentes.
On voit par la quune racine d’'une équation a laquelle on a appliqué
les deux regles (A) et (B) démontrées dans le premier livre, n’est
pas moins clairement connue que si elle était exprimée par une
équation du premier ou du second degré; car les coefficients de la
proposée d’'un degré quelconque donnent sans aucune incertitude
toutes les parties du développement. Ainsi la racine d’une équation
algébrique quelconque n’est pas plus imparfaitement exprimée
quoique le degré de I'équation soit élevé; seulement le degré déter-

6.
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mine l'ordre suivantlequel se succedent les nombres qui entrent dans
le développement. Cet ordre est propre & chaque degré : les nom-
bres qui le forment dans tous les cas sont également connus. Il
suffit donc pour exprimer complétement ces valeurs d’avoir résolu
ainsi la recherche des irrationnelles algébriques. On exige seulement
que 'on résolve par une méthode exacte et facile la question qui a
pour objet de reconnaitre si une racine est réelle, et de placer
chaque racine réelle dans un seul intervalle. Lorsque cette distinc-
tion desracines est achevée, larésolution ne consiste plus que dans un
développement arithmétique. La racine se trouverait toujours placée
entre deux limites que I'on peut rapprocher autant qu'on le veut.
Les nombres qui forment le développement ont des valeurs déter-
minées que I'on déduit des coefficients de la proposée, en sorte
que l'on connait de la racine cherchée tout ce qui peut servir a
I'exprimer compleétement.

(9) Pour donner plusd’étendue a cetexamen de la nature desirra-
tionnelles algébriques, nousavons montrédans ce méme livre qu'elles
peuvent étre aussi développées en fonctions continues, et 'on a
rapporté les constructions géométriques qui rendent les résultats
trés-sensibles. On ne pourrait point indiquer clairement cet usage
des fonctions continues sans des détails et des exemples que l'on
ne peut donner dans un exposé général : nous nous bornons aux
remarques suivantes. On considére une certaine relation entre une
premiére valeur approchée « :que I'on supposerait a la racine cher-
chée, et une seconde valeur 2’ plus approchée que la premiere x.

Par exemple soit entre z et 2" la relation trés-simple &'=1 +~;-

On donnerait & x une valeur quelconque que I'on pent ici regarder
comme arbitraire, et 'on en conclurait la valeur correspondante de
x'. Prenant ensuite pour seconde valeur de x celle que I'on vient
de trouver pour &', on déduirait de la méme relation une nouvelle
valeur 2, qui étant prise pour x donnerait une valeur suivante x”".
En continuant ainsi on obtient des valeurs de plus en plus appro-
chées de la racine inconnue. La valeur de cette irrationnelle est
ici L2, car 'approximation a pour limite une valeur de x telle que
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la relation o’ =1 + = n’apporterait plus aucun changement 2 la
P 4

N s ¥
valeur que 'on donne a x: on aurait done x=1+ S ou T'==2.

On trouverait une conséquence analogue pour une autre relation
récurrente, et ce procédé s’applique aux équations de tous les degrés.
La racine inconnue est une limite dont on s’approche indéfiniment,
et la différence devient plus petite que toute quantité assignable.
Les constructions qui répondent a ce genre d’approximation sont
remarquables. Par exemple elles consistent ici dans une spirale
rectangulaire, dont le point extréme s'approche continuellement
du point d’'intersection correspondant a la valeur de la racine.

On trouve aussi par ce méme procédé les racines des équations
exponentielles ou transcendantes : nous en avons cité divers exem-
ples dans la Théorie analytique de la chaleur, pag.343 et suivantes.

Il faut remarquer que 'approximation indiquée par ces méandres
rectangulaires, quoique réguliére, serait trop lente pour devenir
une méthode usuelle : notre but est seulement de rendre manifeste
le rapport singulier de la figure avec la marche de Papproximation,
et de prouver que l'on connait un moyen certain d’approcher in-
définiment de la racine des équations. Mais ce méme procédé des
fonctions continues donne des approximations beaucoup plus con-
vergentes lorsque la spirale orthogonale est remplacée dans la con-
struction par.la suite des tangentes inclinées, et T'on pourrait
augmenter la convergence de I'approximation en considérant le
contact du second ordre. '

La fonction continue qui donne les valeurs approchées a un rap-
port nécessaire avec I'équation proposée. [l n’y a aucune équation
algébrique pour laquelle il ne soit facile de déterminer les fonctions
dorrespondantes aux tangentes inclinées. L’approximation newto-
nienne n'est elle-méme qu'un exemple de ce procédé général. Jai
fait un usage fréquent de cette forme d’approximation dans di-
verses recherches, et particulierement pour la résolution d’une
équation transcendante qui m’avait été indiquée par mon illustre
confrere M. le baron:de Prony.
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Cet emploi des fonctions continues doit étre dirigé par les pro-
priétés de la figure. On pourrait y suppléer par.des considérations
purement analytiques; mais en omettant I'examen de la figure on
ajouterait beaucoup a la difficulté de la recherche, qui au contraire
devient trés-simple au moyen de la construction. Clest un des cas,
d’ailleurs fort rares, ol la construction est pour ainsi dire néces-
saire. I1 peut arriver qu'on ne trouve par ce moyen que des valeurs
approchées , toutes moindres que la racine, ou toutes plus grandes
que cette racine; mais il est toujours facile de former une seconde
limite qui compléte Papproximation: elle est clairement indiquée

- par la construction méme. Il n’est pas moins facile de distinguer
les cas ou la fonction continue, au lieu de donner des valeurs plus
approchées, conduirait a des résultats de plus en plus éloignés de
celui quel'on cherche : c’est ce qui arriverait si l'on tracait la spirale
orthogonale dans une direction opposée a celle que laﬁgnre indique.

Les considérations que I'on vient de présenter dirigent et faci-

litent'emploi des fonctions continues; elles excluent les expressions
analytiques divergentes, et montrent qu’il suffit de calculer les
premiers chiffres des résultats successifs. Au reste I'emploi des
approxi.mations de ce genre n’est point nécessaire pour la résolu-
tion des équations numériques, et les méthodes que nous avons
expliquées conduisent plus simplement encore a la connaissance
‘des racines; mais il importait de remarquer des procédés généraux
qui donnent une étendue nouvelle a la théorie des fractions con-
tinues et montrent les rapports de ces fractions avec les propriétés
des figures.

(10) Apres avoir exposé dans le troisiéme livre I'usage des frac-
tions continues pour approcher de plus en plus et indéfiniment des
racines irrationnelles dont chacune est placée entre deux limites
connues , nous avons considéré une propriété fort générale com-
mune a toutes les méthodes exactes d’approximation. Elle consiste
en ce qu'il n’y a aucune de ces méthodes qui ne suffise pour distinguer
les racines imaginaires lorsqu’on dirige le calcul par I'application
du théoreme général (A). Cette conséquence est pour ainsi dire évi-
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dente pout' lappreximation linéaire dérivée de la méthode new-
tonienne. En effet ce prbcédé d’approximation est représenté,
comme nous l'avons dit, par la suite des tangentes inclinées indi-
quées par les figures 1 ou 2. Supposons qu’il résulte du théoréme
(A) que Yon doive chercher deux racines entre les limites « et b,
et que l'on connaisse par les principes démontrés dans les deux
premiers livres que I'arc m#n n’a aucune sinuosité dans U'intervalle
ab. On ignore si les deux racines cherchées sont réelles (fig. 1),
ou si elles manquent dans cet intervalle (fig. 2). Or le procédé d’ap-
proximation peut résoudre cette question. En effet, ce procédé
consiste a déduire de la premiére valeur approchée @ une valeur
plus approchée «’, qui répond a 'extrémité @’ de la sous-tangente;
ensuite on passe de ¢ a une nouvelle valeur approchée a”; amnsi
de suite, en continuant le méme calcul. Or dans le premier cas
toutes les valeurs approchées @, @', a”, etc. ne peuvent dépasser
le point d’'intersection qui répond a la racine réelle : par conse-
quent si 'on détermine par le théoréme(A)combien on doit chercher
de racines entre a et b, ou entre & et b, ou entre a” et b, ete., on
trouvera toujours que ce nombre des racines indiquées est 2, comme
il 'était d’abord. Mais le contraire arrivera dans le second cas (fig. 2)
ou les deux racines cherchées manquent dans I'intervalle : il est
impossible dans ce dernier cas que sil'on continue 'approximation,
on ne parvienne pas a une valeur telle que «”, au-dela du point ol
larc mn est le plus rapproché de l'axe a b ; et lorsqu’on sera arrivé
a un tel point «”, si I'on détermine par le théoreme (A) combien
on doit chercher de racines entre la derniere valeur ¢” et 4, on
trouvera que le nombre des racines indiquées entre «” et b n'est
plus 2, mais zéro. Cette condition peut ne point arriver pour les
premieres valeurs approchées telles que a', mais il est impossible
que si 'on continue le calcul, et si la forme de I'arc est celle que
représente la figure 2, on ne trouve point une valeur approchée
telle que Vextrémité @ devienne trés-voisine du point &, ou ne se
porte au-dela de ce point. Le seul cas singulier ot 'on ne pourrait
obtenir un tel résultat est celui des deux racines égales, détermi-
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nées par le contact de I'arc mn et de I'axe ab. On sait que ce cas
intermédiaire est trés-facile a distinguer : il suppose que les fone-
tions fx et f" x ont un factear commun, ce que 'on peut connaitre
d’abord, comme nous l'avons expliqué précédemment. Ainsi la
méthode d’approximation jointe au théoreme (A) suffit toujours
pour reconnaitre la situation de I'arc mn par rapport a 'axe ab.
Voici le procédé qui indiquera la nature des deux racines. On cal-
cule une premiere valeur approchée ¢’ qui répond a I'extrémité «
de la premiere soutangente. S'il arrive que cette seconde valeur a'
soit plus grande que la seconde limite &, il est évident que les
racines cherchées sont imaginaires. Mais si @’ est moindre que 4,
on désigne une valeur intermédiaire « moindre que 4 et plus grande
que a’, et on la substitue dans fx. Si par cette substitution les
deux racines sont séparées, c'est-a-dire si le résultat de la substi-
tution est négatif, les deux racines cherchées sont réelles : I'une
est entre « et « et Pautre entre « et 5. Mais si la substitution donne
un résultat positif, on déterminera par le théoreme (A) le nombre
des racines qui doivent étre cherchées entre « et . Si ce nombre
est 0, les deux racines sont imaginaires ; mais si aucune des deux
conclusions n’a lieu, c’est-a-dire si les racines ne sont point sépa-
rées, et si le théoreme (A) indique que I'on doit chercher deux
racines entre « et b, on a deux limites « et & entre lesquelles on doit
chercher deux racines, et 'on ignore jusqu’ici si ces deux racines
sont réelles ou si elles manquent dans I'intervalle : la question est
donc la méme que celle que 'on avait eue a résoudre, et alors les
limites « et b sont plus voisines que les premieres limites a et b.
On procédera donc, et dela méme maniére, 4 une seconde épreuve;
cest-a-dire quel’on ajoutera a la nouvelle valeur « un second accrois-
sement qui répond pour cette nouvelle valeur a 'extrémité de la
soutangente. On suivra littéralement le procédé qui vient d’étre
indiqué pour la valeur approchée @ , et 'on en déduira les consé-
quences précédemment énoncées. Il est impossible qu’en continuant
ce calcul, on n’arrive pas par la voie la plus briéve a reconnaitre la
nature des racines. Il faut seulement ajouter que le cas singulier des
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racines égales doit étre examiné séparément, ce qui n’a aucune dif-
ficulté. On voit par ce qui précede que la regle donnée dans le
premier livre, article 3, pour reconnaitre la nature des deux ra-
cines que I'on cherchait dans un intervalle donné, nest autre chose
que 'approximation linéaire appliquée a la distinction des racines.
Or cette conséquence n’est point bornée a I'approximation linéaire:
nous démontrons dans ce troisieme livre qu’il n’y a aucun procédé
d’approximation qui ne donne un résultat semblable. En général
toute méthode exacte propre au calcul des valeurs approchées suffit
pour la distinction des racines imaginaires, lorsqu’on joint a cette
méthode T'usage du théoréeme (A) qui fait connaitre combien de
racines doivent étre cherchées dans un intervalle donné. Nous en-
tendons par méthodes exactes d’approximation celles qui étant fon-
dées sur les principes exposés dans le premier livre, donnent con-
tinuellement deux valeurs dont l'une est plus Orandc et lautre
moindre que la racine.

(11) Nous avons appliqué principalement cette remarque a Vap-
proximation qui résulte de I'emploi des fractions continues, parce
que cette méthode est plus généralement connue. Voici la consé-
quence remarquable que fournit cet examen.

Le théoréme (A) du premier livre indique combien on doitchercher
de racines dans un intervalle donné. Considérons le cas oul’on serait
assuré que toutes les racines d'une équation sont réelles. Il faut se
représenter d’abord que I'on opeére sur une équation de ce genre,
et que l'on cherche la valeur des racines par la méthode d’approxi-
mation des fractions continues. Cette méthode est expliquée de la
maniere la plus claire dans les ouvrages de Lagrange. L'illustre auteur
suppose qu’au moyen d’une équation auxiliaire on est assuré qu'il
n'existe qu'une racine dans chaque intervalle; mais ici nous ferons
abstraction de tout calcul précédent, et nous admettons que la
réalité des racines est connue d’avance. Cela posé la seule applica-
tion du théoréme (A), combinée avec le calcul des fractions con-
tinues, suffirait pour trouver les valeurs de toutes ces racines. En
renouvelant aprés chaque opération partielle I'application du méme

I 7
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théoréme (A), il arriverait toujours qu'en joignant aux racines déja
sépareées par les opérations préeédentes celles (ue 'on aurait a cher-
cher dans I'intervalle restant, on trouverait préciéément autant de
racines que le théoréme en avait primitivement indiqué. Mais cela
ne peut arriver que si I'équation proposée a en effet toutes ses ra-
cines réelles. Si an contraire plusieurs de ces racines manquent dans
des intervalles ou le théoreme indique qu'elles doivent étre cher-
chées, nous démontrons que le calcul des fractions continues fera
disparaitre ces racines déficientes; parla on reconnaitra que I'équa-
tion n'avait pas toutes ses racines réelles, comme on I'avait supposé,
et I'on saura avec précision quel est le nombre des couples de ra-
cines imaginaires. '

La remarque que l'on vient de faire exige une démonstration
complete, que nous avons rapportée dans le troisieme livre. Elle
prouve que le calcul de I'équation auxiliaire qui ferait connaitre la
limite de la moindre différence des racines est entiérement superflu,
de sorte que la partie de cette méthode que I'on peut justement
regarder comme impraticable est celle qui doit étre omise ; il suffit
1° d’employer le calcul des fractions continues tel quil est exposé
par l'inventeur de cette méthode; 2° de combiner chaque opération
partielle avec I'emploi du théoreme général (A). Par ce moyen il
ne reste rien d’incertain, ni sur la nature des racines, ni sur les
valeurs de plus en plus approchées qui proviennent de la conver-
gence rapide des fractrons continues.

"T'outefois nous ne proposons point de recourir a cette ‘derniére
méthode pour le calcul des racines. L approximation linéaire, telle
que nous 'avons expliquée dans le premier livre, est plus commode
et aussi convergente. Nous avons voulu seulement exposer une pro-
priété singuliere et nouvelle des fractions continues.

Notre objet principal est de prouver dans ce troisiecme livre
i° que les irrationnelles qui expriment les racines des équations
peuvent étre développées sous différentes formes, et que ces ap-
proximations sont exactes, parce quelles donnent toujours deux
valeurs entre lesquelles la racine est comprise;
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2° que ces quantités irrationnelles ne sont pas moins clairement
définies et connues que si elles étaient des fractions simples, en
sorte que 'on peut toujours déduire facilement des coefficients de
la proposée les dénominateurs qui entrent dans un développement
quelconque;
3° que toute méthode exacte d’approximation résoud la ques-
tion difficile de la distinction des racines imaginaires, pourvu qu'on
y joigne 'emploi de notre théoreme (A) du premier livre;
4° que cette remarque s'applique surtout au développement en
fractions continues, et que cette derniere méthode n'exige aucune-
ment le caleul de I'équation aux différences, ou tout autre résultat
déduit des propriétés des fonctions invariables.
On a vu précédemment que la méthode d’approximition newto-
nienne ne pourrait point étre appliquée généralement a la déter-
~mination exacte des racines, et quiil était nécessaire de résoudre
les difficultés auxquelles elle est sujette. 1l en est de méme du pro-
cédé des fractions continues, tel qu'il a été proposé par les inven-
teurs, car il exigerait que I'on connit d’avance la plus petite dif-
férence de deux racines consécutives. Or cette recherche suppose
un calcul que Ton doit regarder comme impraticable, si ce n’est
pour les équations des premiers degrés. C'est pour cela que nous
avons examiné avec beaucoup de soin si cette difficulté peut étre
résolue, et nous y sommes parvenus en prouvant que le caleul de
la plus petite différence des racines est superflu. La suite des opé-
rations a effectuer est toujours la méme quelle que puisse étre cette
différence. Ces opérations sont celles que l'on ferait si I'on con-
naissait d’avance que toutes les racines sont réelles. Seulement elles
deviennent moins nombreuses et plus simples lorsque plusieurs des
racines sont imaginaires, parce que l'application du théoréme prin-
cipal (A) indique que ces racines mancquent en nombre pair dans
les intervalles ou on les cherchait. |

(12) L’objet du quatriéme livre est la résolution des équations
littérales. Les coefficients de ces équations sont des polynomes al-
gébriques dont chaque terme est de la forme Aa"b?c?..... Les

7.
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lettres a, b, ¢, ete. sont des quantités connues. Les exposants n,
P> q,ete. sont des nombres donnés. Si A, B, C, représentent de tels
polynomes, et sil'on considere un produit (x—A) (x—B) (x — C)...
formé de plusieurs de ces facteurs, le résultat de la multiplication
est un polynome d’un certain degré en x. On suppose que ce pro-
duit complet est donné, et que le nombre des facteurs est m : il
s'agit de trouver tous les polynomes du premier degré x—A,
x—B, x—C, etc., qu'il est nécessaire de réunir pour former le
premier membre de I'équation proposée. Il faut done découvrir
une méthode générale qui étant appliquée a une équation d’un degré
quelconque m , fasse connaitre les facteurs simples qui répondent
aux racines de la proposée. Si quelques-uns des polynomes A, B,
C, etc. contiennent un nombre fini de termes, la méthode doit
faire connaitre les racines exprimées par ces polynomes finis; mais
si 'on propose une équation litiérale quelconque du degré m, la
méthode de résolution donnera le plus souvent des polynomes dont
le nombre des termes est infini. Chacune de ces racines aura tou-
jours la propriété essentielle de réduire a zéro le premier membre
de la proposée, lorsqu’on y substituera cette racine au lieu de x.
Ainsi la méthode qui est I'objet de notre recherche reproduira
toutes les racines exprimées en un nombre fini de termes lorsqu’il
existe de telles racines, et doit servir a développer en séries infinies
celles qui ne peuvent point avoir la forme de polynome fini.

Cette question appartient a l'analyse spécieuse dont Viete est
linventeur. Elle peut étre résolue complétement, et le principe de
la solution existe déja dans les éerits de Newton, de Stirling et de
Lagrange. A la vérit¢ on a toujours considéré cette recherche
comme un élément de la doctrine des séries, mais on verra bientot
quelle se rapporte directement a l'analyse algébrique. Clest sous
ce point de vue que nous la considérons ici.

Newton a ramené la partie principale de cette question a une
construction singuliére, qui sera toujours regardée comme une des
plus belles inventions analytiques que nous ayons recues de ce grand
géometre. Lagrange en a donné une démonstration qui ne laisse
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rien a désirer. Sans reproduiré dans notre ouvrage ces premiéres
découvertes, nous nous attachons principalement a compléter la
méthode, et a montrer quelle peut devenir a la fois plus facile et

beaucoup plus étendue. ‘

Nous avons employé une construction différente de celle de
Newton, mais susceptible d’'une application plus générale. Elle
conduit pour le cas d’une seule variable au méme résultat , savoir
a la regle analytique que Lagrange a démontrée.

Parmi les lettres qui expriment les quantités connues on en dé-
signe une quelconque @, atin d’erdonner le calcul selon les puis-
sances de cette quantité, et I'on regarde comme le premier terme
d’une racine celui qui, dans I'expression de cette racine, contient
le plus haut exposant de la lettre choisie a. Cela posé on cherche
d’abord les premiers termes de toutes les racines. I’exposant de la
lettre @ dans un de ces premiers termes est une inconnue qui doit
satisfaire a certaines conditions: il faut déterminer cet exposant,
et en trouver autant de valeurs que la proposée a de racines. Or
on trouve ces exposants, qui sont en nombre 7, par une regle
spéciale dont l’applicétion est facile. Voicila construction que nous
avons employée pour représenter les résultats de cette regle analy-
tique. On considére une multitude de lignes droites différentes,
tracées sur un méme plan. La position de chacune de ces lignes
est donnée par une équation du premier degré, dont les deux coef-
ficients sont connus, parce quils se forment immédiatement de
I'exposant de la variable dans certains termes de la proposée et
de l’éxposant de la lettre principale @ dans ces mémes termes. Le
systeme de toutes ces droites est toujours limité a sa partie supé-
rieure par un polygone dont les deux cotés extrémes a droite et a
gauche sont infinis. Toutes les parties des droites tracées qui ne
se confondent point avec les cotés de ce polygome sont placées
au-dessous de ces c6tés. Or on prouve que les sommets des angles
de ce polygone correspondent aux exposants cherchés. Toute ab-
scisse d'un de ces angles est une des valeurs que I'on peut donner
a I'exposant de a pour former le premier terme d'une racine. Les
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seuls exposants que la lettre choisie @ puisse avoir dans les pre-
miers termes cherchés sont les abscisses des sommets du polygone.
La figure indique clairement le moyen de déterminer ces abscisses. Il
faut descendre en suivant un des cotés extrémes jusqu’a larencontre
du premier sommet, continuer en suivant le c6té que l'on vient
d’atteindre jusqua la rencontre dun second cdté, puis suivre ce
nouveau coté jusqu’a ce quon atteigne le coté contigu; ainsi de
suite. La regle analytique que ce procédé indique est celle que
Newton, Stirling et Lagrange ont considérée. Le calcul est trés-
simple, et il n’y a aucune voie plus courte pour découvrir les ex-
posants des premiers termes. On en déduit immédiatement les
coefficients dans les premiers termes cherchés, et 'on forme tous
ces premiers termes. La reégle fait ainsi connaitre autant de pre-
miers termes que la proposée a de racines, et il n'est pas moins
facile de former les termes suivants. v

Nous avons supposé que les termes sont ordonnés selon les puis-
sances décroissantes de lalettre principale . On pourraitaussi suivre
un ordre contraire, et 1l faudrait trouver en premier lieule terme de
chacune des racines dans lequel cette lettre a le moindre exposant.
Dans ce cas la racine cherchée serait ordonnée selon les puissances
croissantes de a. Pour résoudre cette seconde question on emploie
une regle semblable a celle qui donne pour premier terme celui ou
la lettre @ a le plus grand exposant. En effet ce méme systéme de
lignes droites que nous avons considérées plus haut est limité a
sa partie inférieure par un autre polygone, et toutes les parties de
ces lignes droites qui ne se confondent point avec un coté de ce
polygone inférieur sont placées au-dessus de ces mémes cotés. Il
en résulte un procédé parfaitement analogue a celui que nous avons
décrit plus haut, et 'on trouve par ce caleul les abscisses des som-
mets de ce polygone inférieur. Ces abscisses sont les exposants de
la lettre @ dans les premiers termes des racines ordonnées selon les
puissances croissantes de a. Les exposants étant ainsi déterminés,
on trouve immédiatement les termes correspondants, et 'on forme
les premiére/s parties des racines cherchées. Il est également facile
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de trouver par la méme régle tous les termes subséquents, et 'on
parvient ainsi a former tous les facteurs du premier degré dont le
produit est le premier membre de I'équation proposée.

En général l'application de ces régles donne sans aucune diffi-
culté les valeurs de toutes les racines de la proposée ordonnées selon
les puissances décroissantes ou selon les puissances croissantes de
la lettre choisie. S'il existe des polynomes finis qui satisfassent & la
proposée, on découvre successivement toutes les parties de ces po-
lynomes, et 'on arrive a une derniere opération qui montre que le
nombre des termes est fini: mais si la racine cherchée n’est pas
formée d’un nombre fini de termes, I'opération se prolonge con-
tinuellement et la racine est donnée par une série infinie. Cette ex-
pression est toujours telle qu'étant substituée dans la proposée au
lieu de la variable, tous les termes du résultat se réduisent succes-
sivement a zéro.

Cette méthode de résolution est générale. Elle sapplique aux
équations d’un degré quelconque, et la lettre principale par rapport
a laquelle le caleul est ordonné peut toujours étre prise & volonté.
- Si 'équation proposée est tres-simple, par exemple si elle n’a que
deux termes, en sorte que les racines cherchées contiennent un
seul radical, la méthode genérale se réduit a celles que P'on connait
depuis long-temps pour extraire la racine littérale d'un polynome
donné. Non-seulement le résultat estle méme , mais les procédés de
calcul sont précisément ceux des regles élémentaires de 'algebre
On voit par la que la méthode comprend comme des cas particu-
liers les extractions des racines des quantités littérales.

Nous avons dit que la premiere partie d’'une racine étant déter-
minée par la regle précédente, on découvre par le méme procédé
toutes les parties subséquentes. En effet désignant par p la pre-
miere partie déja connue de la racine, il suffit de substituer le
binome p + ¢ au lien de la variable & : on aura ainsi une trans-
formée du degré m dont la variable ¢ sera I'inconnue. On pourrait
doncappliquer a cette transformée la régle que nous avons exposée,
et chercher la premiére partie de la valeur de ¢ - il est évident que
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ces substitutions successives feront connaitre toutes les parties de
la racine convenablement ordonnées. Pour faciliter les applications,
nous nous sommes proposé d’exclure de ce calcul toutes les opé-
rations superflues, et nous avons formé une regle spéciale qui
donne la seconde partie de chaque racine. Les mémes considéra-
tions réduisent aux formes les plus élémentaires le calcul des troi-
siéme, quatriéme, etc. termes, en sorte qu’il ne reste plus a effec-
tuer que les seules opérations sans lesquelles les valeurs des racines
ne pourraient étre connues. La régle se réduit a substituer dans
le premier membre de I'équation la partie déja connue de la racine,
et a multiplier le résultat par une valeur constante. Quant a la con-
vergence de l'approximation, on la déterminerait par les mémes
principes que ceux qui ont été expliqués dans le second livre. Cette
convergence est, généralement parlant, celle qui résulte de T'ap-
proximation numérique linéaire.

Le caractere de cette méthode exégétique qui résoud toutes les
équations littérales ne peut étre bien expliqué que par divers exem-
ples. Le qUatriéme livre en présente plusieurs. Nous citerons seu-
lement I'équation littérale

B+ (—a+a+b)+ 2 (—ad—ad) +x(a+1)
+x(—d+ab+a+b)+(d+ab+d’+ab)=o.

En appliquant la reégle générale a cette équation, et en ordonnant
le calcul suivant les puissances décroissantes de lalettre @, on trouve
facilement que les premiers termes des racines sont x=—a’+ etc.;

r—=——a + etc.; Jc:l3/:2 + ete. Les termes suivants contiennent
de moindres puissances de a. Si I'on cherche ces termes suivants
par I'application des mémes regles, on reconnait que les termes qui
suivent @’ sont tous nuls , que tous les termes qui suivent — a équi-
valent a —b. Quant a la troisi¢me racine dont le premier terme

3
est L —a, elle serait d’abord développée en série infinie, mais la

A . A N 3 e
méme analyse ferait connaitre que la valeur compléte estL”" —(z ¢ 1).
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On obtiendrait ainsi par un calcul régulier tous les facteurs de la
proposée , savoir

(x—a?), (;(f+a+b>,(m3+a+ 1).

On pourrait aussi ordonner le calcul par rapport a la lettre 6, et
les opérations ne seraient pas moins faciles. Les mémes regles s’ap-
pliquent a tous les cas, etil n’y a aucune équation littérale,, quelque
composée quelle soit, qu'on ne puisse ainsi résoudre en ses fac-
téurs.

Nous avons dit que la régle qui fait connaitre les premiers termes
des racines est représentée par une construction formée d'un sys-
teme de lignes droites. La figure 3 présente ce systeme de lignes
pour l'exemple que nous venons de citer. Les équations des lignes
droites sont —

y=bx, y=hx+2, y=3x+3, y=sx+1, y=a+3, y=4.

Les coefficients de ces équations sont formés des termes de la pro-
posée ol la lettre @ ales plus grands exposants. La limite supérieure
est le polygone MABCN : le systéme est limité au-dessous par
le polygone payv.

Toute équation littérale d'un degré quelconque est completement
résolue par cette méthode en ses facteurs simples, et il nest pas
moins facile de trouver ses racines que celles des équations a deux
termes que I'on sait résoudre depuis long-temps par des regles algé-
briques élémentaires. On trouve dans les ouvrages de Newton
(Arithmeétique universelle), et dans ceux de Clairaut et autres, des
procédés particuliers pour découvrir les racines commensurables
des équations littérales : ils consistent dans une suite d’essais dent
le calcul est incertain. Il est plus facile et plus exact de résoudre
I'équation proposée par la méthode générale que l'on vient de dé-
crire. Newton n’a employé la régle du parallélogramme analytique
que pour le calcul des séries, qui est le vrai fondement de sa mé-
thode des fluxions.

L 8
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On pourrait faire usage de ces développements des racines en
séries pour le calcul de leurs valeurs approchées, et si I'on ne pos~
sédait point aujourd’hui une méthode tres-simple pour la recherche
directe des limites, il faudrait recourir a cette résolution des équa-
tions littérales. Mais les régles que nous avons expliquées dans les
deux premiers livres conduisent bien plus rapidement a la con-
naissance effective des racines, et dispensent de toute discussion
de la convergence des séries. La regle précédente qui sert a former
les premiers termes des racines des équations littérales est néces-
saire pour l'analyse des lignes courbes considérées dans leur cours
infini. Onen trouve des exemples remarquables dans les ouvrages de
Newton, Stirling, Cramer et divers auteurs. On peut déduire cette
régle des constructions, ou la réduire, commeI'a fait Lagrange, a un
procédé purement analytique. A proprement parler, cette recherche
appartient a I'analyse des inégalités linéaires dont nous exposons
les principes dans notre septiéme livre : ¢’est le point de vue le plus
général sous lequel les recherches de ce genre puissent étre con-
sidérées.

(13) Nous avons indiqué aussi dans le quatriéme livre une ques-
tion beaucoup plus composée que la recherche des racines d'une
seule équation littérale : elle a pour objet la résolution simultanée
dé deux équations littérales a deux inconnues. Chacun des termes
de ces équations est de la forme Hamy": x et y désignent les in-

‘connues, H est un polynome littéral formé des grandeurs connues
a, b, c, etc. La question consiste & trouver pour et y deux po-
lynomes contenant leslettres a, b, ¢, etc., et tels que si on les sub-
stitue en méme temps au lieu de x et de y dans les équations pro-
posées A—o, B— o, l'une et I'autre substitution rendent nulles les
fonctions A et B. Le systéme .des deux valeurs de x et de y qui ont
cette propriété forme une solution des deux proposées. Il s'agit de
découvrir toutes les solutions possibles , en assignant les termes
dont se composent les valeurs de x et de y- Si les équations A=o,
B=o0 admettent des valeurs commensurables de x et y, en sorte
que les polynomes qui expriment ces valeurs ne contiennent qu’un
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nombre fini de termes, il faut que ces polynomes soient déterminés
par la régle générale que nous avons en vue. Mais si les valeurs
de x et y n'admettent point ces expressions finies, la régle doit
produire successivement tous les termes du développement de ces
valeurs. /

Ainsi nous étendons a deux équations, et en général aux équa-
tions littérales multiples lorsqu’il y aautant d’équations que d’incon-
nues, les principes de résolution que nous avons appliqués précé-
demment aux équations littérales ol il n'entre qu'une seule in-
connue. '

Ces développements des racines des équations multiples offrent
dans Yanalyse des usages importants. Par exemple, pour le cas de
deux équations, ils servent a connaitre la nature des surfaces cour-
bes dans leur cours infini et leurs nappes asimptotiques.

On pourrait aussi employer ces expressions des racines pour
résoudre d'une maniére approchée les équations qui contiennent
plusieurs inconnues , mais ces applications ne sont point ici l'objet
de notre recherche. Nous avons seulement voulu connaitre s'il existe
pour les équations littérales a plusieurs inconnues des reégles algé-
briques analogues a celles qui donnent les racines des équations
littérales : et en effet nous avons démontré que les méthodes de ré-
solution ne sont point bornées aux équations littérales qui ont une
seule inconnue. Elles s'étendent & toutes les équations multiples dans
lesquelles le nombre des inconnues est égal au nombre des équa-
tions : le calcul est plus composé, mais il est de la méme nature.
On trouve d’abord le premier terme de chaque racine, ¢’est-a-dire
celui ou la lettre choisie pour ordonner le calcul contient un expo-
sant plus grand que celui de la méme lettre dans tous les termes
suivants. On forme ainsi autant de premiers termes qu’il y a de
solutions differentes. Chaque solution comprend deux valeurs de
z et y qui, étant substituées simultanément dans les deux équations
proposées, satisfont a I'une eta I'autre. Cestle calcul de ces premiers
termes qui fait connaitre le cours infini des surfaces.

Si T'on considérait trois équations et trois inconnues, chaque so-

8.
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lution serait formée de trois valeurs simultanées de x, ¥, z. En
général cette méthode de résolution des équations littérales consiste
a trouver successivement toutes les parties des racines ou la lettre
choisie a le plus grand exposant. On peut désigner une lettre quel-
conque parmi celles qui expriment les grandeurs connues. Lorsqu’on
a ainsi trouvé les premiers termes de toutes les solutions, on peut
calculer les termes suivants par I'application de la méme méthode.

S’il arrive qu'une ou plusieurs des racines puissent étre expri-
mées'par un nombre fini de termes, la méthode s'arréte au dernier
terme subsistant; on reconnait que tous les autres seraient nuls.
Mais en général ces opérations conduisent a des séries. Elles pour-
raient servir & déterminer les valeurs approchées des racines des
équations numériques multiples, mais nous n’avons pas traité cette
derniere question. Si plusieurs équations algébriques sont propo-
sées, et que leur nombre soit égal a celui des inconnues, on sait
qu'on peut éliminer une de ces inconnues prise a volonté, puis une
seconde, une troisieme, ainsi de suite, et parvenir ainsi a4 une équa-
tion finale qui ne contient qu’une seule inconnue. 1l y a plusieurs
cas simples dans lesquels cette élimination peut faire conhaitre les
solutions cherchées, et il est remarquable que dans tous les cas
il existe une équation finale. Mais cette conséquence est pure-
ment théorique : elle prouve que toutes les racines des équa-
tions algébriques ont une nature commune, parce quil n’y a
aucune de ces racines qui ne soit I'inconnue d’une certaine équa-
tion algébrique. Toutefois il n'en faut point conclure que ce
procédé d’élimination représente la méthode que I'on doit suivre
pour parvenir a la counnaissance effective des racines: cette voie
serait beaucoup trop compliquée. Elle serait impraticable pour des
équations élevées, et méme, daus la plupart des cas, cette méthode
nécessiterait un examen tres-attentif pour éviter Iintroduction des
facteurs étrangers a la question, ¢’est-a-dire de ceux qui ne rendent
point nuls & la fois les premiers membres de toutes les équations
proposées. Quoique l'on puisse éviter ou distinguer ces facteurs
superflus que proviendraient de I'dlimination , I'extréme complica-
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tion des calculs, et la difficulté de former séparément toutes les
différentes solutions, excluraient toujours l'usage effectif de ces
régles, si ce n'est dans des cas trés-simples choisis d’avance comme
exemples. On peut dire qu’il faudrait se résoudre a ignorer les so-
lutions des équations multiples, si 'analyse ne pouvait les déter-
miner que par les procédés d’élimination.

Nous envisageons la résolution des équations littérales multiples
sous un point de vue tres-différent. Nous conservons aux équations
proposées leurs formes primitives, et comparant & la fois tous leurs
coefficients , nous cherchons les racines par la résolution simultanée
de ces équations. Nous prouvons en effet qu’aucune élimination
n'est nécessaire, et que 'on peut déterminer immédiatement les
premiers termes des racines d’aprés la seule condition que la sub-
stitution simultanée de ces racines doit satisfaire en méme temps
a toutes les proposées.

I oblet de notre quatriéme livre est donc dexphquer les prin-
cipes qui servent a cette résolution des équations littérales. Nous
employons immédiatement les équations telles qu'elles out été pro-
posées, sans altérer en rien leurs coefficients, et nous parvenons a
connaitre les termes successifs qui doivent former les racines. Chaque
solution est composée d’autant de racines qu’il y a d’inconnues dif-
férentes , et la substitution simultanée doit rendre nuls a la fois tous
les premiers membres des équations. Il faut d’abord découvrir les
premiers termes des racines qui forment une méme solution. Cette
derniére question est beaucoup plus composée que celle qui se rap-
porte a une seule équation littérale, mais elle se résoud aussi par
un régle certaine qui sapplique & des équations d'un degré quel-
conque.

‘Nous citerons ici I'exemple suivant, qui présente deux équations
a deux inconnues, savoir

2y —y'ra’+1=—o0,
z'yra—y‘za + 3=o.

Si 'on applique a ces deux équations les principes qui nous venons



58 - EXPOSE SYNOPTIQUE.

d’'indiquer, on trouve deux solutions différentes: la premiére est
formée de deux valeurs conjuguées de x et y dont les premiers ter-
sont ;

r= a%lﬁ/ 3,

L5 6 _
y=a ‘V73;

la seconde solution comprend les deux antres valeurs de x et y qui
ont pour premiers termes

ce sont les premieres parties des inconnues x et y.

Pour découvrir les termes subséquents, il faut substituer le
binome p + ¢ au lien de x et p'-+ ¢’ au lieu de y; p et p' désignant
les premiers termes connus, et ¢ et ¢’ les sommes des termes sub-
séquents. Les nouvelles inconnues sont ¢ et ¢, et 'on a deux équa-
tions pour les déterminer. On appliquela méme régle afin de trouver
les premiers termes de ¢ et ¢’, qui seront les seconds termes des
racines cherchées. En poursuivant le calcul d’apres les mémes prin-
cipes , on trouverait les parties suivantes des racines.

On voit que les deux équations proposées n'ont que deux solu-
tions possibles. L'une contient aux premiers termes les puissances
et —? de a: aucune autre combinaison ne pourrait satisfaire a
la fois aux deux proposées.

Quant a la regle qui fait connaitre les premiers termes des raci-
nes, nous nous bornons & dire ici qu'on peut aussi ramener cette
recherche a des constructions, et c’est par ce moyen que nous avons
forméles premiers termes des deux solutions ci-dessus indiquées. Au
reste la recherche des exposants de ces premiers termes est un
probléme de Vanalyse des inégalités linéaires; mais l'usage des
constructions peut ici suppléer a cette analyse. On parviendrait a
découvrir les premiers termes des solutions par les essais successifs
des combinaisons de différentes valeurs attribuées aux exposants :
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I'emploi de I'analyse des inégalités, ou celui des constructions, sup-
pléent a ces essais. Au reste, cet emploi n’est indispensable que si
le nombre des termes qui entrent dans les proposées était trop
grand ; et dans ce cas les régles elless-mémes ne peuvent pas tou-
jours prévenir la longueur du calcul. Quoi quil en soit, il demeure
certain cue I'on parviendra toujours a la détermination exacte des
premiers termes de toutes les solutions possibles. Quant aux termes
subséquents, non-seulement on les découvre par Vapplication des
mémes régles, mais la marche des opérations se simplifie de plus
en plus, parce que ces termes ne peuvent avoir que des exposants
inférieurs a ceux que lon a déja déterminés, condition qui facilite
la recherche.

Les conséquences que I'on vient d’énoncer s’appliquent a toutes
les équations multiples, quels qu'en soient le nombre et le degré;
mais les opérations sont d’autant plus composées que le nombre
des équations est plus grand. Toutefois il est manifeste que la ré-
solution des équations littérales multiples s’opére au moyen de ces
principes, sans qu’il soit nécessaire de recourir aux éliminations
successives. La méthode de résolution donne en général les déve-
loppements des solutions en séries infinies. I.’'usage de ces séries,
ou plutét le ealcul des seuls premiers termes, doit sappliquer prin-
cipalenient a la discussion des propriétés des lignes ou des surfaces
courbes considérées dans leur cours infini. La conséquence la plus
générale de cette analyse est que larésolution des équations multiples
est indépendante de tout procédé d’élimination, et qu'elle doit con-
sister dans le calcul simultané des équations proposées, sans ap-
porter aucun changement a leurs coefficients primitifs.

(14) L'objet du cinquiéme livre est de montrer comment les
principes de I'analyse algébrique exposés dans les livres précédents
s'appliquent aux fonctions transcendantes. Nous avons principa-
lement en vue celles de ces fonctions que les géometres ont consi-
déréés jusqu'ici, par exemple celles que 'on trouve dans les ouvrages
d’Euler, ou que plusieurs géométres ont successivement employées
dans des recherches de dynamique ou de physique mathématique,
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et spécialement celles que nous avons nous-méme introduites dans
la théorie de la chaleur.

* Nous considérons les équations déterminées formées d’expressions
transcendantes dont la valeur change par degrés insensibles , quelle
que soit d'ailleurs la natare de la fonction ; ou du moins nous con-
sidérons les parties des fonctions transcendantes quelconques qui
varient ainsi par degrés imsensibles. Ainsi on ne suppose point que

“dans les parties de fonctions auxquelles ces recherches s'appliquent
.le'skva]eurs passent du positif au négatif sans devenir nulles dans
lintervalle : mais lorsque cette condition n’a pas lieu, rien n’em-
péche d’examiner séparément chacune des parties ou la continuité
subsiste.

Le caractere propre des fonctions algébriques entieres est de se
réduire toujours a une valeur constante par des différentiations
continues, et nous avons jusqu’ici admis cette condition. 11 faut
remarquer maintenant que les conséquences principales auxquelles
nous avons été conduits ne dépendent point de cette méme condi-
tion. Nous 'avons d’abord ‘supposée pour rendre les démonstrations
plus simples ; mais en examinant avec soin ces démonstrations, on
reconnaitra qu'elles ont un objet beaucoup plus étendu, et qu’il n’est
nullement nécessaire que la différentiation indéfinie réduise les fonc-
tions a des valeurs constantes. '

Par exemple, on a démoutré dans le premier livre que si la sub-
stitution d’une limite a dans la suite des fonctions dérivées de tous
les ordres donne des résultats qui soient les mémes, terme pour
terme, que ceux qui proviennent de la substitution d'une autre
limite b dans les mémes fonctions, Péquation principale fx—=o0 ne
peut avoir aucune racine dans 'intervalle des deux limites. Ce lemme
est important, et nous en avons souvent fait usage dans diverses
recherches d’analyse algébrique. Or il est certain .que cette propo-
sition ne s’appl‘ique point de la méme maniére aux fonctions algé-
briques et aux expressions transcendantes. Par exemple si la fonc-
tion principale est sin.z, et si les deux limites @ et b sont respec-
tivement a et a+ 2, les deux suites de résultats seront les mémes,
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terme pour terme. Or il est manifeste quon ne peut point en con-
clure que I'équation sin..r=o0 n’a pas de racines dans cet intervalle
de @ & a + 2= : mais la’démonstration que nous avons donnée du
lemme dont il s’agit prouve dans ce cas quune équation dérivée
d’un ordre quelconque, telle que /™ x =0, ne peut pas avoir entre
les deux limites @ et b plus de racines que n'en a dans le méme
intervalle I'équation f+"x—0o d'un ordre plus élevé, quel que
soit le nombre i. Or cette proposition estindépendante de la nature
de la fonction différentielle, et I'on doit se borner a cette conclu-
sion, parce que I'intervalle des limites esttrop grand pour (ueles pre-
mieres substitutions puissent indiquer les limites de chaque racine.

(15) Nous allons maintenant énoncer quatre propositions géné-
rales qui servent a déterminer les limites et les valeurs des racines,
lorsqu’on applique les principes de landlyse algébrique aux fonc-
tions transcendantes.

I"®. On a expliqué dans le premler livre les relatlons quont entre
eux les nombres entiers appelés indices qui correspondent aux fone-
tions dérivées. Sil'on connaissait'indice i pour une certaine fonction

S comprise dansla suite des dérivéesde Sz, a et & désignantles deux
limites auxquelles cet indice se rapporte, on en conclurait que I'équa-
tion /™ x = o ne peut pas avoir plus dez racines dans I'intervalle de
ces limites ; c’est-a-dire que sil'on avait a résoudre 'équation /™ x =o,
il faudrait chercher un nombrede ces racines entre a et b. Considé-
rantensuite I'’équation dérivée placée a gauche de f ™, savoir /",
et désignant par i’ le nouvel indice correspondant a /©+"x, on en
conclurait que si 'on avait a résoudre I'équation f"+'x=—0, il
faudrait chercher un nombre i’ de ces racines dans le méme inter-
valle des limites @ et 4. Or les indices Z et " peuvent étre d’abord
ineonnus , lorsque la fonction fx est transcendante, mais ces deux
indices ont une relation nécessaire. L.e nombre i’ est 7, ou 1—1, ou
i+ 1, et I'on connaitra toujours lequel de ces trois cas a lieu. Il
suffit de comparer les résultats de la substitution de @ dans f™x
et f*+ 2 aux résultats de la substitution de 4 dans les mémes fonc-
tions. On les écrira done comme il suit

I.
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forg,  f0g,
JSer0p, fp,

et 'on examinera si la combinaison provenant des deux termes
consécutifs £+ a, f™ a est une variation de signe, ou si elle est
une permanence. Ensuite on examinera si la combinaison des deux
termes ‘conséeutifs f*+95, £™p est une variation de signe, ou si
elle est une permanence. Lorsque la combinaison provenant des
substitutions est unevariation dansla premiere suite et une variation
dans la seconde, ou lorsque cette combinaison est une permanence
dans la premiére suite, et une permanence dans la seconde,, le nouvel
indice 7’ est le méme que le précédéllt ¢. Mais si la premiére suite
donne une permanence qui corresponde a une variation dans la
seconde, on a ¢’ =¢— 1. Enfin si une variation dans la premiere
suite répond a une permanence dans la seconde, on a i'=i+ 1.
Ces conséquences résultent de la regle que nous avons donnée dans
le premier livre pour former les indices correspondants aux déri-
vées successives, et elles ne dépendent point de la nature de la fonc-
tion /™ x. En effet ces conséquences sont fondées sur cette propo-
sition générale que le nombre substitué augmentant par degrés in-
sensibles, la suite des signes perd une variation lorsque le nombre
substitué devient €gal & une racine. Or la vérité de cette remarque
nest pas bornée aux fonctions algébriques; c’est une propriété de
tout point d’'intersection, quelle que soit lu figure de la courbe qui
coupe l'axe des a. -

On voit donc que siI'indice correspondant a une fonction dérivée
est connu, on peut facilement déterminer les indices qui, pour le
méme intervalle des deux limites a et b, répondent aux fonetions
précédente ou snivante. Par exemple si les résultats de la substi-
tution de @ dans la suite enti¢re des fonctions dérivées sont les
mémes que les résultats de la substitution de & dans ces fonctions,
la valeur de l'indice ¢ ne subit aucun changement, en sorte que
équation f™ax=o0 ne peut avoir entre les limites a et b plus de
racines ¢uune autre équation dérivée f**+)=o n’en peut avoir
entre ces mémes limites, quel que soit le nombre j. Sila fonction
principale fx était algébrique, on serait assuré que la différentia-
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tion indéfinie donne une constante /™x, m étant le degré de la
proposée. On arriverait ainsi a un premier indice, qui est évidem-
ment nul; et comme tous les indices sont les mémes, il s'ensuit que
I'équation principale f(x)= o0 ne pourrait avoir aucune racine dans
ce méme intervalle: c'est le lemme de l'article 34 du premier livre.
Si I'équation principale fx =0 n’est pas algébrique, il est manifeste
quon ne doit pas tirer la méme conclusion, mais on connaitra la
relation qui subsiste entre un indice i correspondant & une quel-
conque des dérivées désignée par /' x, et I'indice i’ correspondant
a la dérivée de I'ordre moins élevé d’'une unité, savoir f“—" x. Par
conséquent on déterminera par le méme moyen la relation de I'in-
dice 7 de la fonction f("-)x avec I'indice j de la fonction principale
J(x), et si 'on connaissait z on en conclurait la valeur de j. Or nous
démontrerons que I'on peut toujours assigner un certain intervalle A
pour lequel I'indice correspondant a une fonction /' x est nul. Donc
apartir de cette fonction jusqu’ala fonction principale fx, on déter-
minera les indices des autres fonctions pour ce méme intervalle,
et 'on connaitra ainsi combien on y doit chercher de racines de
la proposée fx=o.

II°. fx désignant une fonction transcendante déterminée, et A
une valeur donnée de la variable , on peut toujours assigner un
intervalle A tel qu’on soit assuré qu'une équation dérivée quelconque
J© 2 =o0 ne peut avoir aucune racine dans l'intervalle de A & A+ A,
en sorte que I'indice ¢ propre a cet intervalle est certainement zéro.
En effet la proposée fx—o est, selon notre hypothése, une équa-
tion déterminée, c’est-a-dire que I'expression f(x) détermine entié-
rement la valeur de la fonction f(x) pour toute valeur de la varia-

~ble x, soit qu'elle donne cette valeur exactement par un nombre
fini d’opérations, soit qu'elle en donne des valeurs approchées qui
en différent aussi peu qu’on le veut, comme cela a lieu par exemple
lorsque f(x) est donnée en série convergente. Si I'expression f (x)
ne déterminait pas la valeur de la fonction pour toute valeur de
la variable, il n’y aurait pas lieu de proposer de résoudre I'équation
S'(®)=o0. Il est nécessaire que 'expression f(x), quelle qu'en soit

9-



64 EXPOSE SYNOPTIQUE.

la nature, puisse servir a connaitre si, pour une valeur quelconque
A dela variable x, la valeur de la fonction /() est plus grande ou
moins grande qu'un nombre proposé B. Ainsi I'expression f(x)
donne la fonction f(A}, ou exactement, ou par une série conver-
gente, ou par tout autre procédé qui tiendrait lieu de cette série,
en sorte que l'on puisse rapprocher indéfiniment les limites de la
valeur de f(A). Il en est de méme d’une fonction dérivée de f(x)
d’un ordre quelconque : car la fonction principale étant entiérement
déterminée, la fluxion d’'un ordre quelconque est aussi détermindée.
Cela étant, il s'ensuit rigoﬁreusement qu'en désignant par A une
valeur quelconque et donnée de la variable &, on peut toujours
assigner un intervalle A tel que pour une dérivée d'un ordre quel-
conque /' x, 'équation /' x = o ne peut avoir aucune racine dans
I'intervalle de A a A + A, cest-a-dire que toutes les valeurs de fOx
dans cet intervalle ont un méme signe. En effet quelle que soit l'ex-
pression de f(x), par exemple si cette fonction est donnée en une
série, la convergence de la série suppose une condition d’inégalité,
qui par conséquent subsiste dans toute I'étendue d’'un certain in-
tervalle. On connait dans cet intervalle deux fonctions différentes
qui servent de limites a la valeur de /“x, et I'on peut déterminer
Paccroissement A en sorte que 'une et I'autre limites donnent pour
[, dans l'intervalle A 4+ A, des résultats qui ont un méme signe.
On en conclut qu'on ne doit chercher aucune racine de I'équation
S x=o0 entre A et A + A: c'est un intervalle pour lequel I'indice ¢
est certainement nul. ‘

On détermine ensuite , conformément a la proposition I'®, la va-
leur de l'indice qui, pour ce méme intervalle, répond & I'équation
principale. On parvient ainsi, quoique la fonction proposée f{x) ne
soit point algébrique, a connaitre combien on doit chercher de
racines de I'équation f(x)=o0 dans l'intervalle dont il sagit, et il
'y a aucun des intervalles suivants auxquels le méme procédé ne
sapplique. On connaitra donc les intervalles ol les racines doivent
étre cherchées, et I'on déterminera par les régles expliquées dans
les premiers livres la nature et les limites des racines.

Nous avons rapporté dans ce cinquieéme livre divers exemples
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propres a éclairer cette application des principes de Panalyse al-
gébrique. Elle est fondée sur la notion générale des variations et
des permanences de signe: ce serait retrancher une partie consi-
dérable de l'art analytique que de ne point introduire cette notion
dans la théorie des équations transcendantes. '

(16) IITe. Une fonction transcendante ou algébrique ¢ x étant pro-
posée, si Pon fait I'énumération de toutes les valeurs réelles ou
imaginaires de x , savoir «, €, y, &, etc. qui rendent nulle la fonc-

tion ¢x, et si 'on désigne par f(x) le produit (1-——:), (1 -~§) ,

(1 —-f> , « « -« de tous les facteurs simples qui correspondent aux
Y

racines de I'équation ¢.x =0, ce produit pourra différer de la fone-
tion gx, ensorte que cette fonction, au lieu d’étre équivalente a
Jz, sera le produit d’un premier facteur f{x) par un second F(x).
Cela pourra arriver si le second facteur F () ne cesse point d’étre
une grandeur finie, quelque valeur réelle ou imaginaire que 'on
donne a x, ousi ce second facteur F () ne devient nul que par lasub-
stitution de valeurs de & qui rendent infini le premier facteur /().

Et réciproquement si I'équation F(x"j::o a des racines, et si
elles ne rendent point infini le facteur f(x), on est assuré que le
produit de tous les facteurs du premier degré correspondant aux
racines de ga=o0 équivaut a cette fonction ¢ x(").

-

(*) En effet 1° ¢'il existait un facteur F x quine piit devenir nul pour aucune
valeur réelle ou imaginaire de x, par exemple si Fx était une constante A et
“si fue était sin.x, toutes les racines de A.sin. z==o0 seraient celles de sin.x=—o,
etle prbduit de tous les facteurs simples correspondant aux racines de A.sin. z==o0
serait seulement sin.z, et non A.sin.z. Il en serait de méme si le facteur Fa
n’était pas une constante A. Mais s'il pouvait exister un facteur Fx qui ne ces-
serait point d’avoir une valeur finie, quelque valeur réelle ou imaginaire que
Fon attribut & x, toutes les racines de I'équation sin.x.Fax=—o seraient celles
de sin./z =0, puisqu’on ne pourrait rendre nul le produit sin.x.F2 qu'en ren-
dant sin. 2 nul. Donc le produit de tous les facteurs correspondants aux racines
de @ ==o0 serait sin.x, et non sin.z.Fa. On voit donc que dans ce second
cas il serait possible que le produit de tous les facteurs s/imples ne donnit pas .
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IVe. Etant proposée une équation algébrique ou transcendante
¢ x=0 formée d’'un nombre fini ou infini de facteurs réels ou ima-

(=2 (=D (=D (=)o,

on trouve le nombre des racines imaginaires, les limites des racines
réelles, les valeurs de ces racines, par la méthode de résolution
qui a été exposée dans les premiers livres, et qui sera la méme soit
que la différentiation répétée réduise ¢ a une valeur constante,

ginaires

soit que la différentiation puisse étre indéfiniment continuée. L'équa-
tion px=0 a précisément autant de racines imaginaires qu’il y a
de valeurs réelles de x qui, substituées dans une fonction dérivée
intermédiaire d’'un ordre quelconque, rendent cette fonction nulle,
et donnent deux résultats de méme signe pour la fonction dérivée
qui la précede et pour celle qui la suit. Par conséquent si I'on par-
vient 4 prouver qu'il n’y a aucune valeur réelle de & qui, en faisant
évanouir une fonction dérivée intermédiaire , donne le méme signe &
celle qui la précéde, et a celle qui la suit, on est assuré que la pro-
posée ne peut avoir aucune racine imaginaire. Par exemple en exa-
minant Vorigine de I'équation transcendante

2° Si I'équation Fx=—o0 a des racines, ou réelles ouimaginaires, ce qui exclut
le cas ou Fx serait une constante A, ou serait un facteur dont la valeur est
toujours finie, et si les racines de Fa=—o rendent fx infini, le produit fx.Fxz
devient 2, et peut avoir une valeur trés-différente de ¢x. Mais si les racines de
F2z=o0 donnent pour fz une valeur finie, le produit fz.F x deviendrait nul
lorsque F 2 ==o0: donc'énumération compléte des racines de I'équation ¢ x=—o,
ou fx.Fx=—o0, comprendrait les racines de F2 =o. Or nous avons représenté
par fx le produit de tous les facteurs simples qui répondent aux racines de
¢x=—o0: il serait donc contraire 4 lhypothése d’admettre qu’il y a un autre
facteur F z, tel que les racines de F 2 —o sont aussi des facteurs de ¢ x —o. Cela
supposerait que I'on n'a pas fait une énumération compléte des racines de I'équa-
tion ¢ x==o0, puisqu’on a exprimé seulement par fx le produit des facteurs sim-
ples qui correspondent aux racines de cette équation.
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_ x x* z? x4
(1) O_I_—ff(l.z)’_—(l.z.?))’+(1.2.3.4)2-—etc"

nous avons prouvé qu'elle est formé du produit d'un nombre infini
de facteurs; et en considérant une certaine relation récorrente qui
subsiste entre les coefficients des fonctions dérivées des divers
ordres, on reconnait qu’il est impossible qu'une valeur réelle de x,
substituée dans trois fonctions dérivées consécutives, réduise la
fonction intermédiaire 4 zéro, et donne deux résultats de méme
signe pour la fonction précédente et pour la fonction suivante.
On en conclut avec certitude que I'équation (1) ne peut point avoir
de racines imaginaires.

La régle que nous avons donnée dans le premier livre pour re-
connaitre facilement si les deux racines que I'on doit chercher
dans un intervalle donné sont réelles, ou si elles manquent dans cet
intervalle, s'applique directement a toute équation algébrique ou
transcendante ainsi formée d’'un nombre fini ou infini de facteurs
réels ou imaginaires. Il en est de méme des théorémes que nous
avons donnés dans les premiers livres pour régler I'approximation
linéaire, en déterminant deux limites I'une toujours plus grande et
I’autre/touj ours moindre que la racine. La mesure de la convergence
est du méme ordre que si 'équation était algébrique. Ainsile nombre
des chiffres exacts que I'on détermine & chaque opération croit sui-
vant la méme loi, quelle que soit la nature de la fonction algébrique
ou transcendante : le caractére de 'approximation linéaire n'est
point propre aux seules fonctions algébriques; il est déterminé par
le mode des substitutions successives, et convient a toutes les
fonctions. ’

On vient d’énoncer dans cette analyse du cinquiéme livre les pro-
positions qui servent a généraliser la méthode de résolution des
équations déterminées. Si I'on bornait cette méthode aux fonctions
algébriques, on ne s'en formerait qu'une idée tres-incomplete. 11 est
évident qu'elle convient a tous les genres de fonctions. Les divers

exemples auxquels nous avons appliqué ces principes rendent cette
conclusion encore plus manifeste.
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(17) L'objet du sixieme livre est de démontrer les rapports des
séries récurrentes avec la théorie des équations. Ces rapports sont
beaucoup plus étendus qu'on ne I'a pensé jusqu’ici. Nous avons
reconnu (u'ils comprennent toutes les racines, soit réelles , soit ima-
ginaires , et que T'on peut en général déterminer par cette méthode
tous les coefficients de tous les facteurs d'un degré quelconque. On
pourrait trouver dans les ouvrages de Newton la premiére vue qui
a conduit a cet usage des séries récurrentes, mais Daniel Bernoulli
doit étre considéré comme le principal inventeur.

Nous rappellerons d’abord la propriété qui sert de fondement a
cette méthode. Dans les séries qui ont été nommeées récurrentes
chaque terme est dérivé de ceux qui le précedent, au moyen d'une
relation constante et trés-simple. En général pour former un terme
d’une série récurrente, on désigne un certain nombre de termes
qui le précedent immédiatement; on multiplie ces termes respec-
tivement par des nombres constants , positifs ou négatifs; on ajoute
les produits, et la somme est le terme cherché. La série est de I'ordre
m lorsque, pour former un terme, on prend les m termes qui le
précédent immédiatement. On a appelé échelle de relation la suite
des m nombres constants. Pour former une série de cet ordre, il
suffit de connaitre les m premiers termes de la série, et I'échelle
de relation. Il est évident que I'on en peut déduire tous les termes
qui suivent, et prolonger la série indéfiniment. Ces définitions étant
posées , voici en quoi consiste la regle de Daniel Bernoulli.

Soit proposée une équation algébrique

"+ ax" b caxn . g+ h=D,

dans laquelle les coefficients @, b, c.....g, k sont des nombres
connus. On écrira un nombre m de valeurs numériques prises a vo-
lonté pour les m premiers termes d’une série récurrente; par exemple.
on peut supposer que ces premiers termes sont tous égaux a 'unité.
On prendra pour I'échelle de relation les coefficients @, b, c...g,h
de Péguation , et I'on prolongera indéfiniment la série, en calculant
chaque nouveau terme au moyen des m termes qui le précedent
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immédiatement. On formera donc ainsi une série récurrente dont
les premiers termes sont arbitraires, mais qui a dans tout le reste
de la suite une relation nécessaire avee I'équation proposée.

Cela étant, si 'on divise chaque terme de la série récurrente par
celui qui le précede, on forme une suite de quotients: or I'auteur
de la régle démontre que cette suite de quotients converge de plus
en plus vers une racine de 'équation. Chaque quotient est une valeur
approchée de cette racine, et ces valeurs deviennent de plus en plus
exactes. Elles ne different plus que par les derniers chiffres déci-
maux, et 'on par_vienf ainsi, par les seules opérations élémentaires
du calcul, A connaitre la racine aussi exactement quon peut le
désirer. '

Euler a expliqué en détail la régle que I'on vient d’énoncer; c’est
I'objet du chapitre dix-septieme de I'Introduction a I’Analyse infi-
vitésimale. Celle des racines qui est ainsi déterminée par-la série
récurrente est la plus grande de toutes, cest-a-dire celle qui con-
tient le plus d’unités, abstraction faite du signe.

Il faut concevoir que l'on a élevé au carré chacune des racines,
et que les carrés sont rangés par ordre de grandeur : on marque-
rait ainsi 'ordre des racines depuis la plus grande jusqu’a la plus
petite. Si P'équation a des racines imaginaires, on détermine encore
l'ordre suivant lequel les racines doivent étre rangées. Pour cela
on concoit que deux des racines imaginaires conjuguées ont été
multipliées 'une par l'autre : le produit est toujours réel, et €’est
ce produit qui, étant comparé au carré de chaque racine réelle,
marque la place que doit occuper dans P'ordre des racines le couple
des deux racines imaginaires conjuguées.

La série récurrente fait connaitre la premiere racine , lorsqu’elle
est réelle; elle fait aussi connaitre la plus petite racine lorsqu’elle
est réelle. Quant aux racines imaginaires, si elles sont subordonnées
a la plus grande racine, c’est-a-dire si le produit des deux conju-
guées est moindre que le carré de la premiére racine, on détermine
par le procédé qui vient d’étre énoncé cette premiére racine; elle
est encore la limite dont s'approche continuellement la suite con-

1. . . 10
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vergente des quotients continus. Mais si un couple de racines ima-
ginaires occupele premier rang, la série récurrente ne donne aucun
résultat. En prenant le quotient de chaque terme par celui qui le
précede, la suite de ces quotients continus n’est pas convergente :
elle donne des valeurs vagues et inégales , qui ne s'approchent d’au-
cune limite déterminée.

Dauns les notes jointes au Traité de la Résolution des équations
numériques , Lagrange rappelle la regle découverte par Daniel Ber-
noulli, et les remarques d’Euler concernant l'exception des ra-
cines imaginaires. I’auteur de ce Traité ajoute que I'on pourrait
déterminer par le méme procédé une racine quelconque, comme
linventeur I'a proposé, si I'on connaissait d’avance les limites qui
séparent cette racine de toutes les autres, et il montre que la marche
de T'opération est analogue a celle de la regle d’approximation de
Newton. Mais comme cette application exigerait que I'on etit une
méthode certaine pour déterminer les limites des racines, il consi-
dere avec raison <cet usage des séries récurrentes comme trés-im-
parfait, soit parce que la régle est en défaut dansle cas des racines
imaginaires, soit parce qu’il est nécessaire de déterminer d’avance
les limites de chaque racine.

(18) Les détails que je viens d’exposer font connaitre d’une ma-
niére positive la nature de la question que I'on avait a traiter, et
son état actuel. L'extréme simplicité de cette méthode, et I'utilité
de ses applications qu’Euler a mise dans tout son jour, m’ont porté
a rechercher avec soin si elle peut s'étendre a toutes les racines, soit
réelles , soit imaginaires, et quels sont les rapports les plus géné-
raux des séries récurrentes avec la théorie des équations. Voici les
questions que cette analyse présentait, et que j’ai toutes résolues.

Premierement : quelle est la mesure exacte de la convergence de
I'approximation ? |

Secondement: peut-on employer un procédé analogue pour dé-
couvrir la seconde racine, la troisiéme, et en général toutes les
racines réelles de la proposée, sans recourir & aucune autre méthode
pour déterminer les limites de ces racines ?
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Troisiemement : lorsque les racines cherchées sont imaginaires,
ce méme emploi des séries récurrentes peut-il encore avoir lieu, et
comment en déduira-t-on les valeurs de plus en plus approchées
de la partie réelle de chaque racine et de la partie imaginaire?

Je vais rapporter maintenant la solution des trois questions pré-
cédentes : cet exposé suffira pour faire connaitre clairement I'objet
et les résultats du sixieme livre.

Lorsquon applique la série de Daniel Bernoulli a une équation
dont la premiére racine est réelle, la suite des quotients converge
vers_ la valeur de cette racine, et les erreurs finales des approxima-
tions diminuent comme les termes dune progression géométrique
dont la racine est une fraction. Cette fraction est le rapport de la
seconde racine a la premiere, comme on le reconnait au premier
examen. Si la premiére racine et la seconde ont des signes diffé-
rents, condition qu'il est toujours facile d’obtenir, les valeurs ap-
prochées sont alternativement trop grandes et trop petites. Ainsi
les chiffres communs a deux valeurs consécutives appartiennent
nécessairement a la racine cherchée. Cette propriété ne se rencontre
pomt dans les approx1mat10ns newtoniennes.

Les applications trés-remarquables qu'Euler a faites de la methode
des séries récurrentes prouvent qu'elle est utile dans un grand
nombre de cas; mais la marche du calcul ne nous parait pas en gé-
néral assez rapide. Ce n’est done point sous ce rapport que nous
considérons ici les propriétés des séries récurrentes. Le caractere
principal que nous avons en vue, et qui distingue cette méthode de
toutes les autres, est qu’elle n’exige aucune connaissance antérieure,
et il résulte de nos recherches que le méme procédé détermine les
parties, soit réelles, soit imaginaires de toutes les racines. Cette con-
séquence paraiten quelque sorte indiquée dans 'ouvrage de Daniel
Bernoulli, et surtout dans celui d’Euler , mais elle exigeait la solu-
tion complete de la seconde et de la troisieme question. Voici en
quoi consiste cette solution.

Concevons que I'on ait formé la série récurrente primitive qui
dérive immédiatement des coefficients de la proposée, et de pre-

10.
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miers termes pris a volonté. Désignons par s, ¢, u, v, z, etc. les
racines de I'équation rangées par ordre de grandeur. Soient A, B,
C, D, E,etc. les termes de la série récurrente. Sila racine qui occupe
le premier rang est réelle, on en approchera de plus en plus, et in-
définiment, en divisant chaque terme par celui qui le précede : c’est
en cela que consiste la régle déja connue; mais on ne trouve ainsi
que la premiere racine. Pour déterminer les racines suivantes on
prendra quatre termes conséeutifs A, B, G, D; on formera le pro-
duit AD des deux termes extrémes, on en retranchera le produit
BC des deux termes moyens; on écrira le reste AD —BC au-des-
sous de la premiére série, et I'on opérera de la méme maniere pour
quatre autres termes consécutifs B, G,D,E; C,D,E, F; ainsi de
suite. On aura donc un seconde suite «,6,y,8,¢,... dérivée de la
premiéere. Or nous démontrons 1° que la seconde série est récur-

‘ [3 . . 6 b ..
rente; 2° que le quotient.continu = fé, wIRE etc. a pour limite la

somme s + ¢ des deux premiéres racines de la proposée: et comme
la premiere est connue par une opération précédente, on connait
aussi la valeur ¢ de la seconde racine.

Si au lieu de choisir quatre termes consécutifs de la premiére
série, on prend seulement trois termes consécutifs A, B, C; si du
produit A C des extrémes on retranche le carré B’ du terme moyen,
en écrivant tous les restes au-dessous de la série primitive : on for-
mera une seconde série, et 'on démontre 1° que cette seconde série
est récurrente; 2° que la suite des quotients continus que donne cette
série est convergente, et a pour limite le produit s¢ des deux pre-
mieres racines de la proposée.

On déterminerait pareillement les trois premiéres racines s Wt u
de I'équation. Pour cela on formerait la série primitive, et I'on en
déduirait par les régles que nous avons énoncées trois autres séries
récurrentes. La premiére ferait connaitre, par la suite convergente
de ses quotients, la somme s + ¢ + u des trois premiéres racines; la
seconde déterminerait la somme s¢-+ su+ tu des produits deux a
deux; la troisiéme série déterminerait le produit stuw.

Il en est de méme de toutes les racines de .I'équation proposée :
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on les déterminerait par ordre, en quelque nombre qu'elles fussent.
En général, pour déterminer par ordre toutes les racines, on forme
en premier lieu la suite des quotients continus dont la limite est
la valeur de s. On déduit ensuite de la premiere série récurrente
celles qui sont propres a faire connaitre la somme s+ ¢, puis la
somme s+t -+, puis la somme des quatre premicres racines;
ainsi de suite. '

Il nous reste a énoncer la solution de la troisiéme question con-
cernant les racines imaginaires. On peut former d’apreés ce qui vient
‘étre dit: ‘

1° la série récurrente d’ot1 I'on déduit les valeurs approchées de
la premiere racine s;

2° une seconde suite de quotients qui donne la valeur du pro-
duit st;

3° une troisiéme suite qui donne la valeur du produit stu des
trois premiéres racines ; ainsi de suite.

Cela posé, si la premiére racine est imaginaire , c¢'est-a-dire si le
produit des deux imaginaires conjuguées surpasse le carré de chaque
racine réelle, la premiere série ne donnera aucun résultat; la suite
des quotients continus sera divergente et vague, comme Euler la
remarqué. Or nous démontrons que, dans ce méme cas, la seconde
suite de quotients est convergente, et que la limite de ces quotients
continus est le produit réel s¢ des deux racines imaginaires.

Si la troisiéme racine u est réelle, la troisieme suite de quotients
est convergente. -

Le contraire aurait lieu si la troisiéme racine était imaginaire;
mais dans ce cas la quatriéme suite de quotients, qui répond a
stuv, est nécessairement convergente.

Les mémes conséquences s'appliquent aux séries que I'on formerait
d’apreés les régles précédentes pour déterminer les sommes s + ¢,
s+t +u, etc. En général toutes les fois qu’on applique ces régles
au calcul des quantités successives s, st, stu, etc., ous+t,s+t+u,
ete., il ne peut pas arriver deux fois de suite gne la suite des quo-
tients soit divergente. Deux suites consécutives peuvent donner
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toutes les deux des résultats convergents , mais elles ne peuvent pas
toutes les deux étre divergentes: il y en a nécessairement une des
deux pour laquelle la suite des quotients a une limite fixe, qui est
la valeur cherchée. |

Il résulte de ces théorémes que, pour connaitre dans tous les cas
les racines de la proposée, il suffit de former les séries qui se rap-
portent aux produits successifs des racines, et celles qui se rappor- -
tent aux sommes successives des racines. On aura ainsi les valeurs
de plus en plus approchées de toutes les racines réelles, et, ce qui
est remarquable, on connaitra pour chaque racine iniaginaire la
partie réelie de cette racine et le coefficient de 'imaginaire. Voila
I'usage le plus étendu que I'on puisse faire de la méthode de séries
récurrentes. Ces séries ont done en effet des propriétés trés-géné-
rales, relatives a la théorie des équations, et cest I'étude de ces
rapports qui est le véritable objet de notre sixiéme livre.

(19) On sait depuis long-temps qu'une fonction algébrique in-
variable de toutes les racines d’'une équation, c’est-a-dire une expres-
sion dans laquelle elles entrent toutes de la méme maniére, est
donnée par une équation du premier degré au moyen des coeffi-
cients de I'équation. Cette proposition remarquable a sa premiere
origine dans les théoremes de Frangois Viete, I'un des premiers
fondateurs de I'analyse des équations. Albert Girard a déduit des
théorémes de Viete 'expression de la somme des puissances entiéres
des racines. On trouve ensuite ces formules dans les ouvrages de
Newton. Les nouveaux théorémes que I'on vient d’énoncer font con-
naitre que les fonctions qui ne contiennent qu’un certain nombre
de racines ont des propriétés d'un ordre différent, mais qui ne sont
pas moins générales. Ainsi, dans une équation d’'un degré plus élevé
que le troisiéme, la somme de trois racines n’est point donnée par
une équation du premier degré, mais par une limite dont on ap-
proche de plus en plus. Cette limite est le quotient continu de deux
termes consécutifs d'une série qu’il est tres-facile de former. Il n'y
a aucun facteur provenant d'un nombre quelconque des facteurs
simples de I'équation proposée rangés par ordre, dont on ne puisse
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déterminer ainsi tous les coefficients. I'examen de ces propriétés
générales nous fait mieux connaitre la nature des nombres irration-
nels exprimés par les racines des équations algébriques. Ces racines
sont les limites de certaines suites, qui dérivent selon une loi trés-
simple des coefficients de la proposée. Ce procédé, fondé sur I'usage
des séries récurrentes, est principalement remarquable parce qu'’il
tient lieu de toute autre méthode pour la distinction des. racines
et de leurs limites, et parce qu’il s’applique a la recherche des coef-
ficients des racines imaginaires. Au reste nous ne pensons point que
I'on parvienne assez promptement par cette voie a la connaissance
desracines. Les exemples cités par Euler sontingénieusement choi-
sis, mais ce mode d’approximation exige en général trop de calcul.
Nous ne considérons donc cette question que sous les rapports théo-
riques. Les propriétés que nous venons d’énoncer sont incompa-
rablement plus générales que celles qui ont été connues des inven-
teurs, et des auteurs qui ont traité depuis la méme question : elles
intéressent surtout la théorie. Nous avons eu pour but dans cette
recherche de compléter un des principaux éléments de I'analyse
algébrique.

(20) Dans le septiéme et dernier livre, on expose les principes
de Panalyse des inégalités. Cette partie de notre ouvrage concerne
un nouveau genre de questions qui offrent des applications variées
ala géométrie, a 'analyse algébrique, a la mécanique et a la théorie
des probabilités. Nous allons indiquer le caractére principal de ces
recherches, et nous citerons quelques exemples propres a en faire
connaitre I'objet.

Une question est en général déterminée lorsque le nombre des
équations qui expriment toutes les conditions proposées est égal au
nombre des inconnues. Dans la théorie dont il s'agit les conditions
ne sont pas exprimées par des équations; c'est-a-dire qu'au lieu
d’égaler a une constante ou a zéro une certaine fonction des incon-
nues, on indique au moyen des signes > ou < que cette fonction
est plus grande ou moindre que la constante. C'est ce qui constitue
une inégalité. ~
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On suppose, par exemple, que quatre indéterminées doivent étre
assujéties aun certain nombre d’'inégalités du premier degré, et qu'il
faut trouver toutes les valeurs possibles de ces inconnues. Le nombre
des inégalités pourrait étre moindre que celui des inconnues, ou
lui étre égal, et méme il peut étre beaucoup plus grand : il est;
en général, indéfini. Il s’agit de trouver les valeurs des quatre in-
connues, qui étant substituées simultanément, satisfont a toutes
les conditions proposées, soit que ces conditions consistent seule-
ment dans certaines inégali'tés, soit quelles comprennent aussi des
équations. Une cuestion de cette espece admet une infinité de so-
lutions ; elle est indéterminée: il faut donner une régle générale qui
serve a trouver facilement toutes les solutions possibles. 11 est évi-
dent que des problémes de ce genre doivent se présenter fréquem-
ment dans les applications des théories mathématiques.

- Dans plusieurs cas on peut arriver a la solution par des remar-
ques particulieres propres a la question que l'on veut résoudre :
mais si le nombre des conditions est assez grand, et si elles se rap-
portent a trois ou a plus de trois variables, la suite des raisonne-
ments devient si composée qu'il serait presque toujours impossible
a Lesprit le plus exercé de la saisir tout entiére. Il faudrait d’ail-
leurs recourir a des considérations différentes, selon la nature de
la question, comme cela arrive a I'égard de plusieurs problémes
simples que 'on résoud sans le secours de I'analyse. Il était donc
nécessaire de ramener a un procédé général et uniforme le calcul
des conditions d’inégalité. On supplée ainsi, par une combinaison
réguliere et constante des signes, aux raisonnements les plus difficiles
et les plus étendus, ce qui est le propre des méthodes algébriques.
Nous citerons en premier lieu un exemple tres-simple de ce genre
de questions.

On suppose qu’un plan triangulaire horizontal est porté par trois
appuis verticaux placés aux sommets des angles. La force de chague
appui est donnée et exprimée par 1, cest-a-dire que si 'on placait
sur cet appui un poids moindre que l'unité, ce poids serait supporté,
mais que 'appui serait aussit6t rompu, si le poids surpassait V'unité.
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On propose de placer un poids donné, par exemple 2, sur la table
triangulaire, en sorte qiaucun des trois appuis ne SOit.I‘OInpU. La
question serait déterminée si le poids donné était 3; elle n’a point
de solution possible si ce poids surpasse 3; elle est indéterminée
s'il est moindre que 3. Désignant par deux inconnues les coordon-
nées du point oul’on doit placer le poids proposé, par trois autres
inconnues les pressions exercées sur les appuis; et supposant, pour
simplifier le calcul, que le triangle est isocele rectangle, on voit
que la question renferme cinq quantités inconnues, et une qui est
connue, savoir le poids proposé. Or les principes de la statique
donnent immédiatement trois équations, et I'on'y joindra pour
chaque sommet deux inégalités, qui expriment que la pression est
positive et moindre que 1, ou plutét ne peut pas surpasser 1.1l est
évident que toutes les conditions de la question seront alors expri-
mées : il ne s’agit plus que d’appliquer les regles générales du calcul
des inégalités linéaires ; on en déduira toutes les valeurs possibles
des coordonnées inconnues, et 'on déterminera ainsi tous les points
du triangle ou le poids donne peut étre placé.

Si l'on forme cette solution, on trouve que les points dont il
s’agit se réunissent dans l'intérieur de la table, et composent un
hexagone lorsqure le poids donné est compris entre 1 et 2. Cette
figure devient le triangle lui- méme si le poids est moindre que
l'unité; elle est un triangle plus petit sile poids est compris entre
2 et 3; elle se réduit a un seul point si le poids est égal a 3; enfin
lorsqu’ 1l surpasse 3 la figure n’existe plus, parce que les. llgne%
qui doivent la former cessent de se rencontrer.

Voici la construction qui sert a tracer ces lignes. Désignant par 1
le c6té du triangle isocéle-rectangle, on divise I'unité par le poids
donné qu’il s'agit de placer, et I'on porte la Jongueur mesurée par
le quotient 1° sur chaque coté de 'angle droit, a partir du sommet
de cet angle, ce qui donne deux points 1 et 2; 2° sur un des cotés
de I'angle droit, a partir du sommet de I'angle aigu, ce qui donne
un troisieme point 3; 3° sur 'autre c6té de I'angle droit, & partir
du sommet de I'angle aigu, ce qui donne un quatriéme point 4.

1. : 11
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/
On éléve par le point 1 une ligne perpendiculaire sur le c6té on
se trouve ce point, et par le point 2 une seconde ligne perpendi-
culaire sur l'autre coté; enfin on meéne une troisieme ligne droite
par les points 3 et 4. Ces trois lignes ainsi tracées terminent sur la
_surface du triangle l'espace ou le poids donné peut étre placé sans
qu'aucun des appuis soit rompu. ‘ '

Il serait facile de résoudre sans calcul une question aussi simple;
mais si le nombre des appuis est plus grand que trois, si leur force
est inégale, si la table horizontale porte déja en certains points
des masses données, ou si l'on doit y placer non un seul poids,
mais plusieurs, on ne peut se dispenser de recourir au calcul des
inégalités. L’avantage de ce calcul consiste en ce qu'il suffit dans
tous les cas d'exprimer les conditions de la question, ce qui est
facile, et de combiner ensuite ces expressions au moyen de régles
générales qui sont toujours les mémes. On forme ainsi la solution,
a laquelle on n’aurait pu parvenir que par une suite de raisonne-
ments tres-compliqués.

Les questions de ce genre sont toutes indéterminées, parce qu’elles
admettent une infinité de solutions; mais elles différent entre elles
quant a I'étendue. Dans les unes, les conditions exigées restreignent
beaucoup cette étendue; pour d’autres, 'énumération de toutes
les solutions possibles est moins limiitée. Il est nécessaire ; dans
certaines recherches, de considérer les questions sous ce rapport.

Un examen attentif prouve que I'étendue propre a chaque ques-
tion est une quantité que I'on peut toujours évaluer en nombres : c’est
en cela que la théorie dont on expose les principes se lie a celle
des probabilités, et il y a en effet divers problémes dépendants de
cette derniére science (ui se résolvent par le calcul des inégalités.
Or on ne peut mesurer I'étendue ou capacité dune question
sans comprendre dans 'énumération toutes les solutions possibles,
en sorte qu'on doit ici faire usage du calcul intégral; et en effet
le nombre qui mesure I'étendue d'une question quelconque est
toujours exprimé par une intégrale définie multiple ,dont les limites
sont données. 11 est toujours possible et trés-facile d’effectuer ces
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intégrations successives, quel qu'en soit le nombre; et si 'on écrit
les limites des intégrales en se servant de la notation que j’at pro-
posée dans la Théorie analytique de la chaleur, la quantité que
'on veut déterminer est exprimée sous la forme la plus générale
et la plus simple. ,

11 est évident que les conditions proposées pourraient étre telles
que la question n’admit aucune solution possible. Dans ce cas le
calcul développe l'opposition réciproque des conditions, et montre
I'impossibilité d’y satisfaire. Ainsi la méthode a pour objet de re-
connaitre si la queétion peut étre résolue; de trouver dans ce cas
toutes les solutions qu'elle admet; enfin de mesurer par un nombre
I'étendue propre a la question.

Il arrive souvent aussi, dans ce genre de recherches, que I'objet
principal est de trouver les limites des solutions : alors la ques-
tion n'est pas indéterminée; et il en est de méme de celle qui con-
siste & en mesurer Iétendue: mais ces questions dépendent de la
méme analyse.

Nous avons rapporté un premier exemple dune question de
statique que Pon résoud par le calcul des inégalités. Voicl une
seconde question du méme genre, mais qui differe de la premiere
en ce que la quantité inconnue est une limite, et par conséquent
a une seule valeur.

On suppose qu'une surface plane et horizontale, de figure carrée,
est portée sur quatre appuis verticaux, placés aux sommets des
angles; chacun des appuis peut supporter un poids moindre que
I'unité, mais il romprait aussitot s'il était chargé d’un poids plus
grand que cette unité. On marque un point quelconque sur la table
horizontale, et 'on demande quel est le plus grand poids que I'on
puisse placer en ce point donné sans qu’aucun des appuis soit
rompu. Ce plus grand poids, ou la force de la table en ce lieu,
dépend évidemment de la position du point. Concevons qu'on y
éleve une ordonnée verticale pour représenter le plus grand poids
qui répond a ce lieu, et qui détermine ce plus grand poids pour
chaque point de la table horizontale; il s'agit de tracer la sur-

If.
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face courbe qui passe par toutes les extremités supérieures des -
ordonnées, ‘ '

Cette recherche appartient & la théorie analytique de I'élasticité :
il faudrait considérer les appuis comme compressibles, et exprimer
aussi par le calcul les changements ue subit le plan élastique dans
toutes ses parties. Cette question, quelque composée qu'elle paraisse,
peut étre résolue aujourd’hui; car les méthodes qui servent a inté-
grer les équations différentielles propres a la Théorie de la chaleur
ont donné a analyse une étendue nouvelle, qui permet de soumettre
au caleul les effets de I'élasticité. Mais nous considérons ici la ques-
tion sous un autre point de vue. On suppose que la table élastique
ayant recu la figure qui convient a I'équilibre, devient parfaitement
rigide, ce qui ne peut point détruire I'équilibre subsistant. II faut
done que les conditions nécessaires a 'équilibre soient satisfaites,
soit que la table soit flexible, comme tous les corps le sont en effet,
soit qu'on la suppose rigide. Ge sont ces dernieres conditions que
I'on veut exprimer par I'analyse des inégalités , et 'on n’a ici aucune
hypothése physique a former. ‘

On se propose de découvrir la nature et les dimensions de la
surface dont les coordonnées expriment le plus grand poids que
la table puisse supporter en chaque lieu donné. Or la solution
déduite de notre calcul prouve que la surface dont il s’agit n’est
point assujettie a uneloi continue : elle est formée de plusieurs sur-
faces hyperboliques, différemment situées. La question est résolue
par la construction suivante. On divise le carré en huit parties
¢gales, au moyen des deux diagonales et de deux droites trans-
versales, dont chacune joint le milieu d’'un ¢6té au milieu du coté
opposé. Chacune de ces huit parties est un triangle rectangle
que 'on divise en deux segments, dont 'un a trois fois plus de
surface que l'autre. Cette division s'opére en menant une ligne
droite de l'angle droit du triangle & I'un des angles du carré. On
considére comme base de chacun de ces segments celui de ses
trois cOtés qui est parallele & un ¢6té du carré. Pour trouver le plus
grand poids qui puisse étre placé en un point donné du plus grand
segment, il faut, par ce point, mener une paralléle a la base du
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segment, jusqu’a la rencontre de celle des deux diagonales dont le
point cst le plus éloigné, et mesurer sur cette paralléle la longueur
interceptée entre le point de rencontre et le point donné. L’unité,
divisée par cette longueur 1nterceptee est la valeur cherchée dun plus
grand poids.

Si ce point donné est situé dans le petit segment, il faut, par ce
point, mener une paralléle a la base du segment, jusqu’a la ren-
contre de celui des c6tés du carré dont le point donné est le plus
distant, et mesurer la partie de cette paralléle qui est interceptée
entre le point de rencontre et le point donné. L'unité, divisée par
la moitié de la longueur interceptée, exprime la valeur cherchée
du plus grand poids. En appliquant I'une ou l'autre regle a chacun
des seize compartiments du carré, on connaitra le plus grand
poids qui puisse étre placé en chaque point de la table rectan-
gulaire. /

On voit que la valeur de I'ordonnée verticale qui mesure le plus
grand poids n’est pas assujettie a une loi continue. Cette loi change
tout-a-coup lorsqu’on passe du grand segment au petit segment. Il
serait facile de trouver cette solution sans calcui, et nous l'avions
remarquée depuis long-temps. Mais si la figure du plan est diffé-
rente; si le nombre des appuis est plas grand que quatre; si la table
supporte déja en certains points des masses données; il est néces-
saire de recourir'aux regles qui servent a la combinaison des in-
égalités.

(21) Parmi les applications que nous avons rapportées dans ce
septieme livre, les unes ont, comme les deux précédentes, pour
principal objet de faire connaitre la nature de ce nouveau genre
de problemes, et la forme générale du calcul. D’autres concernent
des questions plus générales, dont la solution est nécessaire au
progres des théories analytiques. L'une se rapporte a l'usage
des équations de condition, si important pour la formation des
tables. astronomiques. [l sagit de trouver les valeurs des inconnues
telles que la plus grande erreur, abstraction faite du signe, soit
la moindre possible; ou telles que l'erreur moyenne, cest-a-dire
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la somme des erreurs, abstraction faite du signe, divisée par leur
nombre, soit la moindre possible.

Une seconde application est celle que nous avons donnée dans
le quatriéme livre; elle a pour objet de former les termes successifs
de la valeur de chacune des inconnues qui doivent satisfaire a des
équations littérales données. Nous avons fait voir que la résolution
de ces équations dépend de 'analyse des inégalités linéaires.

Quel que soit le nombre des inconnues, il suffit d'exprimer les
conditions Propres ala question , et d'appliquer aux inégalités écrites
les régles générales de ce calcul. On supplée ainsi par un procédé
algorithmique & des raisonnements trés-composés, qu’il faudrait
changer selon la nature de la question, et qu’il serait pour ainsi
dire impossible de former, si le nombre des inconnues surpassait
trois. Toutefois on ne peut pas toujours éviter que le nombre
des opérations ne devienne trés-grand, mais on réduit beaucoup
ce nombre, en considérant les propriétés des fonctions extrémes.
Nous appelons ainsi celles qui deviennent ou plus grandes ou plus
petites que toutes les autres.

Nous indiquerons maintenant le principe de la solution d’une
des questions les plus remarquables, celle qui se rapporte aux erreurs
des observations. '

On considére des fonctions linéaires de plusieurs inconnues
x,y, 2, etc. Les coefficients numériques qui entrent dans les fone-
tions sont des quantités données. Si le nombre des fonctions n’était
pas plus grand que celui des inconnues , on pourrait trouver pour
x,y, %, etc. un systéme de valeurs numériques tel que la substitu-
tion simultanée de ces valeurs dans les fonctions donnerait pour
chacune un résultat nul. Mais on ne peut pas en général satisfaire
a cette condition lorsque le nombre des fonctions surpasse celui
des inconnues. Supposons maimtenant que 'on attribuea x, v, z, etc.
des valeurs numériques X, Y, Z, etc., et qu'en les substituant dans
une fonction, on calcule la valeur positive ou négative du résultat
de la substitution. On considére comme une erreur, ou écart, le
résultat positif ou négatif qui différe de zéro; et, faisant abstrac-
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tion du signe, on prend pout mesure de I'erreur le nombre d’unités
positives ou négatives que le résultat exprime.

Cela posé, il faut donner a x, y, z, ete. des valeurs X, Y, Z, etc.
telles que le plus grand écart, provenant de la substitution dans
les diverses fonctions proposées, soit moindre que le plus grand
écart que 'on trouverait en substituant dans les fonctions tout autre
systeme de valeurs différent de celui-ci, X, Y, Z, etc. On pourrait
aussi chercher un systeme X, Y,Z, etc. de valeurs simultanées de
x,y, 2, etc. tel que la somme des erreurs, abstraction faite du
signe, soit moindre que la somme des erreurs provenant de la
substitution de tout systeme différent de X, Y, Z, etc.

La construction suivante représente clairement la méthode qui
doit étre suivie pour trouver sans calcul inutile les quantités X,
'Y, Z, etc. qui donnent au plus grand écart sa moindre valeur.
Cette construction, que nous avons donnée depuis long-temps, est
le point capital de la question : elle en résoud seule toutes les dif-
ficultés. Non-seulement elle rend la solution sensible et la fixe dans
la mémoire, mais elle sert a la découvrir; et quoique propre au
cas de deux variables x et y, elle suffit pour faire bien connaitre
le procédé général. On suppose d’ailleurs que le nombre des fone-
tions proposées est quelconque. '

x et y sont dans le plan horizontal les coordonnées d'un point.
L’ordonnée verticale z mesure la valeur de la fonction linéaire. A
chaque fonction correspond un plan. La distance z d’ux. point du
plan au plan horizontal est exprimée en x et y. Dans chaque fonc-
tion linéaire on changera les signes de x et y, ce qui double le
nombre des fonctions proposées, et par conséquent le nombre des
plans que Pon considére. Cela posé, on se représente que tous les
plans sont tracés, et 'on ne porte son attention que sur les par-
ties des plans qui sont placées au-dessus du’ plan horizontal. Ges
parties supérieures des plans donnés sont indéfiniment prolongées.
Il faut principalement remarquer que le systéme de tous ces plans
forme un vase qili leur sert de limite ou d’enveloppe. La figure de
ce vase extréme est celle d’'un polyedre dontla convexité est tournée
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vers le plan horizontal. Le point inférieur du vase ou polyédre a
pour ordonnées les valeurs X, Y, Z, qui sont 'objet de la question;
cest-a-dire que Z est la moindre valeur possible du plus grand
écart, et que X et Y sont les valeurs de x et y propres a donner
ce minimum , abstraction faite du signe.

Pour atteindre promptement le point inférieur du vase on éléve
en un point quelconque du plan horizontal, par exemple a l'ori-
gine des x et y, une ordonnée verticale jusqu’a la rencontre du
plan le plus élevé, cest-a-dire que parmi tous les points d’inter-
section que T'on trouve sur cette verticale on choisit le plus distant
du plan des x et y. Soit m, ce point d’intersection : on connait le
plan sur lequel il est placé. On descend sur ce méme plan, et dans
un plan vertical, depuis le point 72, jusqu'a un point m, d'une aréte
du polyeédre; et en suivant cette aréte on descend de mnouvean
depuis le point m, jusqu’a un sommet m; commun a trois plans
extrémes. A partir du point m; on continue de descendre suivant
une seconde aréte jusqu’a un autre sommet m,; et on continue
Papplication du méme procédé, en suivant toujours celle des deux
arétes qui conduit a un sommet moins élevé. On arrive ainsi au
point le plus bas du polyedre. Or cette construction représente exac-
tement la série des opérations numériques que la régle analytique
prescrit. Elle rend tres-sensible la marche de la méthode, qui con-
siste 4 passer successivement d’une fonction extréme 4 une autre,
en diminuant de plus en plus la valeur du plus grand écart.

Le calcul des inégalités fait connaitre que le méme procédé con-
vient 2 un nombre quelconque d’inconnues, parce que les fonctions
extrémes ont dans tous les cas des propriétés analogues a celles
des faces du polyedre qui sert de limites aux plans inclinés. En
général les propriétés des faces, des arétes, des sommets et des
limites de- tous les ordres , subsistent dans I'analyse générale, quel
que soit le nombre des inconnues. '

(22) Les analyses que l'on vient de rapporter présentent l'en-
semble de nos recherches. Cette exposition était nécessaire pour
que l'on put se former une idée générale de la théorie des équa-
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tions, et porter un jugement exact des méthodes qui étaient déja
connues. On voit que la notion la plus claire, et qui eiit été la plus
propre a diriger toutes les recherches, est aussi la plus simple :
c’est celle que Viete avait proposée dés I'origine de I'analyse mo-
derne. Il pensait que la résolution des équations algébriques doit
dépendre d'une méthode universelle, qu'il appelait exégétique, et
qui consiste a considérer simultanément tous les coefficients de la
proposée pour en déduire par des opérations successives toutes
les parties de chaque racine. Viete n’a point formé la méthode uni-
verselle dont il proposait la recherche; il I'a seulement entrevue,
et il en a indiqué le caractere par divers exemples : on ne pouvait
point la découvrir sans connaitre quelques éléments de l'analyse
différentielle. La justesse de cette vue générale n'a point échappé a
Newton;il I'a méme confirmée en donnant une premiere partie de la
méthode exégétique , celle qui fait connaitre les premiers termes des
séries. Mais il u'a point découvert le moyen 'de reconnaitre les ra-
cines imaginaires des équations numériques, et de trouver deux
limites pour chaque racine réelle. On peut résoudre aujourd’hui
toutes les difficultés que ces recherches présentaient, et suppléer
aux imperfections des premiéres tentatives : c'est le but que I'on
s'est proposé dans cet ouvrage. Il contient I'exposition d'une mé-
thode qui sert a déterminer facilement les racines de toutes les
équations. - . .

On peut maintenant se former une idée complete de I'objet et
des résultats de nos recherches. Les poinfs principaux sont pre-
mierement la démonstration du théoréme général qui fait connaitre
combien on doit chercher de racines dans un intervalle donné, et
de la proposition relative au nombre des racines imaginaires. La
regle de Descartes est un corollaire de ces théorémes, et je pense
quon ne peut pas les considérer sous un point de vue plus simple
et plus étendu.

2° La régle qui sert 4 reconnaitre avec certitude si les deux ra-
cines cherchées sont réelles ou si elles manquent dans l'intervalle.

3¢ Lia résolution de toutes les questions que présente 'approxi-

I . ‘ 12 i
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mation newtonienne. Ge procédé, 'un des plus simples et des plus
téconds de toute l'analyse, serait incomplet et vague si ces ques-
tions n'eussent €té résolues. o ‘

4° I’examen de la méthode qui suppose que l'on calcule d’abord
la moindre valeur de la différence de deux racines. Il résulte de la
discussion que ce calcul est inutile. Il faut. appliquer immédiate-
ment les procédés des fractions continues, et la nature des racines
devient manifeste. N

5° L’exposé des principes qui servent a résoudre les équations
littérales, et Uextension de cette méthode au cas de plusieurs in-
connues.

6° L'extension singuliere de la méthode des séries récurrentes.
Nous avons prouvé que cette méthode suffit pour faire connaitre
toutes les racines, les facteurs de tous les degrés, et les coefficients
des expressions imaginaires. Cette regle était bornée aux deux ra-
cines extrémes et aux racines réelles; nous avons montré qu'elle
donne toutes les racines réelles ou imaginaires.

On voit par cette énumération que nous n’avons omiis aucune
des recherches qui peuvenf éclairer la théorie des équations;on a
recherché dans chaque question les principes les plus généraux, et
~qui pouvaient conduire par la voie la plus brieve a la connaissance
effective des racines. On doit regarder aujourd’hui cette question
célebre comme complétement résolue. Nous pensons que la science
du calcul conservera toujours cet élément principal.
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METHODE

POUR DETERMINER DEUX LIMITES DE CHAQUE RACINE REELLE
ET POUR DISTINGUER LES RACINES IMAGINAIRES.

(1) L’E’QUATION proposée est
4 a, " a, " ..o, X A, =—=0.

Nous désignons par X, ou f{(x),le premier membre de cette équation.
L’exposant m est entier; les coefficients a,, @,, ;. . . .a,_,, a, sont
des nombres donnés. 11 s'agit de connaitre combien il y a de nom-
bres réels «,€,y, ete. qui, substitués dans X a la place de x,
réduisent cette fonction f(x) & zéro, et d’assigner pour chacune
de ces racines réelles «, €,y, ete. deux limites entre lesquelles elle
est seule comprise. Pour résoudre ces questions, nous considérons
les fonctions X, X', X", X", ...X®, dont chacune se déduit de la
précédente en différentiant par rapport & x et divisant par dx.
Le nombre de ces fonctions est m + 1, et la fonction X™ ne con-
tient pas x ; elle est une quantité constante positive. Nous écrivons
cette suite de fonctions dans cet ordre,

X®, X Xo= X" X X

Coneevons maintenant que I'on donne a & une valeur déterminée
12.
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a, positive ou négative, et que 'ayant substituée au heu de x dans
la suite des fonctions, on écrive le signe de chaque résultat: on
formera ainsi une suite de signes, dont le premier, qui répond a
X est toujours +. Nous supposons que le nombre substitué a
augmente par degrés infiniment petits depuis une valeur négative
qui contient un nombre infini d’unités, et quel'on désigne par — =,
jusqua une valeur positive £ qui croit aussi sans limite; et nous
examinons les changements que subitla suite des résultats,, & mesure
que le nombre substitué a augmente. Cette suite de signes a des
propriétés tres-remarquables , dont I'examen attentif conduit a la
détermination des limites des racines.

Lorsque le nombre substitué a est — =, chaque fonction est ré-
duite a son premier terme : le signe du résultat de la substitution
de — = est évidemment + pour la premiére fonction, — pour la
seconde, -+ pour la troisieme, ainsi de suite alternativement. Lors-
que le nombre substitué est devenu égal a + 3, la suite des signes
ne comprend ue des signes +. Ainsi dans le premier cas, a étant
— %, chaque sfgne de la suite est suivi d'un signe différent ; cette
suite ne comprend que des changements de signe, dont le nombre
est m : et dans le second cas, a étant =, chaque signe est suivi d’'un
signe semblable; la suite ne comprend que des permanences de
signes. Nous allons prouver que le nombre m des changements de
signe qui existaient dans la premiére suite diminue continuellement
a mesure (ue le nombre substitué @ augmente, et que cette suite
perd un changement de signes toutes les foissque le nombre a de-
vient égal a une racine réelle.

(2) Il est d’abord évident que la suite des signes demeure telle
gu'elle était auparavant tant que le nombre substitué « ne rend
pas nulle une ou plusieurs des fonetions X™, X, .., . X", X/, X:
car la valeur d’une fonction telle que X, ou X', ou X”, etc. ne peut
point changer de signe, si elle ne devient auparavant égale a zéro.
Il faut donc examiner ce qui survient dans la suite des signes,
lorsque le nombre substitué atteint une valeui'.qui rend nulle une
des fonctions X™ ! X=X = X" X', X. Supposons en pre-
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mier lieu que la seule fonction qui devient nulle soit la derniére
X, ou f(x). On a donc f(a)=o0. Quant a la fonction /" (a), elle a
une valeur ou positive ou négative.

Nous considérons trois états successifs et inﬁn}ment voisins du
nombre substitué a, savoir

rx—a-—da,
r—=—a,

r=—a -+ da s
et nous comparons les résultats des substitutions, savoir

f(a’—da)s
Sla),
S(a+da).

Puisque le terme f(a) s'évanouit, ces résultats sont

—daf’(a),

+daf ()

Silon éerit sur trois lignes horizontales correspondantes les signes
des trois suites que l'on forme en substituant a—da, a, a+ da,
ces suites différeront seulement par les signes qui les terminent.
En effet nous supposons que la valeur a de x rend nulle la seule
fonction f(x); et 'on peut toujours faire varier « d'une quantité
si petite da, ou f—d a, en sorte que la substitution de a¢-—da,
ou de a + d a, ne fasse évanouir aucune des autres fonctions. Donc
ces autres fonctions conservent le signe qu'elles avaient lorsque la
valeur de « était «. Si le signe de /' («) est + , les trois suites com-
parées seront terminées ainsi : |

oot —
..+ o0 (1)
s
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cest-a-dire gue la fluxion f'(a) étant positive, f(x) augmente de
valeur et est successivement négative, nulle et positive. On voit, &
I'inspection de la table (1), que le changement de signes + — est
devenu une perr%lanence de signes + +.

Si le signe de f(a) est négatif, les trois suites sont ainsi ter-
minééé, '

..— O (2)

— —

CREIRY ’

c'est-a-dire que la fluxion f(a) étant négative, la valeur de /()
est décroissante, en sorte qu’elle est successivement positive, nulle
et négative. La table (2) fait connaitre que le changement de signes
— + est remplacé par une permanence — —. Donc soit que le
signe de /' (a) soit positif ou négatif, il arrive dans 'un et I'autre
cas qu'un changement de signes est remplacé par une permanence.
Donc la suite des signes des résultats que I'on trouve en substituant
pour x une valeur a continuellement c¢roissante, perd un change-
‘ment de signes toutes les fois que la valeur substituée atteint et
dépasse infiniment peu une des racines réelles de 'équation pro-
posée. ) ‘ .

Nous supposerons maintenant que le nombre substitué « atteint
une valeur qui rend nulle une seule des fonctions intermédiaires
de la suite X™, Xt~ X2 X" X', X, et ne rend point nulle
la derniére fonction X. SoitX®, ou £ (x), la fonction qui s’évanouit,
en sorte que I'on a f®(a)==o0. Nous désignons par » l'indice de
différentiation, et par n+1 ou n— 1 cet indice dans la fonction
qui préeéde ou qui suit. On ecomparera, comme on I'a fait plus haut,
les résultats des trois substitutions de a—da, a, a +da dansla
suite des fonctions; et I'on remarquera d’abord que da étant une
uantité infiniment -petite, les suites de signes ne différent que par
les signes des résultats qui proviennent des substitutions dans
J® (). Les trois résultats sont
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f®(a— da)

S (@)
SOla+da),

—da f*+)(a)
o

daf+)(a):

or le signe de f"*”(a) peut étre + ou —, et il en est de méme du

signe de /" a, ce qui forme quatre combinaisons différentes.
Dans la premiére le résultat "+ (a) est positif ainsi que /= (a)::

il faut donc comparer ces trois parties des suites de '_signe, savoir:

ou

+ — +
+ 0 + 13)
+ + +. ‘
Dans un ‘second cas le signe de f "+ (a) est — , et celui de /" (a)
est + : les parties correspondantes qu'il faut comparer sont done

—_—— .
—o+ W
: —_—— .

La table (3) fait connaitre que la suite supérieure a perdu deux de
ses changements de signes, savoir + — et — -+ , qui sont rem-
placés par + + et + +. Il n’en est pas de méme de la table (4) :
elle montre que la suite n’a perdu aucun changement de signes;
car un de ses changements — + est remplacé par une permanence
— —. Mais en méme temps la:permanence + + est remplacée par
le changement — +.

Nous avons supposé que la fonction £ (x) a le'signe +. Si
au contraire elle devient négative lorsqu'on substitue @ au lieu de
@, on aura les deux tables suivantes, '

4 ——
+ 0 — (3)
+ 4 — |
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et

—o— (6)

. o N

T.'une (5) montre que dans ce cas la suite supérieure n’a perdu aucun
changement de signes; I'autre (6) répond a un cas différent, ol la
suite des signes a perdu deux changements, savoir — + et + —,
remplacés par — — et — —. '

11 suit de cet examen que si le nombre substitué @ atteint une
valeur qui rend nulle une seule des fonctions intermédiaires, et
ne fait point évanouirgla fonction proposée X, la suite des signes
perd a la fois deux changements, ou n’en perd aucun. Il n’arrive
jamais qu’elle en perde un seul, ou qu’elle en acquiere.

Lorsque le nombre substitué atteint et dépasse une racine réelle
de la proposée, nous avons vu que la suite perd nécessairement
un changement de signe; et 'on vient de démontrer que si la fonc-
tion rendue nulle par la substitution n’est point la derniére X , mais
une des fonctions intermédiaires, la suite des signes perd deux
changements a la fois, ou qu'elle n’en perd aucun. Donc le nombre
substitué a croissant par degrés infiniment petits depuis —  jus-
qua -+ =, la suite des signes perd au moins autant de changements
qu’il existe de racines réelles. Le nombre de changements de signe
de la suite ne peut jamais augmenter; il diminue nécessairement
d'une seule unité, lorsque la seule fonction qui s’évanouit est Ja
derniere X, et il peut ou diminuer de deux unités, ou demeurer le
méme qu’auparavant, lorsque la fonction qui s'évanouit seule est
une des fonctions intermédiaires.

(3) Nous avons supposé jusqu’ici que la substitution de a fait
evanouir une seule des fonctions qui forment la suite, et c'est ce
(qui arrive en géneral. Le contraire ne peut arriver qu'accidentelle-
ment, lorsqu’il existe de certaines relations entre les coefficients de
Ja proposée. Un changement infiniment petit dans la valeur des

coefficients détruirait cette relation, et une méme valeur de x ne
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ferait plus évanouir en méme temps deux ou plusieurs des fone-
tions. C’est pour cette raison que I'on peut toujours, dans les re-
cherches de ce genre, faire abstraction de ces cas singuliers. Mais
il est préférable ici de les considérer séparément, parce qu'il s'agit
de donner la démonstration rigoureuse d’une proposition fonda-
mentale.

Supposons donc qu’'une méme valeur a, substituée au lieu de x
dans la suite des fonctions rende, nulles plusieurs fonctions consé-
cutives, et comparons, comme nous I'avons fait jusqu'ici, les trois
résultats des substitutions de a—da, @, a + da. Nous désignons
par /™ (x) la fonction qui s'évanouit lorsqu’on y substitue « au lieu
de x, et nous supposons que plusieurs fonctions suivantes /"= (x),
S (x), ete. sont aussi rendues nulles par la méme substitution.
Soit 7 le nombre des fonctions consécutives /™ (a), /"= (a), [~ (a),
S (@), ete. qui s’évanouissent. Quant a la fonction précédente
S+ (a), elle ne donne point un résultat nul : elle prend le signe
+ ou le signe —; etil en est de méme de la fonction /-7 (x) qui
suit la derniere fonction évanouissante. Il s’agit de comparer la
suite intermédiaire qui est donnée par la substitution de a, a la suite
inférieure que I'on forme en substituant @ + da, et a la suite su-
périeure qui répond a a—da. On ne considere d’abord que les
parties de ces suites qui se rapportent aux fonctions évanouissantes
et a la fonction qui les précede. On aura /™ (a + d a)=/f" (a) +
daf"+(a), ou seulement /' (a + da)=d a f"* a, parce [ (a)
est nulle par hypothese; IR

S - (e ’ n da’ i1 da® et
S a+da)=f" )(a)+daf()(a)—§——2—f( )(cz):—z——-ﬂ"‘)(a),

puisque f™a et f*(a) deviennent nulles. En général on aura
cette suite d’expressions,
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SO (a+ da)=daf"+(a)
S @+ da) =5 fo ()
S (a4t da) =22 fo9 (a)
iy

S0+ da) =22 LS (@

etc.,

et par conséquent

S (a—da)y=—daf"*+(a)
S (a—da) =2L o (a)

S a—da)=—T5 f+ (@)

S (a—da) =35 /) (@)

ete.

11 suit de la qu’en désignant par
[+ (a), 0,0, 0,0,0, etc.
la partie de la suite intermédiaire que donnent les fonctions

), SO@), SO0 @), S @), S0 @), S0 @), ete.

lorsqu'on suppose x—ua, on trouvera dans la regle que nous
allons énoncer les signes de la partie correspondante de la suite in-
férieure que donne la substitution de a + d a, et les signes de la
partie correspondante de la suite supérieure donnée par la substi-
tution de a—d a. ;

11 faut pour la suite inférieure écrire au-dessous de chaque zéro
de la suite intermédiaire le signe méme de /" (a); et pour former
la suite supérieure, il faut au-dessus du premier zéro a gauche écrire
le signe de "+ (a), au-dessus du zéro suivant écrire le signe con-
traire a celui de /“+(a), et continuer ainsi a écrire alternativement
le signe de f®+(a), ou le signe contraire, au-dessus des signes
zéro de la suite intermédiaire.
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- Cela posé, si I'on procede a la formation des suites en allant de
gauche a droite, il est évident que I'application de la régle précé-
dente introduit dans la suite supérieure des changements de signes
qui deviennent autant de permanences dans la suite inférieure. 7
étant le nombre des fonctions évanouissantes, on trouve que la
suite supérieure contient un pareil nombre i de changements de
signes remplacés dans la suite inférieure par autant de permanen-
ces. Il faut remarquer aussi que dans ces deux suites les signes cor-
respondants sont alternativement différents ou semblables. Ils sont
différents pour les fonctions dont le¢ rang est indiqué par f®,
S fo8, 0= ete.; et ils sont les mémes pour les fonctions
dont le rang est indiqué par f=9, f¢=9, £0=9 etc. Enfin les fonc-
tions qui deviennent nulles, et dont le nombre est i, sont suivies
d’'une fonction non évanouissante f©= (x) : la substitution de «
dans cette fonction donne le méme signe pour les trois suites, et
ce SIgne peut étre + ou —.

Il est facile de connaitre maintenant comblen la suite supérieure
a perdu de changements de signe, remplacés par autant de perma-
nences dans la suite inférieure. En effet si 7 est un nombre pair,
le signe de la derniére fonction évanouissante f“~+J(a) est le
méme dans les suites. inférieure et supérieure : il donne par consé-
quent dans I'une et autre la méme combinaison de signes avec la
fonction extréme non évanouissante, qui est f“=(«). Donc la suite
inférieure a perdu dans ce cas un nombre / de changements de
signe remplacés par des permanences.

Mais si le nombre ¢ est impair, ce cas se subdivise en deux autres;
parce que le signe de la derniére fonction évanouissante /= (q)
n’étant pas le méme pour les suites supérieure et inférieure, il en
résulte que ces signes différents forment deux combinaisons con-
traires avec le signe de /"~ (a) commun aux deux suites. Si celle
de ces combinaisons qui se trouve dans la suite supérieure est un
changement de signes, elle répond a une permanence dans la suite
inférieure : donc le nombre de changements ‘de signes que la suite
supérieure a perdus n'est pas ¢: il est £+ 1. Mais si la combinaison

13.
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de signes qui termine la suite supérieure est une permanence, elle
devient un changement de signe dans la seconde suite; dans ce cas
le nombre des changements de signe perdu par la suite supérieure
n'est pas i, mais i—1. ,

On conclut de ces remarques que le nombre des fonctions éva-
nouissantes étant i, le nombre des changements de signe perdus
par la suite supérieure est égal a ¢ lorsque z est pair; et que si le
nombre 7 est impair, la suite supérieure perd dans un premier cas
un nombre z+ 1 de changements de signe, et dans un deuxieme
cas un nombre z —1. Donc en désignant par /. le nombre total des
changements de signe de la suite supérieure, et par & le nombre
total de changements de signe de la suite inférieure, on voit 1° que
le nombre £ ne peut jamais étre plus grand que / ; 2° que la dif-
férence & — k est égale & i lorsque 7 est pair; 3° que si le nombre ¢
des fonctions évanouissantes est impair, la différence A— % est
i + 1 ou i— 1. Cette différence est donc toujours un nombre pair.

Lorsque la valeur de ¢ est seulement 1, la différence — £ est
2 ou o: c'est le cas général gue nous avions examiné d’abord , en
supposant quune seule fonction intermédiaire s’évanouit : mais si
plusieurs fonctions intermédiaires consécutives s’évanouissent en
méme temps, la différence ~—7% est 2, ou 4, ou 6, ete.

(4) Nous avons aussi a considérer le cas ou les fonctiohs éva-
nouissantes consécutives sont placées a I'extrémité de la suite des
fonctions vers la droite, en sorte quelles comprennent le premier
membre X de I'équation proposée. Or i} suit de notre démonstration
précédente que, désignant par j le nombre de ces fonctions extre-
mes qui s’évanouissent, la suite supérieure perd un nombre de
changements de signe précisément égal aj. On sait que dans ce
cas, qui est celui des racines égales, la fonction X contient le fac-
teur (x—a)’. Donc la suite des signes a perdu un nombre j de
ses changements de signes lorsque le nombre substitué est devenu
égal & 1a valeur @ de la racine multiple. Cette diminution du nombre
de changements de signe de la suite a lieu toutes les fois (ue le
nombre substitué a, en passant par degrés de la valear —% a la
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valeur %, atteint et dépasse infiniment peu chacune des racines
réelles ; et la suite perd pour cette cause autant de changements
de signe que I'équation proposée a de racines réelles égales ou
inégales.

(5) On peut enfin supposer que la substitution du méme nombre
a fait évanouir plusieurs fonctions consécutives dans diverses par-
ties de la suite, savoir un nombre ¢ dans une premiere partie, un
nombre ¢’ dans une seconde partie, ainsi du reste; et un nombre j
de fonctions extrémes qui comprennent la fonction proposée X.

Désignant par H le nombre total de changements de signe que
la suite contenait lorsque le nombre substitué avait une valeur
moindre que a dont elle difféere d’'une quantité infiniment petite
et par K le nombre de changements de signe que la suite conserve
lorsque la valeur de x est devenue plus grande que a dont elle dif-
fere d’une quantité infiniment petite, on voit que pour trouver la
différence H—XK, il suffit d’appliquer a chacune des parties de la
suite o se trouvent les fonctions évanouissantes les conséquences
(ue nous venons de démontrer. Si le nombre i est pair, il faut
compter pour cette partie de la suite unnombre 7 de changements
de signes remplacés par des permanences. Mais si le nombre 7 est
impair , il peut arriver que la suite perde un nombre 7+ 1 ou
i— 1 de changements de signes. Il en est de méme des nombres
¢, 1", etc. Quant aux fonctions extrémes qui s’évanouissent, et dont
le nombre est j, elles indiquent dans tous les cas que la suite a
perdu un nombre de changements de signe précisément égal a ;.

On voit que la démonstration précédente se réduit toujours i
comparer les expressions analytiques des résultats que I'on trouve
en substituant ¢« —da, a, a + da dans la suite des fonctions :
cette comparaison rend manifestes toutes les conséquences (ue nous
avons exposés concernant la diminution progressive du nombre
des changements de signes de la suite.

(6) Ces démonstrations nous font connaitre comment la suite
des résultats des substitutions perd successivement les m change-
ments de signe qu’elle avait lorsque la valeur substituée était — 2.
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1° T.e nombre des changements de signe de la suite diminue
continuellement; cette suite ne peut point en acquérir de nouveaux,
ni reprendre aucuns de ceux qui ont disparu. |

20 [Lorsque la substitution fait évanouir la derniere fonction /{x),
la suite perd pour cette cause autant de changements de signes
que Déquation f(x)==o0 a de racines réelles égales au nombre
substitué. ‘ ‘

3o Si cette valeur substituée rend nulles une ou plusieurs des
fonctions intermédiaires, et ne rend point nulle la derniére fonction
JS'(x), il peut arriver que la suite ne perde aucun changement de
signe, ou (u'elle en perde un nombre pair. Il est impossible que
dans ce cas il disparaisse un nombre impair de changements.

Cela posé, si I'équation a toutes ses racines réelles en nombre
m , la suite perdra un nombre de changements de signes précisé-
ment égal a m , et par conséquent elle ne peut dans ce cas perdre
auncun de ses changements de signes par la substitution d'une valeur
(ui ferait évanouir une ou plusieurs des fonctions intermédiaires
sans rendre nulle la derniere fonction f(x).

Si I'équation a un nombre m —a de racines réelles et deux ra-
cines imaginaires, il arrivera une fois seulement que la suite perdra
deux changements de signe, par la substitution d’'une valeur qui
rend nulle une fonction intermédiaire sans faire évanouir la fone-
tion extréme f(x); et les m — 2 autres changements de signe dis-
paraitront successivement a mesure ue le nombre substitué devien-
dra égal a chacune des m— 2 racines réelles.

Dans tous les cas chacune des racines réelles, égales ou inéga-
les, correspond nécessairement & un changement de signe perdu.
Par conséquent le nombre de changements de signe qui dispa-
raissent sans que la derniére fonction f(x) devienne nulle, est
toujours égal au nombre des racines imaginaires de la proposée.

(7) On parvient ainsi 2 démontrer la proposition que nous allons
énoncer , et que nous regardons comme un des éléments fondamen-
taux de I'analyse algébrique.

Etant proposée l'équation numérique f(x)==o0 dont le degré est
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m, on considére les fonctions f(x), f'(z), f"'(x),...f™ (x), dont
chacune se déduit de la’ précédente en différentiant par rapport
a @ et divisant par da. Apres avoir écrit cette suite de fonctions
suivant cet ordre f™(x), /" (x), f" ) (x),. .. [ (®), [ (2), f (@),
on substitue au lieu de x une valeur déterminée a , et 'on marque
combien la suite des signes des résultats f(a), f"(a),...f"(a),
f'(a),f(a) présente de combinaisons de deux signes différents
consécutifs , tels que + — ,ou — +.Le nombre A de ces change-
ments de signes comptés dans la suite qui provient de la substitu-
tion de a varie lorsqu’on substitue dans les mémes fonctions des
nombres différents de @ : la comparaison des résultats offre les pro-
priétés suivantes. 1° Si I'on concoit que la quantité substituée «
augmente par degrés insensibles depuis —  jusqu’'a + +, lenombre
h des changements de signes comptés dans la suite diminue a mesure
que la quantité substituée augmente. La suite des signes, qui con-
tient un nombre m de changements lorsqu’on substitue — %, perd
successivement tous ses changements de signe a mesure que I'on
substitue des valeurs plus grandes. Le nombre % de changements
de signe qui répond a la substitution de @ ne peut jamais surpasser
le nombre £ de changements qui répond & la substitution d’une
valeur 6 plus grande que a. -

° La suite perd un de ses changements de signes toutes les fois
que la valeur substituée o devient égale a une des racines réelles
de la proposée. I disparait ainsi autant de changements de signes
que l'équation a de racines réelles égales ou inégales.

3% Autant I'équation fx=o0 a de couples de racines imaginaires,
autant il arrive de fois que la suite perd deux de ses Lhancements
de signe qui disparaissent ensemble.

(8) Cette proposition indique immédiatement combien une équa-
tion proposée f(x) = o peut avoir de racines réelles comprises entre
deux limites données a et b. En effet substituant la moindre limite
a dans la suite des fonctions, on comptera le nombre % de chan-
gements de signe de cette suite; substituant aussi la limite &, on
comptera le nombre/ des changements de signe delasuite que donne
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cette seconde substitution; et la différence /# — £ fera connaitre com-
bien on doit chercher de racines entre les deux limites proposées.
Nous avons démontré que cette différence o— k ne peut pas étre
‘négative; elle peut étre nulle, ou égale &4 1,2, 3,4, etc.

Si elle est nulle, il est impossible que I'équation X =o ait aucune
racine réelle entre les limites .« et . En effet s'il existait dans cet
intervalle une racine réelle telle que «, qui rendit nulle la fonc-
tion X, il serait nécessaire que la quantité substituée au lieu de a
passant par degrés infiniment petits de la valeur a a la valeur & fit
disparaitre au moins un changement de signes; et comme ceux de
ces changements qui ont disparu ne peuvent point étre rétablis,
la suite donnée par la substitution de b aurait moins de change-
ments de signes que celle qui provient de la substitution de a, ce
(jui est contre I’hypothese.

Si la différence o—#% est 1, 'équation a une racine réelle entre
@ et b: car un seul changement de signe ne peut disparaitre que
par la substitution d'une valeur qui rend nulle la fonction X. Et
il ne peut y avoir plus d’'une racine réelle entre les mémes limites
a et b : car dans ce cas la suite aurait perdu plus d'un changemen:
de signe. ,

Si la différence A—k est 2, I'équation X = o peut avoir deux
racines réelles entre les limites a et b : mais il peut arriver aussi
quil n’y ait aucune racine réelle dans cet intervalle. Cela aurait
lien s'il existait un certain nombre p., plus grand que @ et moindre
que b, qui, étant substitué dans la suite des fonctions, fit dispa-
raitre a la fois deux changements de signe sans rendre nulle la
fonction X. Il est d’ailleurs certain que dans ce cas I'équation ne
peut avoir plus de deux racines réelles dans l'intervalle des limites
a et b : car, si cela était, la suiteaurait perdu plus de deux chan-
gements de signe, ce qui est contre 'hypothése.

Dans tous les cas, I'équation X —=o0 ne peut pas avoir plus de
racines réelles entre les limites a et & qu’il n’y a d'unités dans la
différence 2~ — % des nombres de changements de signe comptés
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dans les deux suites (@) et (b). Nous désignons ainsi les suites des
résultats de la substitution de @ ou de &.

Si ce reste 4% est un nombre impair, il y a au moins une
racine réelle entre les limites a et b.

Si le reste A—#% est un nombre pair, I'équation X —=o0 peut
n’avoir aucune racine réelle entre « et b. En général si lenombre des
racines réelles comprises entre a et b n’est pas égal au reste h— %,
il ne peut en différer que d’'un nombre pair A, et dans ce cas I'équa-
tion X=o0 a au moins autant de racines imaginaires quil y a
d’unités dans la différence A.

(9) Le théoréme connu sous le nom de régle de Descartes, et
dont le sens général est depuis long-temps fixé, est un corollaire
de la proposition précédente. Il suffit de choisir pour les deux
limites @ et b les quantités — 2 et 0, ou o et + +. En effet si l'on
substitue la valeur o au lieu de » dans les fonctions X™, X
X”, X, X, les signes de la suite des résultats sont évidemment les
mémes que les signes des coefficients 1, a,,a,,.....a, de la
proposée. Donc pour connaitre au moyen de la proposition pré-
cédente combien il peut y avoir de racines entre — = et o, ou
entre o et =, il faut marquer combien la suite des signes des coef-
ficients, cest-a-dire celle que donne la substitution de o dans la
série des fonctions, contient de changements de signe, afin de la

T

comparer ala suite que donne la substitution de — 3, et a celle que
donne la substitution de + Z. Or la suite (— %) contient un nombre
m de changements de signes, et la suite (+ %) n’en contient aucun.
Donc I'équation proposée ne peut pas avoir plus de racines réelles
négatives qu'il n'y a de permanences de signes dans la suite des
coefficients, et cette équation ne peut pas avoir plus de racines
réelles positives que la suite des coefficients n’a de changements
de signe.

(10) L/application de la proposition générale fait connaitre clai-
rement les intervalles dans lesquels les racines doivent étre cher-
chées. Si deux limites @ et b sont telles que les suites (a) et (b) aient
le méme nombre de changements de signe, il est impossible qu'il

1L 14
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se trouve aucune racine entre ces limites. Par conséquent toute
méthode de résolution qui conduirait a substituer au lieu de x des
nombres compris entre de telles limites serait par cela méme tres-
imparfaite, puisqu’elle exigerait un grand nombre d’opérations
superflues. 1l est évident quon ne doit chercher de racines que
dans quelques intervalles, savoir ceux ou le théoréme précédent
indique qu’elles peuvent exister.

Avant de procéder a Papplication de ce théoreme, il est néces-
saire de s’arréter a une remarque importante concernant les sub-
stitutions qui rendent nulles une ou plusieurs des fonctions inter-
médiaires. ,

(11) Lorsqu'on a trouvé deux suites de résultats en substituant
les limites preposées a et & dans les fonctions f™ (x), f= (x),. ..
/7 (x), f'(x), f(x), il arrive fréquemment qu'un ou plusieurs de
ces résultats sont nuls. Il s’agit de connaitre quels signes on doit
attribuer aux quantités qui s'évanouissent, et comment il faut
compter le nombre de changements de sighe.

Nous considérons dans ce cas deux valeurs infiniment peu diffé-
rentes du nombre @ qui est substitué, et ces valeurs sont ainsi in-
diquées : a— (Za, a+da, ou <a,>a. Chacune de ces valeurs
donnera maintenant le signe + ou le signe —, et non un résul-
tat nul. ,

Par exemple, si la suite qui provient‘de la substitution de « est

++o000 0 -—0900—-+0-+0 0000 —,
on trouvera

++++++————— A+ —
R

pour la suite que donne la substitution de la quantité désignée
par > a. Pour former cette seconde suite on procede de gauche
a droite, et lorsqu'on trouve dans la premiére suite un signe qui
n’est point o, on éerit ce méme signe au-dessous dans la seconde
suite. Mais lorsqu’on arrive & un signe o de la premiere suite, on
le remplace dans la seconde par un signe semblable a celui que Von
vient d’écrire & gauche dans cette seconde suite.
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Pour former la suite qui répond a la quantité < a, on procede
aussi de gauche & droite, et lorsqu’on trouve un signe qui n’est
point o dans la suite donnée par la substitution de @, on repéte
ce méme signe au-dessus. Mais lorsqu’on arrive a un signe o de
la suite donnée, on le remplace dans la suite supérieure par un
signe contraire a celui qu'on vient d’écrire a gauche dans cette
suite supérieure. Nous avons démontré dans l'article 3 les deux
regles que 'on vient de rappeler. Si, dans I'exemple cité, on rap-
proche les trois suites, on a la table suivante:

(<a) - F—+—+—+—F—F—+—+ ———
(v,a) ...+~0000 —000—~—4+0-+0 00 0 0 —

(>a) o +H++t+t+—————- b A e

Ayant ainsi remplacé la suite (@) par deux autres, on se servira
“de la suite (> &) lorsqu’on aura a comparer la limite @ a une limite
plus grande 4. Mais si I'on doit comparer la limite @ a une limite
6" moindre que @, on remplacera la suite («) par la suite (< @). On
appliquera cette regle du double signe toutes les fois que la substi-
tution d'une limite quelconque donnera un ou plusieurs résultats

nuls, en sorte que dans aucun cas les suites comparées ne contien-
dront de signes zéro.

3

1 arrive le plus souvent que les deux suites (< a) et (> a) ne
contiennent pas le méme nombre de changements de signe. Le
nombre /. des changements de signe de la- suite supérieure (< a)
ne peut pas étre moindre que le nombre 4 des changements de
signe de la suite inférieure, et si & surpasse &, ce qui arrive néces-
sairement lorsque deux ou plus de deux termes' consécutifs s’éva-
nouissent, la différence 2— £ est un nombre pair A. Dans ce cas
I'équation proposée f(x)==o0 a un pareil nombre de racines imagi-
naires, indépendamment des racines qui pourraient manquer en
d’autres intervalles.

Dans l’e‘xe‘mple précédent la suite inférieure a quatorze chan-
gements de signes de moins que la suite supérieure : I'équation
J(x) = o aurait.done, pour cette seule cause, quatorze racines ima-

14.
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ginaires. Ces racines manquent & I'équation dans l'intervalle infi-
niment petit compris entre a —da et a4 da.

(12) Les propositions qui ont été démontrées jusqu’ici donnent
un’ moyen facile de distinguer les seuls intervalles dans lesquels
les racines doivent étre cherchées. Nous citerons divers exemples
de T'application de ces théoremes. Le premier exemple est celui de
I'équation

2 —3rt—242 +gba’— 46— 101 =o0.
On a pour la suite des fonctions

X..... 2 —3a'—afx’ + gba—fbxr— 104
XL....528—122°—722" 4+ 190 x — 46
X" . oa02’— 360" — 1442 + 190

X", . .600"— 722 — 144

XY, ... 1200— 72

X'.....120.

Si l'on substitue au liea de  les nombres ...—10,—1,0,1,
10,...,et si I'on écrit les signes des fonctions

X" X7 X" X" X’ X,

on trouve

(—10)iiiii + — 4+ — 4 —
(—1)vennn + — 4+ — 4+ 4+
(o) e — — 4 —
(I) ...... + 4+ - 4+ 4+ —
(10) eiveve + + + + + +

En comparant la suite des signes qui provient de la substitation
ou de —10 & celle qui provient de la substitution de + 10, on
voit (ue la premiére suite (—10) a cinq changements de signes et
que la suite (10) n’a aucun changement de signes: donc l'équa-
tion ne peut avoir de racine que dans cet intervallede —10 & + 10.
En comparant les deux suites (— 10) et (—1), on conclut qu'une
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des racines réelles existe dans cet intervalle ; car la seconde suite
n'a que quatre changements de signe, et’la premiere en a cing.
Les deux suites (— 1) et (0) étant comparées de la méme maniere,
on voit qu'il existe une seconde racine réelle dans cet intervalle ;
car le nombre des changements de signe de la premiére suite sur-
passe d’'une unité le nombre des changements de signe de la seconde.
I’intervalle suivant de o a 1 ne peut contenir aucune racine ; car
la suite (0) a trois changements de signe, et la suite (1) en a un
pareil nombre. Qunant & l'intervalle compris entre 1 et 10, on trouve
dans la premiére suite (1) trois changements de signe, et la seconde
(10) n'en a aucun. Donc on doit chercher trois racines entre t
et 10: I'une de ces racines est réelle, et I'on ignore jusquiici si les
deux autres sont réelles, ou si elles manquent dans l'intervalle.
Les seuls intervalles dans lesquels on doit chercher les racines
sont done celui de — 10 & — 1, celui de — 1 4 0, et celui de 1
a 10. Dans chacun des deux premiers il se trouve une racine réelle
entiérement séparée des autres; et dans le troisiéme, savoir entre 1
et 10, il existe aussi une racine réelle, mais il reste a découvrir
s1 les deux autres racines indiquées dans cet intervalle sont réelles
ou imaginaires: nous résoudrons bientot cette question. Il serait
entiérement inutile de chercher des racines de la proposée dans
d’autres intervalles que ceux qui viennent d’étre désignés.

(13) Soit I'équation proposée
2 —4fx*—3x+ 23=o0.

L suite des fonctions est

v

X #t—4a2* —3x+ 23
X.oo..fa* — 12202 —3
X ... 1220°— 24

X" . ..24x- 24

X7 . ...24.

Si Lon substitue les nombres o, 1, 10, et si 'on marque les signes
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des résultats dans les fonctions

X_”I X//I X/I X/ X’

on trouve

(Lo)....
(o).... ‘
(o) .eoi + — — —
(<1)viii + — — —
(1) ....+
(>1).... +
(1o0) .... +

+ o+
|
(=}
I
+

++ 0
I
!

+ o+ttt

+ +

Dans cet exemple la substitution de o au lieu de z fait évanouir
la fonction X": il faut donc employer Ia rég]e'du double signe.
Elle montre que dans la suite supérieure (< o) on doit écrire le
signe + au-dessus du signe o, et que dans la suite inférieure on
dott écrire le signe —. Si actuellement on compare les deux suites
(< o)et (>0), on trouve quatre changements de signe dans la
premiere, et seulement deux dans la seconde. Donc I'équation a
deux racines imaginaires qui manquent dans l'intervalle infiniment
petit de <o a >o.

I.a substitution du nombre 1 fait évanouir la fonction intermé-
diaire X"’, et en appliquant de nouveau la régle du double signe,
on voit que le signe o de la suite intermédiaire (1) doit étre rem-
placé par — dans la suite supérieure (< 1), et par + dans la suite
inférieure (> 1). Si maintenant on compare les deux suites (< 1)
‘et (> 1), on y trouve le méme nombre de changements de signe :
done il ne manque point de racine dans Tintervalle de <14 >1.
Cette substitution du nombre 1, qui rend nulle une des fonctions
intermédiaires, conserve le nombre de changements de signes. 11
n‘en est pas de méme de la substitution de o, qui, faisant dispa-
raitre deux changements de signe, montre que I'équation manque
de deux racines, dans l'intervalle de <o & >o0.

Pour comparer la suite des signes que donne la substitution de
o a celle que donne la substitution de 1, il faut employer les suites
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(>o0) et (< 1): mais pour comparer la suite que donne la substi-
titution de 1 a celle que donne la substitution de 10, il faut em-
ployer les suites (> 1) et (10). La comparaison des suites (> o)
et (< 1) montre qu'il ne peut y avoir aucune racine entre o et 1 ;
car les deux, suites ont le méme nombre de changements de signe.
I.a comparaison des suites (>1) et (10) montre que I'on doit
chercher deux racines dans l'intervalle de 1 a 10; car la seconde
suite n’a aucun changement de signe et la premiere en a deux.
I équation proposée a donc deux racines imaginaires, et les deux
autres racines ne pelivent exister que dans l'intervalle de 1 a 10.
11 restera a découvrir si elles sont réelles ou si elles manquent dans
cet intervalle, ce que nous examinerons ultérieurement.
(14) L'équation ‘

42 —3x+ 2=0
donne les résultats suivants :

X =& +20—3x+ 2
/ X =3xr+4x—3

X'=6x+4
- Xlll:6,
et
X/IIX// X/ X
(=10 + — + —
(—1)evii 4+ — — +
) (0) vivi 4+ + — +
(1) eovi + + + +.

La comparaison des suites (— 10) et (— 1) montre que l'équation
a une racine réelle entre — 1oet — 1, et qu’il ne peut y en avoir
plus d’une dans cet intervalle. Car la premiére suite a trois chan-
gements de signes et la seconde en a deux seulement.

On voit aussi en comparant les suites (-— 1) et (o) que I'on ne doit
chercher aucune racine entre — 1 et o; car les deux suites ont le
méme nombre de changements de signe , savoir deux.
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Quant & l'intervalle suivant de o & 1, on doit y chercher deux
racines, parce que la suite que donne la substitution de o au lieu
de z a deux changements de signes, et que la suite qui répond a
t n'a plus aucun changement. Il reste a connaitre si ces deux ra-
cines indiquées entre o et 1 sont réelles, ou si elles manquent dans
I'intervalle.

(15) Si I'équation proposée est

L+ 2+ —a2br—36=o0,
on aura cette suite de fonctions,

X =2+t +a—2ba—36
X =ba'+ 42 +20—25
X' =—o0x’+ 122"+ 2
X"=6ox*+ 24x
X"=1902+ 24
X' = 120;

et substituant les nombres

—1, — 10, — efc.
o
1, 10, ete.
on trouve
X" X/II XII Xz X
- — 4 —
+

(—10). ..
(<o)...
(o) ...
\(>0)...
(1)...
(10) ...

On conclut de la comparaison de ces résultats
1° Que toutes les racines doivent étre cherchées dans l'intervalle

——

|
I

—— r———

+ + o
+ + + +

SR I N e

o+t

+ + +.

+
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de — 10 a + 10, puisque 'une des suites a cinq changements de
signe, et que l'autre n'en a aucun; -

2° que deux de ces racines doivent étre cherchées entre — 10
et — 1, parce que la premiere suite a cinq changements de signe
et que la seconde en a trois seulement, mais qu’il reste a dé-
couvrir si ces deux racines existent en effet, ou si elles sont ima-
ginaires;

3¢ que la svite (< o) ayant deux changements de plus que la
suite (> 0), I'équation a deux racines imaginaires qui manquent
en cet intervalle infiniment petit;

4° qu’il ne peut y avoir aucune racine entre — 1 et o, parce que
les suites (-——1) et (< 0) ont l'une et I'autre trois changements de
signes ; | '

5¢ qu’il ne peuty avoir aucune racine entre o et 1, parce que
les suites (> 0) et (1) ont I'une et 'autre un changement de signe;

-6° que I'équation a une racine réelle entre 1 et 10, parce que la
seconde suite a un changement de moins que la premiere: cette
racine est entierement séparée.

(16) Lorsqu’'on applique la proposition énoncée a la fin de l'ar-
ticle 11 aux équations binomes de la forme

"+ a,—0o,
ou a celles qui manquent de plusieurs termes consécutifs, comme

2"+ a,x" " +a,=o0,

on-connait immédiatement, par 'emploi de la régle du doublesigne,
le nombre des racines imaginaires qui proviennent de I'omission
des termes. Si les équations sont binomes, la substitution de o au
lieu de x dans la suite des fonctions
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X X =) X o= X X! X
donne les résultats suivants :

(€Lo)eor + — + — ... +a,
(o) ... + o 0 0 ...0+4a,
(>0)... + =+ -+ + ... Ha,.

[loréque le nombre m est pair, et le coefficient a, positif, la
suite (<o) n’'a que des changements de signes, et la suite ( > o)
n’en a aucun : ainsi toutes les racines sont imaginaires. Leur nombre
est m. Mais si le degré m étant pair,le coefficienta,, est négatif, 'équa-
tion manque d'un nombre 72— 2 de racines dans l'intervalle infi-
niment petit de <o a > o. Elle a une racine réelle entre — - et o,
et une autre racine réelle entre o et %.

Si le degré m est impair , on conclut a I'inspection des suites que
I'équation a un nombre m —1 de racines imaginaires, et une seule
racine réelle dont le signe est contraire a celui de a,,.

Quant aux équations telles que

a4 ax" " + a,=—o0

qui manquent de plusieurs termes consécutifs, on reconnait par
la méme regle qu'elles ont nécessairement, a raison de cette omis-
sion, des racines imaginaires, et 'on en détermine le nombre comme
il suit. Lorsque, entre deux termes subsistants, il manque dans
'équation un nombre 1 +n de termes consécutifs , le nombre des
racines imaginaires qui proviennent de cette seule cause est n ou
n + 2; savoir n lorsque les deux termes subsistants entre lesquels
manguent les termes consécutifs ont le méme signe, et n -+ 2 lorsque
ces deux termes sont de signes différents.
Par exemple on voit immédiatement que I'équation

'

44+ 1=0

a quatre racines imaginaires, parce qu'il manque trois termes con-
sécutifs entre les termes &° et & qui ont le méme signe.
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Les conséquences que nous venons d’énoncer sont trop faciles
a déduire de la proposition citée dans larticle 11 pour qu'il soit
nécessaire de les développer; et d’ailleurs elles sont pour la plupart
connues, et on les démontre aisément par d’autres principes.

(17) En appliquant la méme analyse a I'équation

| —a22—3x8 + 4 —bxr+6=o,
on trouve \
X =0"—2x8' =32+ 42 —52x4+6
X' =7a’—102*—9gx*+ 8x—5
X" =fox’*—hox’ —18x + 8
X" =2102—1202"— 18
X" =8jox*—2fox
X" =2b202x*— 240
v X"=ho4ox
X™=50j0 ,

et 'on forme cette table

(——VIO)...+—-+-——-’+—-+——'
(—1)i. + — 4+ — + + — +
,§(<0)...+—————+—-—+——+
' (o) ...+ 0 — 0 — + — +
(>0)c. 4+ + — — — + — +
(1) voi+ + + + + — — +
(10) oo + 4+ + + + + + +.

1° En comparant les deux suites (— 10) et (—1), on voit que la
seconde a seulement un changement de signe de moins que la pre-
mieére. Donc I'équation a une seule racine réelle entre les limites
—10et —1I.
2 La substitution de o au lieu de x donne plusieurs résultats
nuls. On formera donc les deux suites (< 0) et (>>0); et 'on voit

15.
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en comparant ces suites que I'une a six changements de signe et
lautre quatre. Donc I'équation a deux racines imaginaires qui man-
quent en cet intervalle.

3° Les suites (—— 1) et (< 0) étant comparées, on connait que
I'équation ne peut avoir aucune racine réelle entre — i et o.

4° Les suites (> o) et (1) étant comparées, on connait qu'il ne
peut pas y avoir plus de deux racines réelles entre o et 1. Il
restera a distinguer si ces racines existent en effet, ou si elles man-
quent dans cet intervalle. ‘

5° On conclut a I'inspection des deux suites (1) et ('10) que I'on
doit chercher deux racines entre les limites 1 et 1o0.

Ainsi les seuls intervalles dans lesquels on ait a chercher les ra-
cines de la proposée sont celui de — 10 a — 1, ou il existe certai-
nement une seule racine réelle; celui de o a 1, ou 'on ne peut
trouver plus de deux racines réelles; et celuide 1 4 10 oul'on doit
aussi chercher deux racines. On est assuré d’ailleurs que I'équation
a deux racines imaginaires; elles manquent dans l'intervalle infi-
niment petit de <oa >o.

(18) Nous citerons encore deux exemples du procédé qu’il faut
suivre pour distinguer facilement les intervalles ou les racines doi-
vent étre cherchées.

Le premier est celui de I'équation

2+ 3t + o2 — 32 —2x—a2=0.
On a

X ...2%+ 32 +20—3 20" —22—2

X 32128 + 60 —6x—2

X ...208 4+ 362"+ 122—6

X", ..60x + 722+ 12

X7 L1202 + 72

X' ... 120;

et substituant les nombres — 1, o, 1, 10, on trouve
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Xv X”,- XII; XVI Xl X

((K<—1)eii+ — + — + —
(—1) oi+ — 0o — + —
(> =)+ — — — 4+ —
0 .ii+ + + — — —
(1) e+ —
(10) vov 4+ + + + + +

On voit a I'inspection de ces suites

1° que la proposée ne peut avoir aucune racine au-dessous de
— 1, puisque la suite (< —1) a cinq changements de signe;

2° qu'il manque deux racines dans l'intervalle dont les limites
sont <—1 et >— I, puisque la limite < — 1 répond & cinq chan-
gements designe, et quil y a seulement trois changements de signe
dans la suite (> —1);

'3° que I'on doit chercher deux racines entre —1 et o, car la
suite (> — 1) a trois changements de signe, et la suite o en a seu-
lement un;

4° qu'il ne peut y avoir aucune racine entre o et 1, car les deux
suites (0) et (1) ont le méme nombre de changements de signes,
$avoIr un;

5° que l'équation a une seule racine réelle entre 1 et 10, car la
suite (10) a un seul changement de moins que la suite (1).

(19) Le second exemple est celui de 'équation

r—i1o02+6x+4+ 1=0o0.
On a
X =m=a2! — 102 +6x+1

X =bzxi—30x*+ 6
X" =s02’—60x
X" = 60 x*— 60
X"=120 x

X" =120,
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et I'on forme la table suivante :

(._10).... 4+ — 4 — 4 —
((LK=1)eer + — 4+ + — +
) e
?(>_—1‘) 4+ — — 4 — +

(<o) ovv + — — + + +
‘ (0) cer 4+ 0 — 0o 4+ +
((>0)- + + — — 4+ +
[ (<1) + + - — — —

(1) + + 0o — — —

(>1) + + + - — —

(10) + + + + + +

On conclut

des suites (—10) et (< —1), qu'il y a une seule racine réelle
entre — 10 et I; ,' ‘

des suites (> —1) et (<o), que 'on doit chercher deux racines
entre — 1 et 0; '

des suites (>o0) et (< 1), que I'équation a une racine réelle et
seule entre o et 1;

des suites (> 1) et (10), que I'on doit chercher deux racines entre
I et 1o.

(20) 1l serait inutile de multiplier ces applications : nous les
avons choisies telles qu'elles offrissent un assez grand nombre de
cas différents..

11 est évident que ce procédé fait connaitre sans aucune incerti-
tude les lieux des racines, c'est-a-dire les limites entre lesquelles
on doit les chercher : mais il ne détermine pas toujours la nature
de ces racines. On voit au contraire que si application du théo-
réeme indique un nombre pair de racines dans un intervalle donné,
il peut arriver que toutes ces racines soient imaginaires. Nous
avons donc une seconde question a résoudre , celle qui a pour objet
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de découvrir la nature des racines indiquées. Nous donnerons par
la suite une solution complete de cette seconde question : elle est
fort différente de la premiére que nous avons traitée jusqu’ici, et
(qui avait pour objet de désigner les seuls intervalles our I'on doit
chercher les racines.

Il faut se représenter que l'on a divisé-en une multitude d'inter-
valles la différence de deux valeurs attribuées a, x, et dont l'une
est au-dessous de o a une trés-grande distance, et 'autre au-dessus
de o a une trés-grande distance. Chacun de ces intervalles partiels
a deux limites a et b: Or ces intervalles sont de deux sortes.

1° Ceux dans lesquels on ne doit chercher aucune des racines de
I'équation. On reconnait ces intervalles au caractére suivant : qu'en
substituant leurs limites @ et 4 dans la suite des fonctions /™ x,
Sz, f (), f(®),/(x), ce qui' donne deux séries de résul-
tats, la seconde suite a autant de changements de signe que la
premiére. .

2” Les intervalles dans lesquels on doit procéder a la recherche
des racines. On reeonnait ces intervalles au caractére suivant :

~qu'en substituant les limites @ et b dans la série des fonctions, la
suite donnée par la substitution de la plus grande limite & a moins
de changements de signe que la suite donnée par la substitution de a.

Les premiers intervalles sont exclus, et leur étendue totale est
incomparablement plus grande que celle des autres. A I'égard des
seconds intervalles, ils sont enx-mémes de deux especes différentes :
savoir ceux ou les racines existent en effet, et ceux ou les racines
manquent. Il nous reste a expliquer clairement cette distinction, et
a donner des régles certaines et d’'une application facile pour dis-
tinguer ces deux espéces d’intervalles.

(21) La question se présente, par exemple, dans l'analyse de I'équa-
tion ' — 3x' — 24 2*+ 95 2*— [j6 2 — 101=0, citée art. t2. Le théo-
réme général indiqueque l'on doit chercher trois racines entre les li-
mites 1 et 10. On ?"[’iourrait diviser cet intervalle en deux parties, en
substituant dans la série des fonctions un nombre ¢ plus grand que 1
et moindre que ro; et 'on appliquerait les regles précédentes aux
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intervalles partiels 1 et ¢, et ¢ et 10. Or en continuant ainsi de
substituer des nombres intermediaires, et de diviser les inter-
valles, on parviendrait & séparer les trois racines, si elles sont toutes
réelles, et 'on connaitrait pour chacune d’elles un intervalle ou
elle est seule comprise, ce qui est le but de la recherche. Mais si
deux des racines cherchées sont imaginaires, la subdivision de I'in-
tervalle naura aucun terme, et 'on ignorera toujours si la séparation
des racines est impossible, parce qu'elles sont imaginaires, ou si
elle est seulement retardée, parce que leur différence est extréme-
ment petite.

On ne peut point résoudre cette difficulté en se bornant & sub-
stituer des valeurs intermédiaires, et a comparer les signes des ré-
sultats : la question exige une régle spéciale. C’est pour cette raison
que la méthode proposée par Rolle, sous le nom de Méthode des
cascades, ne peut servir i la détermination des limites des racines :
car elle manque d’un caractére pour la distinction des racines ima-
ginaires. '

La reégle d’approximation que I'on doit a Newton ne résoud
point cette question; elle la suppose résolue. Cette méthode new-
tonienne est un des éléments les plus précieux de I'analyse parce
quelle s’étend a toutes les branches du calcul ; mais elle n’a point
pour objet de distinguer les racines imaginaires. C'est pour y
parvenir que Lagrange et Waring ont proposé de rechercher la
plus petite différence des racines de I'équation, ou une quantité
moindre que cette plus petite différence. Considérée sous le rap-
port théorique, la solution est exacte. En effet si 'on était parvenu
a connaitre que la différence des racines réelles qui different le
moins est plus petite qu'une certaine quantité A, il suffirait de sub-
stituer pour la variable  des nombres consécutifs dont la diffé-
rence serait A, ou moindre que A. On serait assuré de distinguer
ainsi toutes les racines; et si 'on n’en trouvait pas autant qu’il y a
d’'unités dans le degré m de la proposée, celles que 'on ne sépa-
rerait point par ces substitutions seraient en nombre pair, égal
au nombre des racines imaginaires de la proposée. Mais il est facile
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de juger qu'on ne peut point admettre une telle méthode de réso-
lution. En effet 1° le calcul qui ferait connaitre cette valeur de la
limite A est impraticable pour les équations d'un degré un peu élevé ;
2° on effectuerait des substitutions dans des intervalles ou le théo-
réme général, art. 7, prouve quil ne peut y avoir aucune racine. Il
faudrait donc appliquer d’abord ce théoréme, et ne faire des substi-
tutions que dans les intervalles ou les racines doivent étre cher-
chées. Cette opération diminuerait la longueur du calcul , mais elle
ne dispenserait pas de trouver la valeur de A, ce qui est la diffi-
culté principale. Il était donc nécessaire de traiter par d’autres
principes cette question tres-importante qui a pour objet de re-
connaitre avec certitude la nature des racines. Je suis parvenu
depuis long-temps a la résoudre par des procédés dont lapplica-
tion est prompte et facile. La solution que nous allons exposer dans
les articles suivants a été donnée autrefois dans les cours de I'Ecole
Polytechnique de France; elle est la plus claire et la plus simple de
toutes celles que j’ai pu découvrir pour cet objet. Il s’agit ici d’'un
élément essentiel , et que J'on a pu regarder comme le point le plus
difficile de toute la théorie: nous avons dii nous attacher a éclaircir
entierement. Il ne suffisait pas de donner le principe analytique
dont nous avons déduit autrefois la solution: il est préférable de
rendre les conséquences trés-sensibles par I'emploi des construc-
tions. Rien n'est plus propre a montrer distinctement la nature de la
question. Nous rapporterons ensuite plusieurs exemples de la regle
générale qui sert a la résoudre.

(22) On suppose qu'apreés avoir substitué deux nombres a et b,
dont b est le plus grand, dans la suite des fonctions

SO@), fo @) S @), S (@), S (%), [(@),

il arrive que la suite (a) des signes des résultats, cest-a-dire celle
qui provient de la substitution de a, différe de la suite (b) en ce
que la seconde contient deux changements de signes de moins que
la premiére. Par exemple la suite (@) est terminée par les trois

L 16
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signes
+ — 4+ [}

et la suite (b) par ceux-Cl

+ + +.

Nous supposons aussi ue dans toutes les parties de ces deux suites
qui sont placées a la gauche des trois signes que 'on vient d’écrire,
chaque signe de la suite (@) est le méme que le signe correspon-
dant de la suite (). On voit que le nombre substitué passant de
la valeur @ a la valeur 4, la suite des signes perd deux changements.
Il suit donc du théoréme précédent, article 7, que l'équation
f(x)=no0 ne peut pas avoir plus de deux racines entre a et b ; mais
on ignore si les deux racines indiguées sont réelles, ou si elles man-
quent dans cet intervalle : c’est la question qu’il faut résoudre. Or
st dans chacune des deux suites (a) et (b)) on omettait le dernier
signe, la premiére contiendrait seulement un changement de signes
de plus que la seconde. Donc I'équation f”(x) = o0 ne peut avoir
qu'une racine entre a et b, et 'on est assuré que cette racine est
réelle.

De plus, en omettant les deux derniers signes de chacune des
suites () et (b), on trouve, par hypothése, que la premiére suite n'a
pas plus de changements de signe que la seconde. Donc I'équation
JS”(£) =o0 n’a aucune racine entre a et b; Cest-a-dire quil ne peut
y avoir dans cet intervalle aucun nombre qui, mis au lieu de x,
rende nulle la fluxion du second ordre f”(x).

(23) 11 est facile de représenter par les propriétés des figures les
relations qu'ont entre elles les fonctions f”(x), /' (x), f(x). L’or-
donnée y de la courbe mp n (fig. 4 et 5) exprime la valeur que recoit
la fonction f(z) lorsqu'on donne a la variable x une valeur quel-
conque mesurée par 'abscisse o . Les limites a et & sont les ab-
scisses 0 @, 0b. L’arc m p n qui répond a cet intervalle @ b n’a aucun |
pointd’inflexion , car la valeur de 'abscisse correspondante a chaque
point d’'inflexion est celle qui rend nulle la fluxion du second ordre
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2
£ (x), ou Z—Jf«; AinsiI’arc mp n est exempt de sinuosités, et comme

la valeur de f”(x) est positive aux deux extrémités de l'arc, on voit
que cet arc a la forme que la figure indique. Il est concave dans
toute son étendue : sa concavité regarde le haut de la planche. En
un certain point p de cet arc la tangente est parallele & I'axe des
abscisses. Ce point répond a la valeur de & qui rend nulle la fluxion
du premier ordre f'(x); et 'équation f'(z)==0 ayant une seule
racine entre les limites @ et b, il n'existe qu'un seul point p ou
I'inclinaison soit nulle. Si 'on ajoute 4 ces conditions que les or-
données extrémes f'(a) et f(b) sont positives, on voit que la partie
de la ligne courbe que I'on considére est celle que représente la
figure 4 ou la figure 5. Dans la premiere il existe deux points d'in-
tersection « et , et les abscisses 0«, 06 expriment les valeurs des
deux racines réelles. Dans la seconde figure, 'arc n’atteint pas I'axe
des abscisses; il n’y a aucun point d’intersection, en sorte que les
deux racines que l'on cherche sont imaginaires. La question con-
siste a distinguer celle des deux constructions qui représente la fone-
tion proposée dans lintervalle des limites a et &. Cette question
serait facilement résolue, si 'on connaissait la valeur exacte y de
I'abscisse oy qui répond au point p ol la tangente est paralléle a
Paxe ; car il suffirait de substituer cette valeur y dans la fonction
S(x), et d’examiner le signe du résultat. Si ce signe est différent de
celui qui est commun aux deux résultats f(a) et f(6), il existe deux
points « et € d’intersection. Mais si le signe de /() est le méme que
celui de f'(a) et f(b), les deux points d’intersection manquent, et
les racines sont imaginaires. J

On pourrait substituer dans f(x) au lieu de « une valeur appro-
chée de la racine y de 'équation f”(x)=o. Si le résultat de cette
substitution a un signe différent de celui de f(a) et f(b), on est
assuré que les deux racines sont réelles, et elles se trouvent séparées.
Mais si le signe du résultat estle méme que celui de f(a) et f(b), la
nature des racines demeure incertaine : car on ignore si en sub-
stituant dans f(z) une valeur encore plus approchée de y, on ne

16.
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trouverait point un signe différent de celui de f'(a) et f(b). Cette
difficulté se présenteraitnécessairement toutes les fois que les racines
seraient imaginaires , et elle subsisterait tonjours quoique l'inter-
valle des deux limites put étre rendu extrémement petit.

(24) Pour résoudre cette ambiguité nous considérons que la
seconde construction (fig. 5) differe de la premiere (fig. 4) par un
caractere propre que le calcul peut exprimer. En effet concevons
que dans la construction représentée par la fig. 5 on méne par les
points m et n deux tangentes jusqua la rencontre de l'axe en «' et
o' qu'en ces points & et &’ on éleve des ordonnées a’m’', &' n'; quaux
points 72" et n’ on méne deux nouvelles tangentes jusqu’a la ren-
contre de I'axe. Il est évident quapres une ou plusieurs opérations
semblables, il arrivera nécessairement qu'on ne pourra point tracer
ces tangentes successives sans quelles finissent par sortir de l'inter-
valle ab; et la distance du point @ a l'intersection de la tangente
et de l'axe, c'est-a-dire la sous-tangente, deviendra certainement
plus grande que l'intervalle ab. Si au contraire l'arc mr a deux
points d’intersection entre a et b, comme le représente la figure 4,
la condition qu’on vient d’énoncer n’aura jamais lieu; chacune des
sous-tangentes a a’, @’ a”, etc. sera toujours moindre que l'intervalle
ab, a' b, ete. Il en sera de méme des sous-tangentes successives b8,
b'b", etc., comparées aux intervalles ba, 0’ a', ete. Dans cette méme
construction de la figure 4, si 'on prend les valeurs de deux sous-
tangentes aa’, b0, et si on les ajoute sans avoir égard aux signes,
cest-a-dire en attribuant le signe + a chacune de ces quantités,
la somme sera toujours moindre que lintervalle a5 des deux limi-
tes. Il en sera de méme de toutes les sous-tangentes suivantes : la
somme des deux sous-tangentes portées aux deux extrémités d’un
intervalle quelconque @', a” ", etc. sera moindre que cet inter-
valle. C’est un caractére distinctif du cas ou I'arc m p n a ses deux
points d’intersection.

Nous avons supposé que le point m’ (fig. 4 et fig. 5) répond pré-
cisément a I'extrémité a' de la sous-tangente a «'. Les conséquences
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seraient les mémes si ce point m' répondait a4 un point voisin de
a', et compris entre les points ' et a.

(25) On appliquera aisément le calcul a I'énoncé de la proposi-
tion précédente, en se servant de l'expression connue de la sous-

: dy , s . ' .
tangente 64'. Le rapport —= est égal & celui des deux lignes nb et

l

bb', doul'on conclut

bb’:nb:%ﬁ:f(b):ia%x—@, ou bd f((?)
On aura donc la valeur numérique de la sous-tangente b4’ en for-
mant le quotient des deux résultats /'(5) et f7(5). On trouvera de
méme, abstraction faite du signe, la valeur de la sous-tangente
aa' en divisant f(a) par f’(a). En général l'expression de I'abscisse
0b', qui répond a l'intersection b de la tangente n 5’ et de l'axe,
est x — Jj,f,(—é))
ensuite & pour x, le second résultat
NAQ)
@

présentela figure 4. Cette condition ne peut cesser de subsister que

En substituant dans cette expression a pour z, et

£0)
b—2)

, si la ligne courbe est celle que re-

sera toujours plus

grand que le premier a—

si la position de I'arc est celle que représente la figure 5; et dans
ce cas il arrive nécessairement, lorsqu'on trace les tangentes suc-
‘cessives, que la condition cesse d’avoir lieu. Le caractere propre
aux racines réelles est donc ainsi exprimé :

a f(& b a
g <b—f o F L <t

Il s’ensuit que les deux limites a et b étant proposées , et les résultats
S (a), f(a), (), f(b) étant connus, il faudra premiérement, pour
reconnaitre la nature des deux racines indiquées, diviser f(a) par
S (@), et f(b) par f'(5). Si l'un des deux quotients, pris abstraction
faite du signe, ou si la somme de ces deux quotients, surpasse ou
égale la différence 5— a des deux limites, on est assuré que leb
deux racines ne sont point réelles.




122 LIVRE PREMIER.

Mais si la différence b—a des deux limites est plus grande que
la somme des deux quotients, on est averti que la distance des deux
limites entre lesquelles on cherche les racines n'est pas devenue
assez petite pour qu'on puisse reconnaitre la nature de ces racines
au moyen d’une seule opération, Il faut diviser l'intervalle ab des
deux limites, en substituant dans f(x) un nombre intermédiaire ¢
plus grand que @ et moindre que &, et marquer le signe du résul-
tat. Lorsque le signe de f(c) n’est pas le méme que le signe commun
de f(a) et f(b), on connait que les deux racines sont réelles : I'une
est entre a et ¢, et 'autre entre ¢ et b. L'intervalle 5 — ¢ est ainsi
divisé en deux parties dont chacune contient une racine réelle en-
tierement séparée. |

11 arrive le plus souvent qu'un premier examen suffit ];our indi-
uer la nature des racines cherchées. On trouve que la somme des

Sa) S&)
—/f'(@)’ S®)
stitution d'un nombre intermédiaire ¢ donne un résultat /(c) dont
le signe différe de celui qui est commun a f(a) et f(5). Si aucune
de ces deux conditions n’a lieu, il faut conclure que les limites «
et b ne sont point assez approchées pour quune seule opération
détermine la nature des racines. Dans ce cas la substitution du
nombre intermédiaire ¢ donne pour le signe de_£(c)le signe commun
de f(a) et f(b). 1l n’en est pas de m¢me des résultats /7 (a), f(b)
et f”(c):les deux premiers sont de signes différents, par hypothése.
Donc un de ces deux résultats /7(a) et f'(b) a le méme signe que
/' (c); I'autre a un signe contraire. Désignons par d celle des limites
@ et b qui, étant substituée dans f”(z), donne un résultat de signe
contraire & celui de f'(¢). On voit que I'équation f”(x)==o0 aura
une racine réelle entre les nouvelles limites ¢ et d ; et les deux ra-
cines, dont la nature est encore incertaine , doivent étre cherchées

quotients surpasse la différence 6 — a, ou quela sub-

dans l'intervalle de ¢ 4 d. On appliquera done a ce second inter-
valle de ¢ a d la regle qu'on avait appliquée a lintervalle de a a
b, et I'on recherchera la nature de ces racines par un procédé en-
tierement semblable a celui que nous venons de décrire.
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(26) Il est nécessaire de remarquer que si les deux racines cher-
chées étaient réelles, mais égales , on n’en reconnaitrait pas la nature
par la régle précédente. Mais on distingue facilement ce cas inter-
médiaire et singulier, puisqu’il suffit de comparer les fonctions f(x)
et f'(x), afin de savoir si elles ont un commun diviseur ¢ (), et si
ce commun diviseur a une racine réelle comprise entre a et b. Lors-
qu'un tel diviseur ¢(z) n'existe pas, ou si I'équation ¢ (z)=o0 n’a
point une racine réelle entre a et b, on parviendra toujours par
le procédé que nous avons décrit, et en. continuant 'examen autant
que la forme de la courbe peut l'exiger, a reconnaitre que les ra-
cines cherchées sont imaginaires, ou a les séparer si elles sont réelles.
Dans ce dernier cas, I'intervalle a5 des deux limites proposées sera
divisé en deux auires, dans chacun desquels se trouve une seule
racine.

(27) Les figures 4 et 5 se rapportent au cas ou le signe commun
de f(a)et f(b)est +.8Si les deux suites de signes (a)et () que 'on
doit comparer , et qui ne différent que par 'avant-dernier signe —,
sont ainsi terminées,

et

la construction est celle des figures 4’ et 5'. L’arc mpn n’a aucune
sinuosité, mais seulement un point p ou l'inclinaison est nulle.
Cet arc est convexe dans toute son étendue, parce que le signe
de la fluxion du second ordre est —. 1 existe deux points d'inter-
section « et € si la position de l'arc est celle que représente la fig. 4,
et ces deux points d'intersection manquent a la fois dans I'inter-
valle si la position de l'arc est celle que représente la figure 5'. La
regle qu'il faut suivre pour reconnaitre si les deux racines cher-
chées sont réelles ou imaginaires est exactement la méme que celle
que nous venons d’exposer.

(28) Nous résumerons comme il suit, 'énongé de cette régle.
Siapres avoir substitué deux limites a et & dans la suite des fonc-
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tions f™ (x), [ (x). .. [ (x),[" (), f(x), et comparé les signes

des résultats de la suite (@) & ceux des résultats de la suite (5), on
remarque que la seconde suite () a.deux changements de signes
de moins que la suite (), et qu'en omettant les deux derniers signes
de chaque suite, la seconde a autant de changements de signes que
la premiére, il faut pour juger siles deux racines indiquées sont
réelles, comparer les résultats f'(a), f(a), et f'(b), f(b), abstrac-
tion faite de leurs signes, c’est-a-dire en attribuant a toutes ces
quantités le signe 4. Si 'un des deux quotients J{,—% , j{,(—@) , ou si
la somme de ces quotients, surpasse ou égale b — a, on est assuré
que les deux racines cherchées sont imaginaires.

Si la condition précédente n’a pas lieu, en sorte que la somme
des deux quotients soit moindre que la différence 6 —a, on exa-
minera si les fonctions f'(z) et /() ont un facteur commun ¢ (),
et si 'équation ¢ (x)==0 a une racine réelle entre a et . Si ce divi-
seur commun ¢ (z) existe, et si de plus I'équation ¢ (x)=o0 a une
racine réelle ¢ comprise entre @ et b, I'équation a deux racines
réelles égales a c. '

Mais si les deux fonctions /() et /" (x) n’ont pas de diviseur com-
mun, ou si ce diviseur ¢(z) existant, 'équation ¢ (#)=o0 n’a pas
une racine réelle entre @ et &, ce que l'on connait facilement par
les principes ci-dessus exposés, il faudra examiner si les deux ra-
cines de I'équation f(xr)=—o indiquées entre a et b peuvent étre
séparées par la substitution d’'un nombre intermédiaire ¢ plus grand
que a et moindre que b. On substituera donc un tel nombre ¢ dans
JS(x). Sile signe de f{c) n'est pas le méme que celui de f(a) et f(b),
les deux racines cherchées sont réelles; 'une est entre « et ¢, et
l'autre entre c et b. Si au contraire le signe de f'(c) est le méme que
celui de f{a) et f(6), on en concluera que les deux limites a et &
n’étaient pas assez approchées pour que I'on put connaitre par un
premier examen la nature des racines. Choisissant donc celle des
deux Jimites @ et & dont la substitution dans f'(x) donne un ré-
sultat de signe contraire a celui de f'(c), et désignant par d cette
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limite, on opérera pour l'intervalle compris entre ¢ et d de méme
qu'on vient d’opérer pour l'intervalle compris entre a et 5. En con-
tinnant ainsi 'emploi de ce procédé, dont la pratique est tres-
simple,, on parviendra par une voie certaine a reconnaitre qu'il
n'y a point de racines dans l'irtervalle proposé, ou a séparer ces
racines si elles existent.

(29) Nous appliquerons cette regle a divers exemples, et pre-
miérement a 'équation

L4288 —3x4+9=—0

citée dans I'article 14. On a vu que cette équation a une racine réelle
comprise entre —= 10 et — I, et qui se trouve entiérement séparée.
La comparaison des suites qui répondent aux limites o et 1 indique
que P'on doit chercher les deux autres racines dans cet intervalle;
mais on ignore si ces racines existent en effet, ou si elles sont ima-
ginaires.

Pour faire usage de la regle precedente on compare les deux

suites
f"’(w) S (@) S (@), f(m)
(O) . e -+ ;— !
(1). e+ + + -+
4 2

On écrit au-dessous des deux derniers signes les valeurs numériques
des résultats : car il est nécessaire de considérer ces valeurs pour
connaitre la nature des racines. Les suites présentent le cas que
nous avons d’abord examiné, cest-a-dire que I'équation /"' (x)=o
ne peut avoir aucune racine entre o et 1, et que 'équation f'(x)=o
a une seule racine réelle dans cet intervalle. Il s’agit de reconnaitre
si I'équation f(x)=o0 a deux racines réelles entre ces limites, ou
si les deux racines indiquées sont imaginaires. On écrira confor-
mément a la regle, et abstractlon faite des signes, les deux quo-

tients 2D o £6)

(@) f 77y’ sIﬂlVOII‘ = et 4, et 'on examinera si I'un de ces

quotlent», ou si leur somme, surpasse ou égale la différence 1 des
1. o 17
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deux limites. Cette condition ayant lieu, on est assuré que les deux
racines indiquées sont imaginaires. Ainsi I'équation proposée a une

seule racine réelle entre — 10 et — 1. Elle manque de deux racines
dans l'intervalle de o a 1. : ;

(30) Nous choisirons pour second exemple de Fapplication de
la méme régle I'équation

r+at+axr—o2br—36=0¢

citée danslarticle 15. On a vu que deux racines sont indiquées dans
I'intervalle de — 10 & 1: il s'agit de reconnaitre siles deux racines
sont réelles, ou si elles manquent entre ces limites. On résoud cette
(uestion en comparant, selon la régle de I'article 28, les deux suites

S’ (x)sf' (x)’ f(x)
(—10)eei+ — 4+ — + —_
45955 89686

(—1)eii 4+ — == - —

26 10
Nous avons écrit au-dessous des deux derniers signes de chaque
suite les valeurs numériques des résultats. Les deux suites com-
parées satisfont aux conditions que suppose I'énoncé de la regle.

On examinera done sil'un de ces quotients 32622 et m, ou st leur

somme , surpasse ou égale la différence 9 des deux limites; et comme
cela n’a pas lieu, on en conclut qu'il faut subdiviser I mtervalle de
— 10 & — 1. Mais avant de procéder a la substitution d'un nombre
intermédiaire, on doit examiner si les fonctions f(x) et f'(x), ou

B xt+wr—adbx-—36 et bat+ 4t + 24— 25,

ont un diviseur commun, et si ce diviseur a une racine réelle entre
— 10 et — 1. Ce diviseur n’existant pas, on substitue au lieu de x
un nombre compris entre — 10 et — 1, et exprimé par un seul
chiffre. Si 'on prend — 2 pour ce nombre intermédiaire, et si 'on
cherche les signes de la suite des résultats que donne la substitution
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de — 2 dans les fonctions

S @), S @) S (2), S (@), S (%), S (%),

on trouve
(—10)... + — + - + -
(—2)... + — + — 4+ +
(—r1)ee. +  — + - - —.

‘On compte cinq changements de signe dans la suite (— 10), quatre
dans la suite (— 2) et trois dans la suite (— 1). Par conséquent la
substitution du nombre intermédiaire a séparé les racines indi-
quées. Elles sont donc réelles : I'une est entre — 10 et — 2, et lautre
entre —2 et —1. )

Ainsi 'opération qui a pour objet de déterminer la nature et
les limites des racines, est achevée. I.’équation a deux racines ima-
“ ginaires et trois racines réelles: I'une est comprise entre — 10 et
— 2, la seconde entre —2 et — 1, et la troisieme entre 1 et 10.

(31) Nous avons supposé jusqu’ici que les deux suites comparées
'sont telles 1° que la seconde a seulement deux changements de
signes de moins que la premiere, et 2° qu'en omettant les deux
derniers signes, les deux suites ont le méme nombre de changements
de signes. Mais la succession des signes dans les deux suites est sus-
ceptible d'un trés-grand nombre de combinaisons, et le nombre des
racines indiquées peut étre plus grand que 2. I1 nous reste & mon-
trer que, dans tous les cas possibles, I'application de la méme régle
suffit pour distinguer facilement les racines imaginaires. Cette dis-
tinction s’opere par la comparaison des résultats que donne la sub-
stitution des limites « et & dans les fonctions

FO@), L), o), S (@), S (@), @)

Ces résultats sont
S(@), S (@), S @), - - S (), f1(@),f(a),
SO, SoE), SO, - ST (0), S (B), SB).

On comptera dans la premiere suite combien il se trouve de chan-

17.
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gements de signes depuis le premier terme f™(a) jusqu’au second,
au troisieme, au quatriéme, etc., en procédant de gauche a droite.
On marquera au-dessus de chaque terme, tel que /™~ (@), le nombre
h de changements de signes contenus dans la suite jusqu’au terme
S~9(a), en y comprenant ce terme. On désignera de la méme ma-
niere dans la seconde sunite combien il se trouve de changements
de signes depuis le premier terme jusqua un terme quelconque
S =9(b). Soit k le nombre de changements comptés dans la seconde
suite jusqu’a ce terme f~(b). On prendra la différence ~— %
des deux nombres correspondants marqués dans I'une et l'autre
suites, et I'on écrira entre les deux termes cette différence, que
nous désignons par &, et qui ne peut jamais étre négative (art. 7).
On forme ainsi a Vinspection des deux suites une série d’indices
placés entre les termes de ces suites.
(32) Par exemple si les signes des résultats dans les suites com-
parées sont tels que les représente la table suivante,

(m—1) {m—2) (m—3) (m—5) "
(a%f @),/ (x), (x), )f (x) S (wB oo ST@S (@) S (), F (:c),
o 1 2 3 4 4 5 6 6 7 8
v =+ 44— e o+ L 2
o o I 1 I 2 1 2234 3 4 4 5
.+ -_ — —- — - + +4++4+ — — -+~ ~+
) I 1 Cx I I 2 2 2 2 2 3 3 4 4

la série des indices formée selon la regle précédente sera
oor11t12122343445.

Nous désignons en général cette série par

08 &Y. ... A.

[.e dernier indice A montre que I'équation proposée f(x)=o ne
peuat pas avoir entre les limites « et & plus de racines réelles qu’il
n'y a d’unités dans A. En général un indice quelconque § qui cor-
respond a la fonction f ) (x) fait connaitre que I'équation f™ (x)=o
ne peut pas avoir entre les limites @ et & un nombre de racines
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plus grand que §. Ainsi, dans I'exemple cité, I'équation proposée
S (x)=o0 ne peut pas avoir entre a et b plus de cinq racines : on
est assuré que I'une de ces racines est réelle. Quant a I'équation
JS'(x)=o0, le nombre des racines indiquées est 4 : cette équation
ne peut donc avoir entre les mémes limites a et & plus de quatre
racines. Il en est de méme a I'égard de Véquation /' (z)=o. Pour
équation /"’ (x)=o le nombre des racines indiquées est 3 : une
de ces racines est certainement réelle. '

La valeur d’un indice quelconque étant désignée par &, celle
de I'indice suivant est §, ou & —1, ou 8+ 1: cela est une consé-
quence évidente de la formation de la série. Il est nécessaire d'in-
sister sur cette derniéreremarque, parce que nous devons en faire
usage dans la suite de cet ouvrage en traitant des fonctions trans-
cendantes.

(33)Lorsquele dernierindice A est o, I'intervalle des limites a et &
est , comme nous l'avons dit, un de ceux ou l'on ne peut chercher
aucune racine de la proposée f(x) =o.

Si ce dernier indice A est 1, 'équation f(x) =o a une seule ra-
cine réelle entre @ et b. Les indices précédents, qui répondent a
f'(x) et f”(x), peuvent étre différents de zéro ou de 1 ; mais il est
facile de voir qu'en diminuant a volonté I'intervalle de @ a & par
la substitution de nombres intermédiaires, on peut faire en sorte
que Tindice pénultieme qui répond & f'(x) soit o. En effet f(x) et
S (x) n'ont point de diviseur commun ¢ (x) qui puisse devenir nul
par la substitution d'un nombre compris entre a et b : car si cela

. était, I'équation f(2)=o aurait deux racines réelles égales dans
lintervalle de @ a 4. Or le dernier indice étant 1 , 'équation f(x)=o
ne peut pas avoir plus d'une racine réelle « entre @ et 6. Donc on
peut diminuer et ensuite augmenter la valeur de la racine réelle jus-
qua des limites a’ et &', telles que 'équation f”(«) — o ne puisse avoir
aucune racine entre ces mémes limites. Done pour les hmltes a etd
le dernier indice sera 1, et le pénultiéme zéro.

Les constructions rendent tres-sensible la vérité de cette consé-
quence. En effet onest assuré que la ligne dont'équationest y= f'(x)
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coupe l'axe des abscisses (fig. 6) en un certain point a placé entre
a et b, puisque I'équation f(x)=o0 a, par hypothese, une racine
réelle dans cet intervalle. Or il est évident que, de part et d’autre de
ce point « d’intersection, il existe un intervalle a’ 5’ tel que l'arc
nav situé au-dessus de cet intervalle n’a aucun point ou l'inclinai-
son de la tangente soit nulle. Il n’y aurait qu'une seule exception,
elle ou, dans le point méme d’intersection, l'inclinaison serait
nulle. Mais dans ce cas les deux fonctions f(x) et f'(x) s'‘évanoui-
raient ensemble pour cette valeur « de 2. Par conséquent I'équation
J(x)=o aurait au moins deux racines réelles égales dans l'inter-
valle de @ & &. Donc le dernier indice ne serait pas 1, comme on
le suppose; il serait au moins 2, puisque I'équation f(x)=o0 ne
peut avoir plus de racines réelles inégales ou égales dans linter-
valle des deux limites, qu’il n’y a d’unités dans le dernier indice.

Lorsque l'intervalle des deux limites satisfait a cette condition,
qui peut toujours étre remplie, savoir que le dernier indice est 1
et que le pénultiéme est o, nous disons que la racine réelle com-
prise dans l'intervalle est entiérement séparée; et nous donnons
dans le second livre de cet ouvrage les regles propres a en calculer
la valeur par la voie la plus brieve. '

(34) Si le dernier indice n'est nio,ni 1, l'intervalle est un de ceux
dans lesquels on doit chercher plusieurs racines. Clest alors seule-
ment quil peut devenir nécessaire dappliquer la regle qui sert a
distinguer les racines imaginaires.

Supposons donc que le dernier indice soit 2, ou plus grand que
2: on procédera comme il snit a la séparation des racines.

Ayant formné, comme nous I'avons dit ci-dessus, la série des in-
dices entre les termes correspondants des deux suites (@) et (),
on parcourra cette série de droite a gauche jusqu’a ce qu'on trouve
pour la premiére fois I'indice 1. Soit f/*(x) celle des fonctions de
la suite

SO@), S @) SO S @), S @), @)

qui répond & cet indice. On voit que les racines sont séparées jus-
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qu'a ce terme, clest-a-dire qu'en s'arrétant a f”(x) on est assuré
que P'équation f™ (x)=o0 a une seule racine réelle entre @ et b. 11
faut maintenant poursuivre cette séparation en sorte que l'indice 1
s'approche de plus en plus de l'extrémité de la série a droite, jus-
qu'a ce que le dernier indice A soit I'unité, ce qui est le terme de
I'opération.

I’indice 1 auquel on s’est d’abord arrété, et quirépond a la fonc-
tion f™(x), est nécessairement suivia droite de I'indice 2. Car nous
avons remarqué plus haut que I'indice §' qui suit I'indice § ne peut
étre que 3,0ud—1,ou § + 1 : donc l'indice 1 dont il s’agit ne pour-
rait étre suivi que de 1, ou o, ou 2. Or cet indice suivant nlest
pas 1, puisqu'on s'est arrété au terme que l'on trouve égal a 1 pour
la premiére fois. Si I'indice suivant était o, il faudrait que cet in-
dice o augmentit dans la partie ultérieure de la série, puisque sa
derniére valeur est par hypotheése 2, ou plus grande que 2. Done
lindice 0 augmentant, passerait par la valeur 1; done l'indice au-
quel on s'est arrété ne serait pas,, comme on le suppose, le premier
terme que l'on trouve égal & 1 en procédant de droite a gauche.
Ainsi I'indice 1 le plus voisin de I'extrémité a droite est certaine-
ment suivi de 2. Or si ce méme indice 1 n'est pas précédé de zéro,
on peut diminuer l'intervalle des limites a et &, en sorte que cette
derniére condition soit remplie. En effet supposons que les indices
qui répondent aux fonctions f® (z), /" (x) étant 1 et 2, celui qui
répond a la fonction précédente /9 (x) ne soit pas zéro. On for-
mera dans l'intervalle des limites @ et & un intervalle moindre com-
pris entre a’ et &', et dans lequel I'équation f*2(x)=o0 nait
aucune racine. Nous avons prouvé précédemment, art. 33, qu’il est
toujours facile de satisfaire a cette condition. On a donc a consi-
dérer dans I'intervalle des limites données « et & un intervalle par-
tiel compris entre les nouvelles limites a' et &', et tel que les in-
dices correspondants aux fonctions /" +7 () et /* (x) soient respec-
tivement o et 1. Ainsi l'intervalle primitif de @ a b se trouve formé
de trois autres, savoir celui de @ a a', celui de ' a &', et celui de

b ab.
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Il est manifeste que dans le premier de ces intervalles terminé
par les limites a et @', et dans le troisieme entre les limites & et &,
I'équation f(x)= o ne peut avoir aucune racine, puisque la seule
racine réelle entre les limites a et & est placée entre les nouvelles
limites @’ et &'. Donc pour chacun de ces intervalles extrémes « et
@', ou &' et b, I'indice correspondant a la fonction /() serait o.
Il s'ensuit que pour chacun de ces intervalles a et @/, ou &' et b,
la séparation des racines est portée au-dela de la fonction f® (x);
c'est-a-dire que si dans 'un ou l'avtre de ces intervalles partiels, il
existe apres I'indice o un indice égal a 1, il répond a une fonction
-plus avancée que f ™ (x) vers la droite. Quant a I'intervalle partiel
de a’ a &', on sait que l'indice qui répond a /™ (x) est 1; et il peat
arriver que le terme 1 ne soit plus le dernier indice égal a 1, en
sorte qu'on y trouverait un autre terme égal a 1 et plus avancé vers
la droite. Dans ce cas, la séparation des racines est continuée au-
dela de la fonction /(). Mais il peut arriver aussi que I'indice 1
qui répond a f (x) soit encore pour cet intervalle de «' et &' le
terme 1 le plus voisin de extrémité a droite. Dans ce second cas
I'indice 1 dont il s’agit est suivi de 2; par conséquent les indices
correspondants aux fonctions

Ser(@), fO(@), f07 (),

(0] I 2.

sont

I résulte de cet examen qu'en divisant I'intervalle primitif des li-
mites a et b, onfait avancer de plus en plus vers la droite, dans chaque
intervalle partiel, lI'indice 1 le plus voisin de 'extrémité, a moins
que dans certaines parties de l'intervalle on ne vienne a remarcuer
(ue le dernier indice égal a 1 étant suivi de 2 est précédé de o. C'est
seulement lorsque cette derniere condition se présente, qu'il con-
vient d’examiner si les racines indiquées sont imaginaires. Dans
tous les autres cas, on doit poursuivre la séparation des racines jus-
qua ce que le dernier indice de la série soit 1.

' n us reste par conséquent qu’un seul cas a considé
35) 11 ne no te p quent qu’ 1 onsidérer,
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celui pour lequel on trouve que le dernier indice égal & 1 étant suivi
de 2 est précédé de o.

Soit done un intervalle compris entre deux limites @ et &, et qui
a les propriétés suivantes.

En comparant la suite (@) des signes qui proviennent de Ja sub-
stitution de la limite @ dans les fonctions

L), o @), fo), - (), S (), f@)

a la suite (b) que donne la substitution de 'autre limite b, et for-
mant par cette comparaison la série des indices, on marque dans
cette série le terme 1 le plus voisin de I'extrémité a droite, et 'on
voit que ce dernier indice égal a 1 est précédé de o et suivi de 2.
Ces indices consécutifs

[

o 1 )

répondent aux fonctions
S (@), S (%), SO0 (@)

Ainsi Véquation f+)(x)=o0 ne peut avoir aucune racine entre
et b. L'équation /™ (x)=o0 a dans cet intervalle une racine réelle,
et n’en peut avoir qu'une. Quant a I'équation /"~ (x)==o, elle ne
peut pas avoir entre a et & plus de deux racines réelles. Il s’agit de
reconnéitre si ces racines existent, ou si elles manquent entre les
mémes limites. Dans le premier cas la racine exacte de I'équation
JS®{x)= o étant substituée dans " (x) et dans £+ (x), donne-
rait deux résultats de signe contraire, et dans le second cas les
résultats des deux substitutions auraient le méme signe. La ques-
tion. consiste a distinguer lequel de ces deux cas a lieu. Or nous
avons résolu cette question par la régle énoncée dans I'article 28:
il suffira donc d’appliquer cette regle aux trois fonctions f“+9(x),
SO (x), fo(x), et aux limites a et b. Si l'on reconnait que les
deux racines de I'équation f(x)==o0 sont réelles, elles seront
séparées, et Vintervalle des limites @ et & se trouvera divisé en deux
autres, pour chacun desquels on aura la série d’indices qui lui est

L L . 18
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propre. Dans I'une et I'autre série l'indice 1 le plus voisin de l'ex-
trémité a droite sera porté au-dela de la fonction /™ (x).

Mais si 'on reconnait que I'équation /" («x)==0 manque de
deux racines dans l'intervallede a a &, on en conelura qu’il en est
de méme de toutes les équations suivantes

f("*’)(x)ﬁO, S (x)=o0...f"(®)=0, f'(x)=0, flx)=0.

En effet I'équation "~V (xr)=—=o0 manque de deux racines parce.
qu’il se trouve entre ces mémes limites une racine réelle 4 de I'équa-
tion f™(xr)=o qui, substituée dans f“+9(x) et f"(x), donne
deux résultats de méme signe. Donc la suite des signes des résul-
tats perd deux changements de signe lorsque la valeur de x devient
égale a celle qui rend nulle la fonction /() ; donc I'équation pro-
posée f(x)= o manque aussi de deux racines dans l'intervalle des
limites @ et 4. Il s'ensuit que dans chacun des indices correspon-
dants aux fonctions '

SO@), fO0(@), fo0@), S (@) (@), f(@), @),

il se trouve une partie de cet indice égale a 2, et correspondante anx
deux racines qui manquent en cet intervalle dans les équations

SO@y=0,f "A@)= 0, [ z)=0,...f"(@=0, f'(z)=o0, flz)=0.

Cette partie de chaque indice qui est égale a 2 doit donc étre dis-
tinguée de la partie restante, et on peut I'omettre. Il n’y a plus que
la partie restante qui indique combien on doit encore chercher de
racines dans I'intervalle des limites. Par conséquent on retranchera
2 de chacun des indices qui répondent aux fonctions

FE@), L), L@, S (@), f@)y f@)r

en soite que celui de £ (z) deviendra zéro.

En rapprochant les propositions qui viennent d’étre demontreeb
on voit que dans tousles cas, soit que les deux racines de équation
S (z)=o0 soient réelles, soit quelles manquent dans l'intervalle
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des limites « et b, I'opération précédente donne de nouvelles séries
d’indices dans lesquelles le terme 1 le plus voisin de extrémité &
droite est plus avancé vers cette extrémité qu'il ne I'était aupa-
ravant. On appliquera donc la présente régle a chacune de ces séries,
et 'on parviendra nécessairement 4 des séries d’indices dont le
dernier terme sera o, ou dont le dernier terme sera 1.

(36) Les deux exemples suivants offrent des applications de la
regle que I'on vient de donner pour la séparation des racines.

On a vu article 12 par 'analyse de I'équation

2'— 3t —24a' +9bx*— 46 x—101 =0

que T'on doit chercher entre les limites 1 et 10 trois racines, dont

une est certainement réelle. Tl s'agit de reconnaitre si les deux autres

existent, ou si I'équation a deux racines imaginaires qui manquent

dans cet intervalle. On procédera comme il suit a cette d]St]nLthl]
Les deux suites que I'on doit comparer sont

S (@) £ (@), [ @), S (@), S (@), (%)

(... o+ + —— + +  —
120 48 156 3o 65 78
o o 1 2 a2 3
(10)... =+ + 4+ + 4+  +.

120 1128 5136 15150 - 32654 54939

La série des indices, formée selon le procédé de l'article 31, est
oo1223. Le dernier indice étant 3, l'intervalle est un de ceux
auxquels_on doit appliquer la régle de 'article 35. On a écrit au-
“dessous des signes des résultats les valeurs numériques des fonc-
tions correspondantes.

En pareourant de droite & gauche la série de ces indices depuis
le. dernier terme 3, on trouve pour la premiere fois I'indice 1 cor-
respondant a la fonction f”(x): ce terme 1 est suivi de 2, et pré-
cédé de o. Ainsi les trois indices consécutifs font connaitre que 'on
doit appliquer aux fonctions /" (), f"(x), /' (x) la régle de I'ar-
ticle 28 qui sert a distinguer les racines imaginaires. On écrira donc

18.
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3o  151b0,
1567 5136’
ou si leur somme , surpasse ou égale la différence g des deux limi-
tes.. Cette condition n’ayant pas lieu, on en conclut que les limites

les quotients et l'on examinera si 'un de ces quotients,

1 et 10 ne sont pas encore assez approchées pour que l'on puisse
déterminer "par une seule opération la nature des racines. On sub-
stituera donc un nombre intermédiaire : mais il faut auparavant,
conformément A la régle énoncée, examiner si les fonctions " (x)
et £ (x), qui sont '

202 — 362" — 1442 + 190 et 6o’ —7ax— 144,

ont un diviseur commun. Ce facteur commun n’existant pas, on sub-
stituera dans les fonctions un des nombres compris entre 1 et 10,
et exprimé par un seul chiffre.

I.a substitution des nombres 2 et 3 donne les résultats suivants,
(ue nous joignons aux suites (1) et (10).

S @), (@), S (@S (@), [ (%), [ (=)

(... + + — 4 —

120 48 156 30 65 78
o o 0 1 o 0
(2)... =+ + —_ — + -
120 168 48 82 30 21
o (0] I . o 1 2
B)... + + + — -
120 288 180 26 43 32
o o ‘ (o) I I I
(10)... + + + o+ 4+

120 1128 5136 15150 33654 54939

lia comparaison des suites (1) et (2) montre qu'il ne peut y avoir
aucune racine réelle entre les limites 1 et 2, car les deux suites
ont le méme nombre de changements de signe. Cela résulte aussi
de la série des indices 0 0 0 1 0 0, puisque le dernier indice est o.
1l s'ensuit que I'on doit chercher les trois racines entre 2 et 10:
si I'on comparait ces deux limites 2 et 10, on trouverait
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(2) ... + + — — 4+ —
o o 1 1 2 3
(i0)... + + + + + +

Le dernier indice est 3. Si, a partir de ce terme et en se portant vers
la droite, on s’arréte au premier indice 1, on voit qu’il est suivi de
2, ce qui a lieu nécessairement. Mais il n'est pas précédé de o, ct
par conséquent on doit immédiatement diviser l'intervalle de 2 &
10. On a donc substitué un des nombres intermédiaires, savoir 3.
La comparaison des deux suites (2) et (3) montre que l'on doit
chercher les deux racines entre ces limites. La série des indices
est 00 101 2. L'indice égal a 1, et le plus voisin de Vextrémité,
‘étant suivi de 2 et précédé de o, on connait par 1a qu'il faut appli-
quer a cet intervalle la régle qui sert a distinguer les racines ima-
‘ 21 32
. 307 43

pIus'% grande que la différence 1 des deux limites, on est assuré que
les deux racines indiquées entre 2 et 3 sont imaginaires. I reste
Pintervalle de 3 a 1o, pour lequel la série des indices est 000 1 1 1.
I’équation a donc une seule racine réelle entre ces limites.

Ainsi l'opération qui a pour objet de déterminer la nature des
racines de la proposée, et d’en assigner les limites, est terminée.

ginaires. On écrit donc les quotients » et lear somme étant

L'intervalle de — 10 & — 1 comprend une seule racine réelle.
Une seconde racine est entre les limites — 1 et o.

I ne peut y avoir aucune racine entre o -et 1.

Il en est de méme de l'inter’valle des limites 1 et 2.

L'équation a deux racines imaginaires qui manquent entre 2 et 3.

Elle a une troisiéme racine réelle entre 3 et 10.

Les seuls intervalles dans lesquels se trouvent les racines réelles
et séparées sont celui de — 104 — 1, celui de — 1 2 o0, et celui de
3 ar1o0. k ,

(37) On propose pour second exemple I'équation

z—hat—3x+23=0
citée article 13,
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On a vu que la comparaison des suites (1) et (10) indique deux
racines entre ces limites. 1l s’agit de connaitre si ces deux racines
sont réelles, ou si elles manquent dans I'intervalle. -

Les suites comparées sont

X_I v‘ XHI X!I XI X

()... + o — — +
+
24 o 12 11 17
o o I 1 2
(10). ..+ + + + +.
24 216 g6o 2797 5993

On a écrit au-dessous des signes des résultats les valeurs numéri-
ques , et 'on a remplacé le signe o par le double signe, conformé-
ment a la remarque de l'article r1. La série des indices est pour
cet intervalle oo 1 1 2. Le terme 1 le plus voisin de 'extrémité a
droite est le pénultieme :. il est suivi de 2, mais non précédé de o.
Par conséquent il faut diviser I'intervalle des limites 1 et 10. Silon
substitue le nombre 2, on trouve les résultats suivants
(2) ... + + 0o — +.
+

Le troisieme terme devient nul, ce qui nécessite 'emploi du double
signe. Mais la suite donnée par le signe inférieur n’a pas moins de
changements que la suite donnée par le signe supérieur. Donc il ne
mangque point de racines dans l'intervalle infiniment petit de <o
a > o. |

Si 'on compare la suite (1) a la suite (2), on voit qu’il ne peut y
avoir aucune racine entre 1 et 2, et sil'on compare les suites

X+ X7 X' X X

(>2)...+ + + —  +
24 24 [ 19 1
(0] o (8] I 2
(10) + + + 4+ +
24 216 960 2797 5993
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on trouve que deux racines sont indiquées entre 2 et ro. La série
des indices est 0 00 1 2. L'indice 1 le plus voisin de I'extrémité &
droite est suivi de 2 et precede de o: par consequent on doit ap-
pliquer la régle qul sert a dmtmguer les racines imaginaires. Feri-
5993
2797
bres est moindre que la distance 8 des deux limites: donc on doit

substituer un des nombres compris entre 2 et 10, et exprimé par.
un seul chiffre. Mais il faut auparavant sassurer que léquation
X == o0 n’a point deux racines égales dans intervalle dont il s'agit.
Or cela n’a point lieu puisque les fonctions X et X', qui sont

vant les quotients -5 et , on voit que la somme de ces nom-

2’ —3x+ 23 et fat— 122 —3,

nont pas de lelseur commun. Substituant le nombre intermé-
diaire 3, on trouve ces résultats que nous comparons a ceux des
suites (2) et (10), ‘
| (2) coevvi + + + — +
(3) ceeeen 4+ + + — —
(10)iiii

‘Done les racines qui étaient indiquées entre. 1 et 10 sont réelles.
Elles ont été séparées par la substitution du nombre 3: I'une est
entre 2 et 3, et l'autre entre 3 et 10.

Ainsi loperatlon qui avait pour but de découvrir la nature des
‘racines de I'équation

-——4333—-—3.1' -+ 23:0,

et d’en assigner les limites, est achevée.

En rappelant les conséquences énoncées art. 13, on reconnait
que 'équation a deux racines imaginaires entre les limites infini-
ment peu distantes au-dessous et au-dessus de zéro;

qu'il ne peut y avoir de racine dans l'intervalle de o & 1, et qu'il
en est de méme de lintervalle de 1 4 2;

que I'équation a une racine réelle entre 2 et 3, et une seconde ra-
cine réelle entre 3 et 10.
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(38) On voit par ce qui précede que la détermination des limites
des racines réelles, et la distinction des racines imaginaires, se ré-
duisent a Vapplication de deux regles principales. L'une est déduite
du théoréme qui exprime les changements que subit la suite des
signes lorsque le nombre substitué augmente par degrés infiniment
petits depuis — 3 (articles 7,8, 10). La seconde régle fait connaitre,
par un-calcul numérique tres-simple, si le nombre substitué qui
rend nulle une des fonctions intermédiaires donne deux signes sem-
blables ou deux signes différents a la fonction qui précéde et a
celle qui suit (art. 28, 31, 35). T/opération qui résulte de ces deux
regles combinées indique d’abord les seuls intervalles dans lesquels
on doit chercher les racines; ensuite elle partage ces intervalles en
plusieurs autres, dont chacun contient une seule racine réelle. Pour
montrer 'ensemble de cette opération, nous en résumerons I'énoncé
en rappelant les regles qui ont été précédemment expliquées.

1/équation X =o0 étant proposée, on formera par des différen-
tiations successives la suite des fonctions X, X/, X7 . . X=X
qui seront écrites dans cet ordre

X, Xe=0, X=X, X X

et 'on substituera au lieu de x dans cette suite de fonctions, les
nombres
— I,=—10,—100,~— 1000, elc.
0

I, 1o, 100, 1000, etc.

jusqu’a ce que I'on trouve deux suites de résultats telles que l'une
ne contienne que des changements de signes, et que 'autre n’en ait
aucun. On connaitra ainsi les limites décimales des racines, ¢'est-
a-dire le nombre des chiffres qui les expriment, si elles sont réelles,
et les divers intervalles dans lesquels ces racines doivent étre cher-
chées. | ,

Pour chacun des intervalles partiels, dont a et b\désignem fes
linlites, on comparera comme il suit la snite (@) des signes ue
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donne la substitution de @, & la suite (b) que donne la substitu-
tion de la limite plus grande &. Il faut marquer dans chaque suite
combien il se trouve de changements de signe depuis le premier
terme A gauche jusqu’a un terme quelconque, et former , selon la
régle énoncée article 31, la série

088 d.....A

des indices propres a l'intervalle. Si le dernier indice A est o, l'in-
tervalle ne peut contenir aucune racine. Si le dernier indice A est
1, l'intervalle contient une seule racine réelle. Les autres racines
doivent étre cherchées dans les intervalles dont le dernier indice
est 2, ou plus grand que 2.

Lorsqu'un ou plusieurs des résultats des substitutions sont nuls,
on emploie le double sigre suivant la regle que nous avons donnée
article 11, et I'on connait par la comparaison de ces signes mul-
tiples si la proposée a des racines imaginaires qui manquent entre

les limites infiniment voisines des valeurs substituées, et le nom-

bre de ces racines imaginaires.

Considérant un des intervalles dont le dernier indice est2, ouplus
grand que 2, on remontera dans la série des indices depuis I'extré-
mité & droite en se portant vers la gauche, jusqu’a ce que 'on trouve
pour la premiére fois le terme 1 : il sera toujours suivi a droite de
lindice 2. Quant a I'indice placé a la' gauche du terme 1 auquel
on s'est arrété, cet indice précédent peut étre o, ou 1, ou 2. §'il
n’est pas o, I'intervalle des limites a et & est trop grand pour que
'on puisse immédiatement distinguer la nature des racines. Il faut
choisir, conformément 2 la remarque de larticle 34, un nombre
intermédiaire ¢ du méme ordre décimal que les limites @ et b, ou
de T'ordre immédiatement suivant, et le substituer dans la suite
‘des fonctions afin de former deux intervalles partiels a et ¢, et ¢
et b. Par ces substitutions des nombres intermédiaires on rappro-
chera de plus en plus de 'extrémité 4 droite'indice 1 le plus voisin

~de cette extrémité; et il arrivera nécessairement, ou que le dernier

indice A d’un intervalle sera zéro ou 1, ou que I'indice 1 le plus voisin
de l'extrémité étant toujours suivi de 2 sera précédé de zéro.

L 19
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Lorsque cette derniere condition se présente, on est averti qu'il
faut employer la régle qui sert a distinguer les racines imaginaires.
Désignant par '

S (@), fO (@), o) (=)
les fonctions auxquelles répondent les indices consécutifs

o I 2,

on examinera si les valeurs numériques des résultats
SN @), SO (a), fo(a)
f("+l) ([)) , f(") (5) , f("—l) (b)

sont telles, abstraction faite des signes, que I'un des quotients

S a)  fe(0)
SW@) 7 ) 7

ou leur somme, surpasse ou égale la différence b— a des limites;

et

et l'on procédera a cette comparaison suivant la regle spéciale ex-
pliquée dans l'article 28. L'emploi de cette regle fera connaitre si
les deux racines de I'équation /= (x)==o0, qui étaient indiquées
dans I'intervalle dont il s’agit, sont réelles et inégales, ou réelles

et égales, ou imaginaires.

Si ces racines sont réelles et inégales, elles se trouveront séparées
par Popération que I'on vient de faire; et I'on continuera de pro-
céder de la méme maniére a la séparation des racines dans les in-
tervalles dont le dernier indice ne serait ni o, ni 1.

Si au coutraire les deux racines de /¢~ (x)=0 sont imaginai-
res, il fant, a partir de I'indice 2 qui répond a f“=7(x) jusqu'a
I'extrémité de la série a droite, retrancher deux unités de chaque
indice, ce qui donnera pour ce méme intervalle une autre série
d'indices dont les derniers termes seront moindres que dans la
série précédente.

Lorsque les deux racines de 'équation /= (x)= o seront égales,
on examinera selon les procédés connus si ces racines égales font
aussi évanouir toutes les fonctions suivantes /= (x), /9 (x), ete.,
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en y comprenant la derniére f(x) : dans ce cas, on connaitrait les
racines égales que I'équation f(x)=o aurait entre les limites pro-
posées. Mais s'il n’y a point de facteur commun a la fonction /"))
et a toutes celles qui sont placées a sa droite, les conséquences re-
latives ala nature des racines seront exactementles mémes que si les
deux racines del'équation /"~)(x)=o étaient imaginaires.On retran-
chera donc deux unités de chacun des indices correspondants aux
fonctions /=9 (), f*(x),. .. f'(x), f(x), et on continuera, s'il
est nécessaire, d’'appliquer les mémes regles aux nouvelles séries
d’indices jusqu’a ce queles racines soiententiérement séparées. L opé-
ration se termine lorsqu’il ne reste plus que des intervalles dont le
dernier indice A est o ou r.

(39) Nous proposons, pour premier exemple dé 'application de
cette regle générale, I'équation

' —2+ fx+x—4=o0.
Les fonctions dans lesquelles on doit substituer sont

Xoooon =T+ fr+x— 4
X..... fa*— 32 +8x+1
X.....122°—6x+8

Substituant les nombres
—1, — 10, — etc.
o

I, 10, etc.
on trouve
X" X/// X// X/ X
(=—10) ... + —

+ — +
(—1) evo + — 4+ — — .
(0) voi + — + + —
(1) + + 4+ 4+ -+

19.
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Toutes les racines doivent étre cherchées entre — fo et 1, parce
que. la suite (—- 10) n'a que des changements de signe, et que la
suite (1) n’a que des permanences de signe.

1° En formant, selon la régle énoncée article 31, la série des in-
dices entre les limites -—10 et —1, on a

(—10).i.. + — + — +
0 0 0 O I
(—1)eeii+ — + — —.

Dans cette série o0 0 0 1, le dernier indice est 1 : donc I'équation
aune seule racine réelle entre les limites — 10 et — 1. Cette racine
est séparée de toutes les autres.
2° En comparant les deux suites(—1) et (0), on voit que cet in-
tervalle est un de ceux ou l'on ne doit chercher aucune racine,
parce que les deux suites ont le méme nombre de changements de
signe. Si I'on formait pour ces deux suites la série des indices, on
trouverait ’
(—1)iv + — + — —
o0 0 0 1 0
(0) voe 4+ — + + —;

il s’ensuit que l'intervalle ne peut contenir aucune racine.
3° Les deux suites (0) et (1) donnent pour la série des indices

X“ XH/ XII X/ X

0... + — + + -
24 6 8 I 4
o 1 2 2 3
(... + + + + +
24 18 14 10 T

1l s'agit de procéder a la séparation de ces racines, et de recon-
naitre si elles sont toutes les trois réelles, ou si deux sont imagi-
naires. On parcourra la série des indices de droite a gauche, depuis
le dernier terme 3 jusqu’a ce I'on trouve pour la premiere fois I'in-
dice 1 : on le trouve sous la fonction X”. Cet indice est suivi de 2,
ce qui a lieu nécessairement ; et comme il est précédé de o, on
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voit que la condition des trois indices consécutifs o1 2 est satis-
faite. On est averti par cette condition quil faut procéder a Yap-
plication de la régle (article 28) pour la distinction des racines
imaginaires.

Nous avons placé au-dessous des signes les valeurs numé-
riques qui proviennent des substitutions. Les fonctions aux-
quelles répondent les trois indices consécutifs o 12 sont f~ (z),
S"(x), f"(«).On considérera, suivant la régle énoncée, les quotients
g et ;’g, sans avoir égard aux signes de ces résultats. Si I'un de
ces quotients, ou si leur somme, surpasse la différence 1 des deux
limites, on est assuré que deux des racines indiquées dans l'inter-
valle sont imaginaires. Or cette condition a lieu, puisque la diffé-
rence des limites est seulement 1 : donc deux racines de I'équation
proposée mariquent entre les limites o et 1. On doit maintenant,
comme la régle le prescrit, retrancher 2 de chaque indice & partir
du dernier des trois indices consécutifs 0 1 2. On formera ainsi la

nouvelle série de l'intervalle,
X+ X7 X' X' X
(0)...

‘(:1) cen

Le dernier indice de la nouvelle série étant 1, il sensuit que la
proposée a entre o et 1 une seule racine réelle : elle est entiere-
ment séparée des autres.

L opération de la distinction des racines est terminée, parce qu’il
n’y a maintenant aucun des intervalles partiels dont le dernier in-
dicene soit ou 0, ou 1. On en conclut qu'une premieére racine réelle
est comprise— 10 et—1 , qu'une seconde racine réelle est comprise
entre o et 1, et que les deux autres racines sont imaginaires.

(40) Nous déduirons de la méme régle la résolution de I'équation

L+ —2x 4+ 28—1=0.
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Ayant formé les fonctions

X+ 2+ —oxtoxr—1
X . ..+ 4P+ 32—+ 2 !
X" . .08+ 1227462 —4
X’"....6’0m’+24m+6 :
X" ... 1202 4 24
XV......Izd,

on trouve

X X+ X" X" X' X

(—1)eeiii 4+ — + — + —
96 42 18 10 2

o I 2 2 2 2

(o) ..... + + 4+ — + —
24 6 4 2 e

o o o 1 2 3

(1) eeevv + + + + +.
144 90 36 10 2

Nous avons écrit les valeurs numériques au-dessous de leur signe,
et la série des indices propre a chaque intervalle : voici les consé-
quences que donne la comparaison des suites.

1° Toutes les racines doivent étre cherchées dans I'intervalle de
--1 & + 1, parce que 'une des suites a cinq changements de signes
et que l'autre n'en a aucun.

2° Deux racines sont indiquées entre — 1 et o. Le dernier indice
étant 2, il faut, & partir de 'extrémité 4 droite, remonter vers la
gauche dans cette série des indices , jusqu’a ce qu’on trouve 1 pour
la premiere fois. Cet indice 1 correspond a la fonction X; il
est suivi de 2 et précéde de o; on appliquera done la régle de I'ar-
ticle 28 aux fonctions X', X**, X", qui répondent aux trois indices

consécutifs o 1 2. Il faut considérer les valeurs des quotients g—g

et o2 abstraction faite des signes, et examiner si I'un de ces quo-

tients, ou leur somme, surpasse ou du moins égale la différerice 1
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des deux limites o et — 1. Cette condition nayant point lieu, on
en conclut que les limites — 1 et o ne sont point encore assez ap-
prochées pour que l'on puisse distinguer par une seule opération
si les deux racines ‘indiquées sont réelles ou imaginaires : il faut
diviser cet intervalle. Mais avant de procéder a la substitution d’un
nombre intermédiaire, on doit, conformément a la regle de l'ar-
ticle 28, s’assurer que 'équation X" = o n’a pas deux racines égales
comprises entre les limites — 1 et o. Si cela avait lieu, les deux
fonctions
Gox® + 24x + 6 et 120x + 24

auraient un facteur commun; ce facteur n ex1stant pas, le cas des
racines égales est exclus.

Il reste a substituer un nombre compris —1 et o, et de l'ordre
décimal immédiatement suivant, cest-a-dire exprimé par un seul
chiffre décimal. Substituant —o, 5, on forme cette table :

(—1)ooo + — + — + —
(—3)eee + — + — + —

(8} I 2 2 2 2
0 oo + + + -— + —
. 24 6 4 2 1

Le premier intervalle partiel, qui est celui de — 1 a —:, ne peut
contenir aucune racine, puisque les deux séries sont les mémes.
Pour le second intervalle partiel la série des indices est 01222 2.
L'indice 1 le plus voisin de I'extrémité a droite étant suivi de 2 et
précédé de o, on doit, selon la regle de l’artic]e 28, considérer les

9

valeurs numériques des quotients =% et — , pour connaitre si l'un

4 ?
de ces quotients, ou si leur somme, surpasse ou du moins égale
la différence * des deux limites. Cette condition ayant lieu, on est
assuré que les deux racines indiquées dans lintervalle de — 3 a o
sont lmagmalres

11 ne reste plus que lintervalle de o & + 1, dans lequel trois ra-
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cines sont indiquées. Il s'agit de découvrir si ces trois racines sont
réelles, ou si deux d’entre elles sont imaginaires. Il suffit pour cela
d’appliquer la méme regle a l'intervalle

‘ Xv X“ X/II XII X/ X

(o). + + + — + —

24 6 4 a 1

o o o 1 =2 3

s (1) vo. + + + + + -+
144 9o 36 10 a

On voit que dans la série des indices o oo 123, l'indice 1 le
plus voisin de I'extrémité a droite est précédé de o. La condition
relative aux trois indices conséeutifs o 1 2 subsistant, on écrira les

. 2 10 . . .
quotients - et =, pour connaiire si I'un de ces quotients, ou si

4

leur somme, surpasse ou égale la différence 1 des deux limites. Cette
condition n'ayant pas lieu, on en conclut que les limites o et 1 ne
sont pas assez voisines pour quon puisse distinguer la nature des
racines par une seule opération.

Il faut done substituer un nombre compris entre o et 1, et ex-
primé par un seul chiffre décimal. Mais avant de faire cette substi-
tution, il faut s'assurer que I'équation X'=o0 n’a point de racines
réelles égales comprises entre o et 1. Or cela est certain, parce que
les polynomes X’ et X", ou

bt + 42 +3x*—4x + 2 et 2028° + 122 + 62 — 14,

n‘ont pas de facteur commun.
Si l'on substitue le nombre intermédiaire 0,5 on aura les résul-
tats suivants :

X X X" X' X' X

. (0)eevi + + 4+ — + —
24 6 4 3 b

o (6] [0} 1 2 2

()i + + + + + —

Mow o oH &

(1) eeee + + + + + +
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Le second intervalle partiel compris entre X et 1 contient une seule
racine réelle, qui est entierement séparée. Quant a l'intervalle
partiel de o & %, deux autres racines sont indiquées. La série des
indices 000 1 2 2 offrant la chdition des trois intervalles consé-

2 . ab
Z_et;gn

si I'un de ces quotients, ou si leur somme, surpasse ou égale la
différence * des deux limites. Cette condition ayant lieu, on con-
nait avec certitude que les deux racines indiquées dans I'intervalle
de 0 4 * sont imaginaires. En retranchant 2 de chaque indice a
partir du terme 2 qui est le dernier des trois indices consécutifs
0.1 2, on aura pour la nouvelle suite des indices 0 00 1 0 0. Donc
I'équation proposée a une seule racine réelle entre 0,5 et 1: les
quatre autres racines sont imaginaires.

cutifs o 12, on formera les quotients g, pour connaitre

(41) On propose, pour troisieme exemple, de résoudre I'équation
2*—122" + 6oz’ + 1232 + 45672 —8go12=0.
On écrit ces fonctions

X =a°—124° + 602" + 1232 + 4567 x—8go12
X' =62°—60x* + 2402’ + 246 x + 4567
- X"=30a' — 2402’ + 7202 + 246

X"=1202— 7202 + 144ox
- X"==3602*—1440x + 1440

XY =720 2— 1440

X"=1720;

et substituant les nombres

— 1, — 10, etc.
o
I, 10, etc.,

on trouve les résultats suivants :

1, 20
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X X' X X7 X" XX
("""IO)Q- .. +‘ _— + —

+ — +

()i + — 4+ — 4+ — —

(0) oo+ — + o + + —

+

(1) evi 4+ — + + + + —
w 730 360

o I 2 32 2 3

(10)eee + + + + + 4+
5760 23040

A Tinspection de cette table on voit que toutes les racines doivent
étre cherchées entre les limites — 10 et + 10, puisque I'une des
suites a six changements , et que I'autre n'en a aucun.

La comparaison des suites k(,< 0) et (> o) montre quil manque
deux racines dans l'intervalle des limites < 0 et > o.

Ia suite (— 1) ayant cinq changements de signe, et la suite (—10)
ayant six changements de signe, I'équation a une seule racine réelle
entre — [0 et — 1. :

Les suites (— 1) et (< 0) ont le méme nombre de changements de
signe; par conséquentil ne peut yavoir aucuneracine entre leslimites
—1 et 0. Il en est de méme des suites (> o) et (1) qui ont I'une
et Pautre trois changements de signes. Ainsi l'on ne peut chercher
aucune racine entre les limites o et 1.

Il veste lintervalle des limites 1 et 10, dans lequel trois racines
sont indiquées. La série des indices propres a cet intervalle est

0122223

Le premier indice que l'on trouve égal a 1, en parcourant la série
des indices de droite & gauche & partir du dernier 3, est placé entre
les indices o et 2. On est averti par ces trois indices consécutifs o 1 2

qu’il faut appliquer immédiatement la régle del'article 28. On écrira
5760
tients, ou leur somme, surpasse ou égale la différence g des deux

C]. 1 . 360 A <1
onc les quotients — et pour connaitre si I'un de ces quo-
720 ’
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limites. Cette condition n’ayant pas lieu, on conclut que I'intervalle
de 1 4 10 est trop grand pour quune seule opération fasse con-
naitre la nature des racines. Mais avant de diviser cet intervalle, il
faut examiner si les fonctions X*" et X', qui répondent aux deux
derniers des trois indices consécutifs o 1 2, n'ont point un facteur
commun, et si ce facteur n'est point rendu nul par une valeur de
a-¢omprise entre les limites. La comparaison des fonctions

360 x* — 1440z + 1440 et 720x— 1440

montre qu’elles ont un facteur commun, savoir *z—1, et que ce
facteur est rendu nul par une valeur a comprise entre 1 et ro. Le
méme facteur ;2-— 1 n'est pas commun a toutes les fonctions X,
X", X, X : il faut en conclure, conformément a la regle de I'art. 35,
que l'équation proposée manque de deux racines dans l'intervalle
de'r & 10. Par conséquent on retranchera 2 de tous les indices,
depuis le dernier des trois indices consécutifs o 1 2, et I'on aura
pour la nouvelle série des indices de I'intervalle compris entre 1 et 10

OI O0O0OO]1I.

Ainsi la séparation des racines est achevée : 'équation proposée a
une racine réelle entre — 10 et 1; deux racines manquent dans
Iintervalle infiniment petit compris entre <o et >>o0; deux ra-
cines manquent également dans l'intervalle compris entre 1 et 10;
enfin, dans ce méme intervalle, I'équation a une seconde racine réelle
entiérement séparée.

(42) Afin de mieux faire connaitre la diversité des cas et I'usage
dela régle, nous réunissons dans un seul tableau les exemples cités
‘dans les articles précédents.

20.
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P. Art. , e
(-10) + — 4+ — + —
une racine.
104. (12) X ... 25—3zé—242’+9bx*—f6x—101=0 |} (~1I) + — 4+ — 4 + )
135.(36) X' .. . Szxi—1223-=naz’ - 1g0x—46 - (0) 4+ — — + — _ Uneracime.
X". . .2023—36x*— 144+ 190 ’ < (Ig 4 + — 4 4 —
X"...60z*—g22—144 (2) + 4+ — — + — ‘
X, . .1202— 72 . o 310 ZI (}t‘auxraazcinesi.ndiq.
X¥...120 - B) 4+ + + — — __Toti3 > x.imag.
43 3a
une racine.
\ (10) + + 4+ + + +
o . X X X" X/ X
. ) i .
105.(3)X . — ) —3 - 2dmo @k — & — el
137.37) X' .. 4xd—122>—3 ‘ -
X", . . 122* —a24x {(1)+_(,)_ - - +*
X", .. 24— 24 @)ee .+ + 0 — )
1 .
X*, . .24 (3>.”+ 4 _—!l: ____ umeracine
une racine.
(10)...-!— + + + +
Jl X’Il ' XII X.I X
(~10)e. .4+ — 4+ —
107.(14)X i ox’ —3axta2—a une racine.
195.(29) X' . 3art o —3 7% e i
X' ..6x+4 . 3 2 L
X", . § ‘ ‘ ‘o I > t}eux:'amne'smd{q.
(1) eood 4+ + 4 5 Ha>rimagin
\\ | 4 2
X]v XIII XII X’ X
143.(39) X ...2¢*— 2344zt x—f=0 (=10)e+ — + — +nneracine
X o fxdi—32*4-8x 41 (—1)eeid — 4 — — ’
X", ..122°—62x+8 . (0 oi 4+ — 4+ 4+ —
X"...242—6 o f 2 5 3 trois racinesindiq.
X, . .24 ‘ (l) et 4+ 4 + +—:—> r.deuximagin.
\ 18 14
/ X Xr XX XX X
149. (41) X ..x5—122° 6024+ 1232* 44567 2—8go12=—0 (‘[0)"+_+_+—'+uue racine
X/ . .6zx5—60xi+ 24023+ 2462+ 4567 (=) oo — e — '
X", ,30x4—~240x3+720x"+246 - deux imaginaires
X", .120 x3—n20x* + 14402 (0) =+ i+ +—mrégledud0ub.signc«
Xl"_,360x2____1440.1'+ 1440 (I) ot — 4+ 4 . . o
X' ga0.2—1fdo 01 2 2 323 i indy
X", .720 \ (10) v+ + 4+ + + giaaires.

* X" a deux racines égales qui ne sont pas racines de X.
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108.(15) X .. .28 zét 2’ —25x—36=0

126. (30)

X' ..
XII ..
XI/I .

111, (1’7) X ..

X7..

S XL

112. (18)

[13.(19)

145. (40)

XHI .
X,

va .
X_ux' .

X' .
X"

Xv...

X

X"..
XIII ..
X,

X¥...

X ..
X',
X"..
X",
X,
Xr.

Sxé4 4’3+ 2x—25
20x 4122742
602+ 24x

D. SN
X ..

120x-+ 24
120

' —axb—3xd - fax’—bx 4+ 6=—0

mxb—r0zt—g2*+8x—5

SgoxS—foxd —18x 48

210 x4—1202°
..840x3—240x—18
Xv ..

.25202* —240
. ‘
.dog4ox

.5040

e X I axd—3xt~—s2x—22=0
At 1223 +-6x*— 6x—2
20234362 4~ 12— 6

Box® 7224 12

120+ 72
120

xS 102364150
Hxt—30x*+6
.20xd—6ox

.6ox*— 60
.120%
120

i xt A xd—sxt 2 x— 120
St 423432 — 442

poxdi4122*+6—4

6oz fa242+4-6
120x 424

2 120

| (~10)...
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X.' X" XIH Xu XI X

+— 4+ — + — .
une racine.

4+ — 4 — + + ‘
une racine.

A ——

(~2)...
1)
(0)
(1)

__ __ deuximaginaires.
o _(:_ + régledudoub.signe

c A ——

upe racine.

(10) e F A 4 4+ +

/ Xy Xu Xv X"X”'X" X’X

(~10)4- — 4 =+ — 4 —
- une racine.
(~1) +—+—++—+
— “+
—_ o 4. deunximaginaires.
(0) + f*)_ 3, +—+ régledudoub.signe

deuxracinesindiq.

O +++++——+t

deuxracines indiq.
‘(10) + ++ +++++
Xy X X" X" X X
) -+
+ — 0 — -+

deux imaginaires.-
" régledudoub.signe

(=1)..

deux racines indiq.

(.. ++ + — — —
(e + + + + + — .
une racine.
\(10) .. + 4+ + + + +
Xv Xxv X/II X/) X/ X.
(-10). . 4+ — 4+ — + —
-+ une racine.
1)ee4+ — 0 4+ — +
) . - + : deux indiquées.
(© ..+ 0 — o + +
+ . - une racine.
() ..+ 4+ 0 — — —
] -+ une racine.
L (10) oo+ 4+ +
. ' Xv X." X/II X// X/ X
(-1)es i — 4+ — 4+ —
=)ot — 4 —= 4+ —
| 36 9 . deux racinesindig.
o r 2 2 2 Z 4L —~ imag.
(0)...+++___+__36 Py 8
24 6 4 2 deuxracinesindiq.
(_._) __(;_ —(l)— j__ _:_ j_ Z=—1.imaginaires-
,2 36 10 une racine.
(I)—l— + + + + +
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(43) Nous avons exposé jusqu’ici la premiere partie de notre
méthode de résolution, celle qui avait pour objet de déterminer
les limites et la nature des racines. On éerit les fonctions différen-
tielles des divers ordres, on substitue les nombres les plus simp]es/
dans la série de ces fonctions, et I'on marque les signes des résul-
tats. A l'inspection de ces suites on connait les seuls intervalles ou
les racines doivent étre cherchées. Il reste a découvrir si les racines
indiquées dans un intervalle donné sont réelles, ou s’il en manque
un nombre égal a 2, ou 4, ou 6, ete.; car il ne peut en manquer
quun nombre pair. Une seconde régle résout completement cette
(juestion, et par un procédé d’une application facile. Alors la nature
et les limites des racines sont déterminées; chacune des racines
réelles est placée seule dans un intervalle dont les limites sont con-
nues. Il faut maintenant poursuivre le calcul-de chaque racine,
afin de connaitre tous les chiffres qui I'expriment, si le nombre en
est déterminé, ou de trouver autant de chiffres décimaux exacts
quon peut le juger nécessaire. Cette question est I'objet de la
seconde partie de la méthode. Avant de passer & cette autre re-
cherche, nous insisterons sur une des conséquences principales
des théorémes précédents, celle qui concerne les propriétés gé-
nérales des racines. _

Nous avons vu, article 7, qu'en substituant dans la suite des fonc-
tions un nombre a qui croit par degrés insensibles depuis — 2
jusqu’a + %, la suite des signes perd successivement tous les chan-
gements de signe qu'elle contenait. Il est évident que cette diminu-
tion du nombre des changements ne peut s’opérer que lorsque la
substitution de a fait évanouir une ou plusieurs des fonctions. Ces
valeurs de a dont la substitution rend une des fonctions nulle sont
de deux sortes: les unes sont telles que la suite des signes ne perd
aucun changement, et cela arrive parce que la méme substitution
¢qui rend nulle une des fonctions, telle que ™ (x), donne deux signes
différents aux fonctions précédente et suivante, savoir f©+(x) et
S (x); les autres valeurs de a sont telles que la suite des signes
perd un certain nombre de changements. Ces valeurs du nombre
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substitué sont elles-mémes de deux especes : les unes indiquent les
racines réelles, et les autres les racines imaginaires. Lorsque la sub-
stitution fait évanouir la fonction f'(x) qui est le premier membre
de l’équatidn proposée, la valeur substituée est une des racines
réelles de I'équation. Lorsque la substitution d’'une valeur @ ne
fait pas évanouir f(x), mais rend nulle une des fonctions inter-
médiaires f{z), et en méme temps donne deux signes semblables
“aux fonctions précédente et suivante £+ (z) et £ (x),le nombre
substitué @ n'est pas une racine réelle de V'équation, mais une
valeur indicatrice de deux racines imaginaires.
Iy a donc deux espéces d'intervalles, ceux ou il existe une seule
racine réelle, et ceux ol il manque deux racines. Ainsi les racines
- appelées imaginaires manquent en de certains intervalles, et non
entre d’autres limites; c'est-a-dire qu'il y a de certaines limites «
-et b, telles que si 'on prouve d’'une maniére quelconque que I'équa-
tion n’a point deux racines réelles dans cet intervalle , on est assuré
par cela méme que I'équation a, pour cette cause, deux racines
imaginaires. La valeur indicatrice de dewx racines imaginaires con~
jdguées est celle dont la substitution fait évanouir une des fonctions
intermédiaires, et donne deux signes semblables aux fonctions pré-
cédente et suivante. Si I'équation proposée a toutes ses racines
réelles, il n’existe aucune de ces valeurs indicatrices que I'on vient
de deﬁnlr Dans ce cas toute substitution qui rend nulle une des
fonctions intermédiaires donne deux signes différents 4 la fonction
qui précede et a celle qui suit. En général I'équation a autant de
couples de racineg imaginaires qu'il y a de ces valeurs indicatrices.
Au reste plusieurs de ces mémes valeurs peuvent étre égales, soit
entre elles, soit aux racines réelles.
La premicre partie de notre méthode de résolution numérique
a proprement pour objet de marquer 1° les intervalles dont chacun
contient une racine réelle, 2° les intervalles dont chacun contient
une valeur indicatrice des racines imaginaires. On a désigné les uns
et les autres dans le tableau des équations choisies pour exemples.
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METHODE

POUR CALCULER LES VALEURS DES RACINES DONT LES LIMITES
SONT CONNUES,

ET REMARQUES DIVERSES SUR LA CONVERGENCE DES APPROXIMATIONS
. ET SUR LA DISTINCTION DES RACINES.

O G

(1) ON connait deux limites a et b entre lesquelles est comprise
une racine réelle d’'une équation algébrique

f(x):07

et 'on est assuré qu'aucune autre racine de 'équation ne se trouve
dans le méme intervalle. On propose de déterminer des valeurs de
plus en plus approchées de cette racine, afin de connaitre tous les
chiffres qui 'expriment, si le nombre de ces chiffres est limité, ou
de trouver autant de chiffres exacts qu'on le juge nécessaire.

Le procédé d’apprbximation_le plus propre a faciliter le calcul
des racines est celui que I'on doit & Newton, et qui est générale-
ment connu. Il consiste & substituer au lieu de  dans le premier
membre f(x) la quantité « + 2, a désignant la premiere valeur
approchée. On omet dans le résultat les termes qui contiennent les
puissances de &' supérieures a la premiére, et I'on a pour déter-
miner z' une équation du premier degré. En ajoutant la valeur de
z' que fournit cette équation a la premiére valeur approchée a, on
trouve une valeur plus approchée a’; et 'on emploie cette seconde

L
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valeur approchée &' pour découvrir par le méme procédé une troi-
-siéme valeur approchée a”. On peut continuer indéfiniment l'ap-
plication de cette regle, et 'on obtient des valeurs qui convergent
de plus en plus, et treés-rapidement, vers la racine cherchée. Cette
méthode peut étre présentée sous différentes formes : nous la regar-
dons comme un élément fondamental de 'analyse, et il est impor-
tant d'en conserver tous les avantages. Mais elle est sujette dans
lapplication a des difficultés singuliéres, qu’il faut examiner avec
beaucoup de soin, et résoudre completement.

La premiére condition qu’exige 'emploi de cette regle consiste
a trouver une premiére valeur approchée. Cette question est déja
résolue par notre méthode, puisque nous connaissons, pour chaque
racine réelle, deux limites et & entre lesquelles elle est seule com-
prise. Mais il reste a satisfaire a plusieurs autres conditions sans
lesquelles I'opération pourrait étre inexacte, et demeurerait tou-
jours confuse. Nous énoncerons d’abord les conditions dont il s’agit;
ensuite nous démontrerons lcs regles qu’il faut suivre pour y sa-
tisfaire.

(2) 1° Quoique les limites données a et b ne comprennent qu'une
seule racine, elles peuvent, comme on le verra plus bas, n’étre pas
assez voisines pour quil y ait lieu de procéder a 'approximation.
Dans ce cas on pourrait rapprocher les limites, en subdivisant
I'intervalle; mais il est nécessaire de reconnaitre, par un caractere
eertain, que l'on est parvenu a des limites assez rapprochées.

2° Quelque petite que soit la distance des deux limites, le pro-
eédé d’approximation ne peut étre appliqué avec certitude qu’a
I'une de ces limites, et non a FPautre. Nous prouverons dans un
des articles suivants la vérité de cette remarque. Il faut done dis-
tinguer la limite qui doit étre choisie.

3° Les résultats successifs que 'on obtient sont des valeurs qui
s’approchent continuellement de la racine cherchée : mais nous
montrerons bientot que ces valeurs ne sont pas alternativement
plus grandes et plus petites que la racine. Cette pr0pr1ete qui ap-
partient a d’autres modes dapprorﬂmatlon, n’a ]amals lieu dans
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I'emploi de la méthode newtonienne : les valeurs approchées et
successives a, &', &”, a”, etc. sont toutes plus grandes, ou toutes
plus petites que la racine. Il en résulte que I'on ignore combien
chaque opération donne de chiffres exacts, et cette incertitude est
la cause principale dimperfection de la regle. On pourrait sans
doute faire varier la valeur approchée jusqu'a ce que la substi-
tution dans la fonction donnat un signe différent de celui qu'on
avait trouvé d’abord; mais ces substitutions exigeraient beaucoup
de calcul, et, en opérant ainsi, on perdrait I'avantage principal
de la méthode , qui consiste dans la rapidité de I'approximation.
Nous résoudrons cette difficulté en assignant d’autres limites b,
b',b",b", ete. qui sont moindres que la racine si les précédentes
a,a’,d’,a”, etc. sont plus grandes, et qui au contraire surpa'ssent
la racine si les précédentes sont moindres. Parla on est assuré que les
chiffres communs a I'une et Pautre limites appartiennent a la racine
cherchée, et 'on ne conserve que ces chiffres exacts. Or nous dé-
montrons que le nombre des chiffres exacts que fournit une seule
opération croit rapidement, et qu’il augmente de quantités propor-
tionnelles aux nombres 2, 4, 8, 16, etc. de la progression double.
Nous en déduisons une régle certaine pour connaitre d’avance, et
indépendamment du calcul des secondes limites, jusqu’olt I'on peut
porter I'approximation des premieéres.

4° On doit ordonner le calcul en sorte qu'il n’y ait point d’opé-
rations superflues, c’est-a-dire qu'on n’ait a effectuer que les opé-
rations qui concourent a déterminer la racine, et dont aucune ne
pourrait étre omise. ’

Nous allons examiner successivement les questions que I'on vient
d’énoncer, et en expliquer la solution.

(3) Les deux limites a et b, déterminées par notre méthode,
comprennent une racine réelle « de I'équation f(x)=o0, et l'on est
assuré qu'il n'y a dans cet intervalle aucune autre racine de Ja méme
équation, parce que la suite (@) des résultats de la substitution de
a dans les fonctions /™ (x), f= (x),...f" (x), f'(x),[(x) a seu-
lement un changement de signe de moins ue la suite () des résul-

a1.



160 ‘ LIVRE DEUXIEME.

tats de la substitution de la limite plus grande & dans les mémes
fonctions. En omettant dans chacune de ces deux suites (a) et (b)
les denx derniers résultats, ui sont pour I'une f”(a), f(a), et pour
lautre f* (b), f(b), on comparera les deux limites restantes, et 'on
connaitra si I'équation /' (x)=o peut avoir quelques racines entre
les mémes limites @ et b. Or s'il existe dans cet intervalle de telles
racines, c’est-a-dire des valeurs de x qui rendent nulle la fonction
f” (), chacune de ces valeurs différe de la racine « qui résout I'équa-
tion f'(x) = o. 1l faut seulement excepter le cas singulier ot les fonc-
tions £ (x) et f(x) auraient un diviseur commun ¢ (). Il est facile
de juger, par 'emploi du procédé connu, si ce facteur ¢ (x) existe;
et, dans ce cas singulier, on aurait & résoudre séparément I'équa-
tion ¢(«) =o. On appliquerait donc a cette équation ¢ (xr)==o0, et
non a I'équation plas composée f(x)—o, les regles qui servent a
trouver les racines. ‘

Sile facteur ¢ (x) dont il s’agit n’existe pas, toute valeur qui ren-
drait nulle la fonction /' (x) differe de la racine « de I'équation
S (@)=o0. On pourra donc rapprocher les deux limites a et b, et
les remplacer par deux autres a’ et & assez voisines pour qu'elles
comprennent entre elles, comme les précédentes, la racine « de
I'équation f(x) =0, sans comprendre aucune des racines de I'équa-
tion f”'(x)==o0. Ponr obtenir ces nouvelles limites a’ et &', on divi-
sera l'intervalle des deux premieres @ et b en substituant un nombre
intermédiaire ¢ ; et l'on connaitra si laracine cherchée « est entre
a et ¢, ou si elle est entre ¢ et b. Il est évident que 'on pourra
facilement continuer la subdivision de Iintervalle jusqu’a ce que
'on trouve deux nombres a’ et &' qui comprendront entre eux la
racine «, sans qu’il y ait dans ce méme intervalle aucune racine
de I'équation /" (x)=o. ‘

On peut comparer de la méme maniere les deux fonctions f "(x)
et f(x). St elles avaient un facteur commun ¢(x), ce qui est le cas
des racines égales, on résoudrait séparément I'équatian ¢ (x) =o.
Si ce facteur ¢ () n'existe pas, ou si I'équation ¢ (x)=—=o0 n’a aucune
racine y comprise entre les limites @ et &, on peut rapprocher ces
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limites par la division de l'intervalle, et obtenir d’autres limites
plus voisines a’ et &', telles que 'équation f(x)=o0 ayant une seule
racine dans l'intervalle de a’ et &', Véquation f'(x)=o n’ait aucune
racine dans ce méme intervalle. |

Il s’ensuit que dans la recherche qui a pour objet de calculer
la valeur d’une racine, nous pouvons toujours supposer les deux
limites données a et b telles que 'équation f{x)= o ayant une seule
racine entre a et b, I'équation /’(x)==o0 ne puisse avoir aucune
racine dans cet intervalle, et qu'il en soit de méme de I'équation
f ”(.Z') =0. /

(4) 11 est facile de reconnaitre comme il suit si ces deux condi-
tions sont remplies. En effet les résultats des substitutions de @ et
de b dans les fonctions f™ (), f*) (z),...f"(x), f'(x), f(x) sont
déja connus par les opérations qui ont servi a déterminer les limites,
et 'on a formé Ia série des indices propre a l'intervalle. On exami-
nera si le dernier indice A étant 1, les deux indices précédents sont
o et 0. Si cela a lieu, on est assuré que les équations f”(x) =o et

S ()= o n'ont aucune racine entre les limites a et b, et nous prou-
verons que ce cas est celui ou 'on peut appliquer avec certitude
la régle d’approximation. Mais si les trois derniers indices ne sont
pas o o 1, on diminuera l'intervalle jusqu’a ce que cette condi-
tion subsiste; ou, si cela est nécessaire, on considérera séparément
les facteurs communs que nous avons désignés par ¢ (x) et ¢ ().
Si les deux suites comparées

S@), fra). - S@), (@), fla),
SE@), foIB) ... @), f10, 0,

sont telles qu'en omettant les derniers résultats f(a) et f(b), les
signes soient les mémes, il est évident que les conditions précé-
dentes sont remplies : car la suite terminée par f”'(a) aurait autant
de changements de signes que la suite terminée par f’(b), et il en
serait de méme des deux suites terminées, I'une par /" (a), 'autre
par /" (b). Donc si les suites (a) et (b) différent seulement par le
dernier signe, il ne restera plus qua procéder aun calcul de la
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racine. On verra dans 'article suivant que cet état des deux suites
ne constitue pas un cas particulier : il forme au contraire I'état gé-
néral ; et c’est pour cela qu'on doit considérer avec attention cette
disposifion des deux suites. Lorsqu’elle ne subsiste pas d’abord,
on peut toujours I'établir en rapprochant les limites.

Par exemple si I'équation proposée est

Z4+3x+rar—3r—a2r—a=—o,

on trouve, en désignant le premier membre de cette équation par
f(x), que les nombres o et 10 substitués dans la suite des fonctions

S @), S @, L@, S @), S @), S (%),

donnent ces résultats

(o) .. ++ + + — L — —
(o] O o I I I
(10) ... + . +°  + + 4+ .

Il y a une seule racine entre les limites o et 10: mais ces limites ne
sont point assez approchées pour que les équations [/ (x)=o0 et
J'(x)=o0 n’aient aucune racine dans ce méme intervalle; car on
voit en formant la série des indices, quiesto oo 1 1 1, que I'équa-
tion f” (x)==0 a une racine entre o et 10, et qu’il en est de méme
de I'équation f'(z)=o. Il faut donc substituer un nombre inter-
médiaire. Soit 1 ce nombre; on trouve les résultats suivants : '

(1)oe. + + + + + —
o 0 (0} (8] (8] I
(10) ... + + + + + =+.

Ainsi la racine cherchée est entre 1 et 10; et ces limites sont telles
que l'équation f'(x)=o et I'équation f”'(z)=o n'ont aucune ra-
cine dans ce méme intervalle. Cest ce que montre la série des in-
dices 00000 I.

(5) Nous placerons ici la démonstration de deux lemmes qui
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\ 7 . . .
sont d’un usage tres-fréquent dansle calcul des limites et des valeurs
des racines.
1° Si les deux suites

(@)...f™(a)y f"(a).....[f"(a), f'(a), f(a)
@) ... f™0), fe0). ... S1(8), [1(), S(])

sont telles que chaque terme de la premiere ait le méme signe que
le terme correspondant de la seconde, la méme condition aura
lieu lorsqu’on substituera dans les fonctions au lieu de  un nombre
intermédiaire quelconque ¢ plus grand que @ et moindre que 4 :
chaque terme de la suite

©).... "), f"c)..... S (), f'(e), flc)

aura le méme signe que le terme correspondant de la suite (a).
En effet le signe de f”(a) est par hypothese le méme que celui
de /' (b). Supposons que ce signe commun soit encore celui de toutes
les valeurs que l'on trouve en substituant dans f(x) une valeur
intermédiaire quelconque prise entre les limites @ et b, en sorte
que la fonction f”(x) conserve son signe pour toutes les valeurs
possibles de x qui tombent dans l'intervalle de @ a 4. Il faudra en
conclure que la fonction f(z) est toujours croissante ou toujours
décroissante dans ce méme intervalle, puisque la fluxion du pre-
mier ordre f'(x) conserve le méme signe + ou —. Donc f'(a)
ayant le méme signe que f(0), et f () étant toujours croissante ou
décroissante, cette méme fonction f(x) ne pourra point devenir
nulle dans ce méme intervalle. Donc en substituant dans f(x) toutes
les valeurs possibles comprises entre a et &, la fonction f(x) con-
servera le méme signe, savoir celui qui est commun a f(a) et f(b).
On démontre de la méme maniére que si la fonction /' (x) con-
serve son signe dans tout l'intervalle des limites @ et b, et si les
valeurs extrémes /” (@) et f’(b) ont le méme signe, la fonction f”(x)
conservera dans le méme intervalle le signe commun de /' («) et /7 (b).
En appliquant cette démonstration aux parties qui sont corres-
pondantes dans les deux séries, et qui sont de plus en plus reculées
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vers la gauche, on arrivera jusqu’aux deux signes +

+
dent tous les autres. Or il est évident que la fonction f™(x) con-

serve son signe, puisqu'elle ne contient pas la variable x. Donc on
est assuré qu'une fonction f(x) conserve le méme signe dans un
intervalle donné, lorsque ses deux valeurs extrémes f(«a) et _f(b)
ont le méme signe, et lorsquil en est de méme des valeurs corres-
pondantes £ () et f'(b), f” (a) et £” (), " (a) et £ (b), ete., que
I'on trouve en substituant les limites dans les fonctions différen-
tielles de tous les ordres. ‘

Les valeurs extrémes f(a) et f(b) d’une fonction f(z) étant de
méme signe, il pourrait arriver que les valeurs de f(x) qui répon-
dent aux valeurs intermédiaires de x changeassent de signe, en
devenant nulles plusieurs fois dans l'intervalle. Mais cela ne peut
avoir lieu si le signe des deux valeurs extrémes f/'(a) et f'(D) est le
méme, et si cette condition subsiste pour toutes les autres fonctions
différentielles.

2° En général si I'on a comparé les deux suites

(@)oo S (@), (@), [ (@), (@), f(a),
B)- o SOG), S B 1) S B), SO

et si, ayant formé la série des indices, on trouve que le dernier in-
dice A qui répond a_f(x) est o, on est assuré qu'en substituant un
nombre intermédiaire ¢, et formant la série des indices propres a
I'intervalle de @ a ¢, et celle qui est propre a l'intervalle de ¢ a &,
le dernier terme de chacune de ces deux séries d’indices sera o. En
effet si le dernier indice A’ de la série propre a l'intervalle de a a
¢ n'était pas o, mais égal a j, il s’ensuivrait que la suite des résul-
tats perd un nombre ; de changements de signe lorsque la gran-
deur substituée passe de la valeur @ a la valeur c. Il faudrait donc
qua partir de la valear intermédiaire ¢ jusqu'a la valeur extréme
b, la suite des résultats pat acquérir un nombre j de changements
de signes lorsqu'on augmente par degrés insensibles les grandeurs
substituées. Or nous avons reconnu que cela est impossible, car le

qui préce-
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nombre des changements de signes ne peut que diminuer lorsqu'on
augmente la quantité substituée.

On prouve de la méme maniére que le dernier terme de la série
des indices propre a l'intervalle de ¢ & b ne peut pas étre un nombre
J différent de o. Car il faudrait que dans l'intervalle précédent la
suite des résultats efit acquis un nombre j de changements de
signe, ce qui est impossible.

Donc si les deux suites comparées (a) et (b) sont telles que le
dernier terme A de la série des indices propre a l'intervalle soit o,
on trouvera toujours le dernier indice égal a o si I'on divise I'in-
tervalle par la substitution de nombres intermédiaires : chaque in-
tervalle partiel aura zéro pour dernier indice.

Les deux lemmes que 'on vient de démontrer sont, pour ainsi
dire, évidents pour le cas ol1 la fonction contient une seule variable,
qui est le seul que nous considérons ici; et le premier lemme est
un cas particulier dn second. Il suffisait en quelque sorte d’énoncer
ces deux propositions, qui sont des conséquences manifestes de la
théorie précédente. Mais il a paru préférable de les développer,
parce qu’elles s’appliquent aux fonctions formées d’'un nombre quel-
conque de variables. Nous ne considérons point ici cette proposi-
tion générale, mais il serait facile de la démontrer par les mémes
principes ; cest un élément remarquable de I'analyse algébrique.

(6) Il nous reste maintenant & prouver que siles deux limites entre
lesquelles on cherche une racine ont été assez rapprochées pour
~que les conditions énoncées dans l'article 3 soient remplies, on
peut procéder sans aucune incertitude a 'approximation. Prenons
pour exemple le cas ou les derniers signes des deux suites compa-

S @), [ (@), (=)
(@..... + -+ —
e+

rées sont

et supposons que les conditions dont il sagit ayant lieu, c'est-a-
dire que les trois derniers indices étant o o 1, il s'agit de calculer
L ' 22
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la valeur de la racine, que I'on sait étre plus grande que @ et moindre
que b. Nous présenterons d’abord la solution analytique de la ques-
tion ; ensuite nous donrerons les constructions qui s’y rapportent
et rendent les résultats treés-sensibles, comme on peut en juger en
passant d’avance a I'article 1o0.

Soit € la quantitéinconnue qu’il faut retrancher de b pour trouver
exactement la racine x, en sorte que x soit égale 4 b — €. On a donc

f(b—&)=o.

Si Ton développe cette expression jusqu’au second terme seule-
ment, on a \

S(B)—6f'(b—%.....b)=o.

On désigne par f'(b—6. .. .b) ce que devient la fonction f"(x) lors-
gu’on met au lieu de x une certaine quantité b—¢....b, que l'on
sait étre comprise entre les valeurs extrémes de la variable. Ces va-
leurs extrémes sont b —#6 et b, ou x et b. On a done

e— SO |
_ S'(x...b)
On en conclut .
—p SO
x S(x...0)
On peut encore exprimer ainsi cette valeur de z,
A O
r="b VAT ’

car toute valeur comprise entre z et b est a fortiori comprise entre
a et b. .

11 faut observer que la fonction f” (), qui est par hypothése po-
sitive lorsque # —a et lorsque =154, demeure constamment po-
sitive lorsqu'on donne & x une valeur quelconque comprise entre
a et b car ce signe ne pourrait changer que si une de ces valeurs
intermédiaires rendait nulle la fonction f”(x), ce (ui est contraire
a notre hypothése. Donc la fonction f”(x) conserve le signe + dans
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tout l'intervalle compris entre a et b. Il en est de méme de la fonc-
tion /" (x), et on le démontre de la méme maniére. Donc la fonc-
tion /" (x), positive depuis x=a jusqua x=2, est toujours crois-
sante dans cet intervalle, puisque sa fluxion du premier ordre,
savoir f"'(x), est toujours positive dans ce méme intervalle.

11 suit de la que parmi toutes les valeurs que recoit la fonction
S (x) lorsqu’on fait varier x depuis x=a jusqua x=>b, la plus
petite estf'(a) et la plus grande /7 (b). Or la valeur exacte de x est
ainsi exprimée,
f(9)

T=b— Ty

Donc en remplacant /' (a...bd) par f”(b), on divisera f(b) par une
quantité trop grande. On retranchera donc de & moins qu'on ne
devrait retrancher pour trouver la valeur exacte de la racine: done

b SO

) est une quantité 4’ moindre que 4, et plus grande que la
racine cherchée. Ainsi 'on a déduit de la plus grande limite b une
valeur &' plus approchée de la racine que ne I'était la limite &, et

qui surpasse encore la valeur de cette racine.
(7) On peut aussi employer la moindre limite pour trouver une

valeur plus approchée de la racine. Soit @ + « la valeur exacte de
la racine x, « étant une quantité inconnue. On a I'équation

f (a+ “) =0,
ou, développant jusqu’au second terme seulement,

f(a)+af’(a....a+oc)—_—o.

La valeur de la variable sous le signe f” est une certaine quantité
que l'on sait étre comprise entre @ et @ + «, ou entre @ et x. On a
donc

_ S .
Sfa...xz)’

o ==

et parce que toute quantité comprise entre a et x est 'une des va-
22.
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leurs comprises entre a et 4, on a

S
S'(a...b)

(@)

Donc
e CRR

11 faut remarquer que la valeur de f(a) est négative, et que celle
de f'(a...b) est positive: en sorte que le seeond terme de I'expres-
sion de x est une quantité positive ajoutée a la limite @. On a vu
précédemment que la plus grande des valeurs que l'on puisse trouver
en substituant dans f”(a) une quantité comprise entre a et b est
J'(b). Si donc dans la derniere expression de la valeur de z, on
écrit f'(b) au lieu de /' (a...b), on rendra trop petite la quantité
(qui est ajoutée a la limite @. Donc la valeur exacte de x est certai-
nement plus grande que

fla

“Tre
(8) Nous venons de déduire d’une premiére valeur approchée a,
moindre que la racine, une seconde valeur plus approchée que a ;
puisque, sans cesser d’étre moindre que la racine x, elle est plus
grande que a. Soit @' cette nouvelle valeur approchée, on aura

! JS(a)

a —=a— N
J'(6)
I1 ne reste plus qu'a combiner cette nouvelle limite @' avec la seconde
valeur approchée &’ que I'on a déduite de la premiére b, et qui est
ainsi exprimeée,
b)
b =p—7L0.
S'(6)

Leslimites a et b, dont'une a est plus grande et 'autre b est moindre
que x , sont donc remplacées par des limites plus voisines a' et &,
dont 'une a' est moindre, et I'autre &' est plus grande que la racine
cherchée . 11 faut remarquer que ce calcul des valeurs o' et b’ se
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Sla) f(6)

réduit a celui des quotients 7O FO) Or les trois résultats f(a),
S ), f'(b) sont déja connus par le procédé qui a servi a déter-
miner les premiéres limites a et 6. Il est donc tres-facile d’obtenir
les nouvelles valeurs @' et 4" plus approchées que a et b.

En se bornant a I'application commune de la méthode newto-
nienne, on n'obtient qu'une seule limite, et par conséquent on
ignore combien il faut calculer de chiffres lorsqu’on effectue la di-
vision indiquée. Mais le procédé que nous venons de démontrer
n'est pas sujet a cette ineertitude, puisque I'on connait deux nou-
velles limites a” et &', dont I'une est moindre et autre plus grande
que la racine. Dans le calcul des valeurs de a' et &', qui sont

a—L@ oy 1O

—7% Fg) onne doit point employer les valeurs exactes

des quotients, qui pourraient étre trop composées. 11 suffit de pro-
longer le calcul jusqu’a ce que les valeurs de @' et &' ne différent
‘que d’une trés-petite quantité, en conservant cette condition que
la valeur de @’ doit étre prise trop petite et la valeur de &' trop
grande. Désignant donc par a’ et &’ les nouvelles valeurs que 'on
aura ainsi déterminées, on emploiera ces secondes limites a’ et &’
pour en déduire suivant le méme procédé de troisiemes limites
a” et b’. Si 'on continue indéfiniment ce genre d’approximation
on trouvera des valeurs de plus en plus exactes, et 'on connaitra
toujours les limites de l'erreur.

(9) Nous allons maintenant chercher la mesure de la convergence,
cest-a-dire la loi suivant laquelle I'intervalle des limites diminue
contirtuellement : 'expression de cette loi est un des éléments prin-.
cipaux de notre question.

Soit ¢ la différence de deux limites a et 4, entre lesquelles la ra-
cine x est comprise, et assez voisines pour (ue I'équation f “(x)=0
et Véquation /' (x)= o n’aient aucune racine dans ce méme inter-
valle. Nous avons vu 1° qu'’il est facile de reconnaitre si ces condi-
tions sont remplies; 2° que si elles subsistent on déduit des limites
données a et b d'autres limites plus voisines o et &', ainsi expri-
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mées,,
' S(a) f)
ad=a—%, b=b—
f1(@8)’° Sy
Soit ¢’ la différence &' — &’ des nouvelles limites; les différences
b—aetb—a,ouieti,ontune relation qu'il s'agit de décou-
vrir. On résout immédiatement cette question en substituant b6 —z
au lieu de a dans 'expression de a': on trouve ainsi les équations

s&)
b =b— 0
d==b—i L0

Développant f'(b— ) jusqu’au troisiéme terme, on a

SO —if @) S (b—i.. )
S(8) .

a’::b—-—i-—-

On désigne par b—i...b wune valeur de la variable comprise
entre b —1i et b, cest-a-dire entre a et b. Retranchant de &' l'ex-
pression de a’ ainsi développée, on trouve

4 ’r___ fb) (5) . L f”(a )
b o — J\0)
S (GRS (O
ou
ey Sa b))
I —=1 .-—-2—1‘.—,-(6—)—‘.

Ce résultat est tres-remarquable : on voit que la différence ¢ des
deux premiéres limites étant connue, on trouverait la différence ¢’
des deux nouvelles limites, en multipliant le carré de ¢ par le coef-
f” (

- -b)
ficient T (5) . Le dénominateur 2f” () est connu; le numérateur

S (@...b) est la valeur que Ton trouverait en substituant dans la
fonction f”(x) une quantité comprise entre a et 4. Nous désigne-
f'(a...b)
2f' (7’)
grande que ce coeflicient. 11 est facile, comme on le verra dans les
articles suivants, de former cette limite C, et d’en déduire une va-

rons par G une valeur approchée du coefficient ——- =, mais plus
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leur approchée C 2> de la différence i’. Nous montrerons aussi 'usage
pratique que I'on doit faire de cette valeur approchée C:*, pour en
conclure le nombre de chiffres exacts donnés par chaque opéra-
‘tion. Nous ne voulons ici que faire remarquer le caractére de I'ap-
proximation qui résulte de I'emploi des deux limites.

En effet sila différence b—a des deux premiéres est devenue
une quantité fort petite, par exemple une unité décimale de sep-
tieme ordre, ou ()7, l'expression de i, ou Gi*, montre que la
différence ¢’ des deux nouvelles limites est de méme ordre que
(+ ). Lenombre C a une valeur une fois déterminée, qui ne change

~ plus dans le cours de 'approximation, et les différences z,7',:”, ete.
deviennent des unités décimales d'un ordre trés-élevé. Les secondes
limites o’ et & pourraient encore étre assez distantes, lorsque les
premiéres @ et b ont une différence considérable : mais la conver-
gence de 'approximation devient de plus en plus rapide, et chaque
opération fournit un nombre toujours croissant de chiffres exacts.
Nous développerons davantage par la suite ces conséquences, et
I'on reconnaitra combien elles facilitent 'approximation.

(10) Aprés avoir indiqué les principes analytiques qui servent
de fondement a cette recherche, nous allons faire connaitre les con-
structions géométriques qui représentent les résultats. Ces construc-
tions sont tres-simples, et analogues a celles qui nous ont servi pour
la distinction des racines imaginaires, article 23 du premier livre.

Nous prendrons pour exemple le cas cité dans l'article 6, cest-
a-dire le cas ou les derniers signes des suites comparées sont

L@@, @
(@.ccoc + +  —
@)eeevn + o+ +,

et les trois derniers indices sont les nombres o o 1.
L’arc m n (fig. 7) représente une partie de la ligne courbe dont

I'équation est
y=s(@)
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Les abscisses o a, 0b désignent les limites données a et b. Les or-
données extrémes am, bn sont les valeurs de f(a) et /(). L’arc
man, qui correspond a l'intervalle ab des deux limites, n’a aucun
point d'inflexion, parce que I'indice antepénultiéme étant o, 'équa-
tion /' (x)==0 n’aaucune racine entre ces limites. La courbe tourne
sa convexité vers la partie inférieure de la planche, parce que la
fonction f"(x) conserve le signe + dans tout Vintervalle ab. La
fonction f'(x) conservant aussi le signe + dans cet intervalle, il
sensuit que l'arc ma«n est ascendant. Ainsi I'ordonnée f(z) au-

gmente continuellement lorsque I'abscisse augmente; cette ordon-
née, d’abord négative au point a, sapproche de plus en plus de
zéro , et lorsqu’elle est devenue positive elle s’éloigne de zéro : il
y a un seul point d’intersection de la courbe et de I'axe au point «.
Supposons que par le point 7 on mene une tangente a la courbe,
et que I'on prolonge cette tangente jusqu’au point 4" ou elle ren-
contre I'axe, il est évident que le point &’ étant compris entre « et
b, labscisse 06" sera une valeur plus grande que la racine, mais
plus approchée de cette racine que ne I'était I'abscisse 0 4. Si main-
tenant on meéne par le point m une parallele a la tangente ', le
point a’ ou cette paralléle coupe I'axe étant compris entre a et «,
Pabscisse o ' sera une valeur moindre que la racine, et plus approchée
de cette racine que ne I'était I'abscisse oa. Il ne reste plus qu'a
exprimer les valeurs de ces nouvelles abscisses 08" et oa’. Or au
point n le rapport de I'accroissement dy a accroissement dx, on
d_igi_x(_”'ﬂ, est égal au rapport de l'ordonnée nbd a la sous-tangente

bb'. On a donc

dxf'(b) _nb__f(5) .

de ~— bb'T bY

donc la ligne 58’ est égale é;-%. Ainsi la valeur de I'abscisse 06’
est
()

S UOL
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ce qui est I'expression de la valeur approchée désignée par &' dans
Tarticle 6.

dy . ‘
Le rapport —~ au point 2, ou

d—'%:—@, est égal au rapport de

I'ordonnée am (prise avec un signe contraire) a la partie a a’ de
l'axe interceptée entre 'ordonnée et la paralléle: on a done

473:(5) f()” ol ad — Jj:'(?))

Ainsi I'abscisse o @’ est égale a

/(@)

ad — ==
fl(b)’

ce qui est 'expression de la valeur approchée désignée par a dans
Particle 8.

Les deux résultats de - -Papproximation lmealre sont donc clai-
rement representes par cette constructlon. Les abscisses oa, 0b,
qui correspondent aux premiéres limites, sont remplacées par deux
autres oa’ et 0 &' que 'on détermine en menant par le point 7~ une
tangente a la courbe, et par le point 7 une parallele a la tangente.
Désignant ensuite par a’ et b’ les extrémités des sous-tangentes, ou
plus généralement deux points dont 'un est entre « et I'extrémité
a', lautre entre b et I'extrémité &', on marquera sur la courbe les
extrémités m’ et n' des ordonnées qui passent par les points dé-
signés @' et &', et T'on procédera a I'égard des points m' et 7' comme
on a procédé pour les points m et n. Il est évident que I'on aurait
pu déduire de cette seule construction la connaissance des deux

Aok
par le calcul, articles 6 et 7. La premiére de ces valeurs est celle que
donne la régle newtonienne : en général cette réglye consiste tou-
jours a corriger la premiére valeur approchée, considérée comme
une abscisse, en ajoutant a cette abscisse la valeur de la sous-tan-

valeurs approchées & — , que nous avons obtenue

gente. I’autre valeur approchée a — 77 (b)) compleéte 'approximation

1. 23
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linéaire, ou du premier degré. Nous appelons ainsi celle qui ne
dépend que des fluxions du premier ordre.

(r1) La construction précédente rend manifestes les conditions
quexige l'usage de I'approximation linéaire. En effet lorsque le
point & (fig. 7) est tres-voisin du point d’intersection «, la tangente
menée par Iextrémité n de I'ordonnée &n rencontre V'axe en un
point &' placé entre & et «, et la nouvelle valeur &’ représentée par
I'abscisse 0 b’ est beaucoup plusapprochée que la précédente & repré-
sentée par I'abscisse 0b. Mais si la premiere valeur oB & laquelle le
aleul sapplique correspond au point B, il est manifeste que la
tangente menée par le point N peut rencontrer I'axe en un point
fort éloigné de l'intersection «. Il arrive dans ce cas que la regle
newtonienne ne donne point avec certitude la valeur de la racine
cherchée : elle peut conduire a des résultats trés-différents de celui
qui est I'objet de la question. Pour que cette incertitude n’ait point
lieu, il est nécessaire que le point n extrémité de l'ordonnée bn
soit moins éloigné de l'origine o que le peint d'inflexion le plus
voisin r.

On voit aussi que I'approximation newtonienne ne peut pas étre
appliquée indifféremment ala limite « et a lalimite &, car la tangente
menée par lextrémité m de l'ordonnée am pourrait rencontrer
I'axe en un point plus éloigné de l'intersection « que ne I'était le
point &. Les limites oa, 04 (fig. 8), entre lesquelles il se trouve un
seul point d’intersection «, pourraient étre assez éloignées pour
qu’ily etit dans cet intervalle a b plusieurs points p, p ou la tangente
est paralléle a I'axe, et plusieurs points d’inflexion r,r,r qui séparent
un arc convexe d’un arc concave. Dans ce cas on ne doit point
encore faire usage de I'approximation linéaire : il faut diminuer
I'intervalle jusqu’a ce q‘l'le l'arc qui répond au nouvel intervalle a6’
ne contienne aucun point p de maximum ou minimum, ni aucun
point d’inflexion r.

Dans le Traité de la Résolution des équations numériques, on
avait déja montré que la régle donnée par Newton est incomplete,
en ce qu'elle ne porte point un caractére qui assure l'exactitude
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de lapproximation. L'illustre auteur fait observer (Introduction,
page x) qu'en négligeant a chaque opération des termes dont on
ne connait pas la valeur, on ne peut point juger du degré d’'exac-
titude de chaque correction; et il ajoute (page 129, 2° édition)
quil est difficile, et peut-étre méme impossible, de trouver a priori
un caractére pour juger si la condition qui rend l'opération con-
vergente est rempliec ou non. Cette question importante est com-
pletement résolue par la méthode que nous avons donnée dans le
livre précédent pour déterminer les limites des racines : car on con-
naitra par cette méthode si I'équation f'(2) == o a une seule racine
réelle entre deux limites a et b, et si chacune des équations f'(x)=—o
et f”(x)=o n’a point de racine dans cet intervalle. De plus on peut,
dans tous les cas, assigner pour chaque racine deux limites qui sa-
tisfont a cesconditions. Donc 'approximation linéaire,dontla regle
newtonienne fait p\artie‘, peut toujours étre appliquée. ,
La construction rend cette conséquence évidente pour le cas
indiqué plus haut, car l'arc mn (fig. 7) ne peut avoir ni point
d’inflexion, ni tangente parallele a T'axe, puisque les équations
S/(x)=o0 et f'(x) =0 n’ont aucune racine réelle entre « et 4. Tl
suffit done dans ce cas d’appl‘iquer la régle. La premiére valeur
approchée & conduira a l'extrémité de la sous-tangente; ou si,
pbur faciliter le calcul ,on s'arréte en un point €’ voisin du point &',
et compris entre b’ et b, on passera suivant le méme procédé de
ce point €' a un autre point §” plus rapproché du point d’inter-
section a. Cette approximation peut étre continuée indéfiniment.
(12) La disposition de la figure n’est pas toujours celle que I'on
vient d’indiquer. I fauten général distinguer quatre cas, savoir ceux
que représentent les figures g, 10, 11, 12, et dont nous venons de
considérer le premier. Dans ce premier cas (fig. 9), I'approxima-
tion se forme, comme nous l'avons dit, au moyen des tangentes
successives, dont la premiére est menée par le point n. Dans le
deuxieme cas (fig. 10) la premiére tangente passe par le point m.
Dans le troisieme (fig. 11) elle passe aussi par l'extrémité m de
l'ordonmée am. Pour le quatri¢me cas (fig. 12) la premiere tangente

23.
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part de Vextrémité n de Yordonnée bn. La seule inspection des
figures démontre la convergence des approximations: elle fait con-
naitre aussi que, dans tous les cas, la condition de cette conver-
gence consiste en ce que 'arc mn doit étre exempt de sinuosités
et de points d'inflexion. Or cela aura toujours lieu si les équations
JS'(xy=o et f”(x)=o0 n'ont aucune racine réelle entre a et b. On
s'en assurera, comme nous 'avons dit, en substituant les limites
a et b dans la suite des fonctions

SO, fE (@) @), L), S ), (@),

ce qui donnera deux suites de résultats, savoir :

@..... %a), foa).....f"(a), f"(a), f(a), fa),
&) SE), SO) S8, SB), S, LB

On comparera les deux suites de signes (a) et (). Si ces deux suites
ne différent que par le dernier signe, qui est positif pour l'une
des limites et négatif pour l'autre, il est certain que les équations
J"(x)=o0, f'(x)=o0 n'ont aucune racine dans l'intervalle. Donc
Parc mn n'a aucune tangente paralléle aI'axe, et n’a aucune inflexion.
Par conséquent les limites sont assez voisines pour que I'on puisse |
sans aucune incertitude, faire usage de la regle d’approximation.

On voit aussi quil n’est pas nécessaire que les deux suites de
signes (a) et (b) ne different que par le dernier signe; il suffit de
comparer les nombres de changements de signes de ces deux suites.
On procédera a cette comparaison, en allant de gauche a droite ,
et 'on s’arrétera d’abord a la fonction /() inclusivement. Silon
trouve que les deux limites ont jusqu’a ce terme le méme nombre
de changements de signes, on en conclura que I'équation f"(x)=0
n’a aucune racine entre les limites @ et . On comparera aussi les
deux suites (a) et (b) en sarrétant a la fonction f'(x) inclusive-
ment, et s'il arrive que les deux suites aient encore le méme nombre
de changements de signes, on en conclura que I'équation f'(x)=o
n’a aucune racine entre les limites @ et 6. On pourra alors pro-
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céder immédiatement a l'application de la régle, et I'on sera assuré
de trouver des limites a’ et &' plus approchées que les précédentes
a et b.

Cette comparaison des deux suites (@) et () se réduit, comme
on le voit, a former la série des indices propre a l'intervalle des
limites a et &, et a examiner si les trois derniers indices sont
oo 1 : cette condition est nécessaire et suffisante. Si elle n’était pas
remplie I'approximation serait erronée, ou du moins incertaine ;
on ne doit y procéder qu’apres avoir rapproché les limites. Mais
lorsque les trois derniers indices sont devenus o o 1, on est averti
que les deux limites a et b sont assez voisines pour que 'on puisse
faire usage de 'approximation linéaire. On passera ainsi des limites
a et b a deux autres a' et b’, qui auront la méme propriété que a
et b: I'une de ces nouvelles limites est donnée par la regle*newto-
nienne; elle est représentée dans le premier cas (fig. g) par

p—L0)
S
(13) Les constructions font connaitre tres-clairement que la regle
newtonienne ne doit pas étre appliquée indifféremment a l'une
ou a l'autre limite; dans le premier cas (fig. 9) I'arc est ascendant
et concave; il tourne sa convexité vers la partie inférieure de la
planche. Dans le second cas (fig. 10) l'arc est descendant et con-
cave. Dans le troisieme (fig. 11) I'arc est ascendant et convexe; il
tourne sa convexité vers la partie supérieure de la planche. Dans
le quatrieme cas (fig. 12) 'arc est descendant et convexe.
Pour le premier cas les trois derniers signes de la suite (@) que
I'on forme en substituant a dans les fonctions

S @), f1(@), f(@)

+ + —

sont

et ceux de la suite () sont

+ o+ +.
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Pour le second cas, les trois derniers termes des deux suites sont

(@)..... -+ — +
b)..... + — —_

(@)..... — + —
0)..... — + +-.

(@..... —_— — +
b)..... — — —.

. ,

Dans le premier et le quatrieéme cas c’est a la plus grande limite
b que le procédé d’approximation doit étre appliqué, parce que la
tangente menée par le point » donne certainement une seconde
valeur &' plus approchée que 4. Dans le second et le troisieme cas,
cest & la moindre limite a qu’il faut appliquer la regle, car la tan-
gente mende par le point m donne certainement une valeur o' plus
approchée que a.

Pour distinguer celle des deux abscisses qui représente la limite
que I'on doit choisir, il suffit de remarquer que de I'extrémité de
cette abscisse on voit la’ convexité de I'arc mn, et non point sa
concavité. Cette limite peut éire appelée extérieure, parce que le
point qui la termine est hors de l'espace que la courbe renferme.
T autre limite est intéricure.

I1 n’est pas moins facile de reconnaitre les limites par les signes
des deux suites (a) et (5). La limite extérieure est toujours celle qui
donne le méme signe pour f(z) et f” (x).

(14) On a vu que, pour l'application réguliére de la regle, il est
nécessaire de connaitre deux limites « et b entre lesquelles est seule
comprise la racine dont on calcule [a valeur, et de s’assurer, en
substituant les deux nombres a et & dans la suite des fonctions

SO (@) o (@), f(®), f(x), que I'équation f(x) = o ayant une
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seule racine entre a et b, I'équation f’(z)=o0 n’a aucune racine
dans cet intervalle, et qu’il en est de méme de I'équation £ (x)=o.
On détermine ces limites par la méthode que nous avons expliquée
dans le premier livre, et si elles n'étaient point d’abord assez rap-
prochées pour que la série des indices propre a I'intervalle et pour
derniers termes o o 1, il faudrait diminuer l'intervalle jusqu'a ce que
cette condition fat remplie. Il est toujours facile d’obtenir ce der-
nier résultat , et les constructions rendent cette conséquence mani-
feste. L’arc de courbe mn dont l'intersection avec I'axe détermine
la racine cherchée pourrait étre assez étendu pour qu'il présentat
des sinuosités et des inflexions, quoiqu’il n'elit quun seul point
d mtersectlon c’est ce qul arriverait, par exemple sl cet arc était
celui que represente la figure 8. On pourrait supposer les limites
a et b assez ¢loignées pour que I'arc mn eut deux points p et p
de maximum ou de minimum, et trois points d’inflexion r, r, r,
quoiqu’il eit un seul point d’intersection a. Mais il est manifeste
qu'en rapprochant les limites on parviendrait a des valeurs plus
voisines a’ et &', telles que 'arc mn fut entierement exempt de
sinuosités. Il faut seulement remarquer les cas singuliers ou 'on ne
pourrait pas séparer ainsi les points d'inflexion , d’intersection, et
de maxima ou minima. Cela arrive 1° si deux racines sont égales,
2° si le point d’inflexion r coincide avec le point d’intersection a.
On ne considére point ici le premier cas, parce que les deux ra-
cines n’étant point séparées, la série des indices propres a l'inter-
valle ne serait pas terminée, comme on le suppose, par le nombre
1 : le dernier indice serait 2. Quant au second cas, il est analogue
a celui des racines égales, et I'un et I'autre sont faciles a distinguer.
Pour le premier, les deux fonctions f”'(x) et f(z) ont un facteur
commun, et pour le second les deux fonctions /" (z) et f(x) ont
un facteur commun. Il suffit donc de comparer ces fonctions afin
de reconnaitre si elles ont un diviseur commury, et nous avons vu
précédemment que cette comparaison fait partle de la régle qui sert
a déterminer les limites des racines.
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(15) Nous résumerons maintenant I'énoncé général des consé-
quences que l'on vient de démontrer.

Enappliquant a une équation proposée f(x)==0 la méthode que
nous avons donnée pour la détermination des limites, on est par-
venu a distinguer un intervalle terminé par deux nombres a et b,
et dans lequel il se trouve une seule racine : on continuera comme
il suit le calcul de cette racine. La série des indices propre & 'in-
tervalle a, par hypotheése, pour dernier terme 1. On examinera si
les deux suites de signes données par la substitution des limites «
et & ne difféerent que par le dernier signe, ce qui arrive le plus
communément. Lorsque cette condition a lieu, on peut appliquer
immédiatement la méthode d’approximation. On peut aussi pro-
céder a cette application si les deux suites de signes étant différen-
tes, les trois derniers termes de la série des indices sont o o 1. Si
cette derniére condition n’est pas remplie, on est averti que les
limites ne sont point encore assez voisines pour que l'on puisse
faire usage avec certitude de la régle d’approximation : il faut di-
minuer lintervalle des limites par la substitution d’'un nombre in-
termédiaire. Mais avant de procéder a cette subdivision de l'inter-
valle, on examine si les fonctions f”(x) et f(x) ont un diviseur
commun ¢(x). Sice cas singulier se présentait, et si de plus I'équa-
tion ¢ (x) == o avait uneracine réelle « entre a et &, ce qu'il est tres-
facile de connaitre d’apres les principes que nous avons établis, il
ne resterait plus qu'a déterminer cette racine «. On appliquerait
donc la régle actuelle a 'équation ¢ (z)==o.

Lorsque le facteur commun n’existe pas, on arrive certainement,
par la division de l'intervalle, & deux limites @ et & telles que les
trois derniers indices sont 0 0 1. On distingue alors celle des deux
limites qui donne le méme signe étant substituée dans /' (x) et
S (x), et désignant par ¢ cette limite extérieure, on substitue ¢+ y
au lieu de ¢ dans I'équation f(x)=o0; on omet dans le résultat les
puissances de y supérieures a la premiére, et 'on détermine ainsi,
par la seule division numérique , une valeur approchée de, en pre-
nant le quotient trop faible, abstraction faite du signe. On trouve
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ainsi une seconde valeur approchée ¢', et I'on pourrait continuer
le méme procédé de calcul en opérant sur la nouvelle limite ¢' de
méme que 'on a opéré sur la limite c.

(16) On voit par ce qui précede que cette application de la régle
donnerait des valeurs de plus en plus approchées , mais qui seraient,
comme nous l'avons dit article 2, ou toutes plus grandes que la
racine cherchée, ou toutes moindres que cette racine. Il en résul-
terait quen effectuant la division numérique pour connaitre une
nouvelle partie de la racine, on ignorerait jusqu’a quel terme cette
‘opération doit étre partée. Si I'on se bornait a un seunl chiffre du.
quotient on perdfait un des plus grands avantages du procédé;
car une seule opération peut donner plusieurs chiffres exacts, et
elle en donne d’autant plus que I'on en connait déja un plus grand
nombre. Si au contraire on portait le quotient au-dela du terme
-ou les chiffres cessent d’appartenir & la racine, on rendrait les opé-
rations ultérieures compliquées et confuses. Il est évident que 'ap-
plication réguliére d'un tel procédé exige que I'on connaisse, par
une regle certaine, combien chaque opération donne de chiffres
qui appartiennent effectivement & la racine. Or nous avons établi
plus haut les principes qui résolvent complétement cette question.
On en déduit la regle suivante pour le caleul des valeurs appro-
chées des racines, lorsqu'on a trouvé deux limites a et b qui, sub-
stituées dansles fonctions /™ (x). .. f" (), f'(x), f(«), donnent
deux suites de résultats dont les signes sont les mémes, excepté
ceux des deux derniers résultats ; ou plus généralement lorsqu'on
a trouvé deux limites a et b qui‘, substituées dans ces fonctions,
donnent des résultats tels que la série des indices a pour ses trois
derniers termes o o 1. Il faut, désignant par € celle des deux limites
qui, substituée dansles fonctions /" (x) et f(x), donne deux résul-
tats de méme signe, former I'expression

e L0).
C=Ere

et désignant par « lautre limite qui donne des signes différents
L 24
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pour f”(z) et f(«), on formera I'expression

(G
o —d f’ (6)
Les deux quantités «' et " sont de nouvelles vakeurs entre lesquelles
la racine x est comprise, et qui sont plus approchées que « et €.

(17) Ges mnouvelles limites £— fz,%)) et o — ff_:% , déduites des
premieres € et o, ne sont pas les seules que I'on puisse employer pour
lecalcul des racines : 'approximation linéaire comprend en général
“cinq limites qui dérivent des deux premiéres « et§. La construction
(fig. 13) suffit pour indiquer ces cinq limites, et leurs propriétés.
Tl faut par I'extrémité de I'ordonnée qui répond a I'une des limites,
mener une tangente a l'arc, et prolonger cette tangente jusqu’a sa
rencontre avec I'axe desabscisses. On menera aussi une seconde tan-
gente par I'extrémité de 'ordonnée qui répond & 'autre limite; puis
on menera par extrémité de chacune de ces deux ordonnées une
droite parallele a la tangente qui passe par Pextrémité de I'autre or-
donnée. Enfin on fera passer par les extrémités des deux mémes or-
données une sécante, en marquant son point d’intersection avec 'axe
des abscisses. Cela posé, le systéme de ces cing lignes droites repré-
sente toutes les conditions de 'approximation linéaire, ou du pre-
mier degré; c’est-a-dire que 'on connaitra ainsi les nouvelles va-
leurs approchées que I'on peut déduire des deux limites primitives
« et € par la seule résolution des équations du premier degré. On
peut choisir, selon la nature des cas particuliers, celle des cing
limites qu'il est le plus facile de calculer; mais il n’arrive pas tou-
jours que l'on est fondé a conclure que les deux nouvelles limites
sont nécessairement plus approchées que les deux précédentes. Cette
propriété nappartient quaux deux quantités exprimées dans l'ar-
ticle précédent par

VORI
“TFE Ty

et & celle des cinq limites qui est indiquée par la sécante. Cette der-
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niere a pour expression

b—a
\ 5—~O re—r
Lefacteur qui multiplie— f(€) est le quotient de la différence £ — «
des deux abscisses par la différence f(6)— f(«) des deux ordonnées;

J16)

et dans,l’expression précédente 6—-=7 le facteur qui multiplie

/()
—/f(€) estle quotient dela différentielle € deI'abscisse par d€ . f7(6),
oud. f(€), qui est la différentielle de I'ordonnée : ainsi les deux
expressions différent en ce que le signe de la dlfferentlelle est rem-
placé par celui de la différence finie.

Lorsque la différence deslimites est encore assez grande, les ci nq
nouvelles limites qui en dérivent different treés-sensiblement les unes
des autres, et il convient de choisir celles qui donnent les valears
le plus approchées. Mais & mesure que l'intervalle des premiéres
limites diminue, les nouvelles limites que 'on en peut déduire se
rapprochent continuellement, et l'ordre de la convergence devient
le méme pour toutes. Nous ferons connaitre par la suvite la mesure
de cette convergence.

(18) Le cas le plus simple de Papproximation linéaire est celui
que présentent les équations a deux termes de la forme

a"—A=o.

L’exposant m.est connu, et A est un nombre positif : ainsi le
calcul se réduit & extraire la racine m*™ du nombre A. Or I'opéra-
tion arithmétique qui donne cette racine se déduit immédiatement
des principes ue nous avons exposés. En effet, si Pon applique ala
fonction f'(x), ou 2" — A |, les régles énoncées dans le premier livre,
on connait aussitot le nombre des chiffres dont la racine est formée,
et le premier de ces chiffres; on connait donc ainsi deux premiéres
limites « et 6 entre lesquelles la racine est comprise, et qui diffe-
rent d’'une seule unité décimale d’un certain ordre. Les trois der-
niéres fonctions sont

2.
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S, @), fl)

m(m-—x)z"?  ma" a"—A.
La suite de signes qui répond a la limite a est
(@.eiev + i + —,
et la suite (b) est
B)eeiii + i+ + +;
ta série des indices a donc pour ses trois derniers termes

o o L,

et I'arc est celui que représente la figure 13. Si par le point m qui
répond & la moindre limite @ on meéne la tangente m«, on trou-
vera une sous-tangente aa qui, étant ajoutée a I'abscisse o @, don-
nera une nouvelle abscisse o « nécessairement plus grande que I'ab-
scisse ox du point d'intersection. Ayant mené la tangente 7€ par
Pextrémité n de I'ordonnée qui répond a la plus grande limite 4,
si par le point m on fait passer une droite ma’ paralléle a cette tan-
gente, l'interceptée aa’ étant ajoutée a I'abscisse o @, donnera une
nouvelle abscisse 0 @’ nécessairement moindre que I'abscisse oz du
point d’intersection. Par conséquent la racine est comprise entre:
oa’ et oa: il faut done ajouter a la partie déja connue « la valeur

. 1] a”—A .
de aa«, qui est —f~,<—)— , ou ———, et la somme surpassera certaine-
S (a) ma™"*

ment la racine x. Mais si I'on ajoute a la partie connue « la valear
de l'interceptée aa’', la somme sera certainement moindre que la

fla)  am—A

racine. Or la ligne aa’ a pour expression 70 ou

=k le nu-

meérateur a” — A estle reste R donné par I'opération arithmétique
qui a fait connaitre une premiere partie de la racine. On en conclut
la proposition suivante : si I'on divise le reste R par m fois la puis-
sance m—1"" de la partie @ déja écrite a la racine, le quotient
surpassera ce qu’il faut ajouter pour compléter la racine; mais si
Von augmente d’une unité le dernier chiffre écrit a la racine, ce qui
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donne par hypotheése une valeur & plus grande que cette racine, et si
Pon divise le méme reste R par m fois la puissance m —1** de b,

le quotient sera plus petit que ce qu’il faut ajouter a a pour com-
R

——  ——— différent assez
a mbm—1

pléter. la racine. Les deux quotients

an eommencement de U'opération pour que la comparaison de ces
quotients ne serve point d’abord a faciliter le calcul de la racine;
mais lorsqu’on est parvenu a connaitre un plus grand nombre de
différent extréme-

chiffres exacts, le deux quotlents —— T e
nlbm 1

ment peu; et comme on est assuré que les chiffres communs aux
deux limites appartiennent a la racine cherchée, il s’ensuit que
chaque opération fait connaitre un certain nombre de chiffres
exacts, et qu'il ne peut y avoir aucune incertitude sur le terme ot
I'on doit s’arréter dans la division numérique.

I est facile de déterminer suivant quelle lor augmente le nombre
des chiffres exacts que fournit chaque division numerlque etl'on
a fait depuis long-temps des remarques de ce genre au sujet des
opérations qui servent a extraire les racines carrées et cubiques.
Mais ces conséquences ne sont point bornées a des cas aussi simples:
nous prouverons bientét qu’elles conviennent aux racines de toutes
les équations algébriaues, quel que soit le nombre des termes. Ces
propriétés sont méme beaucoup plus générales; elles ne dépendent
point de la nature de I'équation déterminée dont on cherche la
racine; elles dérivent du caractére de I'approximation linéaire.

(19) On voit pai‘ Particle précédent que les regles élémentaires qui
servent a extraire les racines numériques ne sont autre chose que des
applications trés-particuliéres d'une méthode générale qui embrasse
les équations de tous les degrés. C'est sous ce point de vue que
Viete, Harriot, Ougthred, Newton et Wallis ont d’abord consi-
déré la question dela résolution des équations. Ils pensaient qu'il
devait exister une opération exégétique générale, propre a donner-
successivement toutes les parties d’une racine quelconque d’une
équation affectée. 1ls désignaient par cette derniére expression.
lequatlon d1gebr1que qlu contient outre la pmssance x2™ de T'in-
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connue et le dernier terme connu A, différents autres termes
formés des produits de coefficients donnés et des puissances infé-
rieures de I'inconnue. Newton découvrit la partie de cette méthode
générale qui s'applique aux équations littérales a une seule incon-
nue, et il en a fait un usage trés-étendu dans I'analyse des séries.
Tong-temps auparavant Irancois Viete avait proposé les mémes
vues ; mais les théories mathématiques etaient trop imparfaites pour
que on piitformer & cette époque une méthode aussi étendue. Le cas
trés-simple des équations & deux termes avait été facilement résolu
parce que la nature des racines est manifeste, et que 'on n’avait
besoin d’aucune régle pour en déterminer les limites. Mais si l'on
suppose un nombre de termes et de coefficients quelconque, la dis-
tinction des racines réelles ou imaginaires, et la recherche de deux
limites pour chaque racine réelle, nécessitent un examen tres-
approfondi : c’est cette qliestion_ que nous avons traitée dans notre
premier livre. :
Le calcul de Ia valeur numérique de chaque racine est fondé,
comme on I'a vu dans les articles 16 et 17, sur la comparaison de
deux limites de plus en plus approchées entre lesquelles cette racine
est nécessairement comprise. Les propositions que nous avons dé-
montrées suffiraient a la rigueur pour I'exactitude du caleul; mais
il importe beaucoup de donner a cette méthode un nouveau degré
de perfection, afin d’en rendre I'application usuelle et trés-facile,
En général on ne doit pas regarder cette recherche comme ter-
minée tant que 'on n’est point parvenu a réduire U'opération aux
seuls calculs qu'il est indispensable d'effectuer. Il ne s’agit pas seu-
lement d’arriver avec certitude a la connaissance de la racine, il
faut donner a la méthode toute la simplicité qu’elle peut admettre
sans cesser d’étre générale. Pour atteindre ce but nous avons a résou-
dre trois questions différentes dont on va faire connaitre 'objet.
La premiere est purement arithmétique: elle consiste a ordonner
Popération quiserta diviser un nombre par un autre, ensorte quon
ne fasse concourir chaque chiffre du diviseur a la détermination
du quotient que lorsquil est devenu nécessaire d’appeler ce chiffre
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du diviseur pour qu’il n’y ait point d’incertitude sur celui que 'on
va écrire au cjuotient.

La_ seconde question a pour objet deffectuer les substitutions
successives nécessaires au calcul de la racine dans un tel ordre
qu'aucune partie de 'opération ne soit répétée, et (ue l'on pour-
suive le calcul en ajoutant seulement aux opérations précédentes
le résultat correspondant a la nouvelle partie de la racine.

La troisiéme question consiste a assigner la mesure exacte de la
convergence de I'approximation, afin que I'on connaisse sans au-
cune incertitude combien chaque division numérique donne de
chiffres qui dowent étre conservés comme faisant partie de la
racine.

(20) Si I'on examine la premiere question, on reconnait d’abord
que la régle commune pour la division des nombres donnerait liea
ici & des calculs superflus. En effet, pour déterminer les limites

a et b, on doit calculer les valeurs de quotlents tels quefj<( )\ ;

et le dénominateur f'(a) provenant de la substitution de la partie
déja connue a dans la fonction /' (x), peut contenir plusieurs chif-
fres décimaux, et contient en effet un grand nombre de chiffres
si Uopération est déja tres-avancée. Or les derniers de ces chiffres
du diviseur placés a la droite ne contribuent point a former les

remiers chiffres du quotient J(@) et ce sont ces premiers chiffres
P q p :

S (@)’

qu'il s'agit de connaitre. 1l faut donc n'employer que les chiffres
du diviseur qu'on ne peut pas se dispenser d’introduire dans le
calcul. ) ) ;

L’auteur du traité intitulé Artis analyce praxis, Oughtred, a
laissé une régle de ce genre pour la multiplication des nombres;
et l'on connait aussi un procédé analogue pour simplifier le calcul
de la division numérique lorsqu’on veut seulement connaitre un
certain nombre de chiffres du quotient. Mais nous devons satis-
faire ici a une auntre considération : elle consiste a nappeler que
successivement les chiffres du diviseur, afin de pouvoir continuer
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Popération & volonté; et surtout il faut reconnaitre avec certitude
que le chiffre écrit au quotient est exact. Voici la regle que V'on
doit suivre dans tous les cas pour effectuer cette division ordonnée.

On marquera dans le diviseur quelques-uns des premiers chiffres
seulement, par exemple les deux premiers, ou les trois premiers,
ou les quatre premiers; nous appelons diviseur désigné celui qui
est ainsi formé des chiffres que I'on a marqués. Cela étant, on di-
visera le dividende proposé par le diviseur désigné, en effectuant
cette opération selon une regle qui ne differe de la regle commune
qu'en un seul point. Voici en quoi cette différence consiste : toutes
les fois qu'on abaisse un chiffre du dividende a la suite du reste
donné par une opération précédente, et que l'on forme ainsi un
dividende partiel, il faut corriger ce dernier dividende en en re-
tranchant une certaine quantité ; on obtient ainsi un dividende par-
teel corrigé. Alors on cherche combien de fois ce dernier dividende
contient le diviseur désigné, et I'on écrit au quotient le chiffre qui
exprime ce nombre de fois. On multiplie donc le diviseur désigné
par le chiffre écrit au fluotient, et 'on retranche le produit du
dividende partiel corrigé. On abaisse a la suite du reste un nou-
veau chiffre du dividende, et I'on continue l'opération suivant la
meéme regle.

Pour trouver la correction qui doit étre faite a un dividende
partiel , c’est-a-dire la quantité qu'on en doit retrancher, il faut
comparer comme il suit tous les m chiffres déja écrits au quotient
avec un pareil nombre m de chiffres pris a la suite du diviseur dé-
signé. On suppose que les m chiffres du quotient sont écrits dans
Pordre inverse , et placés respectivement au-dessous des m chiffres
pris a la suite du diviseur désigné. On multiplie chacun de ces chif-
fres par celui qui est placé au-dessous de lui, et ajoutant les m
‘produits, on connait ce qui doit étre retranché du dividende par-
tiel, et l'on effectue la correction.

Toutes les fois qu'en suivant cette régle on doit abaisser un chiffre
du dividende & la suite d’'un reste donné par I'opération précé-
dente, on examine si ce reste surpasse, ou du moins égale la somme
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des chiffres déja écrits au quotient, et que I'on ajoute ensemble
comme s'ils exprimaient des unités. Lorsque cette condition a lieu,

on est assuré que le chiffre qui a été écrit précédemment au quo-

tient est exact.

(21) Sil'on n’a marqué pour former le diviseur désigné qu’un
chiffre, ou deux, ou en général un trop petit nombre de chiffres,
il arrivera que la condition ci-dessus énoncée n'aura pas lieu; c’est-
a-dire que le reste d'une opération précédente sera moindre que
la somme des chiffres déja écrits au quotient: alors le dernier de
ces chiffres est encore incertain, et I'on est averti qu'on n’a pas
marqué un assez grand nombre de chiffres pour former le diviseur
désigné. Dans ce cas, on continuera d’abord d’appliquer la regle
précédente, en abaissant un chiffre du dividende et en effectuant
la correction prescrite. Si elle ne pouvait étre faite on en conclurait
que le chiffre écrit au quotient est trop fort: il faudrait donc le
diminuer d’une unité. Mais si la correction peut étre faite , on abaisse
a la suite du résultat de cette derniére soustraction un nouveau
chiffre du dividende, ce qui donnera un nouveau dividende partiel.
En méme temps on marquera un chiffre de plus a la suite du divi-
seur déja désigné, ce qui donnera un nouveau diviseur désigné.
On procédera, selon la régle énoncée, a la correction du nouveau
dividende partiel, c'est-a-dire que 'on comparera les m chiffres déja
écrits au quotient a un pareil nombre m de chiffres pris a la suite
du nouveau diviseur désigné. Ayant formé par cette correction le
nouveau dividende partiel corrigé, on continuera I'application de
la présente régle en faisant usage du nouveau diviseur désigné. On
pourrait aussi revenir au premier diviseur désigné : en général on
peut, dans le cours de 'opération, augmenter ou diminuer a vo-
lonté le nombre des chiffres que I'on désigne au diviseur, il suffit
d’augmenter en méme temps ou de diminuer le nombre des cor-
rections; ces détails se présentent d’eux-mémes.

On reconnaitra par la pratique combien loperatlon que nous
venons de décrire est facile lorsqu'elle est faite avec ordre. On peut
former & la seule inspection des nombres le résultat de chaque cor-

L 25 '
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rection. En effet si, apres avoir éerit sur une feuille séparée, et
dans l'ordre inverse, les m chiffres du quotient, on les présente
aux m chiffres pris a la droite du diviseur désigné, en sorte qu'ils
se correspondent chacun a chacun, il est facile de compter la somme
des produits des chiffres correspondants, sans qu’il soit nécessaire
d’écrire ces produits partiels. Car il suffit d’ajouter ensemble les
seuls chiffres des unités de ces produits en comptant de la droite
a la gauche: on ajoute ensuite en revenant vers la droite les seuls
chiffres de ces produits qui expriment les dixaines.

Cette remarque conduit a une conclusion singuliere, savoir que
I'on peut effectuer & vue la multiplication de deux facteurs pro-
posés, quel que soit le nombre des chiffres qui forment chaque
facteur. Par exemple si les facteurs proposés sont 234567 et
8909876, et si on les éerit sur deux feuilles séparées, on pourra,
ala seule inspection de ces deux nombres, dicter successivement les
chiffres de leur produit 2089962883692 sans écrire aucun des pro-
duits partiels, comme l'exigerait la régle commune.

Le procédéde la division ordonnée, tel qu'il est décritarticle 20,
fait connaitre avec certitude les chiffres exacts du quotient, et I'on
n’a employé de nouveaux chiffres du diviseur que lorsqu’il est né-
cessaire de les introduire pour trouver de nouvelles parties du
quotient. Cette régle a I'avantage de prévenir tous les calculs super-
flus, et surtout de pouvoir étre prolongée autant qu'il est nécessaire
jusqu’a ce que l'on ait trouvé le nombre de chiffres exacts que
I'on veut obtenir. On doit en faire usage toutes les fois que le divi-
seur contenant un grand nombre de chiffres, il sagit de déter-
miner seulement quelques-uns des premiers chiffres du quotient.

Nous pourrions indiquer des applications tres-utiles de la regle
de la division ordonnée, mais notre objet principal est ici de per-
fectionner le calcul desracines des équations numériques. Je ne rap-
porterai pas la démonstration de cette régle : il est facile de la sup-
pléer. Elle consiste a remarquer avec soin l'ordre des divers pro-
duits. Chaque correction a pour objet de retrancher du dividende
la somme des produits dont 'ordre est le méme que celui du chiffre
du dividende qui vient d’étre abaissé.
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PREMIER EXEMPLE.
Premier dividende partiel, 1234 ; diviseur désigné, 234.

191

_— 23456789 8 7 65
- 12345'6'7'8'9' 8'7' 3647

1170 526315 2;9 .....
645’ (64 > 5 :le.chiffre 5 est bon)
' 23 ==5.5
2° divid. part. cor...... a0
468

526" (152> 5+4-2:le chiffre 2 est bon)
4o =5.6+42.5

3° divid. part. cor...... 1486

827 (82 > 5+2—|—6 le chiffre 6 est bon)

4° divid. part. cor........ 750

702

488’ (48> 5+42-+-6-+3: le chiffre 3 estbon)
105 ==5.8 42.7+6. 6+3 5

5¢ divid. part. cor.......... 383
234

1499’ (149> 5-+42-+4-6+-3+1: le chiffre 1 est bon)
126 =5.94+2.846.74+3.6+1.5
6° divid. part. cor........ .- ’1373

1170

2038’ (203 > 5424643 +1+5: lech 5 estbon)
158 ==5.84-2.94-6.843.741.64-5.5
7* divid. part. cor...... ceeen. 1880

87 (8<o+2+o+3+—1+5+8 le chiffre 8

est incertain)

206 (la correction ne peut s'effectuer: le chif-
fre 8 est trop fort)

1638 (on a écrit 7 au lieu de 8 au quotient)

2427 (242> 54-246-4+3+1+5-+7 : lechiffre

7 est bon)
201=5.74+2.846.9+3.8+1.74+5.647.5
- 8¢ divid. Part. coru.oiiuyineen. 2226
2106

120 (120>5+2+6+3+1+5+7+9
chiffre g est bon).
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Premier dividende partiel , 24; diviseur désigné, g.

ZGI 83 577191 24 571 5'3'8'6' 4!579
18 253064. ...

" 66' (6 > 2:1e chiffre 2 est bon)
14 =2.9
2° divid. part. cor. ... 52
45 .
78 (7=2-5: le chiffre 5 est bon)
45 =2.545.9

3¢ divid. part. cor...... 33
27 .
63 (6 <a-+5+43: le chiffre 3 est incertain)
52 =2.345.543.7

Nouveau divid. partiel. . .. 115 (lacorrection pouvant étre faite, le chitfre3 estbon :
mais on abaisse immédiatement le chiffre suivant
5 du dividende, et Uon prend g7 pour rouveau
diviseur designé).

46 =2.845.3+3.5

Nouv. divid. part.‘cor. .. .. 6
o
697 :
61 —=2.64+5.843.340.5
2° nouv. divid. part. cor.. .. _6—1—5—(;
582
549 (54> 245434046 : le chiffre 6 est bon)
92 —=2.4+5.643.840.3+6.5
3° nouv. divid. part cor..... _4_?’3—;

388
59 (59> 24-5-+340+46+4: le chiffre 4 est bon).
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(22) La regle que l'on vient de proposer pour la division des
nombres résout aussi 'équation du second degré, et elle peut s'ap-
pliquer en général au développement de la racine d'une équation
quelconque. Nous ne ferons qu'indiquer ce procédé de calcul.

A

Si 'on propose 'équation du second degré
z* + 765432 x= 123456,
on l'écrira sous cette forme:

123456 )
T 765432+

On divisera donc 123456 par 765432 suivant laregle de I'art. 20, et
I'on pourra prendre 765 pour diviseur désigné. Le premier chiffre 1
du quotient exprimera des dixiemes, et 'on trouvera ensuite 6, en
sorte que la valeur de ce quotient z est 0,16. . . .. Or il faut, pour
former le dénominateur, ajouter au nombre 765432 le quotient z,
ou 0,i6.,... On écrira donc les chiffres 16 a la suite du diviseur
765432, et 'on continuera la division. Chacun des nouveaux chif-
fres trouvés au quotient sera écrit & la place qu'il doit occuper, et
il sera employé dans le cours de l/’opération suivant que la regle
Iexige. La racine de I'équation du second degré est, comme on le
voit, le quotient d'une division dont le diviseur est variable. Or
la regle de 'article 20 n’employant que successivement les chiffres
du diviseur, il n'est pas nécessaire de les connaitre tous au com-
mencement de Uopération : il suffit de les découvrir les uns apreés
les autres, et d’écrire chaque fois a la suite du diviseur celui que
Yon vient de trouver au quotient. On ne pourrait point faire le méme
usage de la regle commune, parce qu'elle suppose que tous les chif-
fres du diviseur sont connus au commencement de U'opération.

- Nous rapportons ici le détail du calcul, comme un troisieme
exemple de la division erdonnée.
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12345'60'0'0' 0’0’ . .. ;534’3’231’6’1'2ﬂ..
765

469 5°
4

0,16128927...

4691
4590

1016’
27

989
765

2240’
24

2216

1530

6860’
24
6336

6120

7160’
5a

7108
6885

2230*
102

2128
1530

5980’
67

5913
5355

558

(23) Dans l'exemple qui précede le diviseur variable se forme d’'un
nombre constant auquel on ajoute le quotient. Cette partie variable
du diviseur pourrait étre le carré du quotient, ou ce carré divisé
par un certain nombre, ou en général une petite quantité équiva-
lente & une certaine fonction du quotient. Il suftit de connaitre
d’abord les premiers chiffres exacts du quotient, et 'on forme suc-
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cessivement la partie variable qui doit éire écrite a la suite du di-
viseur. Il en résulte que les nouveaux chiffres du diviseur sont con-
nus lorsqu’il devient nécessaire de les introduire dans le calcul
pour effectuer les eorrections indiquées par la regle. On parvient
ainsi & l'expression des racines des équations d’un degré quelcon-
que, ou méme de celles que T'on a appelées transcendantes. Nous
ne nous arréterons point a cette méthode exégétique, quclque gé-
nérale qu'elle soit, parce que les regles dont nous nous servons
pour le calcul des racines sont d'une application plus prompte et
plus facile. Cet emploi de la division ordonnée suppose que 'équa-
tion est convenablement préparée. A la vérité cette transformation,
et celles qui peuvent devenir nécessaires dans la suite de I'opération,
se réduisent toujours A diminuer la valeur de la racine d’'une quan-
tité qui en est tres-approchée, et l'on y parvient facilement an
moyen des régles données dans cet ouvrage. Or connaissant deux
premicres limites trés-approchées, il est plus simple de continuer
les premiéres opérations en suivant une méthode uniforme pour
découvrir successivement toutes les parties de la racine. Nous nous
sommes proposé seulement, dans les articles qui précedent, d'in-
diquer des applications singulieres de la nouvelle régle que nous
avons donnée pour la division numérique.

Clest dans cette vue que nous ajoutons I'exemple suivant. I.'équa-
tion proposée est celle-ci,

2 +3bx=12:
on l'écrira sous cette forme

=2 .
345+ x*

On divisera done 12 par 345 selon la régle de la division ordonnée,
et I'on écrira successivement a la suite du diviseur les chiffres qui
doivent le compléter. Il faut remarquer que ces chiffres ne sont
point connus au commencement de ['opération , mais on les trouve
successivement en €levant au carré la valeur du quotient, et 'on
procede comme il suit. ‘
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Lorsqu'on connait quelques-uns des premiers chitfres du quo-
tient, on détermine les premiers chiffres du carré du quotient, en
ne retenant dans cette valeur du carré que les chiffres qui sont
connus avec certitude : ce sont ces chiffres exacts qui doivent étre
écrits successivement a la suite du diviseur. On obtient ainsi la
racine de I'équation 2* + 345x =12, savoir £=0,034782486. . .

Ces calculs sont présentés.dans les tableaux suivants.

12,0'0'0'0'0'0'0'0’0’ | 345,0’0'172'0'9'8". ..

1035 ‘ :

i 0,034782486,,..
1650’
o

1650
1380
2700’
o

2700
2415
2850"
3
2847
2760

870!

10

' 860
690
" 1700°

15

1685
1380

ﬁéggo'
49
3oo1
2760

2410’

78
2332

2070

262
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34
34
136
102

- 0,001156 =(0,034)*
68

I

0,001225 =(0,035)

1156
238
238

49

0,00120409 ==(0,0347)
694

I

0,00121104 = (0,0348)*

120409
2776
2776
64
0,0012096484 = (0,03478)*
6956
1

0,0012103441 — (0,03479)*

12096484
6956
6956
4
0,001209787524 ==(0,034782)"
69564
I

0,001209857089 == (0,034783)?

1209787524
139128
139128

16

0,00120981534976=(0,0347824)?
695648

I

dp0126982230625::@%0347825f
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(24) Nous avons énoncé dans I'article 19 les uestions quil était
nécessaire de résoudre pour réduire le calcul des racines aux pro-
cédés les plus simples, en sorte que l'on ne puisse arriver par
aucune voie plus brieve a la connaissance effective des valeurs de
ces racines. La premiere de ces questions est purement arithméti-
que: elle est résolue par la régle de la division ordonnée. La seconde,
dontlasolution est trés-facile, consiste arégler le calcul des substitu-
tions successives de maniere qu'il n’y ait aucune opération superflue.
La troisieme question a pour objet de déterminer avec' certitude
le nombre des chiffres exacts que donne chaque nouvelle opération.
Nous allons montrer quelle doit étre la marche du calcul pour sa-
tisfaire a ces derniéres conditions.

Premiérement supposons que 'on ait substitué dans le premier
membre f(x) de la proposée une valeur b, déja approchée, de la
racine x, et que 'on ait déterminé par ces substitutions les valeurs
numériques des fonctions f(6), f7(6), /" (6),. .. (b). Ona trouvé
en divisant_f'(b) par f'(b) une nouvelle partie € de la racine, et pour
continuer 'approximation il faut substituer  +¢€ dans les fonctions
S@), (), f(®),... [ (). 1] est manifeste que le calcul serait
mal ordonné si 'on substitnait la quantité entiéere b+ €, car on
répéterait sans nécessité une grande partie des opérations précé-
dentes : il faut donc se réduire aux seuls calculs dont on ne peut
se dispenser pour ajouter aux résultats déja trouvés les parties qui
provienuent de 'addition du terme €. On peut négliger cette réduc-
tion lor‘squ’on n’a en vue qu'une approximation trés-bornée, mais
sil'on veut déterminer un trés-grand nombre de chiffres de Ia racine
on reconnait combien il est préférable de donner une autre forme
au caleul. Or il est aisé de conclure des éléments du calcul algébri-
(que que pour substituer la valeur &+ € dans les fonctions /(x),
S(@), f"(x), f"(x), on doit observer la régle suivante.

Ayant écrit sur une premiére ligne les valeurs déja connues f(5),

J®), fFI(B), ... [ (b), f®(b),on placela fraction € au-dessousde
chacune des fonctions qui suivent la premiére /'(5), et on multiplie
par ce facteur commun €, ce qui donne les termes d'une seconde ligne.
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On écrit le facteur € au-dessous de chacun des termes de cette
seconde ligne qui suivent le premier & gauche; on multiplie par le
facteur commun €, et I'on divise chaque produit par 2, ce qui don-
nera les termes d’une troisieme ligne.

On écrit € au-dessous de tous les termes qui suivent le premier
terme a gauche de cette troisieme ligne; on multiplie par le facteur
8, et I'on divise les produits par 3. '

On continue ainsi a multiplier par ¢ tous les termes de chaque
ligne, excepté le premier a gauche,-et 'on divise tous les produits
par l'indice du rang de cette méme ligne.

Apres ces opérations on ajoute ensemble les seuls premiers termes
des différentes lignes : on connait ainsi f(b-+6). On ajoute en-
semble tous les seconds termes des différentes lignes, et la somme
est /(b +6). On continue ainsi de prendre la somme de tous les
troisiémes termes, ou de tous les quatriemes termes des différentes
lignes, ce qui donne £ (b + €), f"'(b + €); ainsi de suite jusqu’a
ce que l'on connaisse les valeurs numériques de toutes les fonctions
S+, 10+, /(5 +6), et

Lorsqu’on a formé ces valeurs numériques, on trouve une nou-
velle partie y de la racine en divisant f(& + €) par /(& + 6). Il reste
donc a faire connaitre combien cette division doit donner de chif-
fres exacts, c'est-a-dire de chiffres décimaux qui appartiennent cer-
tainement & la racine, parce qu'ils sont communs a deux des limites
dont on a expliqué les propriétés dans les articles 16 et 17.

(25) Apres avoir calculé une des limites, par exemple celle qui
résulte de I'approximation newtonienne, on pourrait calculer la
seconde limite que nous avons proposé de joindre a cette premiere,
et qui est en effet nécessaire pour définir 'approximation. Ce second
calcul étant effectué, on ne conserverait comme exacts que les chif-
fres communs aux deux limites, et 'on trouverait ainsi la fraction y
qui doit étre ajoutée a la suite de €. Mais en opérant de cette ma-
niére on répéterait une grande partie du calcul numérique précé-
dent: nous parvenons a réduire cette opération a sa forme la plus
simple en ne considérant que la différence de la seconde limite a

26.



200 LIVRE DEUXIEME.

la premiére. En effet il a été démontré article g que Fon peut
déterminer immédiatement la seconde limite lorsque la premiere
est connue.

Nous désignons par a et b deux premieres valeurs approchées,
dont 'une a est moindre que la racine, et 'autre & est plus grande
que la racine. Ces valeurs sont telles, par hypothése,, que I'équation
proposée f'(x)==o0 ayant une seule racine comprise entre les limites
a et b, les trois équations subordonnées f'(x)=o0, f"(x)=0 et
J"(x)=o0 n’ont aucune racine comprise entre ces mémes limites.
On reconnait que les deux nombres a et b remplissent cette con-
dition lorsque en comparant les deux suites de signes (a) et (), on
trouve que les indices correspondants aux fonctions f'(x), " ()
et f"(x) sont égaux a zéro; c'est-a-dire lorsque la série des indices
est ainsi terminée, o oo 1. Si les indices correspondants a chacune
des fonctions f”(x), /" (x), f”'(x) n’élaient pas égaux a zéro, on
resserrait I'intervalle des deux nombres en substituant des nombres
intermédiaires, et 'on parviendrait bientdt a trouver deux limites
a et b, par lesquellesla condition dont il sagit serait satisfaite. Nous
ne considérons pas ici, conformément a ce qui a été dit art. 14, les
cas particuliers ou l'une des fonctions f"(2), /" (x), /" (x) aurait un
facteur commun avec la fonction proposée.

Cela posé, on distinguera entre les deux limites a et & ,celle de
ces deux limites qui, étant substituée dans les fonctions f(x) et /' (),
donne deux résultats de méme signe. Nous désignerons, comme dans
Iarticle 16, par € la limite dont il s’agit, que nous avons nommée
limite extérieure, et qui répond au point de la courbe par lequella
tangente doit étre menée. « représentera autre limite, c’est-a-dire
la limite intérieure. Or on déduit de ces premiéres valeurs € et a,
comme on I'a vu dans l'article cité, de nouvelles valeurs plus ap-
prochées € et o', entre lesquelles la racine est également comprise
et qui sont ainsi exprimées

gL r:“_ﬁfi@

/1 6)’ F&)

De plus, si 'on nomme ¢ la différence 6—« des deux premiéres
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limites , et /" la différence 6’ — o’ des nouvelles limites plus rappro-
chées , la différence i’ sera beaucoup plus petite que 7, et 'on aura
(article g) entre ces deux quantités la relation

;i .f”(zx. . .G)

‘ 2f"(€) °
S"(a...6) représente la valeur que prend f”(x) lorsqu'on donne
a x une certaine valeur qui est comprise entre les nombres connus
« et 6.

Si la différence ¢ devenait infiniment petite, la différence ¢’ de-
viendrait infiniment petite du second ordre; et le rapport de cette
quantité i” au carré de 7 est une quantité finie que I'on peut déter-
miner. En effet les limites « et 6 devenant alors toutes deux
égales a 'abscisse du point d’intersection, c'est-a-dire a la racine
x, l'expression du rapport dont il s’agit est

S"(=)

2f" (=)
Plus les limites « et € sont rapprochées, et plus le rapport dela dif-
férence i’ des deux nouvelles limites «’ et 6" au carré dela différence:
1x)
2f"(x)’
sorte que ce rapport peut différer aussi peu quon le voudra de
cette (uantité.

des deux premieres limites « et € approche d’étre égal a en

S (x)

2f"(x)’
de la différence des deux limites au carré de la différence des
limites précédentes, ne peut étre déterminée exactement, puis-

f(a. . .6)

9 7 . . . ) .
quelle dépend de la racine inconnue x; mais I'expression 7

donne un moyen facile de connaitre entre quelles limites est

La valeur de la quantité c’est-a-dire de la derniére raison

comprise cette derniére raison. En effet comme I'on a supposé
que I'équation /"' (x)=o0 n’avait point de racine entre les limites
« et 6, la fonction f”(x) sera constamment croissante ou - décrois-
sante dans l'intervalle de ces mémes limites. Il en est de méme de
la fonction f'(x), puisque I'équation f”(x)=—o n’a point de ra-
cine entre « et 6. Si 'on désigne donc par f”(B) la plus grande
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des deux quantités f”(«) et f”'(€), abstraction faite du signe, et
par f’(a) la plus petite des quantités f'(x) et f’(), abstraction
faite du signe, le quotient
J" (B)
2f"(a)
S .
2f" ()’
[ 6)
2/"(€) ‘
désignée par «...6, qui doit toujours étre comprise entre « et €.
Il résulte de ce qui précede que si, apres avoir formé au moyen
des valeurs approchées « et 6, dont la différence est 7, une valeur
plils approchée €’ exprimée par

sera nécessairement plus grand que et en général ce quotient

sera toujours plus grand que , quelle que soit la quantité

on ajoute a cette derniere valeur le terme

;3 f"‘ (B)

T Taf(a)?

on aura ajouté une quantité plus grande, abstraction faite du signe,
que la différence des nouvelles limites o’ et 6’. Par conséquent on
a la certitude que la racine cherchée est comprise entre les quantités

IO}
S'6)’
A N
J'(6) 2f"(a)
¢ désigne la différence € —a. On a représenté par B celle des quan-
tités o et 6 qui, étani substituée a la place de x, donne la plus
grande valeur, abstraction faite du signe, a la fonction [/ (x); et
par a celle des mémes quantités « et € qui donne a la fonction f'(x)
la plus petite valeur, abstraction faite du signe.
(26) Pour déduire de la premiére valeur approchée €', qui répond
a T'abscisse 06’ (fig. 14), une seconde valeur approchée telle que la

et
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racine firt nécessairement comprise entre ces deux valeurs, on pour-
rait, au lieu de la seconde limite «' qui répond a l'abscisse od’,
considérer la limite os donnée par le point d’'intersection de la
sécante mn avec axe. L’abscisse oz du point d'intersection de la
courbe est certainement comprise entre les abscisses os et 06'; et
ces nouvelles limites étant moins distantes que les limites o«” et
0¢’, Uemploi que I'on en ferait aurait 'avantage de faire approcher
plus promptement de la valeur de la racine.

On connaitra la différence 6’5 entre la premiére valeur appro-
chée et l'abscisse du point d'intersection de la sécante en partageant
lintervalle «’ ', que 'on a désigné ci-dessus par i, en deux parties
proportionnelles anx ordonnées n € et ma. Ces ordonnées sont ex-
primées respectivement par f'(5) et —f"(«) : la premiere partie £’
est donc égale a |

nE 8 fO)
T T —I@

Cette différence étant moindre, abstraction faite du signe, que

A NC I
2 @ F6)—/)°

on en conclut que la racine est-certainement comprise entre ces

deux quantités,
O]
ey
€ — f6) 5 1B S©)
WO 2f"(a) f(6)—f(%)

et

Mais quoique ces nouvelles limites offrent l'avantage d’une ap-
proximation plus rapide, l'usage des précédentes est plus facile,
et l'on trouvera qu'il est préférable de s’en servir dans le calcul des
racines. Il reste & montrer comment , au moyen de la connaissance

de la seconde limite £ A i S (B)

S16) - T2 @)’

de maniére a ne déterminer jamais que des chiffres exacts, c'est-

on peut régler le calcul
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a-dire des chiffres qui appartiennent a la véritable valeur de la
racine, 7

(27) Si la différence i des deux premiéres valeurs approchées «
et & est une unité décimale d’un ordre assez élevé, la différence ¢’
des nouvelles valeurs approchées «’ et & est en général une unité
décimale d'un ordre beaucoup plus élevé. Par exemple si la valeur

S (B)

du coefficient “—~ ne surpasse point I'unité, la différence ¢’ est
2/"(a)

plus petite que le carré de la différence précédente . On en conclut
que si le dernier chiffre décimal de la valeur approchée ¢ est de
Iordre n, et que 'on forme une valeur plus approchée € en ajou-
16)
7@
les chiffres décimaux du résultat qui précedent le chiffre décimal de
Iordre 2n. En effet la valeur € — }{%’ qui est plus grande que
la racine, deviendrait plus petite si I'on en retranchait ¢*, ou
une unité décimale de l'ordre 2n. Ainsi en calculant le quotient

/(%)

—%@) On peut conserver tous les chiffres décimaux jusqu’a celui

tant a 6 le quotient — on est assuré de l'exactitude de tous

qui est de l'ordre 2 : mais on ne doit point regarder les chiffres
suivants comme appartenant a la racine; il est donc inutile de les
déterminer, et I'on ne doit pousser la division que jusqu’au chiffre
qui exprime un certain nombre d’'unités égales a (+5)*". On voit
que chaque opération donne alors a la racine cherchée un nombre
de chiffres décimaux exacts égal au double du nombre des chiffres
décimaux qui étaient déja connus.

' . "(B .
Lorsque la valeur du coefficient { ,(J)) est plus grande ou moins

grande que l'unité, lenombre de nouveaux chiffres décimaux exacts
que 'on obtienten divisant f(€) par f'(6),est moins grand ou plus
grand que le nombre des chiffres décimaux qui étaient déja con-
nus. Pour déterminer avec certitude jusqua quel chiffre du quo-
tient cette division doit étre continuée, on fera usage de la regle
sulvante.

On examinera quel est le rang du premier chiffre du quotient
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W
j—}%}%, et 'on remarquera quelle est 'unité décimale immédiatement

supérieure a la valeur de ce quotient. Si, par exemple, le quotient
f;,((q) avalt pour premiers chiffres 0,003, on prendralt 0,01 pour
cette unité décimale; et si le méme quotient avait pour premier
chiffre 3 au rang des mille, on prendrait 10000 pour cette unité
décimale. Cela posé, soit (:5)* cette unité décimale plus grande
que la valeur du quotient dont il s’agit, 'exposant £ pouvant étre
positif ou négatif; et soit aussi ()" I'unité décimale qui est égale
a la différence i des deux premiéres limites désignées par « et €.

Le coefficient f}f( 3 étant moindre que (;5)*, le terme Z*. g,(g)) sera
moindre que ()" Alors en effectuant la division de f(€) par
S (€), 1l faudra s’arréter au chiffre de 'ordre décimal 272 + k. En

S€)
7€)
de la racine qui est déja connue, on obtient un résultat qui différe
de la véritable valeur de la racine d'une quantité moindre que la

jf g et o JJ:,%)). Or cette diffé-

i
rence, exprimée par —i* j},g ) , est elle-méme moindre, ab-

straction faite du signe, que (T.,)” =)t done en continuant la

effet lorsqu'on ajoute le quotient — a la partie € de la valeur

différence des deux quantités €—

division indiquée par — I )) jusqu'au chiffre décimal de l'ordre

S (e

an+k, on est assuré que lerreur du résultat que I'on obtiendra
est moindre qu'une unité décimale de cet ordre. Il ne restera plus
qu’'a avoir égard a la partie du quotient que 'on aura négligée.
(28) Il faut maintenant considérer que la limite désignée par €,
et que I'on emploie pour former une valeur plus approchée €, en

ajoutant a € le quotient ——]‘%, est toujours la limite appelée ex-

térieure, cest-a-dire celle qui, étant substituée dans les fonctions

S (x) et f"(x), donne deux résultats de méme signe. Dans les cas

représentés par les figures g et 12 cette limite € répond au point

b, et dans les cas représentés par les figures 10 et 111a mémelimite 6
L. ‘ 27
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répond au pointa. Orl'inspection seule des figures indique que, dans
tops les cas, on s’éloignerait de la valeur de la racine en prenant
la valeur de la sous-tangente un peu trop faible, abstraction faite
du signe, et que 'on s'en approchera au contraire en prenant cette
méme valeur un peu trop forte. 1l en serait autrement si la tangente
était menée par le point m dans les figures g et 12, ou par le
point 2 dans les figures 10 et 1t : on devrait alors au contraire
prendre un nombre inférieur plutot que supérieur a la véritable
valeur de la sous-tangente. Mais en employant la limite extérieure &,
qu'il est toujours facile de distinguer d’apres la condition énoncée
ci-dessus, il est évident que 'on doit, pour former la nouvelle va-
leur approchée €', ajouter &4 6 une quantité qui soit plutot au-dessus

de la valeur du quotient f’(sz) qui représente la sous-tangente,

qu'au-dessous de la véritable valeur de ce quotient.
Il résulte de cette remarque qu’apreés avoir continué la division

indiquée par ;p,((g) jusqu’au chiffre de l'ordre décimal 27 + £,
y compris ce méme chiffre, on doit, au lieu de négliger tous les
chiffres suivants, augmenter d’une unité le chiffre de 'ordre 2 n+ %
auquel on s’est arrété. On ajoutera donc le résultat obtenu de cette
maniére a la limite €, en ayant égard au signe de ce résultat, et
I'on connaitra la nouvelle limite plus approchée 6' qui est I'objet
de la recherche.

Nous observerons d’ailleurs qu’en formant ainsi cette nouvelle
limite plus approchée €', c’est-a-dire en arrétant la division indi-
quée par — z \(6)) au chiffre décimal del'ordre 27 + % et augmen-

tant ce chlffre d'une unité, on ajoute a la véritable valeur de la

quantité & j/:f,g) une quantité qui ne peut surpasser (:5)*" %, et
7!
qui par conséquent ne peut surpasser la différence — j;((a 5

des deux nouvelles limites. Done la nouvelle limite €’ differe a plus
forte raison de la racine d’une quantité moindre qu’une unité dé-
cimale de l'ordre 27 + &. Mais cette limite €’ peut se trouver plus
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grande ou plus petite que la racine : c'est ce qu'on reconnaitra en
la substituant dans la fonction f(z). Sila limite 6" est plus grande
que la racine, on retranchera une unité du dernier chiffre décimal,
ce qui donnera la seconde limite «”. Si au contraire la limite &’ est
moindre que la racine, on formera la seconde limite en ajoutant
une unité au dernier chiffre décimal. On parvient donc de cette
manieére a obtenir deux nombres entre lesquels la racine est néces-
sairement comprise, et qui ne different plus I'un de l'autre que
d’une unité décimale de 'ordre 2 + £.

Si I'on veut pousser plus loin 'approximation, on opérera sur
les deux nouvelles limites que I'on vient d’obtenir comme on
Pavait fait sur les deux limites précédentes. On distinguera celle
de ces deux limites qui, étant substituée dans les fonctions f(x)
et /"(x), donne deux résultats de méme signe : soit €, la limite dont
il s’agit, et n, I'ordre décimal du dernier chiffre de cette limite. On

calculera le quotient —JJ:,((%%, qui doit étre ajouté a €, pour former
:

une nouvelle limite plus approchée, jusqu'au chiffre décimal de
Iordre an, + k, et y compris ce chiffre: on augmentera ensuite ce
méme chiffre d’'une unité. Ainsi le nombre des chiffres décimaux
exacts que 'on obtient a chaque nouvelle opération augmente de
plus en plus. Si n désigne le nombre des chiffres décimaux primi-
tivement connus, c'est-a-dire si les limites données « et € ne diffe-
rent 'une de I'autre que par une unité décimale égale a ()", le
nombre de chitfres décimaux exacts qui sera connu par une pre-
miére opération sera 2n + k; ce méme nombre sera 4 n + 3k apres
une seconde opération, 8 » + 7k apres une troisieme, et ainsi de
suite.

Le procédé d’approximation de la racine ne commence i avoir
un cours régulier et rapide que lorsque le nombre 272 + £ est
plus grand que n, ou lorsque 'on a n > —Fk, ce qui pourrait ne
pas arriver si & ou n étaient négatifs. Il est donc nécessaire, apres
avoir déterminé le nombre %, qui est 'exposant de I'unité décimale
de l'ordre immédiatement supérieur a celui du premier chiffre du

217.
/
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quotlent B de s’assurer si la condition n > —F% est satisfaite.

2/ (a)’

Si elle ne I'était pas on devrait rapprocher les limites données a
et b, par la substitution de nombres intermédiaires, jusqu’a ce que
la différence de ces deux limites fut egale au plus a (75)", le nombre
n étant égal a 1—Fk.

(29) Les considérations qui viennent d’étre exposées conduisent
a la regle suivante.

Etant données deux limites @ et b entre lesquelles est com-
prise une seule racine de I'équation proposée f(x)=o, tandis que
les équations subordonnées /' (x) =o, f” (x) =0, f"'(x)==0 n'ont
point de racines entre ces mémes limites, il s’agit d'obtenir deux
nouvelles limites ausst rapprochées quil est possible, et entre les-
quelles la racine de'équation proposée soit également comprise.

On choisira la plus grande en nombre des deux quantités f”(a)
et (), et on commencera a la diviser par la plus petite en nombre
des deux quantités 2f”(a) et 2 f'(b): il suffit de connaitre le rang
du premier chiffre du quotient, et de remarquer quelle est I'unité
de l'ordre décimal immédiatement plus grande que ce quotient. Soit
(+5)" cette unité : on connaitra ainsi le nombre % qui peut étre po-
sitif ou négatif.

Soit ()" I'unité déeimale qui est au moins égale a la différence
des deux limites données a et 6. On examinera si le nombre 7 est
au moins égal & 1-—£k. Si cette condition n’était pas remplie, il
faudrait rapprocher les limites @ et b par la substitation de nom-
bres intermédiaires.

Ayant donc reconnu que la condition n=1—%, oun>1—rk,
est satisfaite, on distinguera entre les limites @ et & celle de ces
limites qui, étant substituée dans les fonctions f{x) et f(x), donne
deux résultats de méme signe : soit § cette limite. On divisera , sui-
vant la régle de la division ordonnée, f(6) par J(6), en continuant
I'opération jusqu’a ce que le dernier chiffre trouvé au quotient soit
de I'ordre décimal 27 + £ On augmentera ce dernier chiffre d’'une
unité, et 'on ajoutera le quotient ainsi obtenu & la limite ¢ , ot on
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le retranchera de cette limite,snivant que les quantités f(6) et f'(€)
seront de signes différents ou de méme signe. La nouvelle limite
¢’ formée de cette maniere pourra étre plus grande ou moindre que
la véritable valeur de laracine, ce qu'il sera facile de reconnaitre en
substituant cette valeur €’ dans f(x); mais elle différera toujours
de la racine d'une quantité moindre que (3)*"**% Par conséquent
en diminuvant ou en augmentant d’une unité le dernier chiffre de €',
on formera une seconde limite moindre que la racine si la limite

& qu'on vient d’obtenir est plus grande, et plus grande que la racine
sila limite €' était plus petite.

On opérera ensuite sur ces nouvelles limites comme on I'avait
fait sur les premiéres limites données a et b, etainsi de suite. Chaque
nouvelle opération fera connaitre un nombre de chiffres apparte-
nant & la valeur de la racine de plus en plus grand. Les nombres
des chiffres décimaux exacts qui suivent la virgule aprés la pre-
miére , la seconde, la troisieme, etc. opération sont respectivement
an+k, 4n+3k, 8n+ 7k, etc. La marche du calcul est assurée
et réguliere; elle ne donne lieu & aucune opération superflue, et
I'on n’est jamais exposé a déterminer aucun chiffre qui n’appartienne
point a la véritable valeur de la racine.

Nous avons d’ailleurs regardé I'exposant & comme un nombre
constant. Il peut arriver quelquefois qu'en calculant de nouveau sa
valeur au moyen des limites de plus en plus rapprochées que donne
la suite de l'opération , on trouve pour ce nombre £ une valeur plus
grande que la premiere, ce qui rendrait I'approximation plus
rapide.

(30) Nous appliquerons les regles précédentes a I'équation

r’—ox—>5b=o.
La suite des fonctions est

S(@)=2—22—5
S (5)=
f(@)=6x
flll (x) — 6
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et en substituant d’abord les nombres de la progression décuple,
on trouve

S @), S@), S@), (@)

(—1)eee. + — + —
x 4

(€0)ever + — — -;-'
(0)evrs + 0 — —

L (>0).... + + — —
(I)..._. -+ -+ + —
(10) vo.. + + + +

L’équation a deux racines indiquées entre — 1 et o, et une autre
racine indiquée entre 1 et 10: on reconnait immédiatement que
les deux premiéres racines sont imaginaires, parce que la somme

. 5 .y .o
des quotients §+; surpasse la différence 1 des deux limites. Par

conséquent cette équation a une seule racine réelle comprise entre
i et 10.

Pour avoir deux limites qui ne différent entre elles que par une
unité de I'ordre du dernier chiffre, on substituera des nombres
intermédiaires et 'on trouvera

(2)eeeees +  + o+ —

X3 10 I

. o 9] o I
B+ + o+ =+
: 18 25 16

Ainsi la racine est comprise entre 2 et 3, et la suite des indices
étant 000 1, on pourrait procéder a I'approximation. Mais en di-
visant la plus grande des valeurs de £”(z), qui est 18, par la plus

petite des valeurs de 2 /"(x), quiest 2.10,0n obtient pour quotient
18

5=0,9: l'unité décimale de 'ordre immédiatement supérieur au

premier chiffre de ce quotient étant 1, on a donc k—=o. La diffé-
rence des deux limites entre lesquelles la racine est comprise étant
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aussi égale a 1, on a également n=o. Par conséquent la condition
n=:ou >1— k n'étant pas satisfaite, on est averti que les limites
2 et 3 ne sont pas assez rapprochées pour que I'on doive commencer
immédiatement 'approximation. '

En substitunant donc des nombres intermédiaires de I'ordre dé-
cimal immédiatement inférieur, il viendra

S@), S@), S@), f@)

(2,0) .... + + + —
12 1o 1

(2,1) ...+ + + +.
12,6 11,23 0,061

. . . . ! . . . 7

Ainsi la racine est comprise entre les limites 2,0 et 2,1. La diffé-
. . ) 4 .

rence de ces limites est —: donc n=1. La plus grande des va-

leurs de f”'(x) divisée par la plus petite des valeurs de 2/ "'(x) est

12,6 cs Vs . , 1 , .
~==0,(... : I'inité décimale immédiatement supérieure au pre-

mier chiffre du quotient étant toujours 1, nous avons comme ci-
dessus k= o. La condition n=1 — £ est satisfaite : on peut pro-
~céder a l'approximation, sans chercher a resserrer davantage les
limites par la substitution de nouveaux nombres intermédiaires.
La plus grande limite 2,1 est ici la limite extérieure, qui a été dé-
signée par 6, puisque cette valeur donne le méme signe + aux deux

fonctions f(x) et f"(z). Par conséquent la premiere valeur appro-

, - ) 6
chée se formera en retranchant de 6 = 2,1 le quotient I-@—\ — 2208,
S 6 11,23

la division doit étre continuée jusquau chiffre décimal de l'ordre
an +k, cest-a-dire ici jusqu'aux centieémes; et avant d’opérer la
soustraction, on doit augmenter le dernier chiffre d’'une unité.

0,061 N
T—===0,00...., le nombre & retrancher de
I,

2,1 est 0,01 : il vient donc pour premiere valeur approchée 2,09.

Camme l'on trouve

N . I . . . .
Cette valeur est exacte a2 moins de Too pres : mais on 1gnore jus-

quici si elle est moindre ou plus grande que la racine. -
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Pour le reconnaitre, et continuer l’approximaﬁon ,on substituera
2,09 dans la suite des fonctions , conformément a la regle de calcul
expliquée dans l'article 24. Le tableau suivant présente cette opé-
ration.

i, R, ), f"(2)

—1 10 12 6
0,09 ' 0,09 0,09

0,90 1,08 0,54

9 - 9

972 486

0,0486 0,0243

9

2187

0,000729

d’'ou l'on déduit

f(2,09)= 0,90 » f/(2,09)=10 , f'(2,09)=12 » f"(2,09)=6.
: 186 8 0,54

4 1,0 0
2 2
__—.._.._..Z..?. e 12,54
0,949329 11,1043
Ce—1
=—0,050671

Le résultat de la substitution de 2,09 dans /() étant négatif, cette
quantité est plus petite que la valeur de la racine, qui par consé-
quent est comprise entre les limites 2,09 et 2,10. La différence de

. . I I 2 . 7
ces limites étant —, ou <E> , le nombre 7 est maintenant égal
a 2 : ainsi lapproximation suivante peut étre portée jusqu’au chiffre

/. .y . e 6,061
décimal du guatrieme ordre. On continuera donc la division 3
2

Jusquau quatrieme chiffre aprés la virgule inclusivement, ce qui
donnera 0,0054, et en augmentant le dernier chiffre d’une unité,
0,0055. Ce résultat étant retranché de 2,10, donne 2,0945 pour
la deuxieme valeur approchée, Cetie valeur est exacte & moins de

res.
10000 p
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On ignore si le nombre 2,0945 est plus petit ou plus grand que la
racine : la substitution de ce nombre dans la fonction f(z) et dans
les fonctions dérivées s’effectue de la maniére suivante.

JS(2,09) J'(2,09) S (2,09) JS"(2,09)
—0,050671 11,1043 12,54 6
" 0,0045 0,0045 0,0045
555215 6270 30
444172 5016 24
0,04996935 0,056430 k 0,0270
45 45 -
atr————

282150 1350

225720 1080

2539350 T 1atbo

0,0001269675 0,00006075

45

30375

24300

573375

0,000000091 125
d’'ou l'on déduit

f(2,0945)=  0,04996935
0,0001269675
0,000000091125

0,0500096408625
- — 0,050671

=— 0,000574591375

S (2,0945)= 11,1043
0,056430

0,00006075

11,16079075
f"(20945)= 13,54

0,0270
12,5670
J"(2,0945) = 6.
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Le résultat de cette substitution donnant une valeur négative a
f (x), on conclut que le nombre 2,0945 est plus petit que la racine,
qui est par conséquent comprise entre les limites 2,0945 et 2,0946.
Le dernier de ces deux nombres est la limite appelée extérieure,
et par conséquent il est nécessaire,, pour continuer 'opération, de
substituer le nombre dont il s’agit dans les fonctions proposées :
mais on peut se dispenser de répéter le calcul qui vient d'étre
effectué en employant la formule

. . i o i3 "
SE+D=,f6)+if' (6) += " (6) +—=/"(6) + ete.
On déduira dan immédiatement des résultats précédents
f(2,0946)=— 0,001116079075

62835

I

0,001T16141Q1T
— 0,000574591375

= 0,000541550536

f'(2,0946)=  11,16079075
125670
3

= 11,16204748
f"(2,0946)=— 12,5670
6

= 12,5676

f"(2,0946)= 6.

Comme nous avons maintenant n» =4, nous devons, en calculant

. 54 . e e . ,
le quotient jj:,((éé)):o’(:?ol 62545;45; 6, continuer la division jusqu’au

huitieme chiffre aprés la virgule inclusivement. La valeur de ce quo-
tient étant 0,00004851, on retranchera donc le nombre 0,00004852
de la limite 2,0946, ce qui donnera pour troisiéme valeur appro-
chée 2,09455148.

IL.e tableau suivant présente le calcul de la substitution de cette
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valeur dans les fonctions proposées.

/(2,0945) S (2,0945) /" (2,0945) S (2,0945)
—0,000574591375 11,16079075 12,5650 6
‘ 0,00005148 0,00005148 / 0,00005148
8928632600 1005360 48
4464316300 502680 24
1116079075 125670 6
5580395375 628350 3o
.}50005745575078100 0,000646949160 0,00030888
5148 5148
5175593280 247104
2587796640 123552
646949160 30838
3234745800 154440
3330494275680 159011424
0,00000001665247137840 0,00000000795057 12
5148
636045696
318022848
79505712
397528560
409295405376

0,000000000000136431801792
)y ] Id .
d’ou 'on déduit

| F(2,09455148) = (%0005745575078100
( 9' ) 1665247137840
136431801792

0,000574574160417810201792
— 0,000574591375

==-—— 0,000000017214582189798208

S(2,09455148)=  11,16079075
646949160
79505712

= 11,1614377071105712

#"(2,09455148)= 12,5670
30888

= 12,56730888
S"(2,09455148)= 6.

28.
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Comme le résultat de la substitution donne une valeur négative
A f(x), on est averti que le nombre substitué est plus petit que la
racine : ainsi la racine est comprise entre les nombres 2,09455148
et 2,09455149.

Les résultats de la substitution du dernier de ces deux nombres,
quil est nécessaire de connaitre pour porter plus loin I'approxima-
tion, se déduisent presque sans calcul de ceux qui viennent d’étre
obtenus, par le procédé que l'on a déja employé. On aura

f(2,09455149)=  0,000000111614377071105712
628365444
I

0,000000111614377699471157
— 0,00000001721 4582189798208

= 0,000000094399795 509672949

J'(2,09455149)= 11,1614377071105712
. 1256730888
T

= 11,1614378327836603

S (2,00455149)= 12,56730888
-6

12,567308¢4
f"(2,09455149) = 6.

ILe nombre ~ étant maintenant égal a 8, la division indiquée par

AO)

7 doit étre continuée jusqu’au seiziéme chiffre aprés la virgule

inclusivement. Le quotient de cette division, que l'on obtient
facilement au moyen de la régle de la division ordonnée, étant
10,000000008457673/ , on retranchera ce nombre, apres avoir au-
gmenté le dernier chiffre d’'une unité, de la valeur précédente, ce qui
donnera pour guatriéme valeur approchée 2,0945514815423265,
nombre qui ne différe pas en plus ou en moins de la racine d’une
unité décimale du seiziéme ordre.

Dans lexemple qui a été choisi, chaque opération double le
nombre des chiffres exacts qui suivent la virgule: par conséquent
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une opération de plus fera connaitre la valeur de la racine jusqu’a
la trente-deuxiéme décimale. En continuant a opérer de la méme
manieére la substitution de la valeur précédente est facile, et donne
les résultats suivants :

' flx)=— 0,6000000000000010210749604436798454324951\85865375
()= 11,16143772649346472644563309780675
S(x)= 12,5673088892539590.

La valeur trouvée pour f(x) étant négative, on est averti que le
nombre substitué est plus petit que la racine : ce nombre forme
donc la limite inférieure, et la limite supérieure est par conséquent
2,0945514815423266. Les résultats de la substitution de ce dernier
nombre se déduisent immédiatement des précédents, et sont

f(x®)= 0,000000000000000095068812205666690048612570185096
[ (2)=11,16143772649346598317652202320268
S (x)==12,5673088892539596.

On divisera donc /() par f'(x), en continuant la division jusqu’au
trente-deuxiéme chiffre aprés la virgule inclusivement , ce qui don-
nera pour quotient 0,00000000000000000851761345942069. Ajou-
tant une unité au dernier chiffre de ce nombre, que I'on retranchera
ensuite de la valeur précédente, il viendra pour cinquieme valeur
approchée 2,09455148154232659148238654057930+ Le dernier
chiffre de cette valeur est exact, c'est-a-dire que I'on s’éloignerait de
lavéritable valeur de la racine si 'on augmentait ou si 'on diminuait
ce chiffre d’une unité : mais si I'on voulait pousser plus loin la divi-
sion, les chiffres que 'on obtiendrait a la suite du trente-deuxiéme’
n‘appartiendraient plus a la racine.

(31) Nous avons fait connaitre dans les articles 6 et suivants les
propriétés del'approximation du premier ordre, c’est-a-dire de celle
qui résulte de 'omission des termes contenant des puissances de
I'inconnue supérieures a la premiére. Plusieurs analystes ont consi-
déré I'approximation du second ordre, qui est beaucoup plus con-
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vergente , et ont proposé d’en faire usage pour le calcul des racines.
Ce procédé peut en effet:étre appliqué avec avantage dans un grand
nombre de cas, mais il laissait a résoudre les difficultés principales
que présentait aussi l'approximation newtonienne. Elles consistent a
distinguer avec certitude les racines imaginaires, a régler exacte-
ment le calcul en assignant‘ une seconde limite, et a mesurer la
convergence de I'approximation. Je vais exposer dans les articles
suivants les principes qui servent a résoudre ces questions.

Pour éviter I'incertitude qui provient de I'omission des termes
subordonnés, nous avons introduit dans le calcul 'expression de
deux limites entre lesquelles la racine est toujours comprise. Nous
ferons usage de ce méme principe, sansreproduire les détails de calcul
que nous avons donnés en traitant de 'approximation linéaire; car
aprés avoir montré l'exactitude rigoureuse des conséquences de
ce genre, il.importe beaucoup de conserver toute la simplicité de
Panalyse différentielle.

Nous examinerons d’abord sous ce point de vue la question sui-
vante, qui se rapporte a I'approximation du premier degré.

I’arc man (fig. 15) appartient a une ligne dont 'ordonnée est

f(x): le point o est I'origine des abscisses : I'abscisse o2 du point
d’intersection est la valeur d’une racine de I'équation f(z)=o.
Concevons qu’a partir du point d’intersection x on porte sur 'axe
des abscisses, et vers la gauche, une quantité trés-petite x @, que
nous désignerons par o. Au point a on éleve I'ordonnée am; par le
point m on mene deux lignes my, mv. La premiére mp est tan-
gente 4 I'arc au point m, la seconde mv est parallele a la droite
txt' qui touche l'arc au point 2. On forme ainsi sur I'axe un in-
tervalle p.v, qui serait beaucoup plus petit si le premier intervalle
x a avait recu lui-méme une valeur beaucoup moindre. Il s’agit de
connaitre la relation qui existe entre ce premier intervalle za,
que 'on peut regarder comme arbitraire, et l'intervalle pv qui
en dérive selon la construction précédente. On consideére ici la
derniere relation qui subsiste entre les intervalles ax et uv, c'est-
a-dire qu'on suppose que l'intervalle initial ax, désigné par o,
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diminue continuellement et a zéro pour limite: que par exemple
il devient successivement v, to, o, etc. : il s'agit de déterminer
les valeurs correspondantes de py, et d’en conclure ce que devient
la relation de v & ax lorsque pv atteint sa limite zéro.

La question étant ainsi distinctement posée est tres-facile a ré-
soudre. x désignant la valeur de I'abscisse o, et o 'intervalle za,
on voit que l'ordonnée am est égale a /' (.27——(0) La sous-tangente

_Slz—9),
S (z—w)’

par consequent la longueur de l'intervalle p.v est

ayp est ainsi exprlmee,

_Slz—o),
/(=)

), fle— o) (),
e ey o Se—) (=)

la valeur de la ligne ay est

I1 ne reste plus qua supposer » une quantité infiniment petite.
S (x— o) est ]a valeur de f(x) diminuée de sa différentielle dxf"(z),
et fx est nulle par hypothése, puisque x est 'abscisse d'un point
d’intersection : donc le premier facteur f/(x— ) de l’expression de

\

uv est—dxf'z. Le second facteur est la différentielle de ——

f’
I'on supposera dx négative. Ce second facteur est done dxz-/ff:—’;f-
Donc la valeur de v est ‘

f "z

O

- Il est évident qu’on trouvera ce méme résultat en développant l'ex-.
pression précédente selon la puissance de o, et omettant les termes
subordonnés.

On connait par cette valeur de la ligne infiniment petite v que
cet intervalle devientincomparablement plus petit que I'intervalle » :

=

.f'l‘z. )
tité finie qui exprime le rapport des deux fluxions /“x et —f'x
au point d’'intersection x, et qui dépend de la forme de la courbe
en ce point.

1l est égal au carré de o multiplié par le quotient quan-

(32) Considérons « comme une premiére erreur, parce que cet
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intervalle est la différence de la valeur approchée oa a la valeur
exacte o 2. En menant la tangente m p. on détermine un point p plus
approché du point x; et si 'on ajoute a I'abscisse oa la sous-tan-
gente ap. pour former une nouvelle valeur o p. de I'abscisse, on voit
que l'erreur restante p.x estdevenue pluspetite que la précédente a x.

Soit »' cette nouvelle erreur : on conclut de I'expression —-—;—E‘%—__—Zg

de la sous-tangente,

Slz—o)

!
Tt rE=e)
Si l'on développe selon les puissances de w, en omettant les termes
subordonnés ; ou, ce qui est la méme chose, si I'on emploie les
expressions différentielles, on a

o =0 +fm—-w.f’x'+§m2.f”x+etc.
- fle—o. f"x4ete. .

'On omet le terme fx, qui est nul par hypothése, et 'on trouve

0;,_ o =S T 10N S ete.
S'x—w. S 2+ etc. ?

ou, o étant une quantité infiniment petite,

Ainsi l'erreur », supposée d’abord treés-petite, diminue trés-rapi-
dement, puisquelle devient égale au carré de I'erreur précédente

ST Y . . 1 fMx
~multiplié par une quantité déterminée et constante, savoir — — -~
’ 2 fla’

valeur finie qui se rapporte au point x de 'arc mxn.
’s . , o> flx . 1 .
L'équation o ==-— "7 €Xprime, comme nous l'avons dit, la
relation finale d’'une erreur a celle qui la suit. Cette condition sub-
siste rigoureusement au point d’intersection x ; c'est-a-diré qu'elle
fait connaitre la convergence finale de I'approximation linéaire.
Ié re 7 7
Ces résultats sont ceux que nous avons déja démontrés : on se pro-
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pose maintenant d’étendre ces considérations au contact parabo-
lique des courbes.

(33) Soit o0 a (fig. 16) une premiére valeur approchée de I'abscisse
ox d’'un point d’intersection. L'arc ma n appartient & une courbe
dont I'ordonnée est exprimée par f(x). Nous désignons par a la
valeur approchée o a, et par x la valeur exacte ox. Soit x=a + ¢,
en sorte que ¢ est I'erreur de la premiére approximation, et que
I'on a f(a+¢)=o0. Nous développons cette expression en omet-
tant les termes ou il entre des puissances de ¢ supérieures a la
seconde : on a ainsi pour déterminer ¢ I'équation

fa+ef at+ief" a=0.

Sa, fla, f'a sont des coefficients connus. Si l'on résout cette
équation

fl

fl/ f”

e (e ]

Soit o l'erreur de la premiere valeur approchée a, et o I'erreur

&+ 2e—— 0,

on trouve

dela valeur plus approchée que 'on trouve en ajoutant a la quan-
tité « la racine ¢ quey I'on vient de déterminer : on a r=—a + o et

=a+ :+ o’. Donc o'=o—c. La question consiste a trouver la
derniére relation de o et «': on y parviendra comme il suit. On
déterminera ¢ au moyen de Uéquation précédente, en remplacant
a par sa valeur £— w; ensuite on supposera que o est infiniment
petite. On a donc

mf" (— o)+ fle—e)F|[f z—ov)*—2f(z—0). f”/‘”“‘.‘*’)‘%.
fll(x )

o étant infiniment petite, on conservera le premier terme subsis-

tant du résultat. Or on reconnait que dans le numérateur, il ne

reste, en attribvant le signe — au radical, que des termes multi-

pliés par «°; toutes les puissances de o inférieures a la troisiéme
I : 29
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disparaitront. Quant au dénominateur f"(x—uw), il se réduit a
J " (z) lorsque o est infiniment petite. 11 reste donc a former le nu-

7 « . ’ .
mérateur : voici le détail de ce calcul.

Si dans la premiére partie of” (x— ») + /' (£ — ) on développe
selon les puissances de , en ne conservant que la troisieme puis-
sance et n’écrivant point la variable x sous le signe de fonction,
on trouve

fl-,__w_;f”/_'_ %fzv.
Dans le produit f(z—w).f "(ac——m) qui entre sous le radical, le
;;3 ", parce que fx est

nulle par hypothese. Donc pour sarréter a o’ dans 'expression du
produit, on écrira au lieu du second facteur f”(x—w) la quantité

S —of"+ Ez-a—f". Le produit cherché f(x—o).f"(x—0w) est
donc

—of [+ w (G S S )= (G LS.

i

facteur f(z—o) se réduit a—a f +

Le carré de (@ —u), ou de.f"—af "+ f "— 2 £, est

Sr=20f e (f S S ) = (LS 5SS
Par conséquent la quantité affectée de I'exposant ; est
f’a--m’,f'f"”-l—wa (%f”‘/p”’"‘ %f:f,v) .

Si on éleve a la puissance ; on trouve, en attrlbuant le signe —
au radical ,

o]
ou

o LI m__. s ‘_I_f”f'” . "‘ ‘
f+u)2f w(n.?f———f’ +'3“f ),



CALCUL DES RACINES. 223

et ajoutant la premiére partie de I'expression de ', on a

, 1 ®3 11 L ®? m
=t (LY _e

S 2.3 f 2.3 f
résultat tres-simple qui donne la mesure de la convergence finale
pour Papproximation du second ordre. L’erreur » décroit trés-ra-
pidement : sa valeur est le produit du cube de I'erreur précédente
par un coefficient constant. Le nombre des chiffres décimaux exact
est, généralement parlant, triplé par chaque nouvelle opération.

4
, OU o =

Le coefficient constant est égal a ———!—Jj—,-f : sa valeur dépend de
2.3 flx

la forme de la courbe au point d’intersection.

(34) Ces conséquences s'étendent aux approximations de tous
les degrés. Pour découvrir le résultat général j’ai employé une autre
forme de calcul que je vais rapporter.

La premiere valeur approchée étant désignée par a, ete expri-
mant 'erreur de cette détermination, ona x=a 4-¢, et f(a +¢)=o.
On développe cette expression, et 'on omet les puissances de e
supérieures a la premiere, a la seconde, a la troisiéme, etc., selon
que I'on veut se borner a 'approximation du premier degré, ou du
second , ou du troisiéme, etc. Considérons ce dernier cas: I'équa-
tion qui sert a déterminer ¢ est donc

fa+af’a+gf"a+§—3f"'a=0. (e)

Or cette équation est seulement approchée : il est évident que la
valeur de ¢ qu’elle fournit n’est pas compléte. Par conséquent si on
I'ajoute a la‘quantité a, on ne trouvera point exactement la racine
z; elle en différera d’une nouvelle erreur beaucoup plus petite
que la premiére: il s’agit de découvrir la relation finale qui sub-
siste entre une erreur et celle qui la suit. L'équation f{a + ¢)=o0
ne subsisterait que si la valeur de ¢ était déterminée par I'équation
complete, et non par une équation approchée. Soit » la valeur
exacte de ¢, en sorte que 'on a r=a + o, et f(a + o)=0; soit o'
Perreur qui remplace la précédente o, et qui provient de ce que

29.
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'on ne calcule qu'une valeur approchéede e :onadoncr —a+e+w,
la valeur ¢ étant la racine de I'équation approchée (e). Donc
o +e—w=0 et a=a—0w. Actuellement nous mettrons dans
I'équation (e) pour a sa valeur x—ow, et pour ¢ sa valeur v —o':
on aura ainsi une équation entre o et «'. Il faudra déduire de cette
équation la valeur de o' exprimée en o, et supposer o infiniment
petite. On connaitra ainsi la relation finale cherchée entre les deux
erreurs consécutives o et o'. L’équation (e) devient

S(@—0) + (0—0) f (@ —0) + = (0—)f" (@—0)

o) S ) =0t (E)

il faut, comme nous l'avons dit, tirer de cette équation la valeur
de o, et supposer ensuite o infiniment petite. Pour que cette re-
cherche soit générale, on doit considérer une équation d’'un degré
quelconque dont o est 'inconnue.

On remarquera d’abord que I'équation (E) donne plusieurs va-
leurs de o', et eela doit étre puisque le calcul se rapporte jusqu’ici
a toutes les valeurs de «, et non pas seulement a celle qui est la
plus voisine de la valeur approchée a. La racine o qui est 'objet
spécial de la recherche est celle qui deviendrait nulle si w était nulle,
et c'est ce caractére qui nous indique celles des racines que l'on
doit choisir parmi celles que donne I'équation (E).

On développera par rapport aux puissances de o’ le premier
membre de cette équation, et chaque coefficient d’une puissancé
de o' sera ordonné selon les puissances croissantes de ». On aura
ainsi une équation de cette forme : k

0=Aw*+ Bo"+ Co'+ D. (F)

A,B,C,D,..... sont des coefficients ordonnés selon les p'liis-
sances croissantes de o, et cette équation pourrait étre d’'un degré
quelconque en o'. Cela posé, considérant o comme une grandeur
connue, et l'équation (F) comme littérale, nous ferons usage de la
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méthode qui donne la racine o’ correspondante a une valeur infi-
niment petite de »; et parmi ces valeurs de ' nous devons choisir
celle qui devient la plus petite lorsque o est infiniment petite. Ainsi
nous prendrons pour la valeur cherchée de o’ celle des racines o’
deve]oppees selon les puissances croissantes de o qui contlent a
son premier terme la plus baute puissance de o. '

Le terme D, qui dans 'équation (I') ne contient point o', est
évidemment

D=/ (z—0)+u/ (@ — ) Lof (@—u)+ S50/ @ w);
ou développant et omettant & sous le signe de fonction
D=ff! s f e 2 [ S 7 et
+of'—of '+ 3:— Y — -——f” -+ ete.
—l—%if”-—— f-;if”'—l— Eof—zf" — ete.
+ %f’”— Zi_%f Y+ el

La valeur de fx est nulle par hypothese, et apres les réductions

on trouve
I

D:—_z 3

4co“f" + ete.

Quant aux coefficients G, B, A qui entrent dans I'équation (F),
ils ne se réduisent point comme le précédent. T.a valeur de C,
coefficient de o' dans I'équation (I), est

C=—f(x—0)—1. 20/ " (@—0)—5.30)/" (& —a)—etc.

Les autres coefficients B, A sont formés comme celui-ci de diffé-
rentes puissances de w, et contiennent chacun un terme sans .

Il faut maintenant appliquer a équation (F) la régle générale
qui sert & déterminer les racines de I'inconnue o', ordonnées selon
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les puissances croissantes d’une lettre choisie, qui est ici w. Or les
coefficients A, B, C contenant tous un terme ou o se trouve a la
puissance zéro, on a, selon la regle, les quotients ci-indiqués
3:1
0:1 o:a 3:3
o0=Au’+Bo"4+Cuo + D.

On connait par la comparaison de ces quotients que celle des ra-
cines o' développées selon les puissances croissantes de o qui con-
tient & son premier terme le plus haut exposant de o est donnée
par l'équation partielle

Cm’—l—D:O;

et il faut, conformément a la regle citée, réduire C et D a leurs
premiers termes selon l'ordre des puissances croissantes de . On a
donc pour déterminer la racine cherchée o' I'équation partielle tres-
simple

wé
——Q):f‘,_"z 3 4fxv:0,
qui donne

. N ' m/p v

W T Y s,

2.3.4 f’d

Ce résultat est analogue & ceux que nous avons obtenus dans les.
articles 32 et 33 par un procédé tres-différent, fondé sur larésolution
effective des équations du premier et du second degré. On voit que
la méthode de résolution des équations littérales supplée iei aux
formules particulieres qui exprimeraient en radicaux les racines
des équations.

Si T'on applique I'analyse précédente a I'approximation du qua-
triéme ordre, cest-a-dire a celle qui résulterait de I'omission des
puissances supérieures a la quatrieme, on forme I'équation

o=f(x— ) + (o —a') .f’(x-——w)-.!—g(m—w')’.f”(m-——eo)

+ 53le— ) S E—o) le— ) S w0
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On résout ensuite cette équation par la méthode générale qui fait
connaitre les valeurs de o correspondantes a » infiniment petite ;
et Uon trouve pour déterminer celle de ces racines dont le premier
terme contient la plus haute puissance de » I'équation partielle

— 'J"’___._..w___s fv —
@ 2.3.4.5Y =

Ainsi la convergence finale de 'approximation du quatriéme ordre
est telle que chaque erreur o' est égale a T'erreur précédente o
élevée a la cinquieme puissance et multipliée par le facteur constant

L i frz
S3A5 7%

La loi suivant laquelle ces résultats se succedent devient mani-

feste, et 'on connait ainsi les propriétés générales des approxi-
mations d'un degré quelconque. Au reste ces considérations n’ont
point pour objet le calcul numérique des racines : les régles spé-
ciales que nous avons données dans les articles précédents ne laissent
rien a désirer pour la facilité des opérations. Mais il importait de
montrer toute I'étendue de cette theéorie des approximations.

(35) La difficulté de distinguer le cas des deux racines imagi-
naires du cas des deux racines réelles est le point le plus important
de l'analyse des équations ; elle exige une méthode propre fondée
sur le calcul des limites entre lesquelles les racines sont comprises.
Les recherches de Rolle, celles de De Gua, n'ont pu conduire a la
résolution numérique des équations, parce qu'elles manquaient
d’un caractére spécial pour distinguer les racines imaginaires. Le
calcul de I'équation aux carrés des différences a résolu pour la pre-
miere fois cette singuliere difficulté; mais, comme on I'a remarqué
depuis long-temps, la solution est purement théorique, et les ten-
‘tatives que l'on a faites pour la perfectionner ont été presque en-
tierement infructueuses. 1l était donc nécessaire de traiter la question
d’une maniére différente : nous avons démontré qu'elle admet une
autre solution, non moins-exacte, et d'une application incompara-
blement plus facile. Mais il est important de considérer sous divers
rapports la question fondamentale dont il s'agit, parce qu’elle se
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reproduit dans les récherches relatives aux surfaces courbes, et
dans la théorie générale des équations. Nous indiquerons dans les
articles suivants les principes généraux qui servent a la résoudre
de différentes maniéres.

Soient F(x) et f(x) deux fonctions algébriques dont les coeffi-
cients sont des nombres donnés. Concevons que I'on soit parvenu,
en appliquant les méthodes précédemment exposées, a trouver deux
limites a et b entre lesquelles I'équation F (x)=o0 a une seule ra-
cine, que nous désignerons par « : il s’agit de connaitre le signe
du résultat que l'on obtiendrait en substituant cette racine « dans
l'autre fonction f(x).

Si la valeur exacte de « était connue, la question n’aurait aucune
difficulté : car on attribuerait cette valeur exacte a la variable x
dans la fonction f(x), et l'on connaitrait le signe du résultat. 1l
n'en est pas de méme lorsque la racine « n’est connue que par ap-
proximation : car si au lieu de « on substitue une limite a tres-
rapprochée de «, on n’est point assuré que le signe de f(a) soit
le méme que le signe de f(«), et I'incertitude subsiste toujours,
quelque peu de différence qu'il y ait entre la racine « et la limite a.
Or la question qui a pour objet de distinguer le cas des deux racines
imaginaires de celui des deux racines réelles, se réduit & connaitre
le signe que I'on obtiendrait en substituant dans une certaine fonc-
tion f(x) une racine « qui rendrait nulle une autre fonction F(z).
En effet prenons pour exemple I'équation

2’— 32— 242 + 9bxr’ — 46 x — 101 =0,

que nous avons traitée dans les articles 12 et 36 du premier livre.
En subtituant les nombres 2 et 3 dans les fonctions

L&), @) @), (@), (@), f (@),

on a trouve ces deux suites

(2) ..o + + — — -
120 168 48 8a 3o ar
o o I . o 1 2
B)veees + + + @ —_— —- -

120 288 180 26 43 32
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La série des indices, formée selon la régle de I'article 31 du pre-
mier livre, est terminée par les nombres o 1 2. Il s’ensuit 1° que
'équation f”(x)==o0 a une racine comprise entre 2 et 3, et que
cette équation a une seule racine dans ce méme intervalle; 2° que
'on doit chercher entre les limites 2 et 3 deux racines de I'équa-
tion f(#)=o0, et que l'on ignore jusque -la si ces deux racines
sont réelles ou si elles manquent dans I'intervalle. Pour connaitre la
nature de ces racines, il faudrait substituer dans f(x) la valeur
~exacte de la racine « de I'équation f’(x)=o0, et marquer le signe de
S (2). Si-ce dernier signe est positif, les deux racines cherchées sont
réelles : 'une serait comprise entre 2 et «, et Iautre entre « et 3.
Cela résulte évidemment des principes que nous avons démontrés
dans le premier livre. Si au contraire le signe de f(«) est négatif,
on est assuré que les racines sont imaginaires, parce que la suite
des signes perd a la fois deux variations de signes lorsque le nombre
substitué passe d’'une valeur infiniment peu inférieure 4 « a une
valeur infiniment peu supérieure a «. Mais pour la certitude de
cette derniére conclusion, il ne suffit pas de substituer au lieu de
x dans f(z) une valeur trés-approchée de « : car on congoit que le
signe de f(x) pourrait étre positif lorsqu'on attribue a x une cer-
taine valeur, et devenir négatif lorsqu'on altere d’une trés-petite
quantité le nombre substitué. Toute la difficulté consiste & pouvoir
conclure le signe de f(x), quoiqu’on n’attribue a x qu’une valeur
approchée a moindre que «, ou une valeur approchée b plus grande
que «. Nous avons résolu cette question en considérant non-seule-
ment la grandeur des résultats £(a) et £(b), mais aussi les valeurs
f'(a) et f'(b) de la fluxion du premier ordre. Et en effet si la va-
leur a est trés-rapprochée de «, et si le résultat f(«) a une valeur
positive trés-grande, on est pour ainsi dire assuré que le signe de
S (a) est positif; et toutefois il reste a examiner si la fluxion f'()
étant négative est exprimée par un nombre trés-grand : car dans
ce cas la fonction f(a) décroissant trés-rapidement, il serait pos-
sible qu'elle devint négative lorsqu’on change extrémement peu la
valeur de z; et qu'ensuite elle devint positive, parce que la fluxion

I 3o
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JS'(z) deviendrait elle-méme positive et trés-grande. La solution
que nous avons donnée dans les articles 24 et suivants du premier
livre, consiste a introduire dans le caleul les valeurs de f(a), f'(a),
celles de f(b), f'(b), et de lintervalle 56— a. Par la comparaison
de ces quantités, on parvient a connaitre sans aucun doute le signe
de f(2). On peut aussi considérer la question sous un autre point
de vue qu'il est utile d’indiquer.

(36) Sil'on propose en général de connaitre le signe du résultat
que I'on trouverait en substituant dans /'(z)la racine « de I'équation

F(z)=o0,

f(x) et F (%) étant deux fonctions algébriques données, et si I'on
T d o\ o e
excepte le cas singulier ou F (z) est -~ f(x), il suffira d’appliquer
les principes que nous avons démontrés dans le premier livre con-

cernant les limites des racines. ; ,
On déterminera deux limites @ et b entre lesquelles I'équation
F(x)==o0 a une racine réelle, savoir la valeur « que I'on considére;

et ces limites a et b pourront toujours étre assez rapprochées pour
que les deux suites de signes des résultats

F (@), Fe=9(a).....T"(a), ¥"(a), F'(a), F(a)
(), Be(0). ... B8, (), F'(8), F)

fassent connaitre que I'équation F(z)=o0 a en effet une racine
réelle entre a et b. Supposons que cette condition ait lieu : on sub-
stituera les mémes limites @ et & dans les fonctions qui dérivent
de lautre fonction f(x), savoir :

SO @), [0 @) ... S @), f(®), S (@), f(@),

et 'on examinera s'il résulte de la comparaison des deux suites de
signes

SN@), o a)e .. S @), [ @)y f(@), S(a)

IO RN O IOW TN B
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que I'équation f(x)==o0 ne peut avoir aucune racine entre a et b,
en sorte que la série des indices propre aux suites (2) ait zéro pour
dernier terme. Si cette derniere condition a lieu en méme temps
que la précédente, on connait avec certitude le signe de f(a): ce
signe sera celui qui est commun aux deux quantités f'(a) et f(b).
En effet il résulte de la seconde condition que toutes les quantités
comprises entre a et b donneraient des résultats de méme signe si
on les substituait dans f(#); et il résulte de la premiere condition
que la valeur exacte de « est comprise entre a et b. Donc le signe
de f'(«) est connu : il est celui de f'(a) et f(b). 1] suffit donc, pour
déterminer ce signe, de rapprocher les limites a et & en sorte que
la racine « ne cessant point d’étre comprise entre a et b, ce que
- T'on connait par les signes des suites (1), la comparaison des suites
(2) donne o pour le dernier terme de la série des indices. Or sil'on
fait d’abord abstraction du cas ou ces deux fonctions auraient cette
relation singuliére F (z)= (% f(),il est certain que I'on obtiendra
facilement des limites @ et b qui satisferont a 'une et a 'autre con-
dition : car la fonction F (x) étant exprimée par I'ordonnée d’une
certaine courbe, et la fonction algébrique f(x) étant aussi 'ordonnée
d'une seconde courbe, les deux limites « et b entre lesquelles se trouve
un point d’intersection de la premiere ligne avec Uaxe des abscisses
peuvent, généralement parlant, répondre a deux ordonnées de la
seconde courbe entre lesquelles I'arc de cette seconde courbe n'aura
aucun point d’'intersection , et sera exempt de toute sinuosité. Done
la comparaison des suites (2) donnera o pour le dernier terme de la

série des indices. Done les deux conditions énoncées subsisteront
ensemble et le signe de f(«) sera connu.

(37) Cette remarque n'est point bornée aux fonctions qui ne
contiennent qu'une seule variable. On peut en général résoudre la
question suivante, qui se présente dans.les applications principales
de I'analyse algébrique. Une fonction algébrique f(z, ¥, z,...) de
plusieurs variables étant proposée, et les valeurs de z, y, z,. . . étant
seulement connues par approximation, il s'agit de connaitre avec

3o.
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certitude le signe que Yon obtiendrait en substituant dans la fone-
tion f(x, ¥, z,...) les valeurs exactes de x, v, z,... On suppose
que I'on connaisse pour chacune de ces valeurs deux limites entre
lesquelles elle est comprise. 11 faut juger, d’apres un caractére cer-
tain , si ces limites sont assez rapprochées pour que les divers résul-
tats qu'on obtient en substituant dans la fonction f(z, ¥, z,...)
des valeurs quelconques de «, ¥, z,... comprises entre ces limites,
sont tous de méme signe.

Nous avons assigné ce caractére pour le cas d'une seule variable
art. 36 : cette proposition est générale, comme on le verra dans
la suite de ces recherches. Il est toujours facile de rapprocher les
deux limites qui comprennent chacune des valeurs x, y,z, ... en
sorte que I'on soit assuré que le signe du résultat de la substitution
ne change point si I'on attribue aux variables des valeurs quelcon-
ques comprises entre ces limites.

(38) Cette proposition convient, généralement parlant , aux divers
points des lignes ou des surfaces courbes, et aux valeurs quelcon-
ques des variables ¥, %,...5mais il'y a des valeurs singuliéres
anxquelles on ne peut point I'appliquer immédiatement. Ces cas exi-
geut un procédé particulier dont nous allons indiquer I'origine.
On propose de déterminer le signe du résultat que Yon obtiendrait
en substituant au lieu de 2 dans la fonction algébrique f(x) la
valeur « qui rend nulle la fonction différentielle /' (x). Cette valeur
« nest point connue exactement; mais on sait (u’elle est comprise
entre deux limites tres-voisines et données « et b. Cette derniére
question est précisément celle que nous avons considérée d’abord,
et qui a pour objet de distinguer le cas des deux racines réelles du
cas des deux racines imaginaires. On le voit distinctement dans
I'exemple cité art. 35. Si la seconde fonction f'(zx) n'avait point
avec la premiere f(x) le rapport singulier dont il s’agit, en sorte
quau lieu de f(x) on elt une certaine fonction I (x) indépendante
de f(x), on examinerait si les deux limites a et b, entre lesquelles
« est comprise, sont assez voisines pour que la comparaison des
deux suites de signes |
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L@ @) (@), S (@), S (@), S @),
SOO), SOB) e STB), ST(B), S1(B), S(O)

donnat o pour le dernier terme de la série des indices; et si cette
condition n’avait pas lieu d’abord, on rapprocherait les deux Ii-
mites « et b jusqu’a ce que la condition eit lieu, ce qui, dans le
cas général, est trés-facile. Alors le signe cherché de f(x) serait
celui qui est commun a f(a) et f(b). Mais dans le cas particulier
que nous considérons, on ne pourrait point obtenir la derniére
condition, quelque rapprochées que fussent les limites a et b: le
dernier terme de la série des indices ne serait jamais o. Si les
deux racines cherchées. dans l'intervalle de a et b étaient réelles,
on parviendrait en rapprochant les limites a séparer les deux ra-
cines; mais si elles étaient imaginaires, l'incertitude subsisterait
toujours, parce que le dernier terme de la série des indices donnée
par les suites précédentes ne serait jamais o, mais toujours égal
a 2. Cela provient de ce que la valeur de x qui rend nulle l'or-
donnée f(x) de la seconde courbe correspond dans la premiere
courbe & un point singulier ol la tangente est parallele a I'axe des
abscisses. Or le dernier terme de la série des indices donné par
ces suites ne peut étre o que dans le cas ol I'arc de la courbe qui
répond a l'intervalle des limites n’a aucun point de maximum ou
‘minimum. On voit donc que la propositidu énoncée dans l'art. 36
ne peut point s'appliquer ici de la méme maniere que si les deux
fonctions proposées n’avaient aucun rapport spécial.

Apres que l'on a reconnu distinctement I'origine de la difficulté
propre au cas dont nous nous occupons, il se présente divers
moyens de la résoudre: I'un des plus simples, et d'une application
tres-facile, est celui que nous allons indiquer. Au lieu de considérer
les deux fonctions f(x) et f'(x), on les remplacera par celles-ci
S (@) +[f'(x) et f'(x). Une valeur « de 2 qui rend nulle f”(x) est
comprise entre @ et b: il sagit de déterminer avec certitude le
signe de f(a). Soit ¢ (x)= f(x) + f'(x) : on voit que le signe cherché
de f(«) est précisément celui de ¢ («), puisque f'(«) devient nulle
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par hypotheése. Il suffit donc d'opérer de la méme maniere que si
les fonctions proposées étaient ¢ () et f” (). Or dans ce cas le point
singulier ou la tangente est parallele & I'axe des x est déplacé;
il ne se rencontre plus nécessairement dans l'intervalle des limites
@ et b qui comprennent la racine « de 'équation f” (x)=o. Il faut
donc examiner si ces limites @ et b sont telles que pour I'équation
o (£)==o0 les suites |

o™(a)..... " (a), ¢'(a), ¢(a), ¢(a)
o™(B).. ... ¢ (), ¢"(6), ¢'(b), 9(b)

ont une série d’'indices dont le dernier terme soit zéro; et si cette
condition n’a pas lieu d’abord, on parviendra facilement, en rap-
prochant ces limites, a deux limites plus voisines &' et 4" qui don-
neraient o pour le dernier terme de la série des indices, en méme
temps que les limites ¢ et " comprendront toujours la racine « de
Iéquation f'(x)==o0. Ces conditions ayant lieu, on marquera le
signe commun de ¢ (a’) et ¢(b') : ce signe sera celui de ¢(a), et par
cotséquent le méme que le signe de /() quil fallait déterminer.
Si le signe trouvé est négatif, les deux racines sont réelles ; s'il est
positif, les deux racines sont imaginaires.

I faut remarquer surtout que la substitution des limites a et b
dans la fonction ¢(x) et dans celles qui en dérivent, est tres-facile
parce que cette fonction est égale a_f(x) + f'(x). Or les opérations
précédentes qui ont servi a trouver les premieres limites approchées
ont fait connaitre les résultats des substitutions dans f'(z) et dans
toutes les fonctions différentielles qui en dérivent; par conséquent
on distinguera le cas des racines imaginaires a la seule inspection
des résultats numeériques que 'on a déja formés, et 'on obtient
ainsi une solution exacte et trés-simple de la question proposée.

(39) Dans I'exemple cité plus haut les suites eorrespondantes aux
limites 2 et 3 sont ’
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ST@), [7@), S(@), S1(@), S (=), [(=),

(8)ee.o.  + + — — + —_
120 168 48 8a 3o ax
0 (0] 1 o I 2
) A + + —_ - —.
130 288 180 26 43 32

On formera au moyen de la suite (2) une suite correspondante (2Y,
en ajoutant & chaque terme de la suite (2) celui qui le précede a
gauche dans la méme suite et marquant le signe du résultat; on
opérera de la méme maniére sur la suite (3) pour former la suite
correspondante (3). On trouvera ainsi

(2) .. + 4+ + - — +
(0] o (8] | (o) I
@y..... + + + + = —

Comme le dernier terme de cette nouvelle série d’indices n’est pas
zéro, on en conclut que les limites 2 et 3 ne sont pas assez rap-
prochées pour que la question puisse étre immédiatement résolue.
On substituera donc un nombre intermédiaire 2,2 dans la série des
fonctions, et I'on obtiendra le tableau suivant :

L), fr@) S @), S @), @ f ( )

(2)eeee. + + — — +
130 168 48 82 3o ar
(2,2). 000+ + — —_— + —
120 192 12 88,08 12,872 16,69248
(8] o I o I 2
@eeees + o+ o+ = = —
120 288 180 26 43 3a

Les limites des deux racines indiquées sont maintenant 2,2 et 3.
Si I'on forme les suites (2,2) et (3)' de la maniére qui a expliquée
ci-dessus , c'est-d-dire en ajoutant chaque terme des suites (2,2)
et(3) au terme qui le précéde immédiatement & gauche dans la méme
suite, on trouvera

-
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(2,2) e +  + o+ = = —
o o o I o o
) R e s

Le dernier terme de la série des indices données par les suites (2,2)
et (3) étant 2, on doit chercherentre les nombres 2,2 et 3, deux ra-
cines de I'équation f(x)=o0; et 'on ne connait point encore si ces
‘deux racines sont réelles , ou si elles manquent dans I'intervalle de ces
limites. Quant a I'équation f" (x)=o0, elle a certainement une racine
réelle entre 2,2 et 3; et les trois derniers termes de la série des
indices étant o 12, on connaitra si les deux racines de I'équation
f(x)==o0 sont réelles ou imaginaires, en substituant dans f(x) la
racine « de 'équation f’'(x)=o0 : car si le signe de f'(a) est positif
on est assuré que les racines sont réelles, et elles sont imaginaires
si le signe de f'(«) est négatif. Or en considérant les suites (2,2)
et (3)', qui ne correspondent point a la fonction f(x), mais a la
fonction f(x) + f'(x), on voit qu'il ne peut y avoir entre 2,2 et 3
aucun nombre qui rende nulle Pexpression f(x)+ /" (x). Cela se
conclut de ce que la série des indices donnés par les suites (2,2)’
et (3)" a pour dernier terme o. Donc tout nombre compris entre
2,2 et 3 donne un résultat de méme signe lorsqu’'on substitue ce
nombre dans 'expression f(x) + (). Or la racine « de I'équation
f'(x)=o0 est comprise entre 2,2 et 3. Donc le résultat f(«) + f"'(a)
a le signe —, et f'(«) étant nulle par hypotheése, il s'ensuit que
/S (2) est un nombre négatif. Donc les deux racines cherchées sont
imaginaires.

(40) Le procédé que l'on vient d’expliquer résout facilement et
dans tous les cas possibles la question qui a pour objet de distin-
guer les racines imaginaires : voici la régle qui en résulte.

Apres avoir formé les deux suites de signes (@) et (b) qui répon-
dent aux limites entre lesquelles on doit chercher les deux racines
d’une équation , il faut écrire la série des indices que donne la com-
paraison de ces deux suites. Les trois derniers termes de cette série
sont par hypothese o 1 2, en sorte que I'équation f'(x)==0 a
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une seule racine entre a et b, et l'on ignore si les deux racines de
I'équation f'(x)= o sont réelles ou imaginaires. Pour faire cette dis-
tinction on remplace chacune des suites de signes (a) et (b) par deux
autres (A) et (B),enajoutanta chaque terme d’une suite le terme qui
le précede a gauche dans la méme suite. Sil'on compare les deux
suites (A) et (B) en formant une nouvelle série des indices, et si
I'on trouve o pour le dernier terme de cette nouvelle série, la
question est résolue. Mais si ce dernier indice n’est pas zéro il
faut rapprocher les deux limites (a) et (b), et en continuant
d’opérer selon la méme regle il arrivera nécessairement, ou que
les deux racines cherchées se sépareront, ce qui prouve qu’elles
sont réelles, ou que le dernier indice de la nouvelle série donnée
par les suites (A) et (B) sera zéro. Dans ce cas, le dernier signe
de la suite (A) est le méme que le dernier signe de la suite (B);
et si ce signe commun est celui de f/"(a) dans les suites primitives
(a) et (b), les deux racines cherchées sont imaginaires. Mais si le
signe commun aux deux derniers termes des suites (A) et (B) est
contraire au signe de f”(a) et f£"(b) dans les suites primitives ()
et (b), les deux racines cherchées sont réelles. On connaitra par
Papplication combien l'usage de cette régle est facile : elle résout
promptement la question principale que présente la recherche des
limites. On pourrait donner des formes trés-variées a cette solution,
car il est évident que I'on serait conduit aux mémes conséquences
en ajoutant & la fonction primitive f(x) des fonctions différentes
de f”(x), qui auraient aussi la propriété de devenir nulles lorsqu'on
donne a x la valeur que nous avons désignée par «: mais en em-
ployant la fonction f'(z) le calcul est réduit a une forme extréme-
ment simple, puisqu’il suffit d’ajouter A chaque terme d’une suite le
terme précédent de la méme suite.

(41) Silon avait seulement en vue de donner une solution exacte
et facile du probleme de la distinction des racines imaginaires,
on se bornerait a celle que nous avons démontrée dans les arti-
eles 22 et suivants du premier livre; mais I'importance de cette re-
cherche, et ses rapports avec la théorie des équations qui contien-

L 31
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nent plusieurs inconnues, exigent que I'on multiplie les moyens de
solution. C'est dans cette vue que je me suis proposé d’appliquer a
cette méme question le procédé de l'approximation du second
degré, et ensuite celui des fractions continues.

Nous considérerons le cas ou les signes des deux suites () et (b)
sont

Sz oo f2y, M2, X, [fx

(@ oo +oviil + + — +
0 ) I 2

il sera facile d’appliquer a tous les autres cas les conséquences que
fournit I'examen de celui-ci. '

Les trois derniers termes de la série des indices étant o 1 2,
on voit que I'on doit chercher entre les limites a et b deux racines
de T'équation fxr=—o0, et qu’il s'agit de reconnaitre si ces deux
racines subsistent en effet, ou si elles sont imaginaires. La fig. 17
représente dans l'intervalle des limites « et & 'arc dont I'équation
est y—fx. On écrira a + & — a au lieu de # dans fz, en dési-
gnant par «a la premiere valeur approchée équivalente a V'abscisse
oa, et l'on développera comme il suit la fonction f(a + 22— a):

Jr=f(a+r—a)=fa+ (x—a)f a+ (x—a)y;:f"(a...x).

Le terme qui compleéte la série contient /"' (a. . .x), c’est-a-dire une
fonction f” d’une certaine quantité comprise entre a et x, que
T'on forme en ajoutant a2 @ une valeur inconnue comprise entre o
et x — a : on applique ici le théoréme rapporté dans PIntrodue-
tion, art. 9. On considérera maintenant que les valeurs de la fone-
tion /"« sont toutes positives dans Vintervalle des limites a et b,
et qu'elles vont tonjours en augmentant lorsqu’on passe de la pre-
miere abscisse @ a la derniére b. Cela résulte évidemment des signes
que présentent les deux suites («) et (b) au-dessous des fonctions
S x et f"x. Doncla moindre valeur que puisse recevoir l'expres-
sion (. ..x) est f"a, et la plus grande est £”b. On en déduit

Je>fa+ (x—a) fla+ (x—a)y:f a,
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condition qui subsiste ‘dans tout l'intervalle des limites. Donc si,
aprés avoir déterminé fa, f'a et f”a, on décrivait une ligne qui,
ayant 2 pour abscisse, aurait pour ordonnée

SJa+(x—a)fla+ (x—a)y:fa,

I'arc m~v appartenant a cette ligne serait placé au-dessous de I'arc
mpn dont l'ordonnée est fx; et cela aurait lieu dans tout I'inter-
valle ab. Au pointm les deux ordonnées sont égales, et leur valeur
commune est fa. Les fonctions dérivées du premier ordre sont
pour l'une des caurbes f'z, et pour l'autre f'a+(x—a) f"a. Ainsi
ces fonctions deviennent égales lorsque x=a, en sorte que les
arcs mpn et mrv ont un contact du premier ordre au point m.
A partir de ce point les lignes se séparent et la seconde m = passe
au-dessous de la premiére mpn. Donc si I'arc m=v de la parabole
ne rencontre point I'axe a b, on est assuré a fortior: que l'arc mpn
ne rencontre pas cet axe: dans ce cas les deux racines cherchées
sont imaginaires. On posera donc l'équation du second degré

fa+8f’a+§2:f”a=o,

et 'on cherchera les valeurs de §. Si les racines de cette équation
du second degré sont imaginaires, c’est-a-dire si I'on a cette con-
dition

JraN2 _  fa
f”(l) 2757

les deux racines deI'équation f2— o sont certainement imaginaires.
On peut aussi faire disparaitre le dénominateur, et I'on a la con-
dition

(flay<afa.f"a:

lorsqu’elle a lieu on est assuré que deux racines de la proposée
S =0 manquent dans l'intervalle des limites a et b.
Supposons maintenant que dans I'équation

Jr=f(a +zx—a)=fa+ (x—a)fla+(x—a)if (a...x)

31.
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on remplace f”(a. . .x) par la plus grande de ses valeurs, qui est
S"b: on aura

fe<fa+(w—a)f'a+(@—a)if"b.

Si donc on décrivait 'arc m='v’ dont 'ordonnée est
Sa+(@x—a) fa+(x—ayif’o,

cet arc serait supérieur a Yarc mpn dans tout l'intervalle ab. La
valeur de la fluxion du premier ordre est pour 'une des courbes
JS'x, et pour lautre f'a+ (x—a) f”b. Elle est pour les deux
courbes égale & f'a au point m : ainsi I'arc m«'v' de la parabole a
au point /m un contact du premier ordre avec la courbe mpn, et
a partir de ce point Varc m«'v est placé au-dessus de la courbe
dans tout l'intervalle @ b. Donc si 'are parabolique m«'v' coupe
l'axe ab, on est assuré a fortiori que Varc m p n coupe aussi l'axe,
c’est-a-dire que les deux racines cherchées sont réelles. On posera
donc l'équation du second degré

fa+3f’a+§2if”b=o,

et 'on cherchera les valeurs de &8 : si ces valeurs sont réelles, c’est-
a-dire sil'on a la condition

%>2>2f£,,%a ou (flay>2fa.f"b,

on en doit conclure que la proposée fz=0 a deux racines réelles
dans l'intervalle des limites a et b.

On parvient & des conséquences semblables si 'on considérel’autre
extrémité n de 'arc m p n. En effet en mettant 56— (b— ) au lieu
de x dans la fonction fz, on a

Sr=fb—(b—2)f'b+(b—a)if" (@...b),

Vexpression (x...0) désignant une quantité inconnue comprise
entre x.et b. Or la plus grande des valeurs que 'on trouve en sub-
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stituant au lieu de x dans la fonction /"' une quantité comprise
entre a et b est, par hypothése, f/'6, la moindre est /”a: on a
donc ces deux conditions,

S fo—m(b— ) b (b — @) LS "D
fa>fb—(b—2)f'b+ (b—a) . f"a.

Si maintenant, en considérant  comme abscisse variable, on dé-
crit les arcs qui ont pour ordonnées

So—(b—2)f'b+(b—a)y. I f"b
i So—=(b—2)f'b + (b—a) .5 f"a,

on aura deux arcs paraboliques dont le premier est toujours supé-
rieur & I'arc mpn dans I'intervalle des limites a et &, et le second
est toujours inférieur a cet arc mpn. On en conclut que si I'are
supérieur coupe l'axe ab, 'arc mpn coupera le méme axe, et que
par conséquent les deux racines cherchées seront réelles ;mais si 'arc
inférieur ne rencontre pas I'axe des x on est assuré que 'arc mpn
ne rencontre pas ce méme axe, et que par conséquent les deux
racines cherchées sont imaginaires. On posera donc I'équation du
second degré

fb—8f"b+2 f =0,

et 'on prendra les valeurs de & : si ces valeurs sont réelles, c’est-
a-dire si 'on a la condition

L3) > 2, ou (F15)>2/b.f"b,

les deux racines de I'équation fx=—o0 sont réelles. Posant aussi
I'équation
3 2
Jo—38f"b+—f"a=o0,

on en conclut que les deux racines de I'équation fz=o0 sont ima-
ginaires si I'on a cette condition -

(f15y <2fb.f"a.
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(42) Si V'on réunit les résultats précédents, on parvient a cette
conclusion : 1° on est assuré que les deux racines cherchées sont
réelles, lorsqu'on a l'une ou l'autre des conditions ainsi exprimées

(flay>ofa. f"b (1)
(S76) >2fb.f"b; (2)

2° on est assuré que les deux racines cherchées sont imaginaires
lorsqu’on a l'une des deux conditions ‘

(fray<afa.f"a (3)
(f'oy<2fb.f"a. &)

I peut arriver quaucune des quatre conditions (1), (2), (3), (4)
ne subsiste, c’est-a-dire que les quatre conditions contraires au-
raient lieu toutes a-la-fois. Dans ce cas les limites a et & ne sont
pas assez voisines pour que I'on puisse reconnaitre par une seule
opération si les racines sont réelles ou imaginaires : il faut rappro-
cher ces limites en substituant dans fx une valeur numérique com-
prise entre a et b. Si le résultat de cette substitution sépare les
deux racines cue I'on cherche, on reconnait qu’elles sont réelles,
et la question est résolue; mais si la substitution ne sépare point
les deux racines, lincertitude subsiste encore , et 'on doit procéder
a une seconde opération semblable a la précédente afin de distin-
guer si les racines sont réelles ou imaginaires. On examinera donc
si en employant les deux nouvelles limites @' et &’ qui remplacent a
et b, I'une des quatre conditions (1), (2), (3), (4) est satisfaite, et
alors la nature des racines serait connue. Or il est évidemment
impossible qu’en continuant de rapprocher les limites, on ne par-
vienne pas promptement a satisfaire a I'une ou a plusieurs des quatre
conditions dont il s’agit. Donc on distinguera certainement les ra-

cines par ce procédé, qui se réduit a la eomparaison de valeurs nu-
mériques connues.

(43) Nous avons supposé que les deux suites de signes qui con-
viennent aux limites a et & sont
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Sz, fw, fx, fa

(@) +.ovven+ + — +
€ T e “+ 4 :

ainsi la valeur de /" croit avec' x depuis x=a jusqu'a =50,
parce que dans cet intervalle le signe de /"'« est 4-. Nous exami-
nerons le cas opposé ou les deux suites de signes (a) et () sont

(a)+ ...... —_— -+ —_ “+
(2 IS S - + 4+ +.

Les trois derniers termes de la série des indices sont encore o 1 2,
et il s'agit de reconnaitre si I'équation fx=o0 a en effet deux ra-
cines réelles entre @ et 6. On écrira

fe=fla+xz—a)=fa+ (x—a)f a +(x—a)‘.f”(a. . . T).

Or le signe de /" étant — dans tout I'intervalle a &, la valeur de
/"2 diminue lorsque x augmente depuis x —a jusqu’a x==4 : par
conséquent si l'on remplace f“(a...x) par f”a on augmente la
valeur de fx, et on la diminue sil'on écrit /b auliea de f"(a...x).
On a done
Je>fa+(x—a)fla+ (x—a).2f"b
Je<fa+@x—a)fla+ (x—a).f"a.

Donc si I'on décrit une courbe dont x est I'abscisse, et qui a pour
ordonnée fa + (z—a) f'a+ (x—a) .~ f"b, Varc de cette courbe
est au-dessous de l'arc mpn dans tout l'intervalle ab. Donc les
deux racines cherchées sont imaginaires, si cet arc inférieur ne
coupe pas I'axe des abscisses, c’est-a-dire, si 'on a cette condition:

(f'a)<afa.f"b.

La courbe dont x est l'abscisse, et qui aurait pour ordonnée
Ja+(x—a)f'a+ (x— a).: f"a est au contraire placée au-dessus
de l'arc mpn dans tout I'intervalle a b : donc I'arc mpn coupe cer-
tainement 'axe des abscisses si I'arc supérieur coupe cet axe, Par



2bf LIVRE DEUXIEME.

conséquent les deux racines cherchées sont réelles si 'on a cette
condition

(fay>afa.f"b.

On considérera maintenant la seconde limite 4, et 'on trouvera
les résultats suivants

S>> fo—(b—2) f'b+ (b—ay . Lf"b
Sl fo—(b—2x)f b+ b—x).5f a:

donc I'arc mpn dela courbedont l'ordonnée est f est au-dessus de
I'arc parabolique qui a pour ordonnée f6—(b—x) f'b+(b—z).; b,
et au-dessous de I'arc parabolique qui a pour ordonnée fb—(b—x) f'b
+ (b—x).+f"a. On en conclut que les deux racines cherchées
sont réelles si 'on a cette condition ,

(S oy >2/b.f"as

et que les deux racines sont imaginaires si l'on a cette condition,
(f8y <afb.f"b.

On comparera ces résultats, qui conviennent au cas ou le signe
de f""x est —, a ceux que I'on trouve lorsque le signe de /"
est +, et l'on conclura plus généralement 1° que les racines cher-
chées sont réelles si le carré de la fonction /'« d’une des limites
surpasse le double produit de la fonction fz de la méme limite
par la fonction /" de celle des deux limites qui donne la plus
grande valeur pour /" ; 2° que les racines cherchées sont imagi-
naires si le carré de la fonction /' d’une des deux limites est
moindre que le double produit de la fonction fz de la méme limite

par la fonction /' z de celle de ces deux limites qui donne la moindre
valeur pour f” x.

(44) Il ne reste plus qu'a considérer les cas ou 'arc mpn (fig. 18)
est situé au-dessous de I'axe des abscisses, et tourne sa convexité
vers cet axe. Les deux suites de signes sont
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f(,,,) x f'"x, " x f’x ' fl?

(a)..... 4+ e -+ —_ + —

(b) o.... N o — — _—
ou ;

(a) ..... o —_ - + —

(&) ..... + e — — — _

On a dans le premier cas pour la limite a

Je>fa+ (x—a)fla+(x—a).if"a
SJe< fa+(x—a)fla+ (x—a) . f"b:
Donc Yarc m =’y est supérieur a larc mpn dans tout l'intervalle a5,

et 'arc m ©v est au contraire situé au-dessous de Parc m pn dansle
méme intervalle,

"Pour la limite b, on a

Je>fb—b—2)fo+b—2x).Lf"a
Sz <fé——(b——.7c)f’b +(b—x).2f"b:
ainsi le premier arc parabolique est au-dessous de I'arc npm dans

tout l'intervalle a b, et le second arc est toujours situé au-dessus
de cet arc npm.

En posant les équations du second degré qui donneraient, s'ils
existent, les points d'intersection des deux arcs paraboliques avec

Faxe des abscisses, on conclut que les deux racines sont réelles
si I'on a I'une de ces conditions.

(f'ay>afa.f'a
(f16) > 2fb [ a;

et que les deux racines sont imaginaires si 'on a une de ces deux
conditions :

(flay <sfa.f"a
(SIB)y<afb . f"b.

(45) Dans le second cas ol les suites de signes (a) et (b) sont
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on trouve pour la limite

Jr>fa+ (x—a)f'a+ (x—a)y. 3 f"b
Jr<fa+ (x—a)f a+ (b—x)y.2f"a;

et pour la limite &
Je>fb—(b—x)f'b+b—x)y.2f"0
Je L fo—(b—x)f b+ (b—x).%f" a.

Donc les racines sont réelles si 'arc m=v coupe I'axe, ou si l'arc
inférieur partant du point » coupe l'axe , ¢'est-a-dire sil'on a l'une
de ces deux conditions

(f'ay>ofa.f"b

(S1oy>2fb.f"b;
et les deux racines sont imaginaires si 'on a I'une des deux con-
ditions '

(f'ay <ofa.f"a

('8 <2fb.f"a

(46) il est facile maintenant de comprendre tous les cas possi-
bles dans une régle commune, dont I'expression est simple et dis-
pense de toute construction. Il suffit de considérer que si f”x est
négative, sa plus grande valeur est celle qui contient sous le signe —
le plus petit nombre d’unités; et que la valeur minimum de f/"z
négative est celle qui sous le signe — contient le plus grand nombre
d’unités. Voici I'énoncé de la régle qui sert a reconnaitre la nature
des deux racines que I'on doit chercher dans I'intervalle des deux
limites a et b. '

On a formé les deux suites de signes qui conviennent aux limites,
et I'on suppose que ces limites soient assez approchées pour que
les quatre derniers indices soient oo 1 2, condition a laquelle il
est toujours trés-facile de satisfaire. On s'est assuré que les deux
racines dont il s’agit ne sont point égales, et ce cas singulier est
facile a distinguer. Les valeurs des résultats
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[la, [fla, fa
S'b, f'b, fb

étant connues par 'opération méme qui a donné les limites a et &,
on concluera les deux propositions suivantes. .

1° Les deux racines cherchées sont réelles si le carré d’un des
deux termes moyens f’a ou f’'b surpasse le double produit du
terme placé a la droite de ce méme terme moyen, et sur la méme
ligne, par celui des deux termes extrémes f”a et f"b qui con-
tient le plus d’unités sous le signe + ou sous le signe —. On a
donc ici deux conditions différentes : si une seule, et a plus forte
raison si toutes les deux subsistent, les racines sont réelles.

2° Les deux racines sont imaginaires si le carré d’'un des deux
termes moyens /'« ou f'b est moindre que le double produit du
terme placé a la droite de ce méme terme moyen, etsur la méme ligne,,
par celui des deux termes extrémes f"a ou f" b, qui contient le
moindre nombre d’unités sous le signe 4+ ou sous le signe —. 1l
en résulte aussi deux conditions différentes : siune senle, et a plus
forte raison si toutes les deux subsistent, les racines cherchées sont
imaginaires.

Siaucune des quatre conditions que I'on vient d’énoncer n’a lieu,
c’est-a-dire si les quatre conditions conlraires subsistent a la fois, on
estaverti que les limites @ et & ne sont point assez rapprochées pour
que I'on puisse, par une seule opération, détermirer la nature des
racines: on divisera donc l'intervalle a b des deux premieres limites,
et si, par la substitution d'un nombre intermédiaire, les racines ne
sont point séparées, on appliquera de nouveau la regle qui vient
d’étre énoncée. En continuant cette application, il est impossible
que l'on ne parvienne pas promptement a séparer les racines si elles
sont réelles, ou a reconnaitre qu'elles sont imaginaires.

On trouvera par l'usage de cette regle que I'application en est
facile, et il est évident que, par ce contact des arcs de parabole,
on parvient a distinguer la nature des deux racines dans les équa-
tions ol la premiére approximation fondée sur le contact de la

3a.
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ligne droite n’aurait point encore fait connaitre si les racines sont
imaginaires. Mais notre but principal n’est pas de perfectionner
cette premiére approximation qui ne laisse rien a désirer pour la
facilité du calcul : nous avons eu seulement pour objet dans cette
derniére recherche de donner plus d’étendue & I'approximation de
second ordre, et d’en démontrer une propriété remarquable.

FIN DU LIVRE DEUXIEME ET DE LA PREMIERE PARTIE.
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partiendraient pas a la valeur de la racine. Loi suivant laquelle le nom-
bre des chiffres exacts donnés par chaque opération augmente de plus
en plus.

{29) Enoncé de la régle d’aprés laquelle on doit procéder a I'approxima-
de la valeur de la racine.

(30) Application de cette régle a Vapproximation de la racine réelle de
I'équation x%— 22 —5=0 calculée jusquau chiffre décimal du trente-
deuxiéme ordre.

(31) Application de V'analyse différentielle au cas le plus simple de I'ap-
proximation linéaire. Relation entre 'erreur d’une valeur approchée et
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la différence de deux limites dont I'une est déterminée par la tangente
en un point voisin du point dintersection , et l'autre par une paralléle
a la tangente au point d’intersection.

(32) Relation finale entrel'erreur » d’'une certaine approximation etl'erreur

2 n

w x

’ de Papproximation suivante. On trouve @' — ——“——~ 2 désjgnant.
2 PP 2 flz’ 18 u

Iabscisse du point d’intersection.

(33) Approximation du second degré. Mesure de la convergence finale.
 désignant l'erreur d'une certaine valeur approchée, et o I'erreur de
la valeur plus approchée qui la suit immédiatement, ona cette relation

o [l |

(34) Expression générale de la convergence de I'approximation qui résul-
terait d'un contact du troisiéme ordre, du quatriéme ordre, etc., ou
d’un ordre quelconque. On ne pourrait point former cette expression
par lanalyse que l'on vient d’employer pour le premier et le second
ordre; on y parvient en appliquant la régle qui sert a la résolution d’une
équation littérale. On trouve ainsi que 'approximation d’un ordre ¢ de-
vient de plus en plus et indéfiniment convergente a mesure que le
nombre i augmente. L'erreur correspondante a4 chaque opération est
le produit de la puissance i de Verreur immédiatement précédente par

I SfOx

le facteur constant — . .
1.2.3.4...0 f'x

(35) Remarques générales concernant la distinction des racines imagi-
naires. La question consiste & connaitre le signe du résultat que I'on
obtiendrait en substituant dans une fonction donnée fa une valeur
trés-approchée de la racine a qui réduit a zéro une autre fonction
F .

(36) Silon fait abstraction du cas singulier ou l'on aurait Fx—/"x la
question est résolue par les principes démontrés dans le premier livre.
(37) Le méme procédé s’applique aux fonctions d’'un nombre quelconque

de variables.

(38) Solution de la méme question dans le cas singulier ou la fonction

"Fzxetf .

(39) Exemple de cette solution.

(40) Nouvelle régle pour la distinction des racines imaginaires.

(41) Usage de l'approximation du second ordre pour la distinction des
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(46) Enoncé de la régle générale qui sert a distinguer les racines imagi-
naires par les propriétés du contact du second ordre. 246




ANALYSE DES EQUATIONS DETERMINEES — PREMIERE PARTIE.




