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Uber das Grundtheorem und die 0bertheoreme der 
automorphen Funktionen im Falle der Hermite-  
Lamdschen Gleichung mit vier singul~ren Punkten. 

Von Hermann Rothe in Wien. 

In seiner im 64. Bande der Math, Ann. ersehienenen Arbeit 1) 
hat F. K 1 e i n den Zusammenhang zwischen dem Oszillationstheorem 
und dem f'tir die Theorie der automorphen Funktionen fundamen- 
talen Problem der Bestimmung der in einer linearen Differential- 
gleichung zweiter Ordnung auftretenden akzessori~chen Parameter 
dargetan. Dieselbe Frage behandelte ein yon ibm im Winter 1906/07 
in Gsttingen gehaltener Seminarvortrag. Sein Wunsch war nun 
zunlichst~ dal~ die Betraehtungen~ welche zur Pararneterbestimmung 
ftihren, nieht in abstraeto bleiben, sondern wenigstens in einem 
speziellen Falle so welt durchgefahrt werden mSchten~ dal3 auch die 
numerische Berechnung der akzessorisehen Parameter miiglieh wird. 
Auf seine Anregung babe ich nun im Falle der H e r m i t e- L a m ~- 
schen Gleichung mit vier singuli~ren Punkten versucht~ die Werte des 
akzessorischen Parameters, die zum gewtihnlichen automorphen Fall 
und zu den zugehSrigen Obertheoremen .gehSren~ in Intervalle ein- 
zugrenzen and einige derselben in emem Zahlenbeispiel aueh 
numeriseh zu bereehnen. Sehliel~lieh ergab sich auch ein Beweis ftir 
das Grundtheorem und die Obertheoreme naeh der Kontinuitats- 
methode, der man freilich nieht vi)llige Strenge zubilligen wird, 
die aber bei den 7~eigentlich transzendenten" Problemen, um die 
es sich bier handelt, noeh immer nicht entbehrt werden kann. 

w 1. Aufstellung der linearen Differentialgleichung. 

Um den in der linearen Differentialgleiehung zweiter Ordnung 
auftretenden akzessorisehen Parameter in einem speziellen Falle ein- 
zugrenzen und numerisch zu bereehnen, soll die folgende Aufgabe 
behandelt werden : 

~,Es ist die positive (oder negative) x-Halbebene mit vier au~ 
ihrer Begrenzung gelegenen~ also reellen singuliiren Punkten 

a~ b~ c~ d 

') F. K 1 e i n, ,Bemerkungen zur Theorie der ]inearen Differentialgleichungen 
zwciter Ordnung,"~ Math. Ann. 64 (1907), p. 175--196. 
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und den zugeh6rigen Exponentendifferenzen: 

1 1 1 ~-'  ~ - ' - E '  p (0 - p < l )  

konform abzubilden auf ein Kreisbogenviereek der  ~-Ebene (oder 
~-Kugel): welches dann die Winkel 

-if, -if, -if, p= 

besitzt und d~ssen Seiten einen Kreis orthogonal schneiden." 
Die singulitren Punkte m6gen so gew~thlt werden~ dab 

a > b > c  und d ~ o  
wird ; die zu : 

a~ b~ c~ d - - ~ o  

geh~rigen Exponenten seien 

1 ~, 1 1 8' 
-~Z, "/ -if, 

~ " ' =  0,  ~ " - -  0~ "/'---: 0~ ~"~ 

wobei 8', 8" aus den Gleichungen 

~' + ~ " +  ~' + ~ " § 2 4 7  ~ '+  ~"--  2, 

zu bestimmen sind~ aus denen folgt: 

g, 1 o 

1 p 
4 2 

Die lineare Differentialgleiehung zweiter Ordnung~ welche die 
verlangte Abbildung vermittelt, ist dann eine gewiShnliche L a m 6 sche 
Ditferentialgleichung yon der Form 1) 

," 1 1 1 \ 

(1) 

3- (x a) (~-- b) ( x -  c~ + 2 -4- ~ -+- x - -  0, 

wobei 1, den zu bestimmenden akzessorisehen Parameter bedeutet. 

1) F.  K1 e i n, . [~ber  l ineare  D i f f e ren t iMgle l chungen  zwel te r  Ordnung"~  autoffr.  
Vorlesung~ gehalten im Sommersem. 1894, 2. Abdraek, Leipzig 1906, p. 276 ft. 
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wobei 

Um dieser Differentialgleiehung (1) eine einfaehere Gestalt 
zu geben~ setzen wir 

fv  dx (~) ~ ~ j  ( ~ -  ~) ( x -  ~) = ~; 

gleiehzeitig verlegen wit den Nullpunkt der x-Ebene in den Schwer- 
punkt der drei Pankte a: b~ c, die wir fortan mit el, e2: es be- 
zeichnen~ so da~: 

nnd 

(:3) x = p (u),  

die W e i e r s t r a 1~ sehe l)-Funktion~ wird. 
Dureh Einftihrung yon u an Stelle yon x als unabhangige 

Variable erh~tlt die Differentialgleiehung (1) die H e r m i t e - L a m 6- 
sehe Form 

d"y 
du ~ - -  [a  P (u) + B]~. y,  

und 

1 

B ~ - - 4 t ~  

gesetzt wurde. 
Durch den Hauptwert des elliptischen Integrals erster Gattung 

(2) mit den vier reellen Verzweigungspankten 

wird bekanntlieh die positive x-Halbebene konform abgebildet auf 
ein Reehteek P ia der u-Eben% und zwar derart~ dal3 den sin- 
gul~tren Punkten 

die Eeken desselben~ 

cntsprechen, wobei 2 ("i ~ 2 ] (~t ] die reell% 2 ~z ~ 2 i ] ~% I die rein 
imagln~re primitive Periode des Integrals (2) bedeutet.') 

Verstehen wir indessen unter u nicht gerade den Hauptwert~ 
sondern irgend einen Weft des Integrals (2), der einem beliebigen 
yon ~ nach x ffihrenden Integrationswege auf der unzerschnittenen 

a) Beziigllch der verwendeten Bezeichnungsweise verglelche man: H. B u r k- 
ha rd t~  ,,Elliptische Funktionzn", 2. Aufl., Leip$iff 1906. 
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~eiblattrigen R i c m a n n schen Flache eatsprieht, so erhalten wir 
dere Bilder der Punkte 0% e17 e~, ea~ die aus 07 0)1, - - % - ~ - % ,  % 
rch eine Translation 

2 ]q % "@ 2 h 3 0)a 

rvorgehen, unter hl;/% beliebige reelle ganze Zahlen verstanden. 
10)1+2h~ 0)3 } 

sbesondere sind also die Punkte  { ~ !2 hlq- 1) ")1, 0)1+ (2 ha-? 1) % 
/ 0)a@ ~ hi  0)1 

Her des Punktes e 2 , so dal3 die Strecke --e~ e~ der x-Ebene un- 
I ea ! ( e 1 e~ / 

{ } { / der dlich oft auf der vertikalen Y , 0)1 
Ebene abgewickelt erseheint. 

Es ist bequemer, die nachstehenden Betrachtungon auf das 
~chteck N mit den Eeken 

0, 0)17 0 ) 1 ~ % =  % , %  

beziehen 7 welches aber ein konformes Abbild der negativen 
[:[albebcne darstellt. 

Die Exponenten der linearen Differentialgleiehung (4), die 
den Punkten 

u - - 0 7  %, %-t-%, ms 

r u-Ebene gehsren, sind: 

1 ~-+p ,  1, ~, 1, 

1 
2 p, O, O~ O; 

glich sind die Punkte  %~ %@%, % regul~tre Stellen der 
eiehnng (4); singular bleibt naeh der Transformation (2) nur die 
~lle u - -  0 und die zu ihr aquivalenten Stellen u - -  2h 1 0)1 ~ -  2ha %. 

Die Fundamentalltisungen yon (4) bei u -  0 haben, wie man 
zht sieht: die Form: 

1 
(o) 2 Vi" ---= "~ +~ ~ (U)7 

1 

~)  --= U~--e "r'2 ~ J, 

bei ~ ' J  q~o~ -rl ~ ~-~ ganze Potenzreihen in u 2 sind, deren konstante 
[eder nieht verschwinden und daher, wie im folgenden voraus- 
mtzt werden soll 7 gleieh 1 angenommen werden kSnnen. 
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Die FundamentallSsungen yon ( 4 ) b e i  U-~-ml respl u-~-w~ 
haben die Form 

(5 a) 

resp. 

(5 b) 

2 - -  ~z~ U A - o l ) ~  

1 

y (O,r _ _  slt(~o~) (o 

wobei gl(~~176 ~(o,0 ~(o)~) ~1t(o,~) ganze Potenzreihen in den beigeNgten 
' ~ 1  ~ '~v2 ~ '1"1 ~ T ' 2  

Argumenten sind, deren konstante Glieder nieht verschwinden und 
die iiberdies so bestimmt werden k~nnen, dal~ in ~.~(~) resp. ~%~ 
das Glied mit der ersten Potenz yon u - - %  resp. u - - %  fehlt. ~) 
Wir haben alsdann die Gleichungen: 

y~*)(r 0, (o~,), [ dy2 ] [-a%:o, (6 a) 

resp. 

(6b) 

w 2. U m s e t z u n g  d e r , , l n v o l u t i o n s b e d i n g u n g "  in e i n e  t r a n s z e n d e n t e  
G l e i e h u n g  ffir den  P a r a m e t e r  B .  

Die beiden Potenzreihen ~(~~ ~~ in (5) and ihre Ab- 
leitungen nach u konvergieren, solange J u J kleiner ist als die kleinere 
tier beiden Zahlen 21% I, 2 1 % / :  W~ihlen wir also % und ~3 
so, dal~ 

d. h .  
1 (7) 2 j > I I>- l I 

ist, so liegen die Punkte ml und m~ sicher im Konvergenzbereiehe 
der Reihen ~.(o) ~ (o) o (o), ~ (o), Y~ ~Y2 ~Yl ~Y2 �9 

Da an den Fundamental[Ssungen (5a) resp. (Sb) niehts We- 
sentliehes ge~ndert wird~ wenn wir sie, mit irgend welehen Kon- 

~) Man vergleiche z. B.: R. F rl e k e, ,Funktionentheoretisehe Vorlesungen", 
Leipzig 1900, p. 3~7. 

lm obigen Falle kSnnen die Potenzreihen sogar so bestimmt werden, dag 
sie naeh geraden Potenzen der beigeftigten Argumente tortschreiten. 
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nten multiplizieren~ so kiinnen wir dieselben unter der Voraus'  
zung, daft die UngleicMngen (7) erfiillt sind, folgendermal~en 
ceh die FundamentallSsungen (5) darstellen : 

{ y(~,=) _ _  y(O) )'1 " (o) 

. (o~,) ~ (o) . (o) 

~) 

p. 

~) 

denen folg~ : 

p. 

{~ @~) ~ (o) . (o) 
Yl - -YI  vl Y2 ' 

~) 
(%)__ ~ (o) . (o) 

Y.~ Yl v~ Y2 

bei kl, },~, v~, v, bestimmte konstante Gr(igen sind~ die wegen 
~) resp. (6b) den folgenden Gleiehungen geniigen mtissen: 

~7 ) (~1) 1̂" ~~ (~1) - -  o, 
(o)' (o), 

(o) ~ (m) ~ y ~ ( % ) - -  o, 

(o), v~ (~) ~v~Y(%)--  o, 

}'1 - -  

y~)(%) (o),,. , 
Y l  ~,%) 

Y~ Us1) 

Y~ ~ )  

Die in (5) vorkommenden Potenzreihen ~ ) (u2 ) ,  ~g~ be- 
',en reelle Koeffizienten; daraus folgt, daf~ die GraVen ~ ,  G selbst 
,ll sind, w~hrend sich vi, % als Produkte reeller GrOf~en mit dera 
lheitsfaktor e~e  darstellen lassen. Wir  schreiben also 

) / v 1 - ~ t  1 . e i '~e~  v 2 - n  2 e i z e  

bei 11~ l~, nl, n~ reelle GrSl~en bedeuten. 

Soll nun das Kreisbogenviereek~ auf welches die positive oder 

~ative x-Halbebene dureh den Quotienten ~ - -  _Yl zweier Partikular- 
Y~ 
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l~isungen yon (1) in bekannter Weise konform abgebildet wird, 
einen Orthogona!kreis besitzen, so mug die folgende ,Involutions- 
bedingung" erfifllt sein ~) : 

(12) l 1 l~ ----- n 1 n.~, 

die unmittelbar die naehstehende transzendente Gleichung zur Be- 
stimmung des Parameters B liefert : 

Y, (%) (12 a) = e (o) (o)" (o) (%) (%) 

Wir behandeln ins folgenden nur den ftir die Theerie der 
automorphen Funktionen in Bewaeht kommenden Fall, in welehem 
das Kreisbogenviereek einen reellen Orthogonalkreis K mit nicht 
versehwindendem Radius besitzt, we also 

(13) o < < 

ist. ~) Dann existiert - -  wie in der Theorie der automorphen 
Funktionen gezeigt wird und wie wir in w 7 abermals beweisen 
werden - -  sicher eine reelle Wurzel Boo der Gleichung (12a), 
die ein ganz im Innern des Orthogonalkreises gelegenes Viereek 
liefert (,gewShniieher automorpher Fall"). (Vgl. Fig. 1, we der 
Orthogonalkreis K der Einfachheit halber als Gerade darge- 
~tellt ist.) 

Die Obertheoreme der aut0morphen Funktionen behaupten 
nun die Existenz you unendlich vielen weiteren reellen Wurzeln 
yon (12 a): die zu Viereeken geh(iren~ welche ebenfalls einen reellen 
Orthogonalkreis K besitzen, aber aus demselben heraustreten (Fig. 1) 
Diese Obertheoreme sollen in w 7 bewiesen werden; indem wir sie 
vorlKufig als richtig annehmen, kSnnen wit unsere nlichste Aufgabe 
so formulieren : 

,ES sollen die reellen Wurzeln B yon (12a) so in Intervalle 
eingegrenzt werden: dal3 in jedem derselben und sonst nirgendswo 
eine und nur eine Wurzel B getegen ist; insbesondere soil das- 
jenige Interval! ausfindig gemaeht werden, in welchem die zum 
gewShnlichen automorphen Fall geh~irige Wurzel Boo zu suchen ist." 

a) F. K l e i n ,  :Math. Ann. 64, p. 189, (7). 
1 

~) Fiir p ~ -  roduzlert sich der Orthogonalkreis K auf einen Punkt,  fiir 
1 

~-  < 9 <5 1 wird er imagln~r (sein Mittelpunkt bloib~ reell, aber dee Radius wird 

rein imaffiniir), I)ieser letzte Fall spielt in der Theorle der Minimalfl~iehen 
eine Rolle. 
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w 3. E ingrenzung  der zum gewShnl ichen  automorphen  Falle ge- 
h6rigen Wurze l  Boo der transzendenten  Gleichung (12a) in ein 

Intervall. ~) 

Durehliiuft ein Punkt  x wiederholt das Intervall e s e 2 der 
reellen x-Achs% indem er yon e3 naeh e2~ dann wieder zurtick 
nach es: dann abermals nach e,~ und wieder zurttck nach es gehr 
etc., so beschreibt sein Bildpunkt u~ bei  einem Punkte (e3) be- 
ginnend: die Gerade X, ohne die Riehtung seiner Bewegung zu 
~tndern. In gleicher Weise entspricht eiaer wiederholten Dureh- 
laufung des Intervalls e 1 e2 eine einf'aehe Durchlauf'ung der Ge- 
raden Y. Daraus ist zugleich ersichtlich~ dag du im Intervall e a es 
reell, im Intervall e~ e~ hingegen rein imagini~r ist. 

Die Funktion x - -  p (u) wird zwar im Nullpunkte der u-Ebene 
und in allen damit iiquivalenten Punkten 2 h 1 ("1 -~- 2 h a r 3 zweifaeh 
unendlich, verhalt sich aber in allen anderen Punkten u: also ins- 
besondere lgngs X und Y, durchaus regular; sie nimmt auf diesen 
beiden Geraden nur reelle Werte an, und zwar ist l~ngs X 

(14) e a =<lo (u) ~ e~, 

und liings Y 

< (u) • e 1 (14 a) e~ = p  . 

Die Differentialgleiehung (4) besitzt als% wenn wit u auf X oder Y 
beschranken, keinerlei Singulariti~t. 

Da also der Koeffizient Ap(u)-4-B auf der Geraden X nur 
reelle Werte annimmt, kSnnen wir zwei zum ~)unkte (e2)~-oJ 1 
-7- ~3 - -  ~ gehSrige, li~ngs X reelle FundamentallSsungen 
Yl (u)~ y~ (u) yon (4) finden und dieselben, wie man leicht erkennt~ 
noch tiberdies in folgender Foi'm annehmen: 

(15) 

wobei ~ ,  ~ ganze Potenzreihen mit reellen Koeffizienten be- 
deuten~ die mit von Null verschiedenen konstanten Gliedern be- 
ginnen und nach Potenzen yon (u-~-~)2  fortschreiten. 

Der Quotient : 

(16) ~ -  Y~ 

1) Voa F. K l e i n  in dem oben erw~ihnten Seminarvortrage durchgef'fihrt. 
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bildet die negative x-Halbebene resp. das Reehteck N d e r  u-Ebene 
mit den Eeken 0~ ~1~ ~1 q - ~ - -  ~ ~.~ konform ab auf ein 
Kreisbogenviereck d' a' b' c' der ~-Ebene (oder ~-Kugel), das einen 
Orthogonalkreis K besitzt, wenn wit den Parameter B in (4)~auf 
die verlangte Art bestimmen. Dabei wird insbesondere dem Punkte  
(e~)--  ~ der ~-Ebene der bTullpunkt der ~-Kugel und dem 
Intervalle (es) (e~)--  r ~ der Geraden X das Sttiek c' b I--; des 
Meridians der reellen Zahlen auf der ~-Kugel entspreehen (Fig. 1). 

"\ / 
\ / 

\ / 

C' '/b" 

o . . . . . .  K 

/ , \  
/ -,, 

Fig. 1. 

In dem Punkte c' der ~-Kugel~ welcher dem Punkte u ~ ~s3 
yon X entspricht~ nimmt ~ einen bestimmten reellen Wert  ~'3 an~ 
der durch : 

gegeben ist, Die l~ngs X reelle LSsung 

(18) Y ~ Yl - -  k~ y~ 

yon (4) verschwindet also im Punkte ( % ) ~ - ~ 3 ;  jede andere in 
diesem Punkte versehwindende reelle L0sung yon (4) hat die Form 

( 1 9 )  y = G  �9 - 

unter C~ irgend eine reel le  Konstante verstanden. 
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Wird nun die Gerade X yon einem Punkte u Yon (e3)=  m3 
an in positiver Richtung durehlaufen, so durchlauft der Bildpunkt ~b 
bei c' beginnend~ den Meridian c' b' der reellen Zahlen, und zwar 
so, dal] die Flaehe des Kreisbogenviereekes zur Rechten bleibt. 
Den versehiedenen Intervallen 

= + = + 2o, i + etc., 

yon X entspre.ehen dabei Kreisbsgen dieses Meridians, die aus 
dem ersten, c'b'~ dutch wiederholte Inversion (zunitehst an a ~ )  
entstehen. 

In der Theorie der gewShnliehen (eindeutigen) automorphen 
Funktionen wird nun verlangt, den Parameter B in (4/) so zu be- 
stimmen~ dal3 das Kreisbogenviereek d'a'b 'c '  einen reellen Ortho- 
gonalkreis K besitzt und selbst ganz innerhalb desselben gelegen 
1st; dasselbe gilt aueh yon allen Kreisbogenviereeken~ die aus 
d'a 'b 'c '  dureh beliebig oft wiederholte Inversion an seinen Seiten 
entstehen. Somit mug sieh in diesem Falle der Bildpunkt ~ des 
die Gerade X durehlaufenden Punktes u l~ngs des Meridians c'b' 
immer mehr dem Orthogonalkreise K n~thern, ohne denselben je zu 
fibersehreiten. Es daft  daher ~ nie eine volle Umkreisung des 
reellen Meridians ausfiihren und wieder an die Stelle c' zurtiek- 
kommen, d. h. ff darf den Wert k 3 kein zweites Mal annehmen. 
Daraus ergibt sieh: 

,~In dem zur Diskussion stehenden gew~hnliehen automorphen 
Falle mug tier Parameter B in (4) jedenfalls so bestimmt werden~ 
dal~ eine reelle PartikularlSsung: 

(19) y = C~. (Yl - -  lc3 g~) 

auger im P unk to  u = t%, weleher dem Punkte c' (~ ----- k3) ent- 
r" ~ sprieht, auf der Geraden X nirgends versehwmdet. 

Ein ganz analoger Satz besteht natttrlieh~ wenn wit eino 
l~tngs Y reelle, bei u ~---ml versehwindende LSsung: 

(19 a) Y = q . (Yl - -  Icl Y~) 

verfolgen; w~thrend x wiederholt das Intervall ete~, also u die 
....--... 

Gerade Y und ff den Meridian a'b' der rein imaginaren Zahlen 
durehl•uft. Die in (19a)  auftretenden Konstanten (~ und k 1 sind 
rein imaginttr~ insbesondere ist: 
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Zu einer Eingrenzung des Farameterwertes Boo gelangen wir 
nun unter Heranziehung der S t u r m schen Vergleichungss~tze 1) in 
der folgenden Weise: 

Die der Funktion (19) 

v = c ~ .  (yi - k3 v2) 

entsprechend% iiber der Geraden X als Abszissenaehse konstruierte 
Integralkurve yon (4) ist in einem Punkte u yon X konvex oder 
konkav gegen diese u-Aehs% je naehdem an dieser Stetle der 
Koeffizient A p ( u ) - - ~ - B : > O  oder d 0  ist; das Umgekehrte gilt  
ffir die Integralkurve (19a) 

fiber Y~ indem im ersten Falle du~:>O,  im zweiten du  ~ d O  ist. 
Um dies bequem fibersehen zu kSnnen, konstruieren wit eine Hilfs- 
gerade ~) g fiber der x-Aehse als Abszissenaehse mit der Ordinate 

(20) v =  ~ + B .  
Da nun in unserem Falle die Ungleichungen (13) bestehen, so ist: 

1 1 
A----V--~-<o, IAI< X, 

so dab die Hilfsgerade g mit der positiven x-Aehse einen stumpfen 
1 

Winkel einschliel~t, dessen Tangente zwischen - - ~ -  und 0 liegt: 

Bezeichnen wir noeh den Absehnitt der Geraden g auf der x-Achse 
mit e~ so ist 

(21) B = - -  A e 

and insbesondere ffir die dureh e 1 and e 3 gehenden Geraden gt 
und ga : 

Bi ~ - -  A el, B~ -~  - -  A e 3. 

Nun ist d u  i.m Intervall e3e ~ reell~ also d u ~ O  und im 
Intervall e I e~ rein imaginttr, also d u ~  O. Die oben ausgesproehene 
Forderung wird daher sicher nieht erffillt werden~ wenn: 

y =  A x - ~ -  B~-~. A p ( u ) +  B 

im ganzen Intervall e 3 e,2 negativ oder im ganzen Intervall e~ e 2 
positiv is b d. h. wenn g links yon g3 oder rechts yon gl verliiuft~ 

1) c. Sturm~ ,,Sur les dquations diffgrohtielles lingaires du second ordre% 
Journal de Mathdmatiques 1, Paris 1836, pag. 106. 

Derselbe: ,Sur une classe d'dquations "s diffdrences partielles", ebenda, 
pag. 373. 

~) F. Klein: ,Ubec KSrper, welche yon konfokalen Flitchen zwelten 
Grades begrenzt sind% Math. Ann. 18 (1881). 
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indem dann die zugehiJrigen Integralkurven (19) oder (19a) gegen 
die jeweilige u-Achse starker konkav gekrfimmt sind als gewisse 
Sinuslinien und diese daher sicher auch in veto Ausgangspunkte 
versehiedenen Punkten sehneiden mtissen. Also mul~ g zwischen 
den beiden Grenzlagen gl und g.~ liegen, 

(22) e 3 ~ e ~ e 1 

ode[' 

(22a)  

Die zum 

woraus folgt : 

B3 ~ B ~ B1. 

gewShnlichen automorphen Falle gehSrige Wurzel Boo 
mul~ daher im Intervall B 3 B t liegen ; wir zeigen nun zunachst~ dab 
dort keine zu einem Obertheorem geh(irige Wurzel yon (12a) 
liegen kann. 

w 4. Die  O b e r t h e o r e m e .  N a c h w e i s ,  dab im lnterval l  BsB1 ke ine  zu  
e i n e m  O b e r t h e o r e m  gehSr ige  W u r z e l  B l iegt.  

Die Involutionsbedingung (12) drfiekt aus, dal~ das Kreisbogen- 
7~ 7~ 7~ 

viereck d 'a 'b ' c '  mit den Winkeln ?% 2 '  2 '  2 einen Orthogonal- 

kreis K besitzt, nicht aber, dai~ es notwendig ganz innerhalb 
desselben liegt. Die aus (12) folgende transzendente Gleiehung (12 a) 
wird uns daher auch allo Wurzeln B liefern mfissen, die zu Kreis- 
bogenvierecken gehSren~ welche zwar auch einen Orthogonalkreis K 
besitzen, aber aus demselben heraustreten. Ein solches Polygon kommt 
z. B. zu stand% wenn wir die Seiten c' b ~-~ und d 'a  f ~ '  des gewShn- 
lichen automorphen Grundpolygons 11oo ~ d' a' b' c' (Fig. 1) fiber b' 
und a' hinaus bis zu denjenigen Punkten b" und a" verl~tngern, 
die aus ihnen durch Spiegelung am Orthogonalkreise K entstehen. 
Auf diese Weise erhalten wir ein erstes Oberpolygon 11ol ~ d' a" b" c' 
(Fig. 1)~ das bereits den Orthogonalkreis durehsehneidet. 

Verlangern wir nun die Seiten c'b ~ ~ '  und d ' a "  fiber b" und a" 
hinaus, bis si% sich selbst fiberschlagend~ wieder b' und a' erreichen~ 
so ergibt sieh ein zweites Oberpolygon l]0~ ~ welches wir auch aus 
I]oo dutch Einhiingung eines Kreisringes l~ngs eines yon c' b' naeh 
d'a '  ffihrenden Querschnittes Q erhalten kSnnen (Fig. 1). 

Ein drittes Oberpolygon Ho~ entsteht in gleicher Weise aus 
1]ol durch Einhi~ngung eines Kreisringes~ ein viertes 1]0~ aus l]oo 
durch Einhangung yon zwei Kreisringen etc. 

Gleichzeitig sei bemerkt~ dab ein blokes Verli~ngern der Seiten 
c'b' und d 'a '  nur den Typus, nieht aber die wahre Gestalt der 
Oberpolygone liefert; dazu ist noch .je eine Deformation erforderlich, 
die dadureh bestimmt ist~ dal~ die Oberpolygone konforme Abbilder 
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tier negativen x-Ebene, resp. des Rechteekes _h r der u-Ebene sein 
sollen. Die einzelneu Polygone 1]oo, I]o~, I ]o~, . . -  mfissen also auch 
gegenseitig konform aufeinander abgebildet sein. 

Man erkennt leieht~ da~ jedes Viereek der so entstehenden 
ersten Serie yon Oberpolygonen durch eine Oszillationsbedingung 
charakterisiert werden kann. Setzen wit ni~mlieh in ( 4 ) u n d  (19) 

(23)  u = v + m ,  

wobei v eine reelle Variable bedeutet~ d . h .  besehr~tnken wit u 
auf die Gerade X~ so gehbren zu den einzelnen Polygonen 
I]oo~ IIol~ [Io~ []o3 etc., solche Paramenterwerte Boo ~ Bol, Bo~ ~ Bo~ ~ 
e tc ,  ftir weIche die L~isung 

in den einzelnen Intervallen 

0, tol~ ( o ~ : 2 ~  2~o1~3r etc. 

des v eine bestimmte Anzahl yon ~ullstellen besitzt, 
folgenden Tabelle angegeben ist: 

die in der 

0 - - ~ i - - 2 % - - 3 ~ 1 - - 4 % - - 5 ~ 1 - - e t c .  
Iloo 0 0 0 0 0 0 
HoI 0 1 0 1 0 1 
Ho~ 1 1 1 1 1 1 

[Io3 1 2 1; 2 : 1 2 
IIo~ 2 2 2 2 2 2 
[1o5 2 3 2 3 2 3 etc. 

Daraus  entnehmen wir, da[~ sicher kein Oberpolygon IIo~ zu 
:stande kommt ftir ein B~ ffir welches die erste von 0 versehiedene, 
auf der positiven v-Achse gelegene lqullstelle yon y(v 2r(J)8) grb~er 
als 2~1 ist. 

In ganz ahnlicher Weise entsteht eine zweite Serie yon Ober- 
polygonen 111o~ 1]~o~ 113o etc. aus I]oo dm'ch Verlangerung der 
Seiten a ~  und ~ c '  fiber b' und c' hinaus. Setzen wit dann in (4) 
und (19a) 

(23 a) u ~-- i v -~ ~)i, 

wobei v wieder reell ist~ also u auf Y li~uft~ so gehbren za den 
einzelnen Oberpolygonen Hro solehe Parameterwerte Bro, ftir welche 
die Lbsung 

in den einzelneIt Intervallen: 

O, ]tu3[ , lto~], 2l~3[ , 210~3] , 3[t~ 3 ete, 
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des v Nullstellen in einer Anzahl besitzt, die aus einer Tabelle 
entnommen werden kann~ welche aus der obigen entsteht~ wenn 

(0 3 wir % dutch [o)31 ~ .-=- und II0r dutch II, o ersetzen. Es existiert 

also sicher kein Oberpolygon H,o fiir ein B ,  ftir welches die erste 
yon 0 verschiedene positive Nullstelle Vo der Liisung (24a) grSl~er 
als 2! (03 t ist. 

Wir beweisen nun, dag letzteres fiir jedes B < B,~ also e < e 1 
der Fall ist. Ersetzen wir namlieh in (4) die Variable u naeh 
(23a) durch i v - J - ( 0 ~  so bekommen wir die Gleichung 

(2~) ~ Y  -4 [l~ (~  + (0~) - e] ~ = 
d v  ~ - -  

= ( 1  _ _ D 2 ) [ ~ ) ( i V @ ( D I ) _ _  e] " ~J" 

Nun ist far  reelle v 

(iv + o,~) ~ e,~ 

und ferner naeh Voraussetzung 

also 

(26) 

e < ~ ,  

p ( i v  + 0,~) - -  e > ~ - -  e,. 

Betraehten wir daher folgende DifferentiaIgleichung mit kon- 
stantem Koeffizienten 

so besitzt dieselbe ein f~r v ~---0 versehwindendes Integral: 

(C eine reelle Konstante), ftir welches wegen (26) die erste yon 0 
versehiedene positive Nullstelle v o % v o ist. Nun ist aber 

9 ~ / q  - -  e~ 

ferner wegen (13) . 

_ _ _ _  ~ 2 ,  

Mona~sh. fiir h~a~hema~ik u. Physik. XIX. Jahrg. 18 
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und schlieglieh 

wobei 

1 ~ (O 1 

g q  - -  e2 "~. H 0 

Ho = (1 - h 

H a ---- H ( 1 - -  h " " - ' ) ,  

o~ 3 

gesetzt wurde. 1) Wegen ("1 > 0~ ("-~ > 0 ist aber h reell, positiv 

und < 1, also auch H o < 1, H 3 ~ 1, somit 

2 (01 1 " > - - - - ~  
(3o) -1/q "c7  

worans sieh ergibt 
Vo > 4 %. 

Berttcksichtigen wiv noch die Ungleichungen (7), so s schliel~lich: 

v0 > 2[ ,.3 r, 
und daher auch 

(31) '~'o > 2 [% l, 

was zu beweisen war. 
Somit gehih't zu jedem Oberpolygon [Iro dev zweiten Serie 

ein e > e  tHe3~ also ein B H B 1 H B 3 .  Durch eine passende 
lineare Transformation der Perioden 2(.I, 2(.3, etwa dutch 

2 %  = --  2%~ 
2 % ~ 2 % 

ergibt sich dann sofort der Beweis daftir, dal~ zu jedem Oberpolygon 
]7Io ~ der ersten Serie ein e < e 3 < q,  also ein B ~ Be < B 1 gehSrt~ 
womit in der Tat gezeigt isg dais im Intervalle B3B 1 keine zu 
einem Obertheorem gehSrige Wurzel B yon (12a) liegen kann. 

Des weiteren aber schliegen wit daraus~ dag es keine anderen 
Obertheoreme als die ffir die beiden Serien I]o1~ ]]02~... und 
I],o, II~0~... yon Oberpolygonen geben kann~ dal~ also die beiden 
Prozesse, durch die aus l]oo einerseits []0~ und anderseits 1180 ent- 
steht, nicht miteinander kombiniert werden kSnnen~ da ngmlich 
sonst das zugehSrige B einmal > B 1 und gleiehzeitig < B  a sein 
miigte, was wegen B 1 > B3 nicht mSglich ist. 

i) B u r k h a r d t ,  loc. clt. pag. 55, 57, 82 und 84. 
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w 5. E i n g r e n z u n g  der  zu den e i n z e l n e n  O b e r t h e o r e m e n  g e h ~ r i g e n  
P a r a m e t e r w e r t e  B in lnterval le .  

Wir betraehten znniiehst die in w 4 als zweite Serie yon 
Oberpolygonen bezeichnete Reihe 

1"~10 ~ H2o~ . . . .  H~o . . . .  ; 

zn jedem dieser Polygone gehSrt ein ganz bestimmter Parameter- 
wert B,o, resp. e,.o, und es ist offenbar 

B~ < B~ o < B ~o  < . . . < B~o < . . . ,  

res p. 

e~ < e ~ o < e ~ o  % . . .  < e , . o <  . . . .  

Dabei sind die einzelnen Parameterwerte e2 ,~-a ,o  und e2,~,o 
(m = 1~ 2, 3, .. .), dureh die folgende Oszillationsbedingung eharakte- 
risiert : 

,,Die LSstmg (24a) 

yon (25), in welcher wir noah die rein imagin~tr% im iibrigen aber 
willkiirliche Konstante C 1 etwa durch 

eindeutig festlegen mtigen, 

in jedem Intervall 

y' 005 = 1 

mug far : 

e ~ g 2 m - - 1 ,  0 

21~ I ~ l, (21~+ 1)l m~ I, (k = 0 ,  1, 2 , . . . ) ,  

gerade m - - 1  and gleiehzeitig in jedem Intervall:  

(2/c @ I) l~ ~ l, 2 (1~ -~- 1) ! (,,.~ I 

m Nallstellen, hingegen Nr  

e = e2m, o 

in jedem Intervall 

k [ %  [, (It --~- 1)](, 31, (lc = 0, 1, 2~.. .)~ 

gerade m Nullstellen besitzen." 
18" 
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Wir bezeichnen nun die yon 0 verschiedenen~ auf der pcsitiven 
v-Achse gelegenen lqullstellen yon (24 a) in ihrer Aufeinanders 
mit v l , % . . . , v . , . . . ,  so dai3 

0 < v l < v  ~ < . . .  < v , , < . . .  

ist. Gleichzeitig stellen wit neben (25) die beiden Differential- 
gleichungen mit konstanten Koeffizienten 

(32) y-~ '=- -  __p2 (e__el)yl, Y 2 = - -  - - ~  e--e2)Y~, 

deren entsprechend% durch 

yl (~1) = j.~ (~ )  = 0 
und 

~i (~,) = ~'= (~01) = 1 

eindeutig bestimmte LSsungen 

(33) I y-~ = ~ sin ( V ( ~ - -  p2)'(e e~).v), 

die positiven Nullstellen 

O < v 2 < ; i <  < v : < . ,  o < ; i ' < =  ~' -" . . . . .  v , ~ < . . . < v  < - . .  

besitzen 

(34) 

mSgen: wobei also 

V r  n17 V , r  ~,~ ) ' "  . . . . .  

- -  ~2 ((S - -  (21) - -  ~2 ( e -  e2) 

ist. 
Die Nullstollen 

�9 p Vlp Vn~ Vn} 

sind Funktionen yon e~ und zwar ist nach den S turmschen  Ver- 
gleichungssiitzen wegen 

0 > --(~ '~--~12)(e__el  ) ~ _ _  ( ~ _  ~12)[e--jo (iv + 13)1) ] 

far dasselbe e > e 1 

(35) 

- -  ( J -  ~,~) (e - -  e=) 

~, ( e )>  %(e)>T;;(e), 



A u t o m o r p h e  F u n k t i o n e n  bei L a m d s c h e r  G l d c h u n g .  275 

hingcgen far zwei verschiedene e ' ~  e " ~  e 1 

% (e") ~> % (e') > O, 

(36) v '  (e") > v-~. (e') > O, 

v;: (e') > ;~: (~') > o; 

umgekehrt folgt aus dem Bestehen einer dieser Ungleichungen (36): 

e r ~ e fr 

und damit attch das Bestehen der beiden anderen. 
Nun mul~ zufolge der oben iormulierten Oszillationsbedin- 

gung ftir 
e ~  ero 

die (]c.r) t~ Nullstelle der L~isung (24 a) in das Intervall 

fallen, d. h. 

(37) 

(38) 

also 

(38a) 

und 

(39) 

also 

(39 a) 

wird, d 

(38 b) 

und 

(39b) 

(2 ~ - - a ) l %  I, 2 ]~1% I 

(2]c 1)]%]<vz ,  r(e,o)<2]~]%l.  

Bcstimmcn wit also zwei Zahlen e: and e~' so, dal~ 

- -  r "L%) - - (27~ -1 )  o,~ I, 

2]~--1 
v. ( 4 ) -  z~ 

7 L ( q )  - -  2 z~' ,,~ , 

7; (C) = 21 .,~ 

h. setzen wir 

[ ~r= 1 ~ 

(0  3 

4 

4 
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so ergibt sieh zufolge (38), (39) und (35) aus (37) zuniiehst 

v~(~;) < ;i.,.(4) < ~(~,.o) < ~-;2(<:) < ~,~s 
also 

vk,.(4) < %(%) < %(C) 

und daraus schlieNich wegen (36): 

(40) ~'/< % < <. 

8omit finden wit 

I " "  ]~ ~ _ (~.,.5 . . . . .  1 ,. 1 
e~ -@ [2-[~7a [J - 1 - - - -  < %o <C e, -@ [('2k-- 1) % ] 1 

p') o~z 
4 4 ' 

und da diese Ungleichungen ffir jedes bolicbig grolge k gelten 
miissen, folgt daraus fttr lim k = 

[ r~  ] 2. 1 =<~=q@[ r~  ] ~ 1 
(41) e~ @ [21% lJ 1 - - -  < e'~ [2 ~-~a ~] " - 1 

4 P~ 4 p,a 
resp. 

(41 a) 
Bg+ " r ~  - 2  

far jedes r ~  1, 2, 3 , . . .  
Wir haben daher far die zu den einzelnen Obcrpdygonen 11 o 

der zweiten Serio gehSrigen Parameterwerto Go die folgenden ln- 
tervalle 

(42) 

e2 + [ ,~ i2 ..... 1 < q  ~ ~ q @  [ $__2 1 

14 ,~ - t~ J~  Z 4 _ ,  '~' 

4 P~ 4 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  �9 . . . . .  ~ . . 

4 4 

e _}_l(r-J-1)~] 21%! J I 1 <er+~,o~q_~_ [ 21% ] , 
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dieselben besitzen die konstante Lange e 1 - - %  and liegen voll- 
st~tndig voneinander getrennt, denn zwischen dem r t~ und dem 
( r @  1)t~ ~ Intervall befindet sich eine Streeke yon der L~nge 

[(~-• ~. ~ I "": 1 ~ 
G~t pX 

4 ' 4 

= (2r-~- 1) - 1 (e~ - -  es); 

aus (30); (13) und (7) geht aber hervor: 

x ~ , /  1 <L2]%IJ 1 
4- -P~ 4 

~180 

4 '~ 

- -  w ~ 2  

Aus der Herleitung der Ungleichungen (42) entnimmt man 
ohne weiteres, dalg sich die Anzahlen der Halboszillationen der 
Lssung (24a) in Intervalle 0, 2 1% I fitr e ~ e '  einerseits und 
e = e: anderseits gerade um eine Einheit unterscheiden~ wahrend 

,! sie fitr e = e'/ einerseits und e ~ -%+i  anderseits miteinander iiber- 
einstimmen. Daraus schliel~en wit: 

, In jedem der Intervalle (~2) liegt hSchstens eine Wurzel e 
der transzendenten Gleichung (12a)~ zwischen diesen: Intervallen 
dagegen gewil~ keine." 

Ganz analoge Uberlegungen ksnnen far die Oberpolygone Ilor 
der ersten Serie gemacht werden; wir finden fttr die ihnen zuge- 
hsrigen Parameterwerte eo~ resp. Bor die Intervalle 

i ~ . ~ l t  1 [ ~ l  ~. 1. 

4 P~ 4 P~ 
resp. 

r ~  2 [ r ~  ] 2 

tiber die ganz entspreehende Aussagen gemacht werden kSnnen. 
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Sehen wir yon der Wurzel Boo ~ deren Existenz dureh die 

Theorie der automorphen Fanktionen (ftir den Fall, dag 1 eine 
�9 p 

ganze Zahl ist) siehergestellt ist, ab, so folgt aus unseren qQisherigen 
l~berlegungen, dal~ in jedem einzelnen der Intervalle (41a) und 
(43a) und nur dort eine reelle Wurzel B yon ( I2a)  liegen kann. 
Die Obertheoreme sagen nun aus, dal] in jedem der angegebenen 
Intervalle auch tatsitchlich eine solche Wurzel liegt. Dies wollen 
wir zun~tchst far die niedrigsten Fitlle in einem Zah!enbeisioiel be- 
st/itigen~ indem wir Boo , Bol und Blo numeriseh bereehnen. 

w 6. N u m e r i s c h e  B e r e c h n u n g  yon Boo, Bo~ und B~o in e i n e m  
Zah lenbe i sp i e l .  

Um uns vor allem fiber die Lage der absolut kleinsten Wurzel 
Boo resp .  eoo yon (12a) einigerma[Sen zu orientieren~ betrachten 
wir zunitchst den lemniskatisehen ]?'all, in welehem 

ist. ~Ian erkennt hier leieht aus Symmetriegrtinden, dag 

(44) Boo = 0, e o o =  0 

sein mug. 
J~ndert sich nun die rein imaginare Halbperiode m~ stetig, 

ohne den durch (7) festgelegten Bereieh zu verlassen, so werden 
sieh auch e~, e~, e3, #~, #~ sowie %0 stetig andern, wobei nachw 3 
eoo immer im Intervall e 3 e~ bleiben mul~. K l e i n  hat in seinem 
eingangs erw~thnten Vortrage die Vermutung ausgesioroehen ~ dal~ 
eoo immer zwiseben 0 uud e,~, und zwar nSher bei % liegen wird. 

Wir ffihren nun die numerisehe Bereehnung der Wurzeln 
%o, elo, eol yon (12@ in einem Zahlenbeispiel dureh, indem wir 

�9 1 
~I = 1, r ~--- 1,1 i~ p ~ _ _  - -  0,223607 1) 

V2o 
setzen, wodureh die Ungleiehungen (7) und (13) erNl!t sind. Dann 
ergibt sieh 

~ = % =  1,1i,  

h - . ~  e i ~ v  = 0~03156~ 

1) In der Theorie der eindeutlgen automorphen Funktioneu ist p der reziproke 
Weft einer ganzen Zahl; fiir die Uberlegungen des Textes ist jedoch diese Ein- 
schr$inkung nicht erforderlich. Vgl. K l e i n ,  Math. Ann. 64, p. 196. 
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o o  

H o  ~--- H (1 - -  h 2 ~) = 0 , 9 9 9 0 0 ,  

H~ = ] - [  (1 + I, 2~) = 1,00100, 
" Y = I  

H~ = - ] I  (1 § h "-~) = 1,03159, 

C~3 

tI~ ~--- H (1 - -  h ~ - ~ )  = 0 , 9 6 8 4 1 ,  

e~ e 2 \ ~ - - ~ ]  2 t  o ,~ : 1 ~ 9 0 1 7 ,  

e 1 - -  e~ = H~ = 3 , 1 5 2 2 ,  

e ~ - -  e~ = h H  o H~ = 1~2o12~ 

e 1 = 1~6846~ 

e 2 ~-~ - -  0~2166~ 

e.~ ~ - - - -  1~4678~ 

].~ ~ e~ - -  % _ _  0 , 3 9 6 9 ~  
e I - -  e 3 �9 

~,~ _ _  e~ - -  e~ _ _  0 , 6 0 3 2 ,  
e 1 - -  e 3 

g~ ~ - - - - -  4 (e 1 e~ + e a e~ -@ e 2 e~) = 

)] 
g3 = 4 e  1 e~ ea = 

----- % - - 3 ( l  h '2 [ - 1 - - - h  ~ @ "  " = 2 , 2 0 1 6 ,  

1 1 
A = O 2 - -  - -  0~2~ 

4 5 



~ 8 0  H. Rothe. 

1 
4 ' 

4 P3 

- -  12~337, 

- -  10,196. 

Um die beiden Fundamental lSSungen (5) von (4) 
erhalten,  setzen wit  

(45) 

c o  

~oo 

7 ~  0 

und 

(46) 

wobei 

explizit zu 

C 0 -------- e, 

1 
c~ - -  2".  5 g~ ~ 0,5034,  

1 
c~ - -  2~" 7 g~ ~ 0,0786,  

1 
c 6 ~-~ 24 3 . 5  ~ j~---0~0845~ 

3 
Cs - ~  2 ~t. 5 . 7 . 1 1  g~ gs ~ 0~0108 

1 / 1 2 1 g~) = 0.0070,  
q0 = 2~.-Q~o ( ~ - g ~  @ 2 .3 .53  �9 

1 
q~ 2~ 3.52 7 . 1 1 9 2  3 ~ - 0 ~ 0 0 1 2 .  

q ~ - -  2 ' . 1 3 . 1 7  -7 g~& -~ 24.3.53 g~ = 0 , 0 0 0 5 ,  

e tc .  
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ist. Wir  bekommen dana  ftir die gesuchten Koeffizienten ao,,~ und 
b2~ die Rekursionsformeln 

(47) 

und 

(48) b~ ~ = 

aus welchen wegen 

folgt 

= 4 (n + p) 

4 n (n - -  p) 

a o = b o - ~ l ,  c o = - e  

(47 a) 

and  

(48 a) 

.A~ 

. A ,  

- - e  

% - -  4 (1 -4- I~) 

4(1-~- 9)- ce -J- e~i A 

4 . 8  (1 -~- 9) (2 -~- p) c 4 - -  4 (5 -~- 3 P) c,2 e A - -  e 3 A 2 
as ~-  4 . 8 . 1 2 .  ( 1 ~ -  p) ( 2 +  p) (3 ~-  ?) .A,  

. A  

etc. 

und 

(48b) / 

b2 ~ d- 0,06440 e~ 
b~ -~- - -  0~00708 -~  0,00091 e ~, 
b s ~ - -  0,00047 - -  0,00024 e -~- 0,0000054 e 3, 
b s ~--- - -  0,00027 - -  0~000018 e - -  070000023 e ~ -4- 

-~  0,000000018 e~ 
etc. 

/ a~ ~--- -4- 0,04086 e, 
a~ -~- - -  0,00566 -]- 0,00046 e 2, 
a 6 ~ - -  0,00041 - -  0,00014 e -~  0,0000024 e s, 
a s -~- - -  0~00024 - -  0,000011 e - -  0,0000011 e 2 --~ 

--~ 0~0000000071 e~ 
etc. 

4 . 8 .  12.  (1 - -  p) ( 2 - -  P) ( 3 - -  ?) 

etc. 

Ftir die obigen numerischen W e r t e  wird insbesondere 

(47b) 

- - e  
b ~ =  4 ( l - - p )  " A '  

4 (1 - -  p) . c  2 - ~  e ~. A 
b~----- 4 . 8 .  ( 1 - -  p) ( 2 - -  p) " A '  

bz ~_ 4 . 8 .  ( 1 - -  p) ( 2 - -  p) c , - - 4 ( 5 - - - 3 0 )  e A - - e  ~.. A '~ 
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wodureh die a.2 ~ und b2~ als ganze rationMe Fanktionen n t~ Grades 
von e dargestellt sind. Die transzendente Gleichung (12 a) lautet nun 

40 .[ 1 

~-~;~. ~[~ + o2~,~ +,,,~ + .] [(1+ ~)+ (~ + ~)~,~ + (~ + ~)o~+ 

. . . . .  3 il +b2vo~ +b~(~,~ +...]I(1 9)+(2_0)b2~ + (9 f))btm~ + 

und geht nach Einftihrung der numerisehen Werte  und Ordnen 
nach Potenzen yon e tiber in 

(50) ~2 (e) ~ 0,0186 -~- 0,1750 e -- 0,0050 e ~ -- 0,0013 e ~ + 

-4- 0,000015 e~-~ . . . .  0. 

]3etrachten wit diese Gleichung unter Vernachl~tssigung der Terme 
hSherer Ordnung als eine Gleichung vierten Grades ftir e, so 
finden wir - - a b g e s e h e n  yon der absolut grSgten Wurzel 7 zu deren 
genauen Bestimmung diese Gleiehung nicht ausreicht - -  die drei 
Wurzeln : 

(51) e -~- - -  071067 , q -  10,440, - -  12~604. 

Andererseits haben wit abet naeh 

(52) 

also ist 

(53) 

resp. 

(53 ~) 

(22), (41) und (43) die Intervalle 

- -  1,4678 ~ e o o  ~ q -  1,6846, 
-~- 9~979 ~e~o  ~ - ~ -  11~881, 
-~- 407567 ~ e2o ~ q -  42,469, 
q -  91,547 ~e3o  ~ - ~  93,449, 

etc. 

- -  13,805 ~ e o l  ~ - -  12,5547 
- -  50,816 ~ e o 2  ~ - -  49,565, 
- -  112,521 ~ e0s ~ - -  111.250, 

etc. ; 

eoo - - - - -  0,1067, 
e~o ~--- -4- 10,440, 
eoo ~ - -  12,6047 

I Boo ~ - -  0~0213~ 
B~ o ~ + 2~088~ 
Boz ~ - -  2~52l. 

"'*] 
1 

'~176 
l 
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Ferner ist in diesem Falle 

21 oo I>le  I- 

nit die yon K l e i n  ge~tul~erte Vermutung bestgtigt ist. 

w 7.  B e w e i s  d e s  O r u n d t h e o r e m s  u n d  d e r  O b e r t h e o r e m e .  

Wir gehen nun daran, den Beweis des Grundtheorems und 
Obertheoreme zu ffihren, d. h. wir zeigen~ dal] in den Inter- 

en (41) und (43)7 die wit in w 5 fanden, tats~tchlich je  eine 
xzel e der transzendenten Gleiehung (12a) gelegen ist. 

Der Beweis vereinfacht sich betrachtlich, wenn wir statt des 
mr bentitzten Quotienten (16) 

Yl 

Y2 

mehr den Quotienten der beiden zum Pankte u - - 0  gehSrigen 
Ldamentall~sungen (5) 

(o) 

r (o)_  :ql y(O) 
2 

3etraeht ziehen. Geometriseh bedeutet dies, daft wir die Figuren 
[er ~-Ebene (resp. auf der ~-Kugel) dureh kreisverwandte Fi- 
re d~selbst ersetzen~ wodurch wir ja nichts Wesentliches an 
,n •ndern; in der Tat besteht namlich zwischen ~ and ~(0) die 
Bnde lineare Abhangigkeit: 

n der Zusammenhang zwischen den Fundamentall0sungen Yl~ Y2 
y~), o (0) durch die Gleichangen Y2 

{ . . (o) . r 

_ (o) (o) 
Y~ - -  Yl ~2 Y2 

~ben ist. 

Aus (5) fo]gt 
(o) ~(~) - -  u2~ (u2), 
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wobei ~(~ eine Potenzreihe in u 2 bedeutet, d i e  mit dem kon- 
stanten Gliede 1 beginnt und lauter reelle Koeffizienten besitzt. 
Somit ist ~(o) far positive reelle u selbst reell; augerdem ist 

(57) ~~ = o, ~(~ = h = z~, 

d. h. die Seite 0 % des P~ralleiogramms N der Halbperioden %,  % 
in der u-Ebene wird abgebildet auf die geradlinige Strecke 0~, 1 
der reellen Achse in der ~(~ Ftir rein imagin~tre u--~ iv  
(v reell und poSitiv) ist 

(58) ,F0)(i v) = e~~ ~ (-- v~); 

dabei ist v2e?~( - - v  ~) reell; somit besitzt ~(~ den konstapten 
Richtungsfaktor d=e; da s 

7(o) (,%) = ,~(o)(i j ,,~ t) = 
(59) = d.~e. i % [2e ?~( - - I '% 12) = 

ist~ so folgt daraus~ dab die Seite 0 % yon N abgebildet wird auf 
die geradlinige Streeke Ov~ der ~(~ welehe mit der Streeke 
0 X~ den Winkel p ~ einschlielat. Die Seite %, % @ % res.___p. %,  % @ (___~a 
yon N wird abgebildet auf einen Kreisbogen X~ Iq, resp. h Pa~ 
weleher die Seite 0).1, resp. 0v~ orthogonat sehneidet; also seinen 
Mittelpunkt auf der Geraden ~ ,  resp. 0 '6 hat. Aul?erdem sehneiden 
sieh Z~ ~ und Yl ~1 selbst" reehtwinkelig (Fig. 2). 

Der Orthogonalkreis K des so entstehenden Polygons [I mul~: 
falls er existiert~ seinen Mittelpunkt im Punkte ~t (~ = 0 der 7i0)-Ebene 
haben. Man erkennt jetzt aueh leieht, dag die Involutions- 
bedingung (12) 

tats~tehlieh die Bedingung far die Existenz eines solehen Kreises 
ist. Die Potenzlinie s der beiden Kreise ),, ~ h ~1 mug namlieh 
im Falle des Vorhandenseins eines Orthogonalkreises K durch 0 
gehen und l t le, resp. ~, n~ stellt in der Tat niehts anderes vor als 
die Potenz des Punktes 0 in bezug auf den Kreis ).~ ~1, resp. v I ~1~ 
indem die in (9a): resp. (9b) auftretende Konstante X~ ~---12, resp. 
% ~---d =e. % dargestellt wird durch jenen Punkt  der :qt~ 
in welehem der Kreis X~,%~ resp. h ~1 den Durchmesser 0 ~ ,  resp. 
0 h zum zweiten :Male schneider. 1) 

Im Iemniskatisehen Falle 

0.13 
% : - 7 -  > 0 

1) F. K l e i n ,  Math. Ann. 64, pag. 178. 
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ist es nun leieht, das automorphe Grundpolygon II in der ~(~ 
anzugeben~ auf welches das Quadrat der galbperioden in der 
u-Ebene durch den Quofienten .~(0) abgebildet wird. Da namlich 
dieses Quadrat dureh die Diagonale 0, m 1 -~ m 3 in zwei Halften 
zerf~llt~ die Spiegelbilder voneinander sind, so fblgt, da sieh in 
diesem besonderen Falle 0: m 1 -~ m 3' geradlinig auf 0,~1 abbildet~ 
da~ das Polygon H ebenfalls zu der dieser Diagonale entspreehenden 
Geraden by.1 symmetrisch sein muG. Wir bekommen also das Po- 
lygon H resp. ein zu ihm ghnliehe% wenn wir auf die Winkel- 
halbierende s yon <):: )~1 0 h ~ P ~ irgend eine Senkrechte t erriehten, 
deren Schnittpunkte A und B mit den Sehenkeln dieses Winkels  
bestimmen, fiber A B ais Durchmesser einen Kreis ~ errichten und 
denselben mit s in den Punkten ~ und ~s schneiden; der durch 
~h und ~,~ um A, resp. B als Mittelpunkt beschriebene Kreis 
lie[err dann bereits die Seite k i ,u.i~ resp. h ,~ yon II und gleieh- 
zeitig die Punkte ~ k2~ resp. h~ v2 (vergl. Fig. 2, die den allge- 
moinen Fall darstellt) 

In diesem Falle ist e = 0. Wenn wir nun einstweilen diesen 
Parameterwert festhalten, die rein imaginare Halbperiode m s in- 
dessen stetig ab~ndern, ohne den Bereich (7) zu verlassen und ihr 
sehlie~lich irgend einen in diesem Bereiche gelegenen Wert erteilen, 
~o wird das zum lemniskatischen Falle gehSrige Polygon l-I der 
~(~ deformiert; die Seiten 0).t und 0 h bleiben geradlinifgg 
und schlieBen nach wie vor den Winkel  p r~ ein; die Seiten kl ,~1 
und ,~ ,~ bleiben Kreisbogen und die drei fibrigen Winkel  rechte ; 
es wird jedoeh nieht mehr 11 ~ - n l ,  d. h.: 0X 1 ~ - 0 h  sein; das 
Polygon [ I i s t  nun nicht mehr symmetriseh und die Potenzlinie s 
geht wegen It 12 ~ n  1 n~ nicht mehr durch O, sondern verlt~uft 
oberhalb oder unterhalb dieses Punktes~ je nachdem wir m s ver- 
grS~ert oder verkleinert haben. 

Indem wir nun m 3 festhalten und den Parameter e stetig 
variieren~ wird auch das so entstandene Viereck H seine Gestalt 
kontinuierlich gndern und damit die Potenzlinie s i m m e r  neue 
Lagen einnehmen. So oft die Potenzlinie s durch den Punkt  0 
geht~ so oft stellt das zugehSrige e eine Wurzel der transzendenten 
Gleiehung (12a) dar~ weft dann gewig ein Orthogonalkreis K 
existiert. 

Es mSge also e yon e = 0 an die Reihe der negativen reellen 
Zahlen durchlaufen. Eine leiehte ~berlegung ~) zeigt dann~ da~ 
dabei stets 

(60) 0 < n~ < n~ < -~ 
') Ist 

y" ~ - 2  . y ' - [ - q y ~  O 

elne lineare, homogene Differentialgleichung tier zweiten Ordnun~ und yl, y~ ei~ 
Paar  ~on Fundamentall~sungen, so ist nach einem bekannten Satze yon A b e l  
(CrelIes Journal 2, 1827) 

- -  f p dx  Y~ Y~--  Y2Y'~= c. e 
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und der Kreis v~ ~ ~ s  ganz oberhalb der reellen Aehse bleibt. 
Er ~ndert zwar seine Lage und seine GrSl3e~ verlal~t aber nie die 
positive ~(~ wiihrend sein Radius endlieh bleibt und 
nicht versehwindet. 

Anders verhi~lt es sich mit dem Kreise kl ,% ~ Xs. Man erkennt 
nfimlieh, dag beim Abnehmen yon e sowohl ~ als aueh Xs wachsen~ 
wobei aber immer kl < ~ bleibt; sehlieNieh wird ),~-----~-cx) and 
der Kre is  k~ ~h geht in die Gerade ~,~ }~ fiber (Fig, 3). Diese Ge- 
stalt nimmt das Polygon II sicher ftir ein e an, das noeh oberhalb 
t ier  Grsge (vgl. 43) 

e a - -  1 
4 02 

liegt~ indmn ffir letzteren Wer t  yon e das Spiegelbild yon 0 t, 1 
an K~ }t bereits die ganze reelle Aehse aul~erhalb 0 )~1 fiberdeeken 
und sogar noch fiber den Punkt 0 hinausgreifen mfigte (Fig. 1)~ 
was ffir die eben betraehtete Lage noeh nieht der Fall ist. Da 
in Fig. 3 die Potenzlinie s mit der Geraden X~ .% zusammenf~tllt, 
so mug sis bei dem stetigen 1Jbergange aus der ursprtingliehen 
Lage in die in Fig. 3 einmal die in Fig. 2 angegebene Lage ein- 
nehmen und dureh 0 gehen, woraus die Existenz der Wurzel e0o 
folgt; eine andere Wurzel  kanfi dies nieht sein~ weil das Spiegel- 
bild von 0 ),~ resp. 0 v~ an ),~ lq resp. ~ ~ den Nullpunkt noeh 
nieht enthidt. 

Bei weiterer Abnahme yon e wandert k~ von - - ~  auf der 
negativen reellen Aehse gegen 0 und sehlieNieh darfiber hinaus 
auf  die positive reelle Aehse, wi~hrend ~ naeh ~-  o~ geht; X~ = c~ 
tritt ein ffir ein e~ das noch oberhalb der Grenze (vgl. 43) 

( ~ / ~ .  1 
ea----\2%] 1 

4 P~ 

wo c eine K o n s t a n t e  bedeute t .  In  (4) is t  2 ~  0, also z. B. 

y(0)l y(0),2 - -  y~o) y~O)' ~ const . ,  

u n d  zwar ,  wie m a n  leicht  findet~ = - - 2  p; somi t  k a n n  n a c h  (10b)  n i ema l s  ~1 ~ 42, 
d. h. n l  ~ n2 werden .  

F i l r  n : ~ c o  wiirde vl 91 zu  einer  G e r a d e n ;  e ine endl iche  A n z a h l  yon  

Sp i ege lungen  yon ?,1 P.1 (zan~chs t  an  ,q ['1) wiirde berel ts  den g a n z e n  Kre i s  ?,1 [~1 

mir Spiegelb i ldern  des B o g e n s  ),1 p-1 bedecken~ w a s  f l i t  e < 0 n a c h  p. 272 n i c h t  
se in  k a n n .  

F i i r n  1 ~ 0 abe t  sowle dann~ w e n n  ~1 Y.I die Seite 0 ),1 schne iden  wiirde,  
miiSte die E indeu t i gke i t  der  k o n f o r m e n  A b b i l d u n g  aufhSren.  
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liegt; bei dem -Ubergange der Lage. von s in Fig. 3 in die eben 
betraehtete, mul~ aber die Gerade s wieder einmal durch den Punkt  0 
gegangen sein, woraus die Existenz der Wurzel eol yon (12a) folgt; 
dalt es keine andere Wurzel sein kann, folgt wieder aus den 
Oszillationseigenschaften: Das Spiegelbild yon 0). I an ~1 ~1 geht 
namlich gerade einmal dutch 0. 

Fig 2 
/ \ , . . t  S 

\ o~ I"  / \ . '  

-% ,I* 

N 

i , . s  ~ 

S ~ 

. /  

Fig ~" / 

S 

Wird e noeh weiter verkleinert~ so geht X~ yon - - ~  auf der 
negativen reellen Aehse gegen 0 und darfiber hinaus~ w~thrend X~ 
gegen - ~  cx~ geht; dabei nimmt e einmal den Wert eo~ etc. etc. 

Man sieht ohne weiteres~ in weleher Weise der Beweis fort- 
zuNhren ist; es ergeben sieh so die Obertheoreme der ersten Serie. 

Monatsh. filr l~Ia~hema~ik u. Physik. XIX. Jahrg. 19 
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In ganz analoger Weise wird der Beweis ftir die zweite Serie yon 
Oberpolygonen gefi~hrt~ indem wir den Parameter e yon e ~--0 an 
stetig die Reihe der positiven reellen Zahlen durchlaufen lassen. 

Bemerkt sei noch, da~ die in der gewShnlichen Theorie der 
(eindeutigen) automorphen Funktionen gemaehte Voraussetzung eines 

1 
ganzzahligen Wertes yon - -  bei unserem Beweise nieht notwendig 

1 bedeuten kann. 1), ist, vielmehr p jede reelle Zahl zwischen 0 und ~- 

1) F. Klein~ Math. Ann. 64~ p. 196. 


