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A V E R T I S S E M E N T  

L'inuPnrssioN de cet ouvrage était à peine commencée lorsque la mort 
a frappé l'auteur, qui avait entièrement consacré aux scierices les der- 
nières années de sa vie. II a pu jeter les yeux sur les quatre premières 
feuilles, mais aucun ordre pour le tirage n'avait encore été doilné. 
M. Fourier avait h r m é  le projet cIe publier ses travaux sur l'analyse 
aIg6brique en deux parties, dont l'une devait comprendre l'Iiltroduction, 
un Exposé général du siljct, et les deux premiers livres. La deuxième 
partie, comprenant les cinq tlerriiers livres, aurait été imprimée dails 
le cours de l'anriée suivante. En jetant un premier coup d'oeil sur les 
papiers qui nous ont 6th remis, il noiis avait paru qiie la rédaction de 
la première partie était entiérciî.ient achevée, et qu'il xie restait pllis qu'à 
livrer le n~aniiscrit à Siinpressiori. Mais un exaineil plus attentif a fait 
recoiinaitre qu'il manquait aix second livre les détails aniioncés clans les 
nos 1 et 19, et qui ont pour objet d'apprenclre à régler les calclils d'ap- 
proximation des racines de manière à n'effectuer que des opdratioris 
nécessaires, et A ne déterminer jamais que des chiffres exacts. L'auteur 
avait seuleiiient commenci:, siIr deux feuillets séparés, la rédaction de 
cet article. Cette rédaction a été complét6c avec l'aide d'anciens rnanu- 
scrits, et l'on y a ajouté comme excrriple le calcul de l'approximation 
de la racine de l'équation z3 - 2 x- 5= O ,  que l'on a porlée facilement 
jnsqu'à la 32e décimale. Cette adtiiiion a été intercalée daris le deuxièine 
livre, à la place que l'ordre des inatiéres indiquait: elle commence A 
l'article 2 4  et finit à l'article 30 inclusivemerit. Toiit le reste de l'ouvrage 
a été imprimé coriformément à la rédaction préparée par l'auteur. Les 
légers cliarigements, en fort petit nombre, qu'exigeait l'exactitude ne 
méritent pas cl'être mentionnds. 

A l'égard des livres suivants le travail n'en est pas à beaucoinp près 
aussi avancé. Les matériaux existent à la vérité cil grande partie, et 
l'Exposé synoptique que l'on publie aujoiird'hi~i fait connaître d'une 
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maniive générale le sujet de l'ouvrage eé l'ordre que l'on se proposait 
de suivre. Cet ouvrage peut donc être en quelque sorte restitub, e t  
les recherches qui devaient en former le sujet ne seront poirnt perdues 
pour les progrés des sciences. Mais quelques soins qiae l'on puisse y 
apporter, il rnanquera toujours aux parties à la réclaction desquelles 
l'auteur n'aaira pas mis lui-même la dernière main, sans parler dii mérite 
d u  stvle, cet intérêt qu'un esprit supérieur répand toujours sur riri sujet 
dont il s'est occupé pendant tout le cours de sa vie, et qu'il a appro- 
fondi par cte longues inéditations. 

Iiexameri des ci~restioris qu'il était nécessaire de résoudre poiir per- 
fectio:iner l'analyse algébrique sont un  des premicrs objets qui aient 
occupé M. Fourier. Les travaux de Viete, d'Barriot, de Descartes, de 
Newéori, et ceux même des grands géomètres qui ont brillé dans le der- 
nier siècle, avaient laissé imparfaite ce qu'on peint nommer la partie 
pratique de l'algèbre, c'est-à-dire les procédés au moyen desquels on  
clistinguerait avec promptitude et sûreté la nature cles racines ct'uiie 
équation, et l'on eri obtiendrait inne évaluation nurnériq~ie exacte ou 
très-approchée. Les difficiiltés les plus importantes sont aujoiird'hili 
compléternerit rdsolries. Au moyen des propositions noiivclles cjiii orit 
été tIécouvertes par M. Fo~lrPer, on peut employer avec sûreté les diverses 
métliodes d'approximation proposées poix le calcul cles racines, et ces 
méthodes ont recii tout le ddveloppernei~t et la perfection qui étaient à 
désirer. Nous n'eiitreroiis ici dans aucun détail à ce sujet. La P R É F ~ ~ c E ,  
l'l[ri~ao-rsuc~ro. et l'Ex~osÉ SYNOPTIQ-~E, appreridront au lecteur, mieux 
que rioils ne pourrions le faire, la riature et l'étendiie de ces recher- 
ches, quel est l'esprit dans lequel elles orit été entreprises, et sous quel 
aspect l'auteur a considéré l'analyse algébrique. Mais nous rlous pro- 
posons de faire connaître, au moyen des docurneiits certains que nous 
avons sous les yeux, les diverses époques ai~xqiielles les priricipaux ré- 
sultats qui sorit exposés clans cet ouvrage ont Sté obtenus et  mis au jour. 

Le plus ancien (le ces documerits est une copie d'un mémoire intitulé 
Plecizerches sza. l'alghbre. Cette copie est incomplète : il ne reste que les 
vingt-huit premières pages. L'écrivain avait laissé en blaric, dans plu- 
sieurs endroits, la place des signes alçébriqixes qui ont été en partie 
écrits par M. Fourier. La dernière feuille porée l'attestation suivante, 
donnee par une personne qui est vivacte, et dont l'exactitude et la vé- 
racité ne peuvent être suspectes. 

« Je soussigné, ancien professeixr de matliématiques et de physique au 
collége d'Auxerre, certifie qaie ce mémoire sur l'algèbre, cornposd de 



quatorze fcriillets que j'ai cotés et paraphés, est écrit (les notes et cor- 
rectioins exceptées) de la main de M. Bonard, ancien professeur de 
mathématiques i l'école royale militaire d'Auxerre, décéc2é eii 18 r g ; 
qu'a mon retour de l'école Normale en I 795, il me le montra, eri ine 
parlant avec admiration de son auteur M. Fourier, son ancien élève, qui 
professait alors l'analyse à l'bcole Polyteshriiqiie, et cliii l'avait composé, 
me dit-il, étant à peine Agé de dix-huit ans; et il ajouta qu'une copie 
plus soignée de cet écrit avait été envoyée A Paris en 1787. buxerre, le 
26 n~ars 1826. Signé Roux. » La signature de 34. Roux est légalisée p& 
M. le maire cl'huxerre. 

Nous donnons un extrait de la partie de ce nîéinoire qui a été con- 
servée? 

Article le'. L'auteur semarque que les équations du  premier degré 
sont résolues par la division nuinérique ou littérale, les éqiaatioiis biriomeç 
par les extractions de racines, et que s'il existe une métliode générale 
pour la résolution des équations, elle doit être analogue A ces opdra- 
tions qui  n'en seraient que des cas l3articilliers. 

II. Pmperfectioii cles métliodes connues. 
III. Examen des méthodes particulières des 2e, 3e et 4e degrés. 011 se 

propose dans la résolution des équations du 3' et du 4' degré d'expriiiier 
chacune cles racines par ilne suite de radicaux, afin de n'avoir plus qiii  
évalncr ces expressioris selon les valeurs partic~zliéres des coefficierits de 
I'équatiori donnée; en sorte que tout l'artifice consiste à expriiner les 
raciries de l'éq-eiation par certaines fonctions des racines d'équations 
binomes qui sorlt censées résolues. On remarque 9 ce sujet I O  que cet 
artifice n'est tl'auciin usage pour les équations littérales, si ce n'est  sous 
celles dii z e  degré, et cp'ainsi si l'on peut trouver une inéthotie géné- 
rale pour résoudre ces équations, il faut pour atteindre ce but suivre 
une rouie différente ; 20 qu'à l'égard cles équations numériques, pour 
que la çolation en soit coinpléte, il faut, independamment de la solutibn 
de ces kquations, pouvoir évaliier chacun des radicaux qui coniposent 
l'expression (les racines : or on peut prouver que cette évaluatioi~ sup- 
pose la résolution de certaines classes d'équations noil nioins composées 
que celle qu'on veut rbisoudre, e t  ceci a lieu même dans le 2' degrbi 
que l'on rcgarcie comme entièrement résolu. L'auteur entre dans les 
clétails nheessaires pour justifier cette assertion. Il remarque par exemple 
qiic l'extraction de la racine carrée du nombre 12345678 suppose la ré- 
solution des qualre équations suivantes, as - 12 = O ,  x7 + 6ox-  334 = O ,  

na t 7 0 0 x - g 5 6 = 0 ,  et ~ ~ + - 7 0 ~ 0 ~ - 2 5 5 ~ 8 = 0 ,  dont la première seule 
a. 
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eçt binorne, et qui sont telles que, résolries I moins ci'une unité prés, 
une racine de chacune est un chiffre de la racine cherchée. De plus si 
1'011 voulait appliquer la méthode du 2" degr6 h l'une de ces eiquations, 
on serait conduit à résoudre d'abord tolites celles qui la précédent, puis 
elle-même. Cette remarque s'étend à tous les degrés, et cn général iirie 
simple extraction de racine numérique suppose la résolution d'alitant 
d'équations du même degré qu'il doit y avoir de chiffres à la racine : la 
première seiilement de ces 4qriations est binorne, les autres ont tous leurs 
termes; et leur racine, qilil faut obtenir à moins cl'une uriité près, est 
un chiffre de la racine cliercliée. La nature de ces équations est telle 
qu'il suffit pour les résoildre de faire i'essai des neuf premiers nom- 
bres. 

IV. Eri ayant égard aux remarques précédentes, à l'iriconv6nierit des 
cas irréductibles, qui se présenteraient sans doute dans tous les degrés, 
aux expressions iricom~ensurables, tanclis que les racines ne le sont 
pas, à la complication des expressions et à la difficiilté extrême de ré- 
soudre tous les degrés de la inêrne maniitre, enfin à ce que les formules 
ne s'appliquent pas aux éqiiations littbrales, on est porté à croire q u e  
ces moyens sont iridirects, et qiie l'on peut leur eii snbstituer de plris 
simples et de plus généraux. L'auteur a donc coiisideré la résolution 
des équations sous un point de vue different des méthodes ordinaires, 
en regardant la résoliition des équations numériqcles de tous les degrés 
comtne une opération aritlîinétiqiie absolument de la même ilati-ire que 
les extractions de racines, et la résoliltion des Gquations littérales conime 
urie question seinblable dans tous ses points ailx extractions algébriques 
des racines littérales. Il termine cet article par ces deux remarqiies r 
i O que dans la résolzxtion des 6yuations littérales on cloit supposer celle 
des éqilations nuinériqiies; 2O que pour trouver un chiffre qiielconcjue 
d'une racine d 'me équatioii nuinérique on ne peut se dispenser d'éprouver 
sriccessivement la suite des nombres naturels depuis I jusqu'à 9. 

Les articles Ve et suivants sont consacrGç A la résolutiori des éqiiatioriç 
littérales. Nous indiquons seuiemerit ici les sommaires de ces articles 
qiii contiennent l'érioricé (les principales ri.gles, sans démonstration. 

V. Remarques préliminaires. 
VI. Règle pour connaître siiccessivement les premiers termes des 

racines. 
VII. (Le contenu de cet article est effacé.) 
VIII. Règle pour connaître le second terme d'iine racine dont on. 

connaît le premier. 
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IX. RAgle pour coririaître uri terme quelconque d'une racine dont on 

connaît le ternie précbdent. 
X. R6flexionis sur la méthode pr-écédente. 
XI. Applicaticins de la methode précédente. 
XII. Extr;ictiori d'une racine carrée. 
XIII. Eqiiatiorrs iiitfbterininées dans lesquelles on siippose l'iiiie des 

variables i~ifiriic oii infiniment petite. 
I,a siiite du manilscrit traite de la résoliition des équations riumé- 

riqiies. 
L'article XIV contient des rernarqiles sur le théorème de Descartes. 

L'autetar avance que l'érioiicé de ce illéoreme n'est point borrié ail seul 
cas où l'éqilatioii a tolites ses raciries réelles, et il se propose d'établir 
deux vérit(.s riouvelles. lia preiriitre consiste en ce que le théorème dont 
il s'agit doit être entendu de la manière silivante: (( I O  Quelles que soieiit 
les raciries d'une éqilaiiori dont aiiciin des coefficiei~ts n'est zéro, elle 
ne peut avoir plus (le racines positives qixe de changements de signe, 
et pliis de raciries iiPg;itives que de permanences. S'il y a moins de 
racines positives clile tie variations, et rnoins (Te racines riégatives que 
de perii~anericc~, celles qiii mariquent sont imaginaires, en sorte que 
si l'équation a t o i ~ t e s  ses raciries réelles, il y a autarit de racines posi- 
tives qiie de sariatioiiç tic signe, et autarit de négatives que de perrna- 
neiices. a" P I  ne petit mariqilcr qu'nn nombre pair de racines positives 
et i t r i  riombre pair de racines négatives, en sorte qu'une éqliation qiii 
mirait irn riombre iimmp:tir tle permaneilces ou uii nonibre impair de 
variations, aurait ttaris le premier cas ail moins iine racine réelle néga- 
tive et dans le secoi~d ail moins iiile racine réelle positive. 1, 

XV. La secoride vbrité qiie I'aiiteilr entreprend d'ctahlir est purement 
historique : elle coiisiste en ce qiie Descartes a connu ail moins la pre- 
mière partie de la proposition précédente. Cette assertioii est justifiée 
eri montrarit qiie l'on doit attrihiicr aux expressions employées par ce 
grand géométre uii sens diffbrent de celui que De Giia leur. a prêt(.. 

XVI. L'aiiteiir pense qiie i'ori ne duit pas siipposcr, cornine l'insinue 
De Gira, que Descarles n'ait troirvé son th40réine qiie par inductioil. 
En effet il est possible cle déduirc de la coilipositiori des éqiiations Urie 
démonstration pi~rement a1gt:briqire de ce théorème. 

XVIl. Cet article est employé développer cette déimonstration. Elle 
consiste à prouver que si P'ori considère uii produit quelconque formé 
par la inultiplication de plusieurs factcilrs irnagirmaires triiiomes, et réels 
binomes positifs ou négatifs, et que l'on multiplie ce produit par lin 
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nouveau facteur positif, OLI par un nouveau facteur négatif, la miilti- 
plication introduira dans le premier cas ail moins une variation de signe 
de plus, et dans le second cas ail nloins ilne permanence de plus; d'oh 
il suit qu'une Pquation a au moins autant de variations de signe que de  
racines positives, et au moins autant de permanences de signe que de 
racines négatives; ou bien, conforinément à l'éno~icé de Descartes, qu'il 
peut y avoir dans chaque équation autant <le racines réelles positives 
qu'il y a de variations, et autant de racines réelles négatives qu'ii y a 
de permanences de signes. 

XVIII. L'auteur explique la formation d'une courbe parabolique dont 
la description fait connaître la nature des racines d'une équation. On 
considère l'inconnue x comme une abscisse, et le premier membre de 
l'équation comme exprimant la valeur d'une ordonnée correspondante y. 
Les points cl'intersectiori de la courbe avec l'axe donnent les racines 
réelles positives ou négatives. Il  y a toujours au moins autant de racines 
réelles que la courbe coupe de fois son axe. L'auteur dit a u  moins parce 
qii'il peut arriver que quelques-unes de ces racines coïncident en un 
point multiple. Si le nombre de ces racines égales entre elles est pair, 
la courbe touche son axe en donnant de part et d'autre du point de  
contact des ordorinées de même signe; dans le cas contraire la courbe 
coupera son axe et1 donnant des ordonnées de signe différent de part 
et d'autre du point d'intersection. Lorsque la courbe s'approchant de 
son axe ne parvient pas à le couper, il y a un poiiit de minimum : dans 
ce cas deux racines sont imaginaires. 11 peut arriver aussi que plusieisrs 
racines soient irnaginaires sans qii'il y ait dans ces points autre chose 
qu'urie inflexioi~ , ou même sans que la courbur.e de Pa ligne parabolique 
soit altérée par aucurie singularité. 

XIX. Cet article indique la manière d'appliquer la consiclératio11 des 
courbes c'ioiit il s'agit à la théorie des é q i l a t i ~ n s . ~ = x ~ ~ + ~ x ~ - ~ +  etc. étant 
l'équation d'une coiirbepa~abolique, on suppose que cette équation ayant 

d y  été différentiée, on en ait tiré successivernerit les expressions de -- 
d x 7  

d'y d 3 y  - -- clni y 
etc., et enfin celle de - qui sera toujours une constante. 

d x 2  ' d x 3  ' d x m  
Chacun de ces rapports étant regardé coirime l'ordonnée d'une courbe 
dont les abscisses sont les mêmes que celles de l'équatioii proposée, on 
imagine que toutes ces courbes sont décrites sur les mêmes axes, en 
ayant iin point commun pour l'origine des abscisses. Cela posé, il exis- 
tera entre trois quelconqiies de ces courbes, pourv~i qu'elles soient con- 
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sécutives, les relations suivantes. I O  Les ordonnées croîtront oti diuii- 
nueront en faisant croître l'abscisse correspondante selon qu'A cette même 
abscisse répondra daris la seconde courbe ilne ordonriée positive ou 
négative. Si cette ordonnée de la seconde courbe est zéro, il y aura au 
point correspondant de la premiére lin inaximuin ou un minirnuin, ou, 
pour parler plus exactement, la tangente sera parallèle aux abscisses. 
2" En un  point qnelcoriyixe de la première courbe, la ligne sera convexe 
ou concave selori que le poirit correspondant de la troisièine appartiendra 
à une ordonnée positive ou A une ordonnée négative. Si cette dernière 
ordonnée est zéro, le point considéré de la preiniére courbe est un point 
d'inflexion visible oit invisible. Ces principes sont d'urie applicatio~i 
féconde dans la question présente, parce qu'en vertu de la dependance 
réciproque des courbes on peut juger facilement des propriétés de la 
preiniére courbe en décrivant successivement tolites les autres en com- 
menqant par les moins composées. 

XX. L'aùkeur montre que les corisidérationspïdcédentes font connaître 
complètement la nature des racines d'uiîe équation clzi 3e degré qu'il a 
prise pour exemple. 

XXI. 11 remarque que dans cette écination la suite des signes des 
coefficients est telle que la nature des racices est entiéreiricnt déter- 
minée, mais qu'il peut arriver, et ce sont les cas les plus fréqi~enes, 
que cette suite de signes ne soit pas suffisante. On peut ètre incertain, 
par exemple, si deux racines sont réelles ou imaginaires, parce que 
I'on ignore si la courbe, coupera son axe ou si elle feindra seulement 
de le couper. Il faudrait pour faire cette distiilction employer non-seu- 
leineiit les signes, mais #les valeurs des coefficierits, ce qui supposerait 
la résolution des équations, qui est l'objet même de la recherche. On 
rencontre d'ailleurs des cas, et c'est alors que l'on doit cmployer la 
métliode précédente, où certains coefficients étant kgaux a zéro, la na- 
ture des racines est entiéreinent connue. 

XXII. On remarque que, pour la description de chacune des courbes 
successives, on ne fait usage que de son orclonnée correspondante à 
l'origine des abscisses: que cette ordonnée est toujours le produit d'un 
des coefficients de l'équation par Lin facteur nuinérique positif introduit 
par la différentiation ; enfin que l'on n'emploie que le signe de ce coef- 
ficient. D'après cela on se propose cette questioii : Étant donnée la suite 
des signes des coefficients d'une équation, trouver dans tous les cas 
quelle est ou quelle peut être la riatiire des racines. On décrira donc suc- 
cessivement toutes les courbes, aii moyen des deux principes qui ont été 
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énoncés préci.demrneiit, cn cominenyant par la pliis siinplc, et la der- 
nière indiquera par ses points ii'iiltcrsectiori xvec l'axc Ic riorribre des 
racines, soit existalites, soit possibles. Eii efkt ~Inns la <lescril>tiori de 
plusieurs courl~es on ignorera si deux raciiies tloivciii Ptre laites rbellcs 
ou imaginaires; inais (lails ce cas il fiil11 toujollrs les stip1)oscr rbclles, 
afin tlc connaître le plus grarid rroinbrc possil>le des raciiies. 811 rc.ste 
il sera ioujoiirs facile, par Ics m4rrics moyens, tlc trouver tlc yucllc iîia- 
nière l'iinaginarité des raciries de qriclyiir~s corirl~cs précri.tleiltch peut 
Pnfliier siir la natiire des 1-acirics (le la (icriiii.re coiir1,c.. 

XXIII: La soliition (le la qiiestion pr6ci.dcritcb iloilnc lirii 5 pliisicbiirs 
a~plications. On eii deduit iirimédiaterrie~it la tI6lrroliçiratio11 (le 13 pre- 
mière partie clri tliéorèmc de Dexartes, ~ i i  prçrnicr lieu poilr le cas OU 
l'équation proposée ii'a pas de racines irn:içiiiaircs, piais pour toatcs les 
4qnatioris. JJa sccondc partie dii thi.or&rue tlc Drscai.tcs est i.vi(leaite 
clans tous C ~ S  oh atlctlri cles coefficients n'est Z ~ O .  Dans cc dcrriier 
cas on trouvera facilenieiit la troisième partic. Lorsqii'il rnariqircra cpel- 
qiles termes daiis tiiie Cqiiation on appliclnera Ic iIll.ori.tue tlr I)c.scartes 
de la rnaiiièrc suivante : si le iioiiihre des tcrinrs qiii ~rl;~ll(lltcnt est pair, 
on comparera sctilcii~c~iii. les deiix tcriiicç srrE)sihiaiits s4p:ii+s pal- ceux 
c p i c ) ~ ~  S I ~ ~ O S C  hbvarioiiis, et la corribiiiaisoii alal'o~: trotl\rci~;i ciitrc ciix 
indiquera riiie seille r;iclile, toiire.; les aiiti-cs etal i l  irii;igiii;tires; si le 
norribre des tcrincs 4v:rnoois clst iri!l):iir, on1 cciiii!,;tn3crn s~~i i lcar?c~i~ lcs 
terincs sii1)sistants qii'ils s6pareiit. Si ccs (Ieiix libi.riîer foilt rii l( '  pcrrna- 
iierice, on n'en coricliira auciille racilie; s'ils font iiiic v,lri:~~ion (311 ci1 
concliira cleux racitic~s, l'une 1xxitivc , I'aiiirc~ iil:g;iii.o-c.. kri npl,liqiiarit 
la réglc pr4cétlelite on parvicimtlra ailx Isrol,osiriori3 couri6ics sur les 4qiia- 
tions biriornes ct triiioines. 

XXiIV. T,'objet de ccé nrticlc est 1:i rc~cl;crck~c de5 Iiruiiics des r;tciries 
d'ilne &qiiatioii, rcclicrchc qiii se réclilit torijoiirs à 1;) soliitiorl (lu pro- 
blknie suivaiit : Dc~rix i io~~ibrcs t:tant pa.oj?o\és, irorivcr co:~i!,ic.ri l'i.cliia- 
tiorl a (Je racines ciitre ccs dc.iix iioinhres. Les priricil)cs pr6cCtlet:is peu- 
verit 6lrc appliq11i.s de la 1n;iiliere sui.c:intcx la Ba r ecllc~rchc doart il s'agit. 
Supposouscqri'o~i ait reconilrr qil'unic éqii:itioil pc'i~t avoir cinq raciimes 
positives, et qii'orl demande coml>ieiî clle petit avoir tle raciales critre O 

et i i r i  nombre positif, coiilille 10. Sul>stitriaiit daiis la proposée x - t ~  I O ,  

ou dimiiiiit.ra chaque racine de ro uriitG3. Atlrncilo~is mainterinnt que 
la transformée ne puisse plus avoir qiie cleux raciiies ~sssitives : or1 en 
conclilra qir'il peut y avoir trois des racirics posiiives dc la proposée 
entre o et IO. On dit cc qii'il peut y avoir n, parce qu'il petit arriver que 
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quelques-unes de ces racines soient imaginaires, mais elles seront tou- 
jours en nombre pair. Ainsi dans l'exemple cité deux des raciries entre 
O et I O  peiivent être imaginaires, mais il y en a au moins une qui est 
réelle. En disant que deux racines peiivent devenir imaginaires entre o 
e t  I O ,  on ne prétend pas d'ailleurs donner des limites aux racines ima- 
ginaires, mais énoncer seulement que si ces racines existent elles se 
trouvent entre O et IO. Au reste Pl est facile de voir que les racines qui 
seraient imaginaires ne peuvent être limitées que deux à deux, quatre 
àq uatre, et ainsi de suite. En général si le nombre des racines comprises 
entre deux limites est pair, on ignore si ces racines sont réelles ou ima- 
ginaires; mais si ce nombre est impair, on est assuré qu'entre ces limites 
il se trouve ail moins une racine réelle. Par conséquent pour qu'il II'Y 

ait plus aucun doute sur la nature des racines, il faut ou que chacune 
d'elles se trouve entre cleux limites, ou que, par un moyen quelconque, 
on soit assuré si celles qu'oii ne peut limiter ainsi sont réelles oii ima- 
ginaires. En effet, quoique deux racines se trouvent toutes deux entre 
deux limites très-rapprochées, on n'en peut pas conclure qu'elles soient 
imaginaires, parce qu'oii est toujours censé ignorer si en resserrant ces 
liinites on ne parviendrait pas à séparer les racines. Il faut donc un ca- 
ractère auquel on puisse reconnaitre l'imaginarité de ces racines, et c'est 
le défaut de ce caFactère qui rend entièrement défectueuse la méthode 
des cascades. On trouvera deux moyens de s'assurer de l'imagiiiarité des 
raciries. Au reste cette dernière reclierclie , en y procédant directement, 
est peut-être ce qu'il y a 'de plus difficile dans la question présente. 
L'auteur termine cet article en annonqant qu'il va passer aux règles 
pour la résolution des équations numériques, par lesquelles il se pro- 
pose de trouve: les valeurs exactes des racines cornmensurables, les 
valeurs des racines irrationnelles aiissi approcl-iées qii'on le voudra, enfin 
de discerner celles des racines qui sorit imaginaires. Si ces règles sont 
bien conques il faut qu'elles tiennent lieu de la division numérique , de 
l'extractiori des racines de tous les degrés, et surtout qu'elles ne puis- 
sent manquer de conduire ail but dans tous les cas imaginables. Il suffit 
d'ailleurs de donner des règles pour les racines positives, parce que les 
négatives peuvent facilement être rendues positives. , 

XXV. Cet article est intitulé: Règle pour connaître le nombre de 
chiffres d'une racine quelconque et le premier de ces chiffres. Nous le 
copions textuellement. On substituera x + I à la place de l'iilconnue 
en observant de commencer la substitution par les plus hautes puis- 
sances de x ,  de disposer verticalement toutes-les parties de chacun cles 

T. E> 



numériqiles, de ne faire aucune réduction dans ces coeffi- 
cients, enfin d'indiquer par des zéros celles des parties des coefficients 
ql i  manqueraient dans quelques cas particuliers. Toutes ces particu- 
larités étant observées, lorsqu'il s'agira de substituer dans la proposée 
pour l'incoiinue x 4- un terme numérique que je représente par Pli' , on 

ainsi à cette substitution. Dans la transformée par x+ 1 

on multipliera par N la premiére partie d'un coefficient de x ;  rédui- 
sant le produit avec la mêrne partie du même coefficient, on mu]- 
tipliera le  rdsultat par N. Orn contiriiiera airisi d'opérer siIr le résultat 
en le multipliant par la troisième partie et multipliant le résultat par M 
jusqu'à ce qu'on ait fait la réduction de la derniére partie, auquel cas 
l e  résultat de cette réduction sera le coefficient numérique qui, dans la 
transformée par x -+ N ,  doit accompagner la puissance de x dont on 
vieait de considérer le coefficient. Par ce moyen on formera la table sui- 
vante. Or1 écrira les nombres O ,  I , I O ,  100, en les disposant verticale- 
ment. A côté de chacun de ces nombres on écrira les signes seulement 
des termes des transforinées par x -+ O ,  x + I , x -t- I O ,  x-t- r 00, etc. , 
en continuant cette opération jusqu'à ce qu'une des transformées n'ait 
que des signes positifs, ce qui ne peut jamais manquer d'arriver. Alors 
entre cieux des nombres O ,  T , I O ,  I 00,  etc. il y aura autant de racines 
possibles que la transformée par le premier nombre aura de variations 
de plus que la transformée par le second. On corinaitra dsric le nombre 
des chiffres qiii composent l'expression de chacune des racines. Je su,p- 
pose présentement que l'urne des racines ait été trouvée avoir trois chif- 
fres : pour en coririaitre le premier on écrira les nombres zoo, 300, 
400, etc., à côté desqiiels on rangera les signes des transforniées donnés 
par chacun de ces nombres; puis on jugera par la combinaison des 
signes quels sont les deux nornb~es consécutifs entre lesquels se trouve 
la racine cherchée, c'est -à-  dire qii'on déterminera le premier cliiffre 
de la racine. » 

XXVI. Plintitulé de cet article est : Règle pour trouver un chiffre 
quelconque d'une racine dont on connaît le cliiffre précédent. Nous en 
donnons encore la copie textiaelle. « On suppose que dans i'exemple 
précédent on ait connu que la racine se trorive entre 600 et 700, auquel 
cas son premier cliiffre est 6. On cherchera la transformée par x t 600, 
qu'on a déja calcnlée, puis appliquant à cette équation la régle précé- 
dente, on trouvera le premier chiffre de la racine qui n'est composee que 
de deux chiffres. Ce premier chiffre sera le second de la racine dernaridée. 
connaissant ce second cliiffre, qile je suppose 4, dans la transformée 



par x + 40, qu'on aura calculée précédemment, on cherchera le pre- 
mier chiffre d'une racine qui ait moins de deux chiffres : ce premier 
chiffre sera le troisième chercllé. En général on observera la règle sui- 
vailte. On choisira la transformée donnée par la substitution de x plus 
la partie de la racine qui vient d'être découverte. On cherchera par les 
règles précédentes le premier chiffre cle celle de toutes ses racines qui 
aura le i~lioins de chiffres : ce premier chiffre sera celui qui dans l a  
racine demandée suit ceux que ïon connaît déja. Si plusieurs racines 
de cette transformée doivent avoir un mênîe moindre nombre de chif- 
fres, on pourrait choisir celle qu'on voudrait de ces racines. On coriti- 
riuera d'appliquer ces règles jusqil'à ce qu'oiî ait troiivé tous les chiffres 
de la racine, auquel cas, si la valeur est entière, on ne pourra manquer 
de la connaître. Si la racine est inconîmensurable on cherchera par les 
mêmes principes autant de chiffres décimaux qu'on le jugera néces- 
saire. )) 

XXVII. L'auteur remarque qu'en appliquarlt la inbthode pr6céciente, 
si deux ou plusieurs racines doivent avoir qiielques-uns de leurs pre- 
niiers chiffr*es communs, on trouvera ces premiers chilfres multiples. Si 
deux racines devaient être irriaginaires on trouverait par cette méthode 
une suite de chiffres doubles pour l'expression de ces racines. Par con- 
sPquent si clans la recherche des racines on en trouve deiix ou un plus 
granid nombre qui soient incoi~~mensurables, et en même temps telles 
que les chiffres des unités entières et d'approximatiori soient multiples 
doubles, par exeinple, on sera daris l'incertitude sur la nature de ces 
racines, c'est-à-dire si elles sont égales et inconimei~surables, inégales et  
iricsn~meils~irables, ou bien inlaginaires. A la véritk il cst facile de s'assurer 
par les méthodes connues si le premier cas a lieu, mais on ne peut dis- 
tiiriguer les deux autres. Il inanyrie donc ici un caractère auquel on  
puisse reconnaître si les deux racines sont imaginaires. La question con- 
siste, dans le cas O& deux racines seraient exprimées par plusieurs chif- 
fres coininuns à l'une et à l'autre, à trouver si ces deux racines sont 
inégales ou si elles sont inlaginaires. 

XXVIII. Cet article est intitulé : Première Solutioii de la question pré- 
eédente. Cette solution consiste à chercher une quantité moindre que 
la plus petite ciifférerice de deux racines de la proposée. 011 substitue 
2 -+y à la place de x dans la proposée, pilis on élimiiie x entre la tralis- 
foi.mée qui en résulte et la proposée elle-nîênîe. L'équation finale en y 
est du degré m3 : elle aura rn racines égales à zéro, et par conséq~ient 
sera, eii divisant par y autant de fois qu'il sera nécessaire, du degré 

b. 
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m (m- 1). Tous les termes pairs manqueront toujoiirs. Ainsi faisane 

m (m- 
y = z ,  l'équation erl z sera du aegré '). Dans cette dernière équa- 

2 

tien on cherchera par les règles précédentes ilne quantité plus petite 
que la plus petite racine positive ;c'est-A-dire une qualitité telle que la 
transformée que donnerait la substitution de z plus cette quantité ait les 
mêmes signes que l'éqilation en z ,  oii au moinsqu'elle ait le même nombre 
de Soit d cette quantité : l/;i sera plus petite qiie la plus petite 
racine positive de l'équation en y. On approchera des racines dont il 
s'agit jusqu'à ce qii'ellesne puissent différer que d'une quantité plus petite 
que V2. Si en faisant cette approximation ces racines se séparent, elles 
sont réelles. Si, cette approxin~ation faite, elles sont encore exprimées 
par les mêmes chiffres, elles sont imaginaires si leur nombre est pair, 
et dans le cas contraire une seule d'entre elles est réelle. 

XXIX. L'auteur remarque « que cet artifice peut fairc recorinaître les 
racines égales; qu'on peut aussi s'en servir pour reconnaître si iine 
équation proposée a ou n'a pas toutes ses racines réelles, et que c'est 
pour cet usage même qu'il a ét6 imaginé. Toutes choses étant coinme 
dans l'article qui précède, si*l'éqilation en z a toutes ses racines posi- 
tives, ou ,  ce qui revient au même, si ses termes ont alternativement 
3es signes t et -, la proposée n'a pas de racines imaginaires, et réci- 
proquement. On peut aussi par ce moyen connaître daris bien des cas l e  
nombre des racines imaginaires. Ail reste tous les cas possibles sont 
prévus dans l'énoncé des règles précédentes. On troi1vt.r.a dans les ap- 
plications qui suivent des moyens pliis directs et plus faciles pour dé- 
couvrir l'imaginarité des racines. On se contentera dc les appliquer à 
quelques exemples qui suffisent pour faire voir qu'ils sont généraiix, 
et  qu'il ne leur. manque que d'être mis en ordre et réduits à une pra- 
tique facile. n 

XXX. Cet article est le dernier de la partie du manuscrit qui a été 
conservde. Le tliscours est interrompu à la fin du 1 4 ~  feuillet oia de la 
aBe page, et sur cette dernière page, aussi bien que sur une partie de 
l'avant-dernière, les intervalles laissés en blanc par l'écrivain pour y 
placer les lettres et signes algébriques n'ont point été remplis. Les 
figures indiquées dans le texte n'existent pas non plus. Noiis rapporte- 
rons ici le premier et le dernier des exemples donnés piir l'auteur. Étant 
proposée l'équation 
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on connaît d'abord que cette équation ne peut avoir que deux racines 
positives et inle négative. La racine négative est sûrement réelle; mais 
les deux positives pourraient être imaginaires. Pour trouver les racines 
positives on opérera comme il suit. Substituant x + r ail lieu de x, on 
aura la transformée suivante. 

Appliquant les règles prescrites, on formera la table siiivante, 

On connaît à l'inspection de cette table que les deux racines ne sont 
ni entre O et I ,  ni entre I et I O ,  rnais qu'elles se trouvent toutes deux 
entre I O  et 100; qu'ainsi chaciirie d'elles est exprimée par deux chif- 
fres. Pour trouver la plus petite de ces deux racines on formera par 
une pratique extrêmement facile la table qiii suit. 

z o . . . . . . . .  + + - t 
30 ........ + + + - 
40.. ...... + t + +. 

Cette table fait connaître que la première racine est entre 20 et 30, et 
la seconde entre 30 et 40. Ainsi 2 est le premier chiffre de l'une et 3  
est le premier chiffre de l'autre. Porir trouver le second chiffre de la 
première on silbstituera dans la proposée x + 20 à la place de x, et 
l'an trouvera 

x3 t g x Z - 3 1 6 x 3 -  8 4 0 ~ 0 ,  

éqiiation dans laquelle le premier chiffre d'une racine exprimée par un 
oeil1 chiffre sera le second demandé. Faisant clans cette équation x = x  + r ,  
OU aura 

x 3 + 3 x ' t  3 x 4 -  r 
t g  + 18 4- g 

-316 - 3 1 6  
+ 840 



xiv AVERTISSEMENT DE L'ÉDITEUR. 
et d'après cela 

O ........ + + - t 
1 ........ 4- + - t 
2 ........ + + - + 
3 . 9  ...... +- + - O 

3 étant donc la racine de la proposée exprimée par un seul chiffre, est 
le second de la racine clierchée qui est par coriséquent 23. On poixr- 
rait de même trouver la seconde racine, qui est Jncommensurable, en 
cherchant son second chiffre, puis autant de chiff~es décimaux qu'on 
voudra l'exiger. Le dernier exemple présenté par l'auteur est l'équation 

x3-5x+6=0,  

qui a sûrement une racine réelle négative, et peut avoir deux racines 
positives. L'auteur cherche d'abord la racine négative, dont le premier 
chiffre est -2. Quant aux deux racines positives, il procède de cette 
manière. Substituant x -+ I à la place x, il a en premier lieu 

x 3 + 3 x 2 + 3 x +  1 

4-0 + O  + O  

-5 - 5  
+ 6 ;  

il forme ensuite le tableau 

o . . . . . . . .  + O - - 
T . . . . . . . .  + + - 3- 

I O .  ....... t -+ + +; 
puis le tableau 

r . . . . . . . .  +- 4- - 4- 
2........ 3- + -i- +. 

Les deux racines se trouvent entre I et 2 ,  et l'on peut soupsonner 
qu'elles sont imaginaires. L'auteur secoilnalt en premier lieu que les deux 
racines sont effectivement imaginaires, en formant l'équation au carré 
des différences, au moyen de laquelle on voit d'abord que la proposée 
ne doit pas avoir toutes ses racines réelles, et de plus que l'uriité est 
plus petite que la moindre différence des racines de la proposée, d'où 
il résulte que les racines cherchées sont nécessairement imaginaires, 
puisqu'elles seraient coinprises entre I et 2. Il ajoute ensuite les remar- 
ques suivantes, que nous copierons textuellement. « On peut s'assurer 



de cette imaginarité d'une autre manière, et on va donner ilne idée de 
cette seconde méthode, qui est plus directe et plus expéditive que la 
prbcédente, en l'appliquant à ce dernier exemple. Si eii effet on y applique 
les principes en dhcrivant les courbes qui précèdent celle 
qui doit représenter les racines de la proposée, on ne trouvera rien d'in- 
déterniiné. Mais à l'égard de cette dernièrc on ignorera si dans la des- 
cription la courbe atteindra on n'atteiridra pas la partie lsositive de l'axe; 
car pour la partie négative il n'y a aucun doute. Dans le premier cas, 
que représente la 5e figure, les deux racines sont réelles et positives; 
dans le second (fig. G e )  ces deux racines manquent à l'équation. La 
question est de trouver lequel de ces deux cas a lieu. Pour cela je place 
dans les deux figures les axes désignés par les chiffres et , de 
manière que le premier donne par ses intersections avec tolites les courbes 
l a  suite donnée par la substitiition de et que le  
second donne la suite . Alors je remarque que si la 
figure 5@ doit avoir lieu, c'est-à-dire si les racines doivent être réelles, 
la sous-tangente de la dernière courbe au point où l'axe des ordonnées 
coupe celui des abscisses ne peut atteindre la premihre des racines. J'ob- 
serve que dans le cas de la Ge figure il est possible que cette sous-tan- 
gente qui répond A l'axe condiiise au-delà cPu iniilirniii~i , c'est-à- 
dire que l'axe placé ?i son extirkmitk peut donner la suite 

. Que conclura-t-on donc de cette remarque dans le cas pré- 
sent? qu'il faut calculer la sorxs-tangente qui répond à l'axe , exa- 
miner si l'axe placé à son extrémité donne la suite des signes 
Dans ce cas 013 est assuré que les deux racines cherchées sont itnagi- 
mires. Si cet axe dorine encore dellx variations, il restera encore le 
même doute sur la nature des racines. Que faudra-t-il donc faire alors? 
calculer un nouveau chiffre pour les deux racines. Si ce chiffre est encore 
cornmuri on réitérera l'examen de la sous-tangente, et on continuera ainsi 
jusqu'à ce que les deux racines se'sGparent, ou que la so~is-tangente en. 
indique I'imaginarité : car il est impossible, si les dcux racines lie soiit 
pas égales, que l'un de ces cas n'arrive pas. Or clans tous les cas, en se 
servant de la rnétl-iode des conrbes7 il ne peiit y- avoir de doutes que sur 
la nature de deux racines. Aiiisi on peut toujours employer l'artifice 
précédent, qui, comme on va le voir, est cl'iine pratique très-facile. 
L'expression de la sous-tangente est . Dans le cas présent, 
c'est-à-dire air point oit répond l'axe , l'ordonnée est e t  la 
tangente ou l'ordonnée de la courbe précéiiente est comme l'in- 
dique la transformée par qui est . Ainsi la sous- 
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tangente qui répond à l'abscisse est , qui étant retranclré 
de cette abscisse donne pour l'abscisse qui répo~id à l'axe . 
o r  la substitution de apprend que cet axe ne donne aucune va- 
riation. Donc les racines cherchées sont imaginaires. Je pourrais appli- 
quer ce même artifice à beaucoup d'autres exemples : celui-là suffit pour 
prouver qu'il est général. Ce même moyen renferme la méthode cl'ap- 
proximation de , quoiqu'il paraisse en différer beaucoup. Ori voit 
dela que clans certains cas cette méthode d'approximation peut ne pas 
conduire au but. 1) 

11 est évident que le nom omis daiis cette dernière plirase est celui 
de Newton, et il ne serait pas moins facile de suppléer à toutes les autres 
lacunes : mais cela n'est nullement nécessaire, puisqu'il ne peut exister 
aucune incertitude sur le sens de l'article. Nous avons cru devoir donner 
un extrait étendu de cet ancien nia~iuscrit parce qu'il est intéressant de 
voir sous quelle forme l'auteur avait d'abord présenté ses recherches, e t  
parce $on y reconnaît que dès cette époque M. Fourier était en pos- 
session des parties les plus importarites de l'ouvrage que nous publions 
ailjourd'hui : la résolintion des bqiiations littérales, la séparatiorr cles ra- 
ciries des dquations numériques, et la distinction des deux cas oii il existe 
entre deux limites très-voisines ou un couple (le racines imaginaires, ou 
deux racines réelles presque égales, distiriction fondée sur le tracé de 
la tangente menée par le point de la courbe correspondant à l'une des 
limites, et la comparaison (le la valeur de la sous-tangente à la clifférerice 
des deux limites. 

Ces premières rechercl~es ont été présentées à l'ancienne Académie 
des sciences. Il en est fait mention en ces termes dans le plumitif, séance 
du g décembre I 789. « M. Fourier a commenct: la lecture d'un Mémoire 
sur les éqiiations algébriques. MM. Monge, Ilegeiidre et Cousin.')) On 
ne trouve aucune aiitre indication relative à ce travail dans les plumitifs 
des années suivatites. 

Le second manuscrit que nous devons faire connaître est un  pro- 
gramme ou résuiné général du cours d'analyse fait par M. Fourier 
l'école Polytechniqiie. Cet ouvrage, composé de neuf feuilles, avait été 
conservé dans les payiers de l'auteur. 11 ne portait aucune signature ; 
mais des recherches faites daris ces dernières années ont constaté qu'il 
est écrit de la main de M. Dinet. Il suffira de citer le passage suivant. 

« Il rie peut y avoir dans une équation numérique plus de racines 
réelles positivesiqu'il ri'y a clans la suite de ses termes de changements d e  
signes, ni plus de racines négatives que de permanences cle signes. 11 
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n Si le nombre des changements de signe est impair, il se trouve dans 
l'équation au moins ilne racine réelle positive. 11 y a au moins une racine 
réelle négative si le nombre des permanences est iqpair, conformément 
à I'article. . . . . » 

« Si dans les fonctions X,  XI, X", etc. données par la différentiation 
d'une équation X= O ,  on substitiie successivernen t deux nombres a 
et b ,  de rnême signe, et que l'on forme les deux suites des signes de 
ces résultats, l'excédant du  nombre des changements de signe de la 
suite qui répond au plus grand nombre b sur le nombre des change- 
inents de signe de la suite qui répond ail nombre a indique le pllis grand 
nombre des racines qui peuvent être comprises entre a et b ,  en sorte 

' qu'il ne peut jamais y en avoir plus entre ces deux limites. » 

Si l'une ou l'autre des substitutions précéderites réduit à zéro quel- 
ques-unes des fonctions X,  XI, XI', etc., on pourra donner le signe -+ 
ou le signe - au terrne qui s'évanouil. Si on choisit d'abord les signes 
propres à donner le plus grand nombre possible de changements de 
signe, puis ceux qui en donnent le inoindre nombre possible, et que 
ces deux riombres diffèrent, il y aura dans l'équation au moins autant 
de racines imaginaires qu'il y a d'unités dans cette différence. 1) 

Voici maintenant l'attestation consignée par M. Dinet A la suite du 
nianuscrit. « Ces feuilles, au nombre de neuf, m'ont été préseritées par 
hl. Fourier : j'ai reconnu qu'elles avaieiit été écrites par moi en i 797, 
dans les derniers mois que j'ai passés à l'école Polytechnique. Mon but 
en les écrivant était de me former un tableau succinct des leqons que 
j'avais reques de M. Fourier à l'école Polytechniqiie, afin de me pré- 
parer à subir l'examei~ pour l'admission aia corps des élèves ingénieurs 
constructeurs de vaisseau. J'avais fait le même travail sur les lecons de 
mécanique données par M. de Prony. Eri sorte qu'il est constant que la 
siiite des propositions dont l'énoncé est inscrit dans ces feuilles a été 
rléveloppée par M. Fourier pendant les années I 796 et 1797. En rédi- 
geant cette déclaration j'ai paraphé ces neuf feuilles au recto et au verso. 
A Paris, le 5 avril 1830. 1) Signé Dinet. 

Le troisième maniiscrit qui se trouve dans nos mains est intitulé : 
n Mémoire sur les limites des racines des équations algébriques. » Ce 
Mémoire contient une exposition détailléet cles parties les plus impor- 
tantes des livres 1 et II du présent ouvrage. II suffira de citer l'attestation 
par laquelle il est terminé. 

(( Le présent mémoire composé de vingt-six pages a été écrit dans le 
1. C 
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courant de l'année 1804. M. Fourier, préfet du département de l'Isère, 
nous dotina connaissance dans cette même aniiée de divers théorèmes 
sur la résolution des équations algébriques et nous en communiqua les 
démonstratioris. Le premier était textuellement énoncé comme il suit. 
Étant donné une équation numérique <px=o d'un degré rn, si dans le 
premier membre cfx et dans les rn fonctions v'x, fx, cp"'x, etc. que 
l'on déduit de la premiére par des différentiations  successive^, or1 sub- 
stitue deux nombres différents LE et b ,  qu,e l'on observe pour chacune 
de ces cleux limites eambien la suite des m + r résultats provenant de 
la substitution contient de variations de signes, or1 connaîtra combien 
l'équation proposée peut avoir de racines entre les deux limites sub- 
stituées. u 

(C L'équation (FX=O ne peut avoir plus de racines entre a et Ci qu'il 
12'y a d'unités de différence entre le nombre A des variations de signe 
de la suite qui répond à la moindre limite a ,et le nombre B des variations 
de signe qui répond à la plus grande limite b . ~  

k Si l'éqilation n'a point entre a et b autant de racines réelles qu'il y 
a d'unités dans la différence A- B., celles qui manquent sont en nombre 
pair, et correspondent à un-pareil iiombre de racines imaginaire:, dans 
la proposée cfx =o. n 

« Le second théorème contenait une règle importante qui dispense de 
recourir à la formatian de l'équation au carré des différences, et sert à 
distiriguer promptement avec certitude les racines réelles des racines 
imaginaires dans les équations numériques de tous les degrés. s 

u Les autres remarques qui nous furent communiquées ont pour objet, 
1" de diriges par des règles certaines l'application de la méthode d'ap- 
proximation de Newton, a" l'emploi des séries récurrentes pour trmves 
toutes les racines tarit réelles qu'imaginaires et les diviseurs de tom les 
degrés dans les équations numériques. 9 

u Désirant conserver les principaiix éléments de cette nouvelle théorie 
des équations, nous rédigeâmes du consentement de M. Fourier ut1 
nombre assez considérable de notes qui contenaient les démonstrations 
et les vues principales. w 

« Le présent écrit fut achevé le premier. Nous concourûmes tous les 
deux a sa rédaction; il a été écrit de la mairi de Chabert l'un de nous, 
et nous déclarons qu'il ~i 'y  a été fait aucun chartgenient depuis 1804. » 

a Nous avons rédigé avec plus de soin plrisieurs autres notes sur8 le 
même objet dans le cours des années suiuantes 1805 et I 806, et nous 
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n'avons cessé d'engager M. Fourier depuis l'année I 804 jusqii'aujourd'hui 
à publier ses découvertes sur la théorie des équàtions algébriques. » 

Signés Chabert, doyen de la facrxlté des sciences de 
l'Académie de Grenoble; Bret, professeur à la 
faculté des sciences de l'Académie de Grenoble. 

« Et en outre, moi, soussigné Bret, professeur à la faculté des sciences 
de l'Académie de Grenoble, déclare qu'il est à ma parfaite connaissance 
que dans les premiers mois de l'an 1803 M. Fourier expliqua piiblique- 
ment à l'école Polytechnique les deux théorèmes ci-dessus rappelés, sa- 
voir I O  celui qui fait connaître le plus grand nombre de racines qu'une 
équation puisse avoir entre deux nombres donnés, 2 O  la règle qui sert 
A distinguer les racines imagiriaires. J'étais alors élève de l'école Poly- 
technique y). Je me souviens très-distinctement que, sur la demande 
d'un des éIèves , M. Fourier voulut bien donner quelques développements 
sur ce second objet, et qu'il se servit d'une construction fort élégante 
pour rendre sensible la vérité de cette démonstration. 1) 

«Et pour que les faits ci-dessus énoncés demeurent constants nous avons 
redigé et signé la présente déclaration que nous affirmons sur notre hon- 
neur être véritable. Grenoble, ce I 5 mars I 81 2. 

Signés Bret ; Chahert . 
« (') Dans la seconde division, et j'assistai avec tons les élèves à cette 

explication donnée par M. Fourier. Je rédigeai ail sortir de la séance 
la démonstration du le' théorème. » 

u Quant à la règle qui sert à distingiier les racines imaginaires, elle 
nous fut publiquement communiquée avec la démonstration dans la 
même séance à l'École polytechnique. » 

« Le présent est écrit de ma main, ainsi que la déclaration précé- 
dente dont il fait partie. n 

Signé Bret , professeur de mathématiques transcendantes 
à la faculté des sciences. 

Les deux citations précédentes établissent avec certitude que M. Fourier 
a exposé dans les cours de l'école Polytechnique, avant et après l'époque 
de l'expédition d'Égypte, les priilcipales propositions qui servent de 
base à ses méthodes de résolutiori des équations numériques. 

L'auteur a fait mention de ces recherches dans son Mémoire sur la 
statique qui a été imprimé en l'an 6 (1 797) dans le !ie cahier du Journal 
de l'école Polytechnique. On lit, page 46 ,  cc Nous avons dessein de 

C. 
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publier dans ce recueil ilne suite de inémoires contenant des recher- 
ches ilouvelles sur la théorie des équations. On se propose de reprendre 
dans son entier le problème de la résolution générale des équations. . . » 

Les recherches dont il s'agit ont été également communiquées par 
l'auteur peudant le cours de l'expédition d'Égypte, soit dans la conver- 
sation, soit par des écrits présentés à l'Institut du  Caire. Nous n'avons 
pas été à même de consulter les archives de cet Institut, mais nous 
trouvons dans la Décade égyptienne diverses indications des Mémoires 
Iiis par M. Fourier. 

« 26 fructidor an Ci. Mémoire sur la résolution générale des équations 
algébriques. )) 

« reR jour complémentaire an 6. Sur une roue à vent destinée à Yar- 
rosage. » 

« 16 frimaire an 7. 1\I&rnoire de mécanique générale. )) 
« 16 pluviose an 7. Recherches sur les méthodes d'élimination. » 

« I 1 messidor an 7.  &Témoire contenant la démonstration d'un nopi- 
veau principe d'algèbre. u 

Nous avons sous les yeux des écrits de la main de M. Fourier, qui 
rie portent à la vérité aucune date, ni aucune attestation étrangère, 
mais qui néanmoins doivent être regardés comme étant certainement, 
ou  les Mémoires mêmes lus à l'Institut du Caire, ou du moins les mi- 
nutes de ces Mémoires conservées par l'auteur. Les sujets traités dans 
ces écrits, qui se rapportent exactement ailx indications précédentes, 
et la nature du  papier et de l'encre qui prauvent qu'ils ont été faits en 
Égypte, ne laissent aucun doute à cet égard. I,e dernier contient la dé- 
monstratiori très-développée du théorème principal relatif à la distinc- 
tion des limites (les racines réelles ait moyen de la considération des 
signes donnés par la substitution d'une suite de nombres dans les fonc- 
tions dérivées. 

Nous possédons également plusieurs notes très-étendues, dont une 
partie est écrite de la main de M. Chabert, et qui sont évidemment les 
riotes mentionnées dans l'attestation précédente. Les propositions rela- 
tives à la distinction et au calcul des racines qui sont exposées danS.les 
deux premiers livres di1 présent ouvrage y sont développées fort en 
détail. II y a des exemples d'application de ces méthodes à diverses équa- 
tions, pour lesquelles on a constrilit et discuté la suite des courbes don- 
riées par les équatioris dérivées. La plupart des feuilles portent de la 
innin de M. Cliabert et de la même écriture que le texte, la date de 
divers ,mois de l'an r z .  
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Le passage suivant d'une lettre adressée par M. Poisson à M. Fourier, 

. et portant la date du 24 avril 1807, confirme la vérité des faits que 
nous knonçons ici. . . . . Un docteur en médecine vient de publier uri 
ouvrage sur la résolution numérique des équations. . . . . Le docteur 
a entrevu votre théorème sur les changements de signes; il a de fortes 
raisons de penser: qu'il a lieu dans les cas des racines imaginaires; j'en 
ai une bieri plus forte que toutes las siennes, puisque vous m'avez dit 
autrefois que vous aviez une démonstration générale de cette proposi- 
tion. Vous devriez bien publier au moins les différents tliéorèrnes sur 
lesqiiels est fondée vatre méthode pour résoudre les équations. . . . . . B 

Enfin nous citerons presque en eutierune lettre qui nous a été adressée 
, par M. Corancez. 

<I Monsieur, avant son dépa~é  pour l'Égypte, M. Fourier était en pos- 
session durthéorème qui fait la base de ses méthodes, et qui sert à dé& 
terminer la limite du nombre des racines d'une équation algébl8ique 
qui sont comprises entre deux nombres pris à volonté. C'est le même 
théorème dont M. B: a fait depuis tant d'usage dans son Mémoire 
publié en I 806 ou i 807. Fourier l'avait publié dans ses cours à l'école 
Polytechnique avant I 797, comme peuvent l'attester Girard, et tous 
les iiigénieurs et élèves de l'école qui le suivirent en Égypte, et qui 
y parlaient de cette découverte comme d'une chose connue. )) 

Ce n'est qu'en Égypte qiie j'eus connaissance de ce théorème que 
Fourier me. cornrnuriiqua, et dont il m'a souvent parlé sans m'indiquer 
comment il y était parvenu. J'en trouvai une démonstration que je lui 
ai cbmmuniquée depiiis lors, à notre retour en France, siir le brick 
anglais Good Design où nous étions compagnons de captivité. M. Fourier 
approuva cette démonstration, comine celle qui se présente le plus naï 
turellemerit. Mais elle a l'inconvénient de laisser de l'incertitude sur le 
passage des racines imaginaires, Daris sa demonstration Fourier a re- 
médié à cet inconvénient. 11 ne m'a aii surplus communiq.~é cette démon- 
stration que d'une nianière trop générale pour que je puisse en parler. » 

« J'avais inséré ma démoristratiori dans un Mihoire sur les séries qui 
expriment les racines ou fonctions de racines d'une équation. Dans ce 
Mémoire, que j'ai redigé a Alep, je reconnais, comme de raison, que le 
théorème $tait dû à M. Fourier. C'est ce qui l'engagea, il y a deux ans, 
à me demander ce Mgmoire. La déclaration qu'il contient est saris doute 
celle qu'il désignedans le passage que vous me citez. Ce Mémoire, resté 
chez Fourier, doit se retrouver dans ses papiers. C'est un cahier car- 
tonnépetit  in-12, et portant la date d'Alep, ari XII ou  an XIII. 11 
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« I l  est certain que M. Fourier a lu un Mémoire sur les équations à 

l'Institut du Caire. C'était, autant que je puis m'en fier à ma mémoire, 
un  précis de l'esprit et des résultats de ses méthodes, mais sans aucun 
détail de calcul. Vous en trouverez certainement mention faite dans la 
Décade égyptienne et dans le Coiirrierndu Caire. D 

« J'ajouterai qu'en Égypte Fourier était déja en possession de sa mé- 
thode d'approcher de la vraie valeiir des racines ail inoyeri des fractions 
eontiniies , méthode dont il appuyait i'examen et la démonstration sur 
l'inclinaison des tangentes dans les courbes paraboliques. Fort anté- 
rieurement à cette époque, lorsqu'il coinmensa à Auxerre à s'occuper 
de la théorie des équations, Fourier m'a souvent dit qu'il s'était long- 
temps amusé à décrire graphiq~iement la proposée et toutes ses dérivées 
en donnant à chaque courbe des couleurs différentes pour les distinguer 
et en  suivre le cours. » 

Asnières, 2 février I 83 1. Signé CORANCEZ. 

Nous indiquerons mairitenant les divers écrits relatifs à l'analyse al- 
@brique qui ont été publiés ou présentés à l'Académie des sciences par 
M. Fourier depuis son retour à Paris en I 8 I 5. 

Le Bulletin des sciences par la Société Philomatique de Paris, année 
i 8 i 8, contient un article intitulé : cc Question d'analyse algébrique», dans 
lequel sont exposés sommairement les divers principes et règles d'après 
lesquels on doit se guider en faisant usage de la méthode d'approximation 
des racines due à Newton, lorsque l'on connaît d'ailleurs deux limites 
qui comprennent entre elles une racine réelle. 

On trouve daris le même Bulletin pour l'année 1820 deux autres arti- 
cles intitulés : « Usage di1 théorème de Descartes clâris la recherche des 
limites des racines, page 156, et Seconde partie de la Note relative aux 
limites des racines, page I 8 r . » Les théorèmes relatifs à la séparation des 
racines, et à la distinction des cas où deux racines sont réelles ou ima- 
ginaires par le calcul des sous-tangentes, ont été publiés pour la première 
fois dails ces deux articles par la voie de l'impression. On a vu d'ailleurs 
non-seulement que l'auteur était en possession de ces théorèmes bien 
antérieurement à cette époque, mais qu'il les avait exposés publique- 
ment dans les cours de l'école Polytechnique avant le départ et après 
l e  retour de l'exp6dition d7Egypte. Le mérite d'une découverte appar- 
tient à celui qui la fait connaître le premier : la publication par la voie 
<le l'impression n'est pas le selil moyen de faire connaître des propo- 
sitions nouvelles: il en existe plusieurs autres, tels que le dépôt au- 
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thentique d'un manuscrit, ou  l'exposition de ces propositions dans des 
leçons puLliques. Ce dernier moyen exige à la vérité que cette exPo- 

1 &ion soit pro~ivée par le témoignage des auditeurs. Nous produisons ici 
plusieurs témoignages dus à des personnes tout - - fait désintéressées , 
et dont la véracité ne peut assurément être suspecte. Les droits de l'ail- 
teur à la découverte des propositions dont il s'agit antérieurement à 
l'année I 797 sont donc établis d'une manière incontestable. 

M. Fourier a présenté à l'Académie des sciences, le ~4 janvier I 

des Recherches sur  l'analyse algébrique. Ce travail se cornposait de trois 
manuscrits. Le premier, sur lequel l'auteur a mis à l'encre rouge un 
nouveau titre et la date du ~4 janvier i 822 , est un exposé général des 

' principaux résultats relatifs à la résolution des équations numériques ou 
littérales : il est écrit de la main de M. André Rayriaud, ancien employé 
de la préfecture du  département de l'I&re, qui en a paraphé toutes 
les pages, et a mis sur la dernière un attestation constatarit que cette 
copie a étO faite dans'le mois de novembre 1807. Le second manilscrit 
est un exposé détaillé des recherches relatives à l'application des sé- 
ries récurrentes à la résolution des équations algébriques : tine partie 
des feuilles est écrite de la main de M. Fourier, une autre partie de la 
main de M. Chabert. Ces feuilles portent chacune les dates des mois de 
ventose et de floréal an I 2. M. Fourier a effacé ces dates à l'ericre rouge, 
et  mis à la fin sa signature avec la noiivelle date du 14 janvier r822.Le , 
troisième manuscrit est un exposé succinct des résultats développés dans 
le précédent. La présentation de ces recherches est mentionnée dans 
l'analyse de travaux de l'Académie pendant l'année I 821 : les principaux 
points sont indiqiiés , et particulièrement les propositions relatives à l'ap- 
plication des séries récurrentes. qui formeront le siijet du VI" livre di1 
présent ouvrage. 

Le I O  et le I 7 novembre 1823 ont été présentdes la première et la 
seconde partie d'un Mémoire d'analyse indéterminée sur le calcul des 
conditions d'inégalit6. L'objet de ce mémoire est exposé dans l'Aria- 
lyse des travaux de l'Académie pendant l'année 1823, page 29 et sui- 
vantes. L'auteur indique diverses applications à des questions qui appar- 
tiennent à la mécaniqiie ou à l'analyse-génf ale, et particulièrement celle 
qui se rapporte à l'usage des équations de coridition lorsque l'on se 
propose de trouver les valeurs des inconniles qui rendent la plus grande 
erreur, abstraction faite di1 signe, la moindre possible. Cette dernière 
application est développée plus complètement dans l'Analyse des trac 
vaux de l'Académie pendant l'année 1824, page 38. 
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Le 3 janvier I 827, M. Fourier a prése~~té  un Mémoire sur la distinc- 

tion des racines imaginaires, et sur l'application des théorèmes d'analyse 
algébrique aux fonctions appelées transcendantes et spécialement aux 
questions de ce genre qui appartiennent à la théorie de la chaleur. Ce 
Mémoire a été inséré par extrait dans le Bulletin des sciences de la Société 
l&ilornatique pour l'année r 826, et imprimé en entier dans le tome VI1 
cles Mémoires de l'Académie des sciences qui a paru en r 827. L'auteur y a 
énoncé la proposition qui est exposée page 45 du présent ouvrage, et qui 
consiste principalement en ce que, dans le calcul par approximation des 
racines des équations algébriques au moyen des fractions continues, on 
peiit dans tous les cas omettre l'emploi de l'équation au carré des diffé- 
rences, en procédant immédiatement au calci11 des fractions continues 
comme si I'on était assure que toutes les racines étaient réelles, et en se 
guidant par t'usage du tliéorème qui fait connaître combien il peut exister 
de racines entre deux limites données. 

Enfin le dernier Mémoire relatif à l'analyse algébrique, qui est aussi 
le dernier ouvrage de l'auteur, a été lu le g mars I 829. Il est intitulé : 
<( Remarques générales sur l'application des priricipes de l'analyse algé- 
brique aux équations transcendantes)), et a été imprimé dans le tome X 
des Mémoires de l'Académie des sciences. 

Eri exposant dans son ouvrage les découvertes qu'il a faites sur les par- 
ties les plus importantes de l'analyse algébrique, M. Fourier a préserité 
ces vérités nouvelles comme étant les fruits de ses propres travaux, dont 
la propriété ne pouvait lui être contestée. Cette circonstance seule suffit 
assurément pour donner sur ce point la plus entière'conviction à toutes 
les personnes qui l'ont connu. Mais nous avons pensé qu'il était nécessaire 
pour le public de montrer qiic M. Fourier était autorisé à s'honorer des 
découvertes dont il s'agit, non-seulement parçe qu'il les avait véritable- 
inent faites, mais aussi parce qu'il existait des témoignages écrits qui,  
d'après les règles et usages littéraires, lui en assuraient la priorité. 

Nous termir~ons cet Avertissement en déclarant que les manuscrits dont 
nous avons fait meriltioii seront déposés par la suite au secrétariat de l'In- 
stitut, et que nous sommes pr6ts à les communiquer aiix personnes qui 
ci~ltivent les sciences et qui désireraient en prendre connaissance. 

Paris, - K ~ ~  juillet I 83 I . 
NAVIER. 

Menzbre de l'Académie des sciences de  Flnstitut. 



L ES philosophes d'Alexandrie ont connu quelques CIP-  

ments d'un art qui a pour objet la grandeur mesurable, 

et qui consiste à suppléer aux opérations de l'esprit par In 
combinaison régulière d'un petit nombre dc signes. Cet 
art a pris un grand essor chez les nations modernes ; il est 

devenu I'aiialyse mathbmatique, science sublinie , qui, en 

nous'découvrant les lois générales du mouveilient et celles 

de la chaleur, explique tous les grands phénomènes de 
l'univers, et qui éclaire la société civile dans ses usages les 

plus importants. 

La théorie des équations déterminées, principal foi~dr- 

ment de cette science analytique, a été long-temps arrrtbe 

dans ses progrès par des difficultés capitales que l'on peut 

résoudre aujourd'hui. C'est le but que je me suis proposé 

dans cet ouvrage; il est le fruit d'un long travail entrepris 

dès ma première jeunesse, et que les soins les plus divers 

n'ont pour ainsi dire jamais iiiterrompu. 

La recherche des racines des équations est la questiori 

principale de la théorie. Je me suis attaché à traiter com- 

plètement cette question , et je l'ai rPsolue par une méthode 



exacte et générale dont l'applicatioii est toujours facile 

et s'étend à toutes lcs fonctions déterininées. 

Elle iie dérive point d'une vue sin ulière , et en quelque 4 
sorte indél,eiidantk des théorèmes déja coimus; au con- 

traire, elle rappelle et emprunte tous ces éléments ; elle 

montre les rapports qu'ils ont entre eux et en développe 

les conséquences les plus éloigilées. 
Les découvertes capitales qui ont fondé l'analyse algé- 

brique sont les théorèmes de Frai:qois Viete siIr la compo- 

sition des coefficients; la règle que Descartes a donnée 

dans s.î Ghnnlétrie conceriiant le rioinbre des racines posi- 

tives oii négatives; celle du parallèlograrnme analytique 

due à Newton et que Lagrange a démontrée; la méthode 

iiewtoiiienne des substitutiniis successives; les recherches 

de Waring et de Lagrange sur les fonctions invariables des 

racines et sur l'équation aux diffërences; la théorie des 

fractions continues, telle qu'elle est expliquée dans les ou- 

vrages de Lagrange; enfin la méthode que Daniel Ueriioulli 

a déduite des s&ies récurrentes. 

Nous avons rappelé (:es éléments dans notre ouvrage, 

non pour en expliquer les principes, qui sont connus depuis 

long-temps, mais pour leur donner une extension entière- 

ment nouvelle, et résoudre toutes les questions1 fondamen- 

tales que les premiers inventeurs out considérées. Il n'y 
en a aucune qui n'y soit discutée avec le plus grand soin. 

Il résulte de cet examen une méthode exégétque uiiiver- 

selle qui ne laisse rien d'incertain, parce qu'elle donne des 

règles faciles et usuelles pour la distinction des racines 



imaginaires. Le lecteur attentif pourra juger s'il est vrai 

yue ces difficiles soient tous complètement ré- 

solus, 
Ces principes appartiennent à l'analyse générale, et notre 

. théorien'est point bornée aux équations algébriques; pllr 

résou$ toutes les équations déterminées. 
Lefi rquestions les plus importantes de la philosophie 

natmrelle, comme celles qui ont pour objet d'exprimer les 

deriiikres oscillations des corps, ou les conditions de la 
stabilité du système solaire, ou divers mouvements des 

fluides, ou e i i f i e  les lois mathéniatiques de la chaleur, 

exigent une conilaissaiice approfondie de In  théorie des 

équations. 
J'indiquerai maintenant l'ordre que l'on a suivi dans la 

composition et la rédaction. 
Les éléments de la science sont exposés clairement dans 

plusieurs ouvrages qiii ont rendu cette étude facile et com- 

mune. Je suppose ici que les théorèmes principaux sont 

conoiis du lecteur ; je les ai rapportés dans l'Introduction. 
Je présente sous re titre l'indication historique des sources 

principales, avec l'énoncé exact et précis de toutes les 

propositions qu'il est iiécessaire de se rappeler très-distinr- 

tement avant de lire ce traité. Cette énumération marque 

le point dont je suis parti ; toutes les recherches suivantes 

sont nouvelles. 

Parmi ces proposi tions élémentaires qui forment l'in- 

troduction, j'ai compris quelques théorèmes très-simples 

de l'analyse appelée infiriitésimale. On ne peut faire aucun 



considérable dans la théorie des équations, sans 

quelqiiusage de l'analyse différentielle, ou, ce qui est la  
chose, de la méthode des fluxions. Les sciences 

n'admettent pas toujours l'ordre contingent et pour ainsi 

dire fortuit qui s'est établi dans le cours des inventions. 

LRS connaissances mathématiques les plus diverses sont 

toutes de la même nature, leur étude ne deniande qu'une 

attention persévérante; on a appelé transcendantes celles 

qui ont été découvertes les dernières. 

J'ai conservé sans aucune innovation les dénominations 

usitées, afin de lie point exiger l'étude importune de no- 

tations noiivelles, qui ne sont presque jamais nécessaires. 

A la vérité plusieurs de ces dénominations ont été admises 

avant que l'on eût acqiiis une connaissance très-exacte 

des éléments. Il pourrait être utile d'y apporter quelque 

changement; il est préférable d'attendre cet avantage du 

progrès continuel des idées et de l'assentiment des géo- 

mètres. 
Toutes les recherches qui doivent composer cet ouvrage 

sont achevées depuis long-temps. On publie aujourd'hui 

les deux premiers livres qui contiennent ce que la théorie 

des équations a de plus essentiel, et forment en quelque 

sorte un traité distinct. La seconde partie, qui termine l'ou- 

vrage, et dont l'étendue est à peu près égale à celle de la 

première, paraîtra l'année suivante. 

Comme les deux premiers livres ne donneraient qu'une 

idée incomplète de l'objet de ces recherches, il m'a paru 

nécessaire de présenter d'avance une Exposition synoptique 



qui réunisse tous les résultats et fasse bien connaître leurs 

rapports mutuels. 

Une vue principale avait été indiquée par Franrois Viète, 

que l'on peut regarder comme le second inventeur de 
l'algèbre. Harriot , Oughtred , Wallis et Newton l'avaient 

adoptée ; mais on s'en est écarté, et l'ou a suivi une route 

très-différente , nécessairerneiit bornée, et qui n'aboutit 

qu'à des recherches purement curieuses, sans qu'or] ait 

pu résoudre une seule des difficultés qu'elles présentaient. 

Je propose aujourd'hui de ramener la science à des prin- 
cipes plus simples et plus féconds qui se lient à tous les 

déments déja connus, et contribueront certainement aux 

progrès des autres branches de l'Analyse mathématique. 

Paris, 1829. 

JH. FOITRIER. 





INTRODUCTION. 

(1) N O u s  avons r e y  des Grecs et des Arabes les premières notions 
de l'algèbre. Les livres de Diophante, qui sont aujoaird7hui le plils 
ancien monument de cette science, portent toiis les caractères de 
l'invention. L'auteiir résout par ilrie analyse iilgériieuse uri ordre 
assez étendu de questions relatives aux proyiriétés des rionibres, 
la lecture de la partie de cet oiivrage qui nous a &té transmise, stif'fir 
pour prouver que les règles élémentaires de l'algèbre etaient dbja 
conriues à l'école d'Alexandrie. 

1,'antique çivilisatiori de l'Orient est attestée par les prodiict~ons 
adniirables des arts; mais I'liistoire ri'a conservG qu'ii~i solivenir 
confus de ces temps qiii ont précddd (le pliisierars siècles les ori- 
gines fabuleuses de la Grèce. 

Iles principes de l'algèbre indienne, tels qir'ori eti trouve quelques 
vestiges, ont-ils été communicjués aux Arabes, ailx Perses, et ensuite 
à 17Eiirope, ou plutôt les géomètres grecs ne sont-ils pas les vrais 
et selils iriveriteurs? Le déi'aut de moniinierits rie pei-niet plus de 
résoudre entièremerit cette question. Quoi qii'il eri soit, les théories 
fort étendues dont la science analytique se conrpwie maintenant 
soiit toutes l'ouvrage des modernes. + 

"t 

Léonard Bonacci de Pise a écrit vers l'année I I 50, ail retour 
" de ses voyages en Grèce et en Asie, le premier traité de cette science 

qui  ait paru dans l'Occident. Celui de Luc Paciolo fut publié au 
commencement du XVIe siècle, époque à jamais mémorable dans 
l'histoire de l'Europe. Sçipion Perrei parvint à résoudre les équations 
du 3" degré, ou plutôt il en donna une {ransforrnation ingénieiise 

2. 
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et inattendue. Tartaglia, Cardan et erisuite Raphaël Bombelll renou- 
velèrent ou répandirent cette découverte. Louis Ferrari de Bologne 
découvrit urie soli~tioii du même genre pour les équations du 4 e  degré. 
Ces formilles ne coriduisirent point à la résolution des équations 
supérieures, et même pour le 3e et le 4 e  degré elles sont inapplica- 
bles dans un grand nombre de cas. On n'avait résolu complètement 
par un moyen sernblable que les équations du second degré; la for- 
mule très-simple qui donne cette solution était connue dès l'origine 
de l'algèbre. , 

Francois Viète, l'un des plus illustres fondateurs des sciences ma- 
thématiques, considéra sous un point de vue beaucoup plus général 
la question de la résolution des équations. 11 entreprit de découvrir 
une méthode exé'étique propre à déterminer les valeurs effectives 
des inconnues, et fonda ses recherches sur les vrais principes du 
calcul algébrique. &lais on ne pouvait point alors fornier cette 
méthode parce qu'elle exige quelque connaissance de l'analyse dif- 
férentielle. 

Viète remarqua le premier la composition des coefficients, ce qui 
est l'origine de la théorie deséquations. 11 fit connaître toutel'étendue 
des formules de l'algèbre, et il en découvrit de nouvelles applica- 
tions, en sorte qu'on peut le regarder comme le second inventeur 
de cette science. 

Harriot, Oughtred, Wallis suivirent la doctrine de Viète, et le' 
premier de ces géomètres dorina aux équations une forme générale 
que l'on a conservée. 

Descartes exprima par des équations les propriétés des lignes 
courl~es , et fonda airisi l'analyse gdriérale des fonctions, qui devait 
bientôt s'appliquer ailx plus grands phénomènes de l'uiîivers. II 
enrichit l'algkbre d'une heureuse découverte, celle qui exprime les 
rapports singuliers du noinbre des racines positives ou rikgatives 
avec les signes des coefficients. Wallis, l'un des plus iiigénieux pro- 
nioteurs de l'analyse moderne, mais historien partial, a fait d'inu- 
tiles efforts pour attribuer l'invention de cette règle des signes à 
Harriot sori compatriote. 
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L'algèbre proprenient dite a requ de Newton deux mdthodes 
capitales: l'ilne est celle que l'on a désignée sous le nom deparallé- 
lagramme anaLytirjue; elle fut aririoricée en 1676 à Leibriitz, qui 
en désira la conirnunication. Cette règle, dont 1 .agrange a donné une 
démonstration analytique, et que Laplace a &teridile à un autre 
ordre de questions, avait eu pour objet la forniation des séries; 
mais elle appartient surtout à l'algèbre, coninle iirr de ses éléiiients 
~rincipaux. C'est une des branches de la résolutiori exégétique que 
Viète avait en vue. La seconde méthode algkbriqile due à Newton 
est celle des substitutions successives; elle s'applique à toutes les 
parties de l'analyse matliématique. 

Albert Girard, qui écrivait en Hollande, a connu le premier les 
propositions qui expriment la somme des puissances entières des 
racines. Newton donna ces théorèmes dans son Arithmétique uni- 
verselle, et il en indique l'usage pour trouver la valeur approchée 
de l'une des racines. C'est en quelque sorte l'origine de la méthode 
des séries récurrentes, que Daniel Bernoulli a déduite d'autres prin- 
cipes, et qui a été clairement exposée et disciitée dans les ouvrages 
d'Euler et de Lagrange. Ces propriktés des séries récurrentes for- 
xrient une des principales théories algébriques. 

Les règles d'éliniination , et les théorèmes relatifk aux fonctions 
des racines, sont les conséquences g6nérales des remarques de Viète 
et d'Albert Girard sur la composition des coefficients. Les propo- 
sitions de ce genre ne conduisent point à une méthotle applicable 
qui ferait connaître effectivement les racines ; mais elles expriment 
des rapports théoriques très-importants. 

fIudcle d'Amsterdam a découvert les propriétés des racines 
igales. Ces théorèmes, qui ont été cannus avant la niéthode dif'fé- 
rentielle , et qui toutefois dérivent des mêmes principes , forment 
uri élément simple et nécessaire de l'analysc algébrique. 

Je ne rappellerai point les tentativesmultjpliées, qui ont eu pour 
objet de réduire en formilles analogues à celles de Cardan les 
racines des équations de tous les degrés. Cette recherche aurait pour 
objet de trouver toutes les racines d'une équation par un nombre 
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limité d'opérations sirilples, dont la nature est déterminée d'avance, 
et dorit aucune ne peut donner plus de deux valeurs réelles dif- 
férentes. Ori n'obtient ainsi que des trarisformations très-compli- 
quées, où la vérité que l'on clierclie est beaucoup plus cachée qu'elle 
ne l'était dans l'équation elle-même. Le tenips, et pour ainsi dire 
l'espace, manqueraient bientôt à l'analyste poar effectuer de tels 
calculs, si le degré de l'équation était élevé. Les vues de 1,eibnitz et 
de Thschirnliausen sur ce genre de questions n'ont pli être réalisées. 
Les ouvrages de Lagrange, de Vandermonde et de quelques-uns de 
leurs successeurs, ont assez fait connaître les limites de cette re- 
cherche. 

De Gila, de l'Académie des Sciences de Paris, a corisidéréles courbes 
-paraboliques qui rendent si manifestes plusieurs propriétés impor- 
tailtes des équations, et il a donné une proposition remarquable 
siir la nature des racines* 

Rolle inventa ilrie règle poiir trouver les limites des racines, en 
diminuant successivement d'iirie unité le degré de l'équation. Cette 
méthode, quoique imparfaite, conduit dans plusieurs cas à la con- 
naissarice des limites, et elle n'est autre chose qu'une applicatioii 
très-simple de l'analyse différentielle, dont Rolle refusait d'admettre 
les principes. Aal reste cette tentative n'eut aucune suite, parce que 
I'inveriteiir ne put surniciriter l'obstacle principal qui avait arrêté 
tous les arialystes précédents, et qui consistait à clistiriguer avec 
certitude les racines iiliaginaires. La règle que Newtori a proposée, 
ei l'imitation de celle dc Descartes, pour énumérer ces ravines, n'est 
poirit siif'îisante, et I'inventeur en reconnaissait l'imperfection ; elle 
atteste seulement la difficulté de la question. TJagrange et Wari~ig 
parvilirent à. la résoudre ail moyen de l'équation qui expriirie la pliis 
petite différence des racines de la propos&; niais cette solution est 
seulenient théorique , l'application en serait inipraticable si le degré 
de l'équation était un peu élevé. 

1,'un des plus célèbres géomètres de l'Académie des Sciences de 
Paris, Fontaine, avait proposé une méthode générale pour recori- 
naître la nature des racines des équations. Une discussion appro- 
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fhd ie  de cette méthode a montré l'imperfection inévitable à Ir- 
quelle elle est sujette, et les recherches ultérieures ont conf rmé 
le jugement qui en a é t i  porté par D'Alembert et Lagrange. 

J'ai cité dans des Mémoires précédents, et j7aurai occasion d'in- 
diquer dans le cours de cet ouvrage, les recherches plus récentes 
qui ont été publiées sur la résolution des équations numériques. 
Quant à l'usage des fractions continues pour l'expression des racines, 
ce procédé n'est pas un élément essentiel de l'algèbre; il peut être 
remplacé par un mode quelconque de développement arithniétique. 

Je me suis proposé dans l'énumération précédente de rappeler 
l'origine et les progrès de l'algèbre, en indiquant toutes les sources 
principales de l'histoire de cette science ; et je viens d'exprimer le 
plus distinctement qu'il m'a été possible le caractère de chaque 
découver te. 

(2) Eouvrage que je publie a pour objet l'examen de toutes les ques- 
tions fondamentales de l'analyse algébrique. EJes deux premiers livres 
concernent la résolution numérique des équations, et l'on y trouvera 
uiie solution complète et facile de ce problème célèbre. 

Dans les deux livres suivants, on a eu pour but de généraliser 
les premières recherches, et de résoudre aussi par iine méthode 
exégétique du même genre les équations littérales qui contiennent 
une ou pliisieurs inconnues. 

J'ai traité, dans divers Mémoires lus à l'Institut de France, d'autres 
questions qu'il importait d'examiner pour donner pliis d'éteritlue à 
l'analyse algébrique. 

i0  0 1 1  a démontré dans ces Mémoires que l'emploi des séries ré- 
currentes ii'est point borné au calcul de certaines racines réelles, 
et qu'il s'applique à toutes les racines ou réelles ou imaginaires, et 
en gdnéral à chacun des coefficients des facteurs composés de tous- 
les ordres, 

a0 On a exposé les principes de l'analyse des inégalités, et des 
applications variées de cette analyse, qui se lie à celle des proba- 
bilités. 

Ces recherches sur les séries dcurrentes et sur les inégalités, 
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appartiennent aussi aiix théories algébriques : je les ai comprises 
dans ce traité, parce qu'elles servent à fonder les conséquerices pi-iri- 
cipales. Je pense que cet ouvrage contribuera à fixer les éléments 
généraux de l'analyse des éqiiations , en donnant à cette analyse iine 
forme rioinvelle qu'elle conservera toujours. . 

La résolution des équations numériques a été l'objet d'un traité 
spécial publié par Lagrange, et connu de tous les géomètres. L7il- 
lustre auteur a eu principalement en vue, dans cet ouvrage, d'exposer 
de nouveau et de perfectionner la méthode qu'il avait doniiée dans 
lereciieil des Mémoires de l'Académie de Berlin, années I 767 et I 768. 
Les notes qiiil a jointes à ce traité présentent aussi une discus- 
sion très-ingénieuse et très-claire de diverses autres questions algé- 
briques, La méthode que j7ai suivie est fondée sur d'autres principes. 
J7ai donné daris des Mémoires précédents ( Société Philomatique, 
année 1820, pag, 156 et 181) la substance de cette méthode. Je 
reproduirai ici l'ensemble dés propositions, avec toutes les démon- 
strations et les développements nécessaires. 

On rappellera d'abord quelques définitions et l'énoncé de plusieurs 
théorèmes fondamentaux, dont la démonstration se trouve dans 
tous les traités généraux. J'ai supposé la connaissance de ces &lé- 
ments , et je vais en rapporter l'énoncé en faisant connaître distinc- 
tement le sens que j'attache aux définitions communes, et aux 
$propositions déja établies. 

(3)Nousconsid~érons une équation algébrique dela forme suivan te : 

L'exposant rn est entier, et les coefficients a,, a,, a,, , . .a, sont des 
nombres donnés positifs ou négatifs. Nous désignons par X oii fx le 
-premier membre de cette équation. X est une fonctim algébrique 
et entière de x; elle indique une suite d'opératioiis élémentaires 
-que l'on pourrait effectuer sur la variable x : la forme de ces opé- 
rations est parfaitenient connue, et le nombre en est limité. 

Si un nombre cz substitué au lieu de x dans la fonction algébrique 
.fx donne zéro pour résultat, on appelle ce nombre a une racine de 



T'éqinatiori ~roposee  ; et dans ce cas le prcmner niern11re.f.r. est exac- 
tement divisible par x-a. 

Une équation peut avoir plusieurs racines différentes a, 6 ,  y .  . . : 
ces racines correspondent à autarit de facteurs du premier degré 
x-- a ,  x- 6 ,  x - y ,  . . ; le premier membre fx est divisible par 
chacuii de ces facteurs et par leilr produit. 

Si les coefficients n,, cc,, a,, . . . a, de la proposée ne sont point des 
nombres, mais s'ils contiennent des lettres cc, b ,  c ,  etc. qui repré- 
sentent des grandeurs connues, en sorte que ces coefficients soient 

? 

formés d'une somme de ternies tels que Hd'bq ,  l'équation est ü13- 

pelée littérc~le: p , q sont des exposants iiumériqiles donnés, positifls 
ou négatifs, entiers oii fractionnaires, et les coefficients H sont aussi 
des ~ iom bres coririus. La résolutiori de l'équation littérale consiste 

à trouver pour E un polynome formé de termes tels que FI' np'by: 
qui, substitué à la place de x,  réduise à zéro le premier rnernbre 
de l'équation, 

Lesopérations q u i  serverit à extraire la racine carrée oix cubique, 
ou la racine d'un degré cpelconcline d'un nombre doriné A ou d'une 
quantité littérale A,  sont coranues depuis long-temps ; ori en exprime 

m 

le résultat par le radical VA. Les premiers inveriteurs de l'algèbre 
ayant résolu les équations du second degré par l'erriploi du radical 

1 

i/A, on s'est long-temps proposé de résoudre les équations algé- 
briques de toiis les degr& par un procédk arialogue, c'est-à-dire 
au moyen des seilles operations exprimées par les signes radicaux. 
CorisidérGe sous ce point de vile, la résolution consisterait à assigner 
pour une équation proposée d'un degré cluelconqiie un nornbre 
limité d'opérations, tellenlent ordonnées que le résultat de la der- 
nière f t ~ t  iine des racines, eri n'adrriettaiit au rioiiibre de ces opéra- 
tions à effectiier que les règles élémentaires du calcul , et celles yu! 
sont iridicluées par les signes radicaux. 

Qilelques auteurs ont appelé résolution générale des équations 
icelle qui exprimerait ainsi les valetirs des racines au moyen diilin 
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nombre fini de radicaux, ce qiii est trks-facile pour les équations 
di1 second degré. 

On a trouvé aussi des formu1es de ce genre pour les équations 
do  troisième et d u  quatrième degr&; mais ori a reconriu ensuite qur 
ces transfornrations ne sont p i n  t propres à donner effectivenient les 
viileurs des racines nuniériqiies ou littkrales, et  qu'au contraire elles 
s'êcartent beaucoup du but réel que l'on. se propose, qui est de cori- 
aiaître en riombres , ou en une suite de moiiornes, les valeurs des raci- 
iies. Nous prouvero~isdans le cours de cet ouvrage que l'on parvierit 
facileriîent à trouver ces valeurs par des opi$ratioris spéciales effectuées 
sur tous les ooefficierits à la b i s ,  et qui rie consisterit poirit à com- 
biner entre elles un certain nombre d'extractioris cle racines. Les 
forniules qini résultent de ces conrrbinaisoris ne font poiri t cotiriaitrt: 
les racines cherchées. Eri effibt si ces racines sont des nombres 0x1 

entiers oii irrationrrels , on ne trouve pas ces nombres, inais cles 
expressions très-complexes dans lesquelles on ne recoiinaîtrait point 
les valeiirs des racines: on per~t seulement prouver que les valeurs 
incoijnues équivalent à ces expressions développées; la valeur 
cherchée recoit une fornîe sirigulière où elle est plus cachée cilie 
dans l'équation qu'il fallait résoudre. Toutes les fois qu'une équation 
d'un degré quelconque a plus de deux racines réelles, oii est assur6 
que toutes les. racines se présenteraient sous la forme des quantités 
imaginaires , et il faut une démoristration pour prouver qu'elles sont 
réelles. Si la racine cherchée est un polyrionie iini , cornnie serait 
a' - hl + d , l'expressiori en radicaux rie donnerait poirit ce poly- 
nonie, elle rie ferait connaître les racines que si l'iquation est du 
second degré. Proposer de résoiidre airisi une équation élevée, c'est 
assigner (l'avance certaines opérations que l'on a voulii choisir ,. 
savoir celles qui servent à ex traire les racines carrées, cubiclues, qua- 
triènies, etc., et demander dans quel ordre il faut effectuer un 
aiomhre limité de telles opérations, en sorte que le résultat de la 
dernière donne toutes les racines. On présuppose ce qui est inconriu, 
savoir la nature di1 calciil qui doit donner ces racines. L'analogie du 
secorzd degré est trop incomplète polir fonder c-e jiigeaient cc priori 



sur l'espèce des opérations. 11 était même assez facile de prévoir qu"in 
nombre limité d'extractions de racines de divers ordres rie peut 
19as conduire à la connaissance effective des valeurs cherchks , car- 
il 1i'y a aucune extraction de racine qui doririe en nombres r k l s  pliis 
de deux valeurs diffiérentes, et l'on ne voit pas cornrnent il serait 
1)ossible effectuant un nombre fini de ces opératioiis, on ar-  

rivât à iine dernière qiri donnerait 1111 nombre impair de valeurs 
différentes. 

Qiioi y ue  cette remarque ne forme point iine démonstration rés[]- 
lière de I'irnpossibilitie de la solution, elle suffirait pour avertir 
de l'inutilité de la recherche, qiii présente en effet une sorte de  coai- 
tradictiori ; aussi est-il arrivé que l'on n'a pu troilver iine expression 
rkelle des racines de I'équation di] troisième degré, lorsqiie l'éqiia-. 
tion a plus de deux racines réelles. De là on peut conclrire qu'il e r o  
serait de niême de l'équation générale du qinatrième degré, et des 
degrés supérieilrs; car si l'on pouvait trouver en général pour ces 
équations plils de deux racines réelles, la difficulté inhérente ail 
troisième dcgré rie subsisterait pas. Il est rrianif'este qu'en r~résirp- 
posarit la nature des opieratioris , dont on deniaride un riombre fiiii , 
nai Pinprime: à la reclirrche un caractère trop particiilier. Si la per- 
fection de l'analyse algébriqile exigeait une telle solution, i l  hiidrait 
rerioncer à connaître les racines des équations, et la science, ainsi 
bornée dès son origine, ne pourrait faire aucun progrès : mais noris 
prouverons par la suite que la marche de cette science est à la fois 
plus assiirée et incornparahlement pliis simple. 

Eri effet ori reconnaîtra qu'il est facile de décoiirrir toutes les 
racirnes par une méthode générale de sonpropre genre, qui ri'est 
point une combinaison des règles élén~entaires des exti*actions 
de racines, niais qui dSl)eiid tlil calcul simultané de tous les coeffi- 
cients de la proJ~~p5e. Si les racines sont des nonlbres finis, l'opéra- 
tion s'arrête d'elle-même , et donne ces nombres. Si ces racines sont 
irrationnelles, on les détermirie aussi exactement qii'on le veut. 
1,orsque l'éqiiation est litterale, et que les racines sont des poty- 
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nonnes finis, on troiive irnnl6dintement ces polyrionies, nori par uiie 

suite d'essais incertains, comnie on l'a proposé autrefois dans l'Aritli- 
niétique iiniverselle et d'autres ouvrages, niais par une opération 
régulière et ficile dont la niarche est toujours la mênie. Si les racines 
ne peuvent être exprimées par un nornbre fini de termes, on troilve 
siiccessiveinent toutes les l~arties des racines, c'est-à-dire des suites 
de nionomes dont cliacrine étant silbstituée par ordre dans le pre- 
mier membre rend toinsles ternies nuls. La lecture de notre oiivrage 
rie laissera aucun doute sur la verité dé ces conséquences. 

Lorsque les grandeurs inconnues sont exprirnées par plusieurs 
équations, par exemple si l'on propose dein équations algébriques 
pour déterminer x et y qui entrent daris chacune des équations, 
la résolutioii. a pour objet de trouver deux valeurs de x et y qui, 
substi tuées ensemble dans cllaque équation, eri rédiiisent le premier 
membre à zéro. Ces valeurs doivent être expriniées, soit en rioni- 

bres , soit par des suites de nionomes tels que FI nP 61 ... , selon qiie 
les équations sont numkriqiles ou littérales; et il s'agit de déterminer 
tous les systèmes possibles de deux valeurs de x e t y  propres à satis- 
faire aiix équations proposées. La même question s'applique aux 
équations qui contiennent trois inconniles, ou un plus grand noinbre. 

On a déduit des propriétés des lignes trigonométriques Urie ré- 
soliition des équations des premiers degrés, beailcoiip plus claire 
et plils utile que celle qui dépendrait de la combinaisori des signes 
radicaux ; et c'est encore dans les ouvrages de Viète que l'ori troiive 
l'origine de ce procédé. Mais on ne parvient pas par cette voie 
à urle résolution gbnérale des éqiiations. 

(4) Nous traiterons dans les deiix premiers livres des équatioaas 
à une seule inconnue, et dont les coefficients sont des nombres 
donnks. 

Ideu nombres iiiconnus a, 6, y,. . dorit rhaciin aurait la propriété de 
réduire à zéro le premier membre de l'équation X = O ,  sont appelés 
racines réelles de l'équation. Le nombre des racines réelles ne peut 
pas être plus grand qiie le degré m de l'équation, mais il peint être 
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moindre; et  lorsque cela arrive, on noinme imnginaircs ces racines 
dkficlmtes , en sorte que le nombre total des racines réelles oii ima- 
ginaires d'une équation du degré m est toujoiirs égal i m. 

Il y a des équations qui n'orit aucune racine réelle, parce qu'il 
n'existe aucuii nombre a ,  tel que le premier meinbre X puisse être 
rendii riul en donnant à x une valeur subsistarite a ;  on, ce qiii est 
la même chose, qu i  soit divisible par x- a. Mais quels que soient 
les coefficients a,, a,, a,, . . . a ,  de la ionction algébriqueJ'x, on peut 
toujours trlouvei' deux nombres ~os i t i f s  ou négatifs p et V ,  tels que 
la foriction fx soit exactenient divisible par le hcteur di] second 
degré x' + px i- V. 

On a remarqué depuis long-temps , et ensuiteon a démontré cette 
proposition fondamentale. Ainsi la hnction X peut toujours être1 
considérke comme égale au produit (xa + px + v) F x :  on désigne 
ici par Fx une autre fonction algébrique. 

Si l'équation du second degré xa t pz + v = O  a deux racines 
réelles a et 6 ,  en sorte que le facteur x1 + p x + v soit le produit 
(x - a) (x - 6 )  , les noinbres a et 6 sont aussi des racines réelles de 
la proposée X =o. II peut arriver qu'il n'y ait aucun nombre q u i  
r6duise à zéro le facteur du second degré x2 + p z  + v : ce cas est 
eeliii des racines imaginaires. 

On regarde ces racines imaginaires de l'équation .xa -+ px -++=O 

eomrne appartenant à l'équation X =o. Ainsi l'expression des ra- 

cines imaginaires d'une équation algébrique n'est autre chose que 
le signe convenu d'un facteur du second degré x2 + [LX + v qiii 
divise le premier membre de cette équation, et qiii ne peut 6tre 
rendu nul par la siibstitutioiî d'auciln nombre mis à la place de x. 
Cette distinction des racines imaginaires, et les dénominations qui 
l'expriment, se sont introdiiites dans un temps où 1'011 n'avait point 
encore acquis une coiiriaissarice complète de la nature des équations. 
El est certain qil'on poiirrait les remplacer par des expressions pliis- 
claires ; inais il n'y aurait aucun avantage à changer aujourd'hui les 
clénominations usitées : il est sei~lement nécessaire d'en connaltre~ 
exactement le. véritable sens. 



!5)0n peut regarder comme uneabscisse variable la qiiarttité x qun 
entre dans la foiiction algébrique f x , et la valeur niimérique de la 
fonction commel'ordonn6e correspondante y. Sil'on supposait que .T 
reqoit toutes les valeurs possibles positives oii négatives, et si l'on dé- 
ter-minait la forme de la coiirbe, on connaitrait distiocterrient la 
riature de la hiictiorifx; les points d'intersection de la coiirhe et de 
l'axe correspondraient aux racines réelles. Pour déterminer la forme 
de la courbe, en substituant des valeurs de x dans la fbnetion fx , il 
faudrait attribuer à x. toutes ses valeurs successives, ce qui ne petit 
s'effectuer ; mais nous prouverons par la suite que l'on parvient à 
déterminer complètement cette forme par un nombre très-limitd 
de substitutioris. Pour cela on ne çomidère pas seiilement la fonction 
donnéejx,  on considère aussi tolites celles qui en dérivent par des 
diffbrentiations répétées. 

Noixs supposons ici que les principes et l'usage de l'analyse dif- 
férentielle sont (:orinus du lecteur. On rie pourrait point perfec- 
tiorrner la thhorie des équations sans recoilrir i ces principes; 1;1 

résolution complète des kquations nuniériqiles doit être regardée 
cornrne Ilne des plus importantes applications du calcul différentiel. 
Au reste nous indiquons expresséinent dans cette introdiietion 
les propositions qui dépendent de I'analyse infinitésimale, et que 
iiaus employons dans le cours de nos reclrerches. Ces propositioilis 
sorit démontrées dans tous les traités généraux, et il faut rernar- 
quer qiieles procédés de ces calciils sont très-siniples, et que la vérité 
en est pour ainsi dire'manifeste lorsqa'on les applique aux fonc- 
tions algébriques qui forment les premiers rnernbres des éqilations. 
En général, nous employons dans le coiirs de cet ouvrage les dé- 
nominations et notations les plus généralement reques, et qiii sont 
presque toutes celles que les inventeurs ont proposkes. Ainsi rious 
conservoris l e  signe connu d'une qiiaritité infininient petite, c'est- 
à-dire d'une quantité variable dont on considère ime infiriité de 
wkurs  et qui devient plus petite que toute gralidrur doririke. 
Nous ddsigrlons aussi par une quantité infiniment grande, c'est- 
à-dire iine quantité qui n'a point ilne valeur actuelle déterminée, 



mais qui est variable et qui augaiente sans limite, en sorte qii'ellie 
devient plus grande que toute quantité donnée. 

d d = d 3 
Soient f x, - f x, f x, d7 fx, etc., des fonctiorls algébri- 

dx dx 

qwes ddsignées par fx, f'x, f "x, f"'x, etc., et  dont chacune se déduit 
de la précédente en différentiant par rapport à x, et divisant pai~ 
dx. On substitue certains nombres clans cette suite de bnctioris, 
et la coniparaisoii des résultats coriduit, comme nous le démontre- 
rons bientôt, à la conriaissance des racines de l'équation Jx=o, et 
celle des lignes coiirbes dont les éqilations sont y= fx, y=f',r, 
y= f "x, Y= f "'x , etc. Il ne suffirait point, pour décoiivrir les ra- 
cines de la proposée fx = O, de substituer certains nombres dans 
la fonction f x  ; il est nécessaire aussi de faire ces substitutions dans 
les fonctions siihordonnées f'x, f "x, f x, etc. 

En substituant un nom hre a à la place de x dans une fonction don- 
riSe, on corinaît la valeilr corresporidari te de la fonction qui est repré- 
sentée par l'ordoiirrée; niais si l'or1 sul~stitire aussi ce mênie nombre 

d 
a daris la f'otictioin - f x ,  ou f1x 011 détermine un autre caractère 

d z  

de la nierlie fonction fx; on conriaît si cette fonctioi~ tend à aug- 
menter o i ~  à dirriinuer lorsque la valeur u de l'abscisse augmente, 
e t  l'on ;i la rnesiire exacte de I'augmientation ou de la diminution 
wirtuelle. Cette rnesilreest la valeur correspondante de f'a, ou de la 
flclxion dii premier ordre; elle est représentée dans la figure par la 
fangente trigonornétriqiie de l'angle que l'élément de l'arc fait :ivec 
1a parallèle à I'nxe des abscisses. 

Ori coririaît de la riiêtiie rnariière si la p rendre  fluxion tend à 
;iiigrrienter oii à diiiiiriuer, lorsque la valeur a de x augmente, et 
chette disposition à augmenter ou à diminuer est aussi iirie quantité 
riiesurable : on la détermine en substituant le même nombre a dans 
ta secoride fliixionf"~. Il en est de même des fliixioiis de tous les 
ordres. 

d 
[,a qiiantité - JCc, ouf'x, est, à proprement parler, la limite du 

d x  

rapport de l'accroissenierit de la fonction à I'aceroissenicnt corres- 
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pontlant de la variable, et les affections cies courbes rendent très- 
sensibles toutes les conséquences de ce genre. 

d y  La valeur de la fonction qs, ouf'x, est ninlle lorsqu'au point de 

la coinrbe ciont l'abscisse est x la tangente est parallèle à l'axe des 
abscisses, Si cette fonction f ' x  a une valeur positive, l'ordonnée 
g. o u f i  nuginente lorsc~~le l'abscisse augmente : ainsi la ligne est 
ascendante. Mais sif'x a une valeur négtitive, l'ordonnée diminue 
lorsque x aixginente : la branche de la courbe est descendante. 

d'y Le signe de la valeur de la fluxion du second ordre ?z, O U ~ Z ,  

Lit  connaître si la courbe est concave ou convexe au point dont r 
est l'abscisse. Si cette fonction f 'x  a une valeur positive, la courbe 
est concave : elle tourne sa convexité vers la partie inférieure de 
la gjlanche. Si f "z a une valeur négative, la coinrbe est convexe : 
elle tourne sa corivexité vers la partie supérieure de la planche. 
Lorsque la valeur de la fliixion du second ordre f ' x  est nulle, la 
coinrbe a inrie inflexion au point dont x est l'abscisse. Ce point 
d'inflexion peut, dans des cas singuliers, n'être pas apparent : en 
général il sépare deux arcs dont l'un est convexe et l'autre concave. 
Toutes ces propositions sont très-faciles à démontrer. 

(6) La notion des limites était un des éléments priricipaux de la 
géométrie grecque; on en trouve pour la preiriière fois l'tisane dans la 
doctrine des incon~inensiirables, et siirtout dans le théorèrrie qui 
sert à conipürer les volumes de deux tétraèdres qiii ont iine hase 
commixrie et des hauteurs égales. En effet on ne peint point prouver 
l'égalité de ces deux voliirnes par la superpositiori ef'fective des par- 
ties, comme cela avait lieu pour les théorèmes plus anciennement 
connils; il est nécessaire de considérer ici une infinité de parties. 
Les modernes ont ensuite appliqué leiir arialyse à cette notion cies 
limites, et c'est l'origine du calcul irifiriitésimal. 

E'écluattion difftkentielle est celle qui exprime ilne relation entre 
les fonctions d'inrie ou de plusieurs variables, et les fliixions de divers 
ordres prises par rapport a certaines de ces variables. On a reconnu 
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que ces relations n'appartiennent pas seulement à la science abstraite 
d u  calcul: elles existent daris les propriétés des courbes et des siir- 
faces, dans les n~ouvements des solides et des fluides, dans la dis- 
tribution de la chalerir, et dans la plupart des naturels. 
Les lois les plils générales dn montle physiqt~e sont exprirriées par 
des équations différentielles. 

(7) Le premier membre d7ilrie éqiiatior~ algébrique dont le degré m 
est un nombre pair peut toujorirs être décomposé en un certain 
nombre de facteurs du second degré, tels que x' -I- p. x + v ; les nom- 
bres p et v sont positifs ou négatifs. Si le degré m est impair, 17éqiia- 
tion contient de plus un facteur réel du premier degré, x: - a. On 
considère aiiisi toute Squation d'un degré m cornme ayant un iîonibre 
m de racines, ou réelles oii innaginaires : à proprenient parler, ces 
dernières racines mariquent dans l'équation. 

lies coefficients a,, a,, a,. . . n, pourraierit être tels que si l'on cori- 
struisait la ligne dont I'équation est y= fx,  le nombre d'iiitersec- 
tions de la courbe avec l'axe des abscisses fût égal i m. Mais lorsqu'on 

I +" 

change les valeurs cle ces coefficients, il peut arriver que certairies 
intersections disparaissent ; elles rnanqiieli t eri nombre pair. I,a forme 
~nêniede la courbe peut être cliarigée, et cette ligne peut perdre'plti- 
sieurs de ses,sinuosités.G'est ce déf'aii t d'i~itersectioris oii de siniiosités 
qui donne lieu aux racines iniaginaires. Il fatnt remarquer, et nous 
le montrerons distinctement par la suite, que ces racines déficientes 
ou iniagiriaires peuvent n'être pas indiyuées par Pa fornie de la ligrie 
dont l'équation est y=.fz. Il arrive souverit que les intersections 
disparaissent d'abord dans l'une des lignes sill>ordonnées, qui ont 
pour équation y =fx, y = f "x, y=Yr.x, etc. Nous prouvc- 
roris que l'on peut déterminer facilement les intervalles où ces iri- 
tersections nia ncjuen t. 
. (8) Lorsque le premier:membre de l'équation contient plusieurs 
facteurs réels du premier degré, tels que x - a ,  x - C , x - y, etc.. , 
deux de ces facteurs, ou trois, ou un plus grand riomhre, peuvent être 
les mêmes: ce cas est celui des racines égales. On konsidère que le 
premier niembre étant divisible par (x - a)', (x- 6)3, etc., l'équation 

1. [I 
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a deux racines, égales à a ,  oii trois, racines égales k g ,  qiloiqri'il n'y 
ait en effet qii'uri seul cle ces noiiabres clrii,ait In 1wopri$t4 de  réduire 
le premier mcnibre À zhro. La constrqctioti rezidrait 5ebrisible la caïp- 
ciderice de ces raciuiçs. 

Il est facile de clistingiier et Sc résoudre ce cas des racines égales: 
il suffit de comparer entre elles les I'onictioris f i ,  J 1 x 7  J'IrCx, etc., 
afin de corinaître s'il existe un ou l~lcisieuys Sacteilrs coiiiniilns A 
fx et f'z, ou à fx, f'x, f l l l ~ ,  etc. U a ~ s  le cr~s sirig(iliec où itrie telle 
çoiïdition a lieu, ori doit considérer sdpnréinent le facteur coninlun 
yire l'on a trouvé, et qu i  est une Sonctioii alg6l)riclue de x; il iie reste 
plirs c~ii'à résoudre cette fonctioli eii ses fiicteiirs siinples. 

Tl nous suffit d'énoricer ici ces tliéorèincs sur les ~irnpriétés des 
racines égales. La démoristration en est contaile, ct d'ailleurs elle est 
urie conséqilence évidente des differentiaiioiis. 

(9) Nous ferons principiilerrieiit usage clii tliésrènie qiii tloririe le 
développemeii t siiccessifd'iirie hnctiori algél~rictue d u  binornez -i- b; 
mais i1 faut joiridreà ce tliéorème l'exl>ression di1 reste, q i r i  conlplète 
la série 1orscli1'ori l'arrête à un terille c~uelconc~ire. Voici l'énoncé 
de propositioii, iiii  est un peu nioiris coiinile que les précC- 
dentes, inais qiii est eritiSrement nec-essai're à I'arialyse exacte des 
équatioiis : les cléveloppeme~~ts sriccessifj; de la Igiwtion f (z -t- b )  
s o ~ t  exprimés par les éqi~atians suivantes, 

ainsi de suite. 
Ida fonction désignée par la caractéristiqiief est silpposée algéhri- 

qrie , et de inêine nature qiie la fonctioii f x rapportée article 3, et 
dorit la valeur est ~ ~ + a , x ~ ~ - ~ - t - .  . . + a,; O exprime un nombre cle- - 
terminé ajoutéà la variablez. La cjuantité ainsi reprisentée ( 2 . .  . s+h), 

est un certain nombre incoiinii compris entre z et z + l ;  et il faut 



rernarcjuer surtout qiie ce nonihre n'a pas la même valeiir dans Ees 
équations qui se siiccèdent: selilement il est toujoiirs compris entre 
z et z t h. Airisi la valeur complète de la fonction f (z -t- f i )  est hrrnée 
i 0  d'un certain iiorn1)re de ternies di1 second membre, savoir d'un 
seid gîoair la première éciila tion, de deux pour la seconde, de trois ponr 
la troisièn~e, ainsidr suite ; aOd'underiiier terme qui complète la série 

, et qui contient iine ioilctioii f'(m) d'iirie certaine cjuilntité, rn étant 
IF noml~re des terines {III cl4veloppeinent. IJa qiiantité qui eritre 
connine vari~al)le dians cette fonctiori f (zn) n'est pas çonniie, et i l  n'est 
jamais nbcessaire qii'elle le soit polir l'usage qiie rious voulons faire 
du théorèii~e; in;iiis il est certaiii cliie cette yinantité inconnue est ldiirr 
grande que z et inoindre que z + O. Le même tliiorènie s'étend à 
toutes les fonctions, niais on ne l'applique ici qu'aux fonctions 
a ~ ~ b b r i ~ i i e s .  0ii troiive l'origine de cette propositioii gbiiér;ile dans 
les écrits de Jean Bernoulli : c'est à Lagrange qu'on doit la rerriar- 
que iinportante q i i i  donne l'expression exacte d u  reste de la série. 

( r  O )  Soit y ilne foraction :ilgi.briclire fx, et concevops que x ayaiit 
r e p  iirae valeur détcrrniiicl.e, on ailgrriente cette valeur d'une qilaritité 
iri fininlent petite dx, c'est-à-dire $'inrie quanti té ~ar iab le  qui décroît 
de plus en pliis, et a zéro poinr limite. Ll'accroissernent d y  de la 
forictioii est lui-même variable, ainsi qine le rapport de cet accrois- 
sement dy à l'accroissement (lx. En d&:sigi~ant par h cette cluantité 
variable (15 dont x est aiignientée, le riipport dont il s'agit a polir 

J(.r+h)- fx 
expressicail ----- -- , oil f .x -+ ' h f "  (.x.. .=hl. Cette dernière 

h 

p a n t l i 6 :  cjui varie Iorsc~ue h devient inlfiniirieiit petite,a évidemment 
pour liniite f ' x . :  c'est cc que les géomktres expriment en écrivant 

9 =fx, oii rly=d.rf'x. Ils énoncent la même proposition en dx 

disant que f '.E est la clermiière raison des accroissements d y  et dx, , 
ou cjue la valciir tlc f (x t dx) est fx -i- d xf'x. 

JI porirrait arriver que la vnleiir déterniinibe de x fiit telle que 
J"x deviiit niille. Dans ce cas on trouve l'accroissement de la fonc- 
tion par 1'6qilatian 

4. 
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car le terme h f 'x étant nul, on a 

1ü limite dii second niembre est kvidemment +f"x. C'est ee l'on 
exprime en écrivant 

f (x +- dx) =.z + $ d x a ~ f " r .  

La dernière raison de l'accroissement de y au carré de l'accroisse- 
riient de x est dans ce cas une quantité finie égale à + f'x. Les mêmes 
consé~uences s'appIiquent aux cas où la substitution de la valeur 
attribuée à r ferait évanouir plusieurs fonctions consécutives. 

Après avoir rappelé ces principes, nous traiterons l'une des 
questions principales de l'analyse des équations, celle qui a pour 
objet de déterminer les limites de toutes les racines. 




