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Die Kreisbogenvierseite und das Princip der Symmetrie.
Von

Rosert FrICKE in Braunschweig.

I. Verschiedene Typen von Kreisbogenvierseiten. Problemstellung.

In einer Ebene, die spéterhin die Trigerin der Werthe einer com-
plexen Variabelen § sein soll, mbge ein von vier Kreisen K, ..., K,
eingegrenzter Bereich B gezeichnet sein; derselbe soll ein Kreisbogen-
vierseit genannt werden, obschon diese Bezeichnungsweise, wie man
sehen wird, in einigen Fillen nicht vollig
treffend ist. Die hauptsichlichen Typen
von Kreisbogenvierseiten B sollen gleich
hier durch Figuren erldutert werden.

In Figur 1 verlaufen die vier Kreise K
durchaus getrennt von einanderund grenzen |
einen vierfach susammenhdngenden Bereich
B ein, der durch Schraffirang kenntlich
gemacht ist. Dadurch dass man hier zwei
oder mehrere unter den vier Kreisen bis
zur Beriihrung einander nahe kommen lésst,
entspringt eine Reihe von Grenzfillen
der Figur 1, von denen einer in Figur 7 ndher dargestellt ist, und
die der Mehrzahl nach unten besonders ausfithrlich untersucht werden.

Ohne Gewshr der Vollstindigkeit, fiir welche erst spiter syste-
matische Mittel entwickelt werden, mdgen aus dem Bereich B der
Figur 1 folgende weitere Typen von Vierseiten hergeleitet werden.

—

Fig. 1.

¥ig. 8.
Einmal hat man in den Figuren 2 und 3 einfach zusammenhiingende
Kreisbogensechsecke als Bereiche B durch die vier Kreise eingegrenzt.

Fig. 2.
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Der Unterschied zwischen diesen beiden Typen ist der, dass in Figur 2
einer der Kreise drei Seiten des Sechsecks liefert, die andern drei Kreise
je nur eine Seite, wiihrend in Figur 3 zwel Kreise je zwei Seiten liefern,
die beiden andern je nur eine,

Bs folgen mehrere weitere Moglichkeiten, bei denen der wrspriing-
lich zusammenhingende Bereich B in swei, drei oder vier getrennte
Theile zerfdllt, die wir dann etwa als Bereiche B, B, ... unterscheiden
koonen. In Figur 4 hat man es mit einem Fiinfeck und einem Drejeck

Fig. 4. _ Fig. 5.
zu thun, in Figur 5 mit zwei Vierecken, in Figur 6 mit einem Viereck
und zwei Dreiecken und endlich in Figur 7 mit vier Dreiecken. Dass

™ &
N
4

-

Fig. 6. Fig. 7.

hierbei saimmtliche Winkel der Dreiecke gleich O gewahlt wurden, ist
nur particulér; in Folge dieser Annahme liesse sich Figur 7, wie schon
angedeutet, als Grenzfall von Figur 1 ansehen. )

Sobald Dreiecke als Theile des Gesammtbereichs B auftreten, hat
man zu unterscheiden, ob dieselben von der ersten oder dritten Art sind*),
was spiterhin besonders folgereich wird. Im Uebergangsfall von der
ersten zur dritten Art hat sich das Dreieck auf einen Punkt zusammen-
gezogen; dieser Fall kommt in den obigen Figuren nicht zur Dar-
stellung, soll aber spiterhin volle Beriicksichtigung finden. —

*) Es wird hier und spater von der Bezeichnungsweise der ,, Vorlesungen wber
elliptische Modulfunctionen'* von Klein und dem Verf (Bd. I, Leipzig, 1890)
Gebrauch gemacht, auf welche der Kiirze balber verwiesen werden muse.
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Man macht nun das Vierseit B in einer nachgerade sehr bekannten
Art, niémlich durch immer wiederholte Spiegelumg an den Randkreisen
zum Ausgangsraum eines ganzen Netzes von Bereichen B, B,, B,,...,
welches die {-Ebene sei es theilweise, sei es ganz bedeckt. Es wird
solcherweise zur Vorbereitung kiinftiger functionentheoretischer Unter-
suchungen der rein geometrische Inhalt des Principes der Symmetrie
auf die vorgelegten Ausgangsbereiche B zur Anwendung gebracht. Die
Abgrenzung fir die folgende Untersuchung wird so getroffen, dass
das Bereichnetz die {-Ebene, wo tiberhaupt, nur einfach bedecken soll.
Es entspringt derart eine Vorarbeit fiir die Theorie der eindeutigen
automorphen Functionen der Verinderlichen ¢, und man konnte die
zu behandelnde Frage geradezu so stellen, dass es sich um Angabe
derjenigen Vierseite B handeln soll, welche Discontinuititsbereiche fiir
die Gruppen linearer {-Substitutionen sind, die aus den Spiegelungen an
den vier Kreisen K,, ..., K, entspringen. Der Begriff des Discon-
tinuitétsbereichs ist hierbei in jenem Sinne gebraucht, welchen derselbe
innerhalb der Theorie der eigentlich discontinuirlichen Gruppen besitat.

Die Methode der nachfolgenden Untersuchung besteht in einer
ausfithrlichen und iibrigens rein geometrischen Betrachtung der Bereich-
netze B, B;,.... Dabei haftet das Hauptinteresse am Grenzgebilde
des einzelnen Netzes, dessen Punkten man durch hinreichend weit
getriebenen Spiegelungsprocess zwar beliebig nahe kommen kann, ohne
sie indessen im endlichen Progress je zu erreichen. Die hierauf beziig-
lichen Betrachtungen gestalten sich bei den aus drei Spiegelungen zu
erzeugenden Gruppen noch verhiltnissmissig inhaltsarm, weil man es hier
stets mit sogenannten Hauptkreisgruppen zu thun hat, sofern tiberhaupt
Gruppen mit unendlich vielen Grenzpunkten vorliegen. Demgegeniiber
weisen die Gruppen der Vierseite stets unendlich viele Grenzpunkte
auf, und der Hauptkreisfall ist ganz particulir; es wird sich vielmehr
eine ganze Reihe hichst verschiedenartiger Grenzgebilde entsprechend
den verschiedenen Typen Figur 1 bis 7 ergeben, und es ist Hauptzweck
unserer Betrachtungen, der wunderbaren Eigenart dieser Grenzgebilde
nachzugehen, soweit dies mit den einfachen Hiilfsmitteln der unmittel-
baren geometrischen Anschauung moglich ist.

Ehe indess an die hiermit gekennzeichnete Untersuchung gegangen
werden kann, ist es nothig betreffs der Imvarianten der Kreisbogen-
vierseite die nachfolgende Entwicklung vorauszusenden®).

*) Es bhandelt sich hierbei um einen Specialfall einer allgemeinen Theorie
der Invarianten von Fundamentalbereichen oder Gruppen, welche neunerdings eine
besondere Forderung gefunden hat durch die Arbeit von Vogt, Sur les invariants
fondamentaux des équations différentielles linéaires dw second ordre, Anunales de
I'Ecole Normale, serie 3, Bd, 6 (1889). .

.
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II. Die Invarianten der Kreisquadrupel., Rationalitdtshereich
der Substitutionscoefficienten.

Die vier Kreise K,, ... mdgen vorab eine ganz beliebige Lage in
der ¢-Ebene haben, ohne schon jetzt nothwendig einen zusammen-
héingenden Bereich einzugrenzen. Von den so entspringenden Figuren
kommen hier nur die Eigenschaften in Betracht, welche invariant gegen-
iiber einer beliebigen Transformation der directen oder indirecten Kreis-
verwandtschaft sind. Der einzelne Kreis hingt aber von drei reellen
Constanten ab, das Kreisquadrupel also von zwdlf, Da es andererseits
oo® Transformationen der Kreisverwandtschaft giebt, so folgt: Die
Kreisquadrupel K,, ... besitzen gegeniiber den Kreisverwandischaften
sechs reelle Invarianten.

Um dieselben in zweckmissiger Art analytisch zu fixiren, fiihre
man die zu den vier Kreisen K, ,... gehorenden Spiegelungen V,, ¥,,...
ein und schreibe explicite:

(1) §=TVn)=

ol

%

+ﬁm

7mE - Em

) Cmbm - Puym = 1

hierbei sind B und p reell, « und & ebenso wie ¢ und ¢ conjugirt
imaginér; durch die rechts zugefiigte Gleichung sind die Substitutions-
coefficienten bis auf einen gemeinsamen Zeichenwechsel bestimmt.

Man verstehe nun unter m und » irgend 2wei unter den Zahlen
1,2, 3,4 und bilde die Substitution erster Art ¥, ¥V,. Die Summe des
ersten und vierten Coefficienten in der letzteren, die 2j,, heissen
rudge, hat bekanntermaassen Invarianteneigenschaft, und in der That
konnen die dwrch:

@ 2jmn = Op0, + ¢ n = Bn¥s + Br¥m

gegebenen sechs Grossen jy,, ..., j,, als die gesuchien sechs reellen In-
varianten des Kreisquadrupels K, ... dienen, insofern nimlich die
Unabhiingigkeit dieser sechs Grossen von einander bei den folgenden
Betrachtungen leicht evident werden wird.

Zur geometrischen Interpretation der Invarianten j,, projicire man
die {-Ebene stereographisch auf eine Kugel und setze die letztere zur
Fundamentalfliche einer auf den Raum bezogenen projectiven Maass-
bestimmung, Die Kreise K,, K, werden auf der Kugel durch zwei
Ebenen ausgeschnitten, und es ist der mit richtigem Zeichen versehene
Cosinus des Winkels dieser beiden Ebenen gleich jm,.. Aus der con-
formen Beziehung der Kugel auf die ¢-Ebene folgt weiter fiir die
gewohnliche Maassbestimmung innerhalb der letzteren Ebene: beriihren
einander die Kreise Ky und K,, so ist + jnn = 1, schneiden sie sich,
50 95t = jma gleich dem Cosinus des Schwittwinkels.
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Mit Angabe des Kreisquadrupels sind die Invarianten einzeln erst
bis auf das Vorzeichen bestimmt, so jedoch, dass das Vorzeichen von
(Jmn* jnp-jpm) von vornherein mit dem Quadrupel gegeben ist. Man
kdnnte daraufhin z. B. bei j,, jis, Jiu die Vorzeichen willkiirlich
wihlen, worauf sie bei den drei iibrigen Invarianten bestimmt sind.

Fasst man alle mit einander kreisverwandten Quadrupel in eine
Classe zusammen, so gilt der Satz, dass ein diberhaupt vorkommendes
Werthsystem der jmn auch nur eine einzige Classe eindeutig definirt.
Man bringt diesen Satz dadurch zum Nachweise, dass man durch
zweckmissige Einzelvorschriften aus der einzelnen Classe ein moglichst
glinstig gelegenes Quadrupel herausgreift, um fiir diese Lage die Sub-
stitutionscoefficienten in (1) aus den jm» zu berechnen. Kommt man
dabei zn lauter kreisverwandten Moglichkeiten fiir das System der
Vis..., ¥V, so definiren die j,, eben nur eine Classe.

Bei diesen Rechnungen schreibe man unter Trennung des Reellen
vom Imaginiren a,, = o), 4 taj, und { = £ 4 ¢n; es wird alsdann:

3) U + %+ Bn¥m =1,

2fmn = 2ana, + 20ty + Br¥r + Br¥m,
und die Gleichung des Kreises K, gewinnt die Gestalt:
4 Pm(E2+0%) — 200 — 2any — fn = 0.
' Es kommen iiberdies in den folgenden Formeln zwei rationale
ganze Verbindungen der j,, vor, die hier vorab erklirt werden mégen.
Ist m,n,p, q irgend eine Anordnung der Indices 1, 2, 3, 4, so definire
man erstlich die Invariante j,, durch die Gleichung:

(5) Jm=—1 +.7ﬁp + .ﬁp "l"'jin — 2jnpqujqn‘

Die im Verlaufe der folgenden Rechnungen leicht zu bestitigende Be-
deutung der Invarianten j, ist die, dass jm positiv, negativ oder gleich
null ist, je nachdem die drei Kreise K,, K,, K, einen reellen oder
tmaginiren Orthogonalkreis haben oder durch einen Punkt gehen. End-
lich ist die besonders wichtige Invariante:

1 Ji2 Jis Ju

jl? 1 j23 jﬂ
j13 j23 1 j34
jl4 j24 j34 1
zu nennen, welche in den jn. vom vierfen Grade ist, Die geometrische
Bedeutung derselben ist, wie wir hier gleichfalls vorgreifend angeben
wollen, die folgende: Das Verschwinden von j ist charakteristisch dafiir,
dass die vier Kreise K, . . . einen gemeinsamen Orthogonal- oder Haupt-

kreis haben, der aber sowohl reell wie punktférmig oder imaginér sein
mag; die Grosse j soll dementsprechend als Haupthreisinvariante

(6) Jj=-
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bezeichnet werden. Liegt der Hauptkreisfall nicht vor, so ist j stets
positiv. Die vier Grossen jm stellen sich als die ersten Unterdeter-
minanten von (6), genommen nach den Elementen der Diagonal-
reihe, dar.*)

Zur Ausfithrung der vorhin in Aussicht genommenen Rechnung
nehmen wir erstlich an, dass K,, K,, K, einen reellen Orthogonalkreis
haben. Letsterer soll alsdann die reelle ¢-Axe sein und K, insbesondere
die imaginire; fir K, schreiben wir vor, dass dieser Kreis durch den
Punkt ¢ = 1 hindurchzieht, und dass sein Mittelpunkt zwischen §=0
und ¢=1 liegt. Man nehme alsdann j;, positiv und verstehe unter
Uy, Uy, - - - die mit richtigem Vorzeichen versehenen dreigliedrigen
Unterdeterminanten der positiv genommenen Determinante (6), so dass
im speciellen %, = jn Wwird, Fiir die vier Spiegelungen V,,..., ¥,
ergeben sich alsdann nach leichter Zwischenrechuung die Gestalten:

== — ¢ V = M’
Vi(® £ 2(6) (147} —Jie

je € + Jas — I +_Zi4

14 Jie
V3( =7 .. . )
m Injuin—Vig_,
JuVi Vi - Y + (Gae — J1a J1s) Vi
V,(6) = Via O+iw Vi
! — gy + (o — i) Vi F— Vi —iV3
\ (1 —jﬂ)Vj; Vj‘;

*) Die Formeln und Entwicklungen des Textes stehen in mannigfacher Be-
ziehung zu Untersuchungen, welche die elementare Kreisgeometrie in der Ebene
und auf der Kugeloberfliche betreffen. Identificirt man jiy, Jjos, Jpy mit den Cosinus

der Seiten eines sphirischen Dreiecks, so wird /j, im Sinne v. Staudt’s der Sinus
Jjener dreiseitigen Ecke, deren Ebenen die Kreise K, K,, K, auf der Kugel aus-
schneiden (siehe dariiber v. Staudt in Bd. 24 von Crelle’s Journal oder Baltzer’s
Determinantentheorie, pag. 199). Sollen die Jmn S0Mit genau die Bedeutung des
Textes behalten, so miisste man vom ersten sphirischen Dreieck zum reciproken
gehen, Man vergl. ferner die Arbeiter von Frobenius, Anwendungen der Deter-
minamtentheorie auf die Geometrie des Maasses, Crelle’s Journ. Bd. 79 und von
Study, Ueber Distanzrelationen, Schlomileh’s Zeitschrift Bd. 27, wo weitere in
Betracht kommende Arbeiten von Darboux und d’Ovidio genannt sind. Die
im Texte zur Geltung gekommene Art symmetrischer Determinanten findet sich
tibrigens bereits bei Schering in den Gottinger Nachrichten von 1870 und 1873 bei
Gelegenheit von Untersuchungen in nicht-euklidischen Riumen. Vor allem aber
muss hier nochmals auf die schon obengenannte Arbeit von Vogt hingewiesen
werden, in welcher das Problem, Fundamentalbereiche oder Gruppen durch jhre
Invarianten ein- oder endlichdeutig zu bestimmen, unter weit grosserer Allgemein-

heit der Voraussetzungen und freilich unter ein wenig anderer Gedankenwendung
als im Texte behandelt wird,
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Die verschiedenen in diesen Formeln vorkommenden Warzeln Vj, sind

mit einerlei Zeichen zu nehmen, ebenso die beiden Wurzeln V7 der
letzten Formel; man wihle etwa beide Vorzeichen positiv. Den vier
mbglichen Zeichencombinationen entsprechend gewinnt man hier im
ganzen vier Kreisquadrupel. Indessen sind dieselben mit einander kreis-
verwandt, da es in der That zwei directe und zwei indirecte Kreis.
verwandtschaften giebt, welche K, K, und die reelle ¢&-Axe zugleich
in sich transformiren. Bei gegebenen Invarianten ist somit die Clagse
der Kreisquadrupel, wie oben behauptet, eindeutig bestimmt, und man
sieht zugleich, dass sich die obigen Angaben iiber die Bedeutung von
Jm und j im vorliegenden Falle bestitigen.

Ist sweitens der Orthogonalkreis von K,, K,, K, imaginir, so ist
es die am meisten naturgemisse Lage, auf der Kugeloberfliche die
genannten drei Kreise als grosste Kugelkreise zu wihlen. Man kann
daraufhin beim Riickgang zur ¢&-Ebene erreichen, dass K, der Einheits-
kreis wird, K, durch die beiden Punkte { = + i zieht und K, den
Kreis K, in zwei diametralen Punkten schneidet. Es ergeben sich bei
dieser Anordnung folgende Gestalten fiir die vier Spiegelungen:

V., (§) = _}_ V. () — Vl:—jm*f +Jie
0=, Tip—lib
Jas —Jiedis +"i V=27 Tt
- V1 — Jid
Y
8 P2 Jm—Jiedn—tV —J
( ) < Jis § _ Vj-_jﬂg
(Jas —.7.1_2.&4) 7;7; - i“s4'g'+jt4l "‘_.7'1_:{" VJ_
V,(6) = _’{:.7'4 V1i—ji? V=
j“V——_jf JF_ (Jos —Jreds) V= du + iuss’
| — A T V=a V=g

hierbei sind wieder alle auftretenden Wurzeln 3’1 —j2 von einerlei
Zeichen zu nehmen, desgleichen alle ’—j, und ¥j. Da K, durch
obige Vorschrift erst zweideutig bestimmt ist, so musste im Ausdruck
von ¥V, eine Quadratwurzel auftreten, Die zwei weiteren Quadratwurzeln
raiissen sich dann noch deshalb einfinden, weil wieder X, und K,
unter Wahrung des gemeinsamen (imaginziren) Orthogonalkreises durch
zwei Transformationen der directen und zwei der indirecten Kreis-
verwandtschaft in sich tibergehen. Die obigen Angaben iiber die Vor-
zeichen von j, und j haben sich auch hier beststigt.

Auch wenn drittens K,, K,, K; einen Punkt gemeinsam haben,
bestitigt man wieder leicht durch Rechnung, dass zu jedem System
Jm= DU eine Classe kreisverwandter Quadrupel gehort. Bei den beziig-
lichen Formeln, die hier nicht ausfithrlich wiedergegeben werden, tritt
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freilich die Bedingung j > O nicht in Evidenz; doch ergiebt sich die.
selbe hier aus der leicht zu bestitigenden Identitat:

(9) i(1 —ji3) = Uss — Jader

wenn man beachtet, dass gegenwirtig jy=10 und — 1 <j, < 4.1
ist. Aligemein folgt aus dem Bisherigen: Dic Bedingung j >0 ig
nicht nur eine nothwendige, sondern es giebt auch umgekehrt gu jedem,
dieselbe befriedigenden Werthsystem der Invarianten cine und nur eine
Classe kreisverwandter Quadrupel. —

Aus den spater allein zur Geltung kommenden Kreisquadrupeln lisst
sich stets wenigstens ein Tripel mit reellem Orthogonalkreis herausgreifen,
Nennt man die Kreise dieses Tripels K,, K,, K;, so konnen die
Substitutionen (7) als die Normalgestalten der erzeugenden Substitu-
tionen der spiter zu betrachtenden Gruppen gelten. Man sieht, dass
die Coefficienten dem etwa durch [ji,, ..., j3,] oder kurz [j,,] zu
bezeichnenden Rationalititsbereiche angehdren, dem aber noch die beiden
Quadratwurzeln ¥ und ¥/j, adjungirt sind. Diese letzteren Irratio-
nalititen kann man durch Transformation picht mehr entfernen, ohne
dass an ihrer Stelle neue eingefthrt wirden. Um dies zu zeigen,
betrachte man zuvorderst die drei Kreise K,, K,, K; und dement-
sprechend die Irrationalitit y7,. Ware es moglich, die letztere ohne
Einfilhrung einer neuen Irrationalitit durch Transformation zu ent-
fernen, so wiirden V,, V,, ¥, in der neuen Gestalt Coefficienten des
Bereichs [j,,, Ji3, J.3] haben, die also veell sind. Nach Festlegung
der Kreise K,, K, ist aber K, durch die Forderung recller Coef-
ficienten erst zweideutig bestimmt®), und man stellt durch eine ele-
mentare Zwischenrechnung fest, dass die Discriminante der hier ein-
tretenden quadratischen Gleichung gleich j;, multiplicirt mit einem in
den Coefficienten von ¥, und ¥, quadratischen Ausdruck, ist; die Wurzel

Vj, lasst sich also auf keine Weise mebr entfernen. Eine analoge Be-

trachtung gilt bei Hereinnahme des Kreises K, fiir die Irrationalitit /7.

Beachtet man nun, dass der Rationalititsbereich einer Gruppe durch
ihre Erzeugenden bereits festgelegt ist, so folgt: Durch gweckmdssige
Auswahl des Quadrupels K,, ... aus seimer Classe kreisverwandler
Quadrupel kann man als denkbar einfachsten Rationalititsbereich fiir
die Substitutionscoefficienten der Gruppe:

Uiasdias + -1 Js0 V3, V3]
erreichen. Zu bemerken bliebe hier pur noch, dass J/j, auch durch
irgend eine der drei anderen Wurzeln }/j, ersetzt werden konnte,

) *) Geometrisch folgt dies ans der Existenz einer elliptischen Snbatitntioy der
Periode zwei, welche K,, K, und die reelle Axe zugleich in sich transformirt.
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sofern das gewihlte j, > O ist; doch ist diese Aenderung des Ratio-
nalititsbereiches nur durch eine #rrationale, und zwar im allgemeinen
complexe Transformation der Gruppe zu erzielen. —

III. Der Raum R, der j,, und dessen Punktéiquivalenzen. Systematische
Aufsuchung aller Kreisquadrupel.

Man setze die sechs Grossen j,, zu Cartesischen Coordinaten eines
Raumes By von sechs Dimensionen und bezeichne den im R, durch j =0
dargestellten fiinfdimensionalen R, vierten Grades als Hauptkreisraum.
Der durch die Bedingung:

L Gy dis Ju
Jz 1 Jag Jag
Jis Jis 1 Jay
Jis Ju Ja 1
dargestellte Theil der R, soll als das Innere des Hauptkreisraumes
bezeichnet werden; hierbei sind also die Punkte des R, selbst mit-
gerechnet.

Das Innere des Hauptkreisraumes ist 1-8-deutig auf die Mannig-
faltigkeit aller Classen von Kreisquadrupeln bezogen, insofern wir ja
die Vorzeichen z. B. bei den drei Grossen j,,, j,3, J;4 noch willkiirlich
wiahlen diirfen. Legt man iiberdies kein Gewicht auf die Reihenfolge
K,, K,, K;, K, der Kreise, so kommen noch 24 Permutationen der
Coordinaten jm. hinzu (den Vertanschungen der unteren Indices 1,2,
3, 4 entsprechend), die Punkte mit gleichen Classen verbinden.

Man gehe nun gleich noch einen Schritt weiter und ziehe im
einzelnen Falle die aus V,, ..., ¥, zu erzeugende Gruppe I' in Betracht,
wobei in einander transformirbare Gruppen I' in eine Classe zusammen-
gefiigt werden und als nicht wesentlich verschieden gelten. Dem
einzelnen Punkte des Ry gehort in diesem Sinne nur eine Gruppe zu;
umgekehrt gehort zur einzelnen Gruppe I immer ein System von unend-
lich wvielen Punkten des Ry, welche letetere nunmehr mit einander
dquivalent heissen sollen. Wenn man nimlich beim zunéchst vorgelegten
Quadrupel den Kreis K, durch sein lings K, entworfenes Spiegel-
bild K, ersetzt, so wird offenbar K., K,, K,, K, zu der gleichen
Gruppe I filhren, Dieser Ersatz hat aber zufolge leichter Rechnung
fiir die Invarianten die rationale Transformation:

@) {.71:2 = ?jmnj.n:p "‘.7:nm .7:1:11 = ?jmnjﬂ:? “j’fq:

Imn ==Jmn; Jmp =Jmp) Jmq =Img» Jpa =Jrq
zur Folge. Indem man aber die 12 verschiedenen, in diesen Aus-
druck zusammengefassten Transformationen wiederholt ausiibt, ergeben

1)

v
o
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sich aus einem bereits unendlich viele iquivalente Punkte. Doch ge-
winnt man, wie nebenbei bemerkt sein mag, auf diese Weise nur erst
daun die gesammten mit einem dquivalenten Punkte, wenn I eigentlich
discontinuirlich ist und an elliptischen Substitutionen hdchstens solche
der Perioden 2, 3, 4, 6 besitzt.

Was man ein reducirtes Quadrupel nennen wird, ist im Falle einer
eigentlich discontinuirlichen Gruppe [ unmittelbar klar: die vier Kreise
desselben miissen einen Discontinuitdtsbereich ‘von I eingremzen. Aber
die Gesammtheit der , reducirten® Punkte des R, ergiebt kein sehr
iibersichtliches Gebilde, ingofern es sich hierbei nur insoweit um ein
Punktcontinuum handelt, als in [ keine elliptischen Substitutionen vor-
kommen,

Um bei dieser Bachlage auf den Gebrauch der Invarianten j,,
eine systematische Aufstellung aller Kreisquadrupel bez. aller reducirten
Quadrupel zu griinden, wird man daher zweckmissig in folgender Art
eine Theilung der Aufgabe vollzichen. Man fasse alle Quadrupel, bei
denen etwa die vier Invarianten j,, jys, Jss, Jiy specielle Werthe
99,7, ... baben, in eine Gattung zusammen und untersuche jede
einzelne Gattung fiir sich. Durch j, =/, ..., j,, =79 ist im R,
eine Ebene dargestellt, welche den Hauptkreisraum in einer Curve
vierter Ordnung C, schneidet. Letztere zerlegt die genannte Ebene in
eine Reihe von Parcellen, in denen abwechselnd j > 0 und j < 0 ist;
nur die Parcellen mit j > O liefern Kreisquadrupel, und die Punkte der-

o selben sind dann weiter im

7‘ einzelnen darauf zu unter-
/ suchen, ob sie reducirte
Quadrupel liefern oder

‘ nicht,
Fiir spiter ist der Fall

eines eigentlichen Vierecks
besonders wichtig. Damit -

das Viereck Discontinui- -
titsbereich ist, miissen be-
kanntlich seine Winkel -
aliquote Theiler von = sein;
und die Gesammtheit der

7 hiermit gemeinten Gattun-

gen von Vierecken strebt -

Fig. 8. dem Grenzfalle der Vier-

ecke mit vier Winkeln null mehr und mehr zu. Dieser Grenzfall, fiir

welchen der tibereinstimmende Werth von Jias Jogs Jsas Jay 8leich 1

wird, mdge die in Rede stehenden Verhiltnisse noch ein wenig naher
erldutern,

%
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In dem gekennzeichneten Falle ist die Gleichung der C,:

@) (1 —ji) (1 —4zs) (4 — (L +515) (L+520)] = 0;

dieselbe bewirkt die in Figur 8 (vorige Seite) dargestellte Theilung der
Ebene, wobei die Punkte der schraffirten Theile Kreisquadrupel liefern.
Nach II (7) berechnen sich die Gleichungen der vier Kreise K, wie folgt:

=0, B4 2 —E=0, (14,5) B2+ 1) —2;sE— (1 —4;5) =0,
4) (8 —Jis —Jas—Jrsdae) (1) — 2(1—Gi1) E—2/7 1
'+‘ (1 -j13) (1*.7'24) = Or

wodurch jedem Punkte eines schraffirten Bereiches der Figur 8 sein
Kreisquadrupel zugeordnet ist. Mit Hilfe dieser Gleichungen ist es
nun leicht, die Ebenentheilung der Figur 8 niher zu discutiren.

Ist j,3 > 1, so sind die Kreise K, und K durch K, von einander
getrennt; es folgt, dass die beiden nach rechts und nach oben von
Ji3==J2y=1 auslanfenden schraffirten Parcellen reducirte Quadrupel nicht
liefern konnen. Der durch den unteren Hyperbelbogen und die beiden
Geraden j;; +1=0 und j,, + 1 =0 eingegrenzte Bereich liefert
Punkt fiir Punkt reducirte Quadrupel; und zwar gewinnen wir, falls
wir von den beiden Geraden im Augenblick absehen, ein Paar nicht
zerfallender Vierecke B, B’ nach Art der Figur 5. Ist entweder
13+ 1 =0 oder j,, 4+ 1 =0, so zerfillt eines der beiden Vierecke
in zwei Dreiecke, und fiir j;; = j,, = — 1 haben wir direct den Fall
der Figur 7. Hat man j;3 > — 1, so sind die Punkte mit reducirten
Quadrupeln auf unendlich vielen zu j;; = O parallelen Geraden gelegen,
welche die Gerade j; + 1 =0 zur Grenze haben, es sind dies die
1 1 T . -

: gr == gy = C0SE, e Wie man spiter
sieht, liefern fiir j,, < — 1 die simmtlichen Punkte dieser Geraden
reducirte Quadrupel; fiir j,, > — 1 kommen indessen nur die Schnitt-
punkte mit einem analog gelegenen zu j,, = O parallelen Geraden-
system zur Geltung. Im ersteren Falle ist eines der beiden Vierecke
B, B’ in ein Paar von Dreiecken (mit reellen Orthogonalkreisen) aus- .
geartet, im letzteren Falle aber beide Vierecke. Fiir positive Werthe j,,

oder j,, konnen niemals reducirte Quadrupel eintreten, —

Geraden jj3 =0, = —

IV. Das Bereichnetz und dessen Grenzgebilde fiir den Fall eines
vierfach zusammenhéngenden Bereiches B ohne Ecken.

Nach den bisherigen Vorbereitungen gehen wir zum eigentlichen
Gegenstande der Untersuchung und besprechen erstlich das aus einem
vierfach zusammenhingenden Bereich B (nach Art der Figur 1) ent-
springende Netz. Wir denken dabei den Ausgangsbereich B so gelegen,
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dass der Punkt ¢ = co im Innern desselben liegt. Man entwerfe nun
zugleich an den vier Kreisen je ein Spiegelbild B,, .., B, von B, worauf
weitere 4 . 3 Kreise offen bleiben. An letzteren erzeuge man aufs neue
zugleich je einen neuen Bereich B, . . ., B,; und fahre so fort. Nach
dem nter Schritte des so eingeleiteten Spiegelungsverfalrens hat man ein
eusammenhingendes Netz von (2 - 3 — 1) Bereichen, wihrend die Ge-
sammitzahl der offenen Kreise auf 4 - 3" angewachsen ist; diese 4 . 3»
Kreise verlaufen durchaus getrennt von einander.

Man gehe nun zur Grenze n = oc iiber und wird im Verlauf der
folgenden Rechnungen sehen, dass fiir lim. # = oo die Radien der
4.3 Kreise gegen O convergiren. Die 4-3* Kreise liefern also fiir
lim. % = oo unendlich viele Punkte der {-Ebene, welche bei der fort-
schreitenden Bedeckung derselben mit Bereichen niemals erreicht werden
kéonnen. Das hiermit gemeinte Punktsystem ist also das Grenzgebilde
des Bereichnetzes im vorliegenden Falle, Das Grenzgebilde besteht
gegenwartig aus einer durchaus discontinwirlichen Punktmannigfaltigkeit
ohne Inhalt.®)

Die erstere Behauptung, nimlich dass wir hier mit einem durchaus
discontinuirlichen Punktsystem zu thun haben, beweist man so: Sind
§ und § zwei vou einander verschiedene Grenzpunkte, so sei & deren
Entfernung; 0 ist eine von null verschiedene, aber vielleicht sehr kleine
Zahl. Man kann nun die oben gemeinte Zahl n so gross annehmen,
dass die Durchmesser simmtlicher 4 . 3% Kreise < 0 sind. Die Punkte
¢ und ¢’ liegen dann in verschiedenen unter den 4 . 3* Kreisen und
sind sonach durch einen von Grenzpunkten ginzlich freien Bereich der
¢-Ebene von einander getrennt.

Die zweite Behauptung, némlich dass es sich hier um ein Punkt-
system ohne Inhalt handelt, kommt darauf hinaus, dass der Gesammt-
inhalt der 4 - 3* offenen Kreise fiir lim. #» = oo gegen null convergirt.
Es wird dies durch eine leichte Zwischenbetrachtung bewiesen, der wir
folgende Bemerkung vorausschicken. Die Invarianten j,, sind gegen-
wirtig simmtlich absolut > 1, die vier Invarianten j, sind positiv,
und man stellt leicht fest, dass die vier Producte (Jmn « Jnp - Jpm) Degativ

sind. Man nehme nun die Wurzeln }/j,, )52 — 1 positiv und bilde
die 24 Ausdriicke:

mn

Vig+Vit,—1
A X : SRR
Inndnp —Inp FimpV Iin—1

(1) kmnpq’—_

unter der Vorschrift, dass beim einzelnen Ausdruck jn, und jnp positiv

*) Es ist bei Gegenstinden dieser Art hier zumeist von der Terminologie

der bekannten von Hrn. G. Cantor begriindeten Mannigfaltigkeitslehre Gebrauch
gemacht.
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und also j., negativ sein sollen. Da man vermdge der Definitions-
gleichung 11 (5) von j, leicht die Ungleichung (janjmp — Juy) > V7,
bestitigt, und da j,., > 1 ist, so stellen die 24 Zahlen A lauter positive
echte Driiche dar; der grosste unter ihnen habe den Werth e.

Wir mogen nun im Verlaufe des Spiegelungsverfahrens bis zu
einem offenen Kreise I, gekommen sein, mit dem Inhalte J,, der
beim nichstfolgenden Schritte durch die drei offenen Kreise K,,, K,,, K,
mit den Inhalten J,, J,, J, ersetzt erscheint; die Invarianten dieses
Quadrupels sind natirlich wieder die anfinglichen j,,. Durch eine
Parallelverschiebung und eine Aehnlichkeitstransformation kann man
K, zum EKinheitskreise der ¢-Ebene machen; die Verhiltnisse der
Kreisinhalte bleiben hierbei unveriindert.

Es giebt nun oo® §-Substitutionen, welche den Einheitskreis K,
in sich transformiren; man denke K,, K,, K, an diesen Transforma-
tionen theilnehmend. Dabei wird es eine Transformation oder vielmehr
gleich oo! Transformationen geben, fiir welche der Gesammtinhalt
(Ja + Jp + J,) cin absolutes Maximum ist. Wire eine der drei In-
varianten Jun, jmp, Jmq absolut =1, so wire dieses Mazimum gleich
Jn und wiirde freilich durch ¢-Substitutionen mit endlichen Coefficienten
nie vollig erreicht werden konnen. Im vorliegenden Falle 52 > 1 liefert
der fragliche Maximalinbalt, durch J, dividirt, einen von 1 verschie-
denen echten Bruch, der sich mit Hiilfe der obigen Zahlen 7 bez. ¢
niher umgrenzen lisst.

Man wihle nimlich unter den oo® genannten §-Substitutionen eine
solche, durch deren Ausiibung K, mit K,, concentrisch wird. Unter
K, und K, mige dann etwa K, dem Kinheitskreise nicht ferner liegen
als K,; man wolle dann die Figur um §{ =0 so lange.drehen, bis
der Mittelpunkt von K, auf der reellen Axe zwischen O und 1 liegt.
Bei dieser Anordnung berechne man aus den gegebenen Invarianten
Jmn die Kreisgleichungen, und man wird finden, dass der dem Einheits-
kreise zuniichst gelegene Punkt von K, unter Benutzung von (1) gerade
durch § = Tunap, gegeben ist.

Nunmehr fithre man einen Hiilfskreis K, ein, der durch § = l,np,
hindurchzieht und seinen Mittelpunkt auf der reellen {-Axe hat, und
zwar soweit zur Rechten von ¢ = 0, dass K, gerade noch im Innern
von K, liegt. Ist J, der Inhalt von K, so ist Jy > J, + J, 4 J,,
wobei jedoch die rechte Seite dem Werthe der linken beliebig nahe
kommen kann. Nimmt auch X, an den wiederholt genannten oo®
Trausformationen theil, so wird J, sein Maximum erreichen, weun
K, concentrisch mit K, ist. Der Radius des so gewonnenen Kreises X,
ist nothwendig < hpnpg < €, s0 dass die in der letzten Ungleichung ge-
meinte Zahl J, < e?w = ¢¥dJ,, ist. Durch Riickgang zu dem anfing-
lichen Kreisquadrupel entspringt der %atz: Ist K,, irgend ein Symmetrie-

Mathematische Annalen, XLIV, 37
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kreis des Netzes, und sind K,, K,, K, die eundchst von ihm um.
schlossenen Kreise, so gilt fiir die Inhalte Imy Ju, . .. dieser Kreise die
Ungleichung :

(2) I+ I, + I, < &dn,

wo e der griisste unter den echten Briichen (1) ust.

Das Ausgangsvierseit (welches den Punkt § = oo enthielt) liess
nun zunichst noch vier Kreise offen; einer derselbgn sei K und habe
den endlichen Inhalt J. Die von ibm zunichst umschlossenen Kreige
seien K, K,, K,/ mit den Inhalten Jy, J, Jy'; es ist dann:

I+ I+ I < erd.
Jeder dieser letzteren Kreise umschliesst demniichst drei weitere
K", K, ..., K, mit den Inhalten J\", J}°, ..., J;". Dann gilt
einzeln J\" 4 J," 4 J;” < &¢Jy, u. 8. w., sowie im ganzen:
JOF I A T < (I I+ T < etd.
Man fijhrt diese Entwicklung analog weiter und findet fiir die nach
dem nter Schritte erhaltenen 37 Kreise als Gesammtinhalt:

I I 4 IR <

Da J endlich ist und e einen von 1 um eine endliche Differenz ver-
schiedenen echten Bruch bedeutet, so convergirt der Gesammtinhalt
der 4 - 3" offenen Kreise fiir lim. n = oo, wie behauptet, gegen null.

Die soeben beendete Betrachtung bezog sich auf die Frage, ob
die Grenzmannigfaltigkeit Flicheninhalt hat oder nicht. Im Hauptkreis-
falle tritt an Stelle dessen die Frage nach dem Linearinhalte des
Grenzgebildes. Dgss dieser gleichfalls null ist, d. h. dass im Haupt-
kreisfalle die Summe der 4 - 3* Radien mit lim. n = oo gegen O con-
vergirt, ist bereits vor einiger Zeit von Weber¥*) und Schottky*¥)
bewiesen, i

Einige weitere Eigenschaften des Grenzgebildes sprechen sich im
folgenden Satze aus: Das Grenegebilde stellt (im Sinne von Cantor)
em discontinuirliches Punktsystem sweiter Art vor, d. h. ein solches,
von welchem keine Ableitung endlicher Ordnung verschwindet; es handelt
sich sumal um eine perfecte Punkimanwigfaltigheit. Den ersten Theil
dieses Satzes beweist man so: Ist ¢ ein Punkt des Grenzgebildes, so
kann man den Spiegelungsprocess soweit getrieben denken, dass ¢ in
einem offenen Kreise liegt, dessen Durchmesser kleiner als die beliebig -
klein zu wihlende Grosse 6 > O ist. Der fragliche Kreis ist Symmetrie-
kreis des Netzes, und also liegen in jeder noch so kleinen Umgebung
von { unendlich viele weitere Punkte des Grenzgebildes. Zum Beweise
des zweiten Theils obiger Behauptung versteche man unter { eine

*) In den Gbttinger Nachrichten von 1886 pag. 359 ff.
**) In Crelle’s Journal Bd, 101, pﬁ. 227 ff,
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Hiufungsstelle von Punkten des Grenzgebildes, so dass sich in jeder
noch so kleinen Umgebung von § unendlich viele Punkte des Grenz-
gebildes finden lassen. Wiirde nun { durch endlich weit fortgesetzten
Spiegelungsprocess in das Bereichunetz hineingezogen werden, so lige
¢ in endlicher Eutfernung vom niichsten Punkte des Grenzgebildes.
Der Punkt { kann demnach im endlichen Fortschritt des Spiegelungs-
verfahrens nicht erreicht werden, gehort also selbst dem Grenzgebilde an.
Ein einzelner Punkt { des Grenzgebildes liegt bei Ausfiihrung des
Spiegelungsprocesses stets in einem bestimmten unter den 4 - 3* Kreisen.
Es ist hiermit vom Ausgangsbereiche B oder etwa von dessen Punkte
¢ = oo eine eindeutig bestimmte Kette von Bereichen des Netzes durch
durchlaufen, um auf directestem Wege sich jenem Grenzpunkte § an-
zundhern. Analytisch gesprochen approximiren wir dergestalt den
fraglichen Grenzpunkt durch die unendliche Reihe der Punkte:

Vu(o0), VaPs(00), ViV, Vo(co),.. .,

wo a, b, c, ... Indices aus der Reihe 1,2, 3,4 bedeuten und keine
zwei auf einander folgende Indices identisch sind. Jedem Grenzpunkt
entspricht solchergestalt eine eindeutig bestimmte wumendliche Substitu-
tionenkette:

3) VoV VoVa...,

und umgekehrt liefert jede derartige Kette einen Punkt des Grenzgebildes.

Es griindet sich hierauf die folgende Arteintheilung der Punkte
des Grenzgebildes. Tritt in der Reihe (3) niemals eine periodische
Wiederholung der unteren Indices ein, so nenne man den zugehdrigen
Grenzpunkt dperiodisch, Entsteht entweder von vorn an oder nach
einer endlichen Anzahl nichtperiodischer Glieder periodische Wieder-
kehr der gleichen Indices, so heisse der Grenzpunkt periodisch; die
periodischen Grenzpunkte sind Fixpunkte von Substitutionen der Gruppe
und zerfallen demzufolge in hyperbolische und loxodromische Punkte.
Die periodischen Grenzpunkte findet man durch Auflésen gewisser quadra-
tischen Gleichungen, deren Coefficienten dem oben in einfachster
Art festgelegten Rationalititsbereiche der Gruppe angehoren. Ein
dhnlich einfaches arithmetisches Merkmal besteht fiir die aperiodischen
Grenzpunkte nicht. Uebrigens kommen, sobald j > 0 ist, loxodromische
Substitutionen stets vor; denn zwei hyperbolische Substitutionen, deren
vier Fixpunkte nicht auf einem Kreise liegen, ergeben durch Combi-
nation stets eine loxodromische Substitution, so dass fir j > 0 z. B.
schon (V, V,).(V; V,) loxodromisch wird.

In der Umgebung eines periodischen Grenzpunktes kann man sich
von der Structur unseres Punktsystems dadurch eine Vorstellung bilden,
dass man die zugehdrigen Bahncurven in Betracht zieht und die end-
lich entfernten Grenzpunkte lings dieser Curven in immer grossere

37*
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Nahe des fraglichen Fixpunktes verlegt. Doch wollen wir auf diese
Betrachtungen, die wir im folgenden Artikel unter anderen Verhilt-
nissen in ausgiebiger Weise anzustellen haben, nicht niher eingehen.

V. Das Grenzgebilde bei einem in zwei Vierecke der Winkel null
zerfallendem Bereiche B.

Wegen der Neuheit der eintretenden Verh#ltnisse ist derjenige
Grenzfall des bisher betrachteten Bereiches B besonders interessant,
dass B in zwei Vierecke mit
lauter Winkeln null zerfillt. Es
ist alsdann:

J12 ==Ja3 =j34 =jy=1
und

j13<—1, j24<_1
die charakteristische Bedingung der
Invarianten, und es ist iibrigens
zweckmissig, von der den Glei-
chungen II (7) zu Grunde liegen-
den Gestalt des Ausgangsbereiches
ein wenig abzugehen. In der That
wolle man den Berithrungspunkt
von K, und K, nach §==ioo
transformiren, so dass K, und K,
gerade Linien werden und der in
Pigur 9 schraffirte Bereich ent-
springt. Die Substitutionen V,, V,, ¥, haben dann bez. die Gestalten:

Fig. 9.

o

1) §=—¢, y ==t 1—4y,

- 2 — 1
ein wenig complicirter fillt ¥, aus:

, (jxs 1-—J )§+(1'—J13)
N S A

In Figur 9 ist durch eine leichte geometrisehe Betrachtung zu zeigen,
dass die drei im Endlichen gelegenen Kreisberiihrungspunkte auf einer
Geraden liegen. Bei Riickgang zu einer beliebigen Lage des Paares
der Ausgangsvierecke ergiebt sich, dass die Ecken des Vierecks stets
auf einem Kreise liegen; derselbe heisse K,. Das Doppelverh'éltniss

der vier Ecken ist somit stets reell und berechnet sich qu1 - Der
18 =
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Kreis K, ist gegen alle Viereckseiten K., ... gleich geneigt, und der
spitee Schnittwinkel ¢ berechnet sich zu:

3 == arec t (1 —jﬂ) (1 _jil) .

G)) 4 e

Im Hauptkreisfalle, j = 0, den wir als elementar ausschliessen, ist
T

Y= S und K, wird selbst Hauptkreis.

In Figur 9 liegt eine Gestalt des Vierecks vor, in welcher zwei
Seiten im Vergleich zu den beiden andern unendlich klein sind. Man
wolle bemerken, dass auch ohne Zuhiilfenahme des Punktes ¢ = oo
unser Kreisbogenviereck in ein solches kreisverwandtes transformirt
werden kann, bei welchem drei Ecken einander unendlich nahe liegen,
wihrend die vierte endlich entfernt ist. Wenn man ein solches
Viereck an einera seiner beiden grosseren Kreise spiegelt, entspringt
immer wieder ein Viereck, bei dem die gleichen Verhéltnisse vorliegen;
die- Spiegelung an einem der beiden kleinen Kreise fithrt hingegen zu
einem Viereck, dessen Seiten von gleicher Grossenordnung sind.

Wenn man nun auch von einem Viereck (oder besser Viereckpaar)
ausgeht, dessen Seiten von gleicher Grossenordnung sind, stets wird
sich im Verfolg des Spiegelungsprocesses eine unbegrenzte Menge von
Vierecken einstellen, bei denen die gekennzeichneten abnormen Ver-
hiltnisse vorliegen. Ist nimlich § irgend eine Ecke des gewdhnlich
gestalteten Vierecks, so entwerfe man an einem der beiden nach §,
ziehenden Randkreise ein zweites Viereck und iibe auf dieses Viereck-
paar die zu §, gehdrende parabolische Untergruppe aus. Geht man
in der Reihe der von g, ausstrahlenden Vierecke so weit, dass die
beiden sich in ¢, berithrenden Kreise unendlich-klein von erster Ord-
nung sind, so sind die beiden anderen Seiten des dann erreichten
Vierecks unendlich klein von zweiter Orduung, wie man mit Hilfe
einer leichten Rechnung feststellt.

Die bezeichneten Umstinde bedingen eine Erschwerung der Unter-
suchung. Ist man nimlich im Verfolg des Spiegelungsprocesses zu
einem Kreise K, gelangt, der als grosserer Kreis zwei Vierecke der
abnormen Gestalt begrenzt, so wird der nichstfolgende Schritt inner-
halb K,, drei neue Kreise K,, K,, K, entwerfen, deren Gesammtinhalt
nur noch unendlich wenig vom Inhalte des Kreises K, abweicht. Der
Satz, dass der Gesammtinhalt der 4.3" offenen Kreise mit lim. n = oo
gegen O convergirt, ist also hier nicht ohne weiteres in der fritheren
Art beweisbar.

Indessen kann man den in Rede stehenden Satz durch eine leichte
Abinderung des Spiegelungsverfahrens beweisen. Hat man némlich
irgend einen offenen Kreis K,,, so sei {, einer der beiden Berithrungs-
punkte desselben mit benachbarten Kreisen. Man tibe dann wie oben
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gleich die ganze zu § gehdrende parabolische Untergruppe aus. K,, wird
alsdann mit unendlich vielen Viereckpaaren angefiillt, wobei indes
noch unendlich viele Kreise K,,, K,, K,, K, . .. offen bleiben. Aber
der Gesammtinhalt der letzteren steht zum Inhalte von K, in einem
Verhiltniss, das einen echten von 1 um eine endliche Differenz ver-
schiedenen Bruch darstellt, und das zumal unendlich klein wird, wenn
K, ein Viereck der abnormen Gestalt als grosserer Kreis begrenzim

Das Neue am vorliegenden Bereichnetz besteht darin, dass die
4 .3 offenen Kreise eine geschlossene Kette bilden, in welcher der
einzelne Kreis jeweils nur mit zwei benachbarten in Berithrung ist.
Der Grenziibergang zu lim. % = oo vollzieht sich bis auf die vorab
schon erledigte Frage ohne Schwierigkeit, und wir konnen sogleich
folgendes Resultat formuliren: Auch in dem jefet vorliegenden Falle
Jumer =1, Jis < — 1, jo, < — 1 besteht das Grenzgebilde aus einer
perfecten Punktmanwigfaltigkeit ohne Inhalt; indes erscheinen die ge-
sammten Punkte in eine durchaus zusammenhdngende, einfach geschlossene
Kette angereiht, und wir diirfen die leletere als Grenzcurve bezeichnen,
insofern sie ja keine Flichen-, sondern nur Léingenausdehnung hat. Die
Grenzcurve zerlegt die {-Ebene in zwei Theile, deren jeder von einem
Vierecksnetz vollig ausgefiillt ist, das eine von B, das andere von B’
entspringend. Beide Vierecknetze sind stets unsymmetrisch, sofern
wir den elementaren Fall 4 = O ausschliessen.

Die Grenzcurve, zu der wir soeben gefiihrt wurden, zeigt einen
complicirten Verlauf, und die weiterfolgenden Betrachtungen haben
den Zweck, diesen .Verlauf der Anschauung, soweit dies mdglich
ist, nahe zu legen.*) '

Wenn man im Spiegelungsprocess bis zu einem solchen » gegangen
ist, dass die Durchmesser aller 4 -3 Kreise unterhalb der beliebig
kleingn von O verschiedenen Zahl & liegen, so wird die Kette der
4 . 3~ Kreise eine angeniiherte Vorstellung vom Verlauf der Grenzcurvd
bieten. Um den Charakter einer Curve besser hervortreten zu lassen,
kann man den einzelnen Kreis durch die Sehne zwischen den beiden
Beriihrungspunkten mit dem niichst folgenden und nichst vorhergehen-
den Kreise ersetzen; die Grenzcurve erscheint dann angenshert als eine
aus 4 - 3" Gliedern bestehende gebrochene Linie.

Man bemerke nun, dass die letstere Vorstellungsweise einer
interessanten Verschiirfung fihig ist. In Figur 9 wollen wir die zu
§ = oo gehirende parabolische Untergruppe ausiiben und insbesondere

*} Der erste Hinweis auf die Existenz und Beschaffenheit derartiger Grenz-
curven, die nicht die Gestalt von Kreisen haben, ist von Hrn, Klein in einem
Brief an Poincaxé_ gegeben (von letzterem in den Comptes rendus von 1881 publicirt),
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die nach rechts hin sich anlagernden Viereckpaare betrachten. Dieselben
lassen unendlich viele abwechselnd symmetrisch und congruent liegende
Kreispaare K, K,, K,”, K,”, ... offen, und wir wollen die zu den
fraglichen Viereckpaaren gehdrenden Kreise K,, K,”, ... nur insoweit
ziehen, als sie innerhalb der offenen Kreise K,, K, ... verlaufen.
Man gewinnt so eine aus unendlich vielen Gliedern bestehende ge-
brochene Linie, wobei die an den Xcken auftretenden Winkel ab-
wechselnd 2¢ und 2(w —¢) sind, ¢ in der Bedeutung von (3) gebraucht.
Die durch das ,Innere‘ von K, vom Beriihrungspunkt mit K; nach
§ = oo ziehende Sehne denke man sich durch die fragliche gebrochene
Linie ersetzt. Fiir beliebige Lage des Vierecks verallgemeinert, kommen
wir hiermit auf die obige Art zuriick, einen offenen Kreis K, nur
erst unter Gebrauch der zu der einen Ecke £, gehérenden parabolischen
Untergruppe bis auf eine unendliche Kette offen bleibender Kreise
anzufiillen. Die Sehne von K, erscheint alsdann durch eine gebrochene
Linie ersetst, deven einzelne Stiicke Kreisbogen sind; dic letzteren setzen
sich (von der einen Seite geschen) abwechselnd wunter concaven und
convexen Winkeln der constanten Grissen 2¢ und 2(m— ) an einander.
Die Radien der einzelnen Bogenstiicke K, K", . .. convergiren bei
Annsherung an §, gegen null; aber sie werden unendlich im Vergleich
zu den Radien der beiden offenen Kreise K,, K,, K, K., . . .;
innerhalb des einzelnen Kreispaares gewinnt also das zugehorige Bogen-
stiick mehr und mehr den Charakter einer Geraden.

Jeder der unendlich vielen nun noch offenen Kreise erscheint von
einer Sehne durchsetzt, die Theil einer Kreisperipherie K, ist. Die
einzelne solche Sehne ist jetzt unter Festhaltung ihres Anfangs- und
Endpunktes gerade wieder durch eine unendlich vielgliedrige gebrochene
Linie zu ersetzen; das Charakteristische ist dabei, dass je swei benach-
barte Stiicke immer abwechselnd die Winkel 2¢ wund 2(m—1v) mit
einander bilden, wobei 2y fir j > 0 ein von m verschiedener Winkel
¢st. Indem man den Process ins unendliche fortsetzt, bemerkt man
an der Grenzcurve die Eigenschaft, dass sie in jedem noch so kleinen
Intervalle unendlich oft die Richtung wechselt und also unendlich viele

Schwankungen erféhrt.

Die bisherigen Betrachtungen geben nothwendig ein unvollkom-
menes Bild der Grenzcurve; denn sie griinden sich auf die Abstraction,
dass mean den einzelnen offenen Kreis durch eine in jhm verlaufende
Sehne ersetzt. Wir konnen nun noch in einer anderen Art Aufschluss
tiber den Verlauf der Grenzcurve gewinnen, nimlich durch Verwendung
des Umstandes, dass diese Curve durch die unendlich vielen Sub-
stitutionen der zugehdrigen Gruppe in sich libergeht.
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Die einzelnen Punkte der Grenzcurve werden wir hier gerade
wieder durch die unendlichen Ketten IV (3) vollstindig und eindeutig
begreifen. Die Gattung der periodischen Grenzpunkte zerfillt hier offen-
bar in die drei Arten der parabolischen, hyperbolischen und loxo-
dromischen Punkte. Ueber den Verlauf der Grenzcurve in nichster
Nihe eines periodischen Punktes kann man sich nun dadurch eine
Vorstellung bilden, dass man die zu diesem Punkte als Fixpunkte
gehorende Substitution der Gruppe wiederholt austibt. Bei Theilen der
Curve, die vom fraglichen Fixpunkte endlich entfernt sind, wird man
dabei nur einen angeniherten Verlauf der Grenzeurve in Betracht zu
ziehen brauchen, indem ja die dortselbst stattfindenden feinsten
Schwankungen nach Transformation in die unmittelbare Nihe des
Fixpunktes doch nicht mehr von Belang sein kénnen.

Zur niheren Erliuterung ist in Figur 10 (folg. Seite) ein hierher
gehorendes Polygonnetz gezeichnet. Das durch B bezeichnete Vierseit
mbge den Ausgangshereich abgeben, wobei der umschliessende Kreis
K, sein soll, auf welchen rechts K, u. s. w. folge. Dass K, mit K,
congruent genommen wurde, ist keine Besonderheit; man hitte sogar
ausserdem poch K, mit K, congruent annehmen konnen.*) Der Ver-
lauf der Grenzcurve ist so genau wie moglich angegeben, und es sind
in dieser Hinsicht bei Anfertigung der Zeichnung bereits die weiterhin
zur Ableitung kommenden Resultate verwerthet worden.

Ueber die parabolischen Punkte sind von Poincaré einige Aus-
filhrungen gegeben.™) Dieselben gipfeln in dem Satze, dass die
Grenzcurve in einem parabolischen Punkte zwar eine Tangente, aber
keinen Kriimmungsradius habe. Beides ist leicht deptlich. Man be-
trachte z. B. den Beriihrungspunkt § von K, und K, in Figur 10.
Unter den Bahncurven von (¥, V,) findet sich in jedem der beiden
Vierecknetze eine grosste, die |gerade noch ghnzlich innerhalb ibres
Netzes verliuft, ohne irgendwo in das andere Netz iiberzutreten. Man
hat so zwei einander in §, beriihrende Kreise, zwischen denen sich
die Grenzeurve hindurchdriingt; die gemeinsame Tangente dieser Kreise
ist auch Tangente der Grenzeurve in §,. Demgegeniiber hat jede
zwischen den beiden fraglichen Kreisen verlaufende Bahnecurve von
(V,V,) den Charakter eines Kriimmungskreises; letzterer ist sonach
nicht mehr eindeutig bestimmt, und dies ist in obigem Satze gemeint.

Die hyperbolischen Punkte der Grenzcurve gehdren zu Paaren
zusammen, und man verstehe unter ¢, {, irgend ein Paar solcher
Punkte. Es ist dann zu unterscheiden, ob es Bahncurven von § nach &,

*) Man erkennt im Anschluss hieran, dass sich das einzelne Viereck dureh
T

? §’ é’:

*¥) Siehe hieriiber Acta mathematica, Bd. 3, pag. 78ff,

zweil neue Symmetriekreise in vier Vierecke der Winkel 0 g eintheilen lasst.
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giebt, welche lings ihres ganzen Verlaufes nur innerhalb einer der
beiden Vierecksnetze liegen oder nicht. Im letsteren Falle finden sich
von &, (oder &) aus mach allen Richtungen hin in jeder Nihe von
&1 (bea. g,) weitere Punkte der Gremzcurve. Tm ersteren Falle wolle
man im einzelnen Netze diejenigen beiden Bahucurven markiren, welche

die Grenzcurve gerade streifen, ohne in das andere Netz hintber-
zutreten, Durch diese beiden Paare von Bahncurven ist die ¢-Ebene=*
in vier Zweiecke mit den Ecken ¢, & getheilt, und die Grenzcurve
verlauft ginzlich in sweien unter diesen vier Zweiecken. Von § (oder §,)
aus finden sich nach allen innerhalb dieser beiden Zweiecke verlaufen-
den Richtungen in jeder Nihe von ¢ (bez. §,) weitere Punkte der
Grenzcurve. Die Winkel der beiden Zweiecke mogen als die charakte-
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ristischen Winkel des hyperbolischen Punktes &, benannt werden; es sind
dies die Winkel, unter denen die Grenzcurve von ¢, aus, nach der
einen oder anderen Seite gesehen erscheint. Diese Winkel sind natiir-
lich dieselben fiir alle mit einander #guivalenten Punkte.

Diese Ergebnisse sollen fiir die beiden hyperbolischen Substitutionen
(V, V), (V,V,) bez. deren Classen gleichberechtigter Substitutionen
weiter ausgefiihrt werden. Fiir die einzelne dieser Classen sind zufolge
der Symmetrie der Figur beide charakteristische Winkel einander gleich.
Die' Fizxpunkte von (¥, ¥,) seien &, ¢,, die von (¥, V,) &/, &' beide
Punktepaare haben in Figur 10 besonders ausgezeichnete Lagen.

Zur Eingrenzung der zu (¥, V;) gehorenden Zweiecke hat man
folgende beiden Paare von Bahncurven zu ziehen:

1) Die beiden Bahncwrven von § durch §,” bez. §, nach §&,;

2) Die beiden Bahncurven von &, durch die beiden rechts bez. die
beiden links gelegenen Ecken des Ausgangsvierecks B.

Zur Bestitigung dieser, iibrigens in Figur 10 hervortretenden,
Angaben benutze man Figur 9. In derselben ist die reelle {-Axe der
Orthogonalkreis von K, K,, K,, und der Mittelpunkt von K, gehort
der positiven Halbebene an. Ist nun §, irgend einer von den vier in
Figur 9 hervortretenden parabolischen Punkten, so kann man jeden
parabolischen®*Punkt in der Gestalt:

VaVoooo Vo Va (&)

anschreiben und also durch die successiven Spiegelungen V5, V,, ...
von §, aus erreichen. Man bemerke, dass durch die einzelne dieser
Spiegelungen der gerade erreichte Punkt in das Innere des zugehtrigen
Kreises transformirt wird, dass hierbei aber niemals ein Punkt der
reellen Axe oder positiven Halbebene in die negative Halbebene ver-
*legt werden kann. Die Gesammtheit der Grenzpunkte stellt die erste
Ableitung des Systems der parabolischen Punkte dar, und somit folgt:
Der Orthogonalkreis dreier Seiten eines der Eintheilung angehirenden
Vierecks liegt gdnalich innerhalb des einen der beiden Netze und streift
die Grenzcurve in unendlich vielen Punkien (dibrigens von nicht loxo-
dromischem Charakter). Die Anwendung dieses Satzes auf Figur 10
fihrt leicht zu den zu beweisenden Angaben. Man wolle sich nur ver-
anschaulichen, dass die vier zun je drei Seiten des Ausgangsvierecks
gehdrenden Orthogonalkreise paarweise durch ¢, & bez. §/, ¢’ hin-
« durchziehen u. s. w.
Die charakteristischen Winkel der einzelnen Classe werden sich
durch die Invarianten j,5, j,, allein ausdriicken; so findet man z. B.
als den zu §, gehorenden charakteristischen Winkel:

4) arc t - V_ .1 —Jis V8 — 1 — Jus —:9.15:7.24, !
( g 2V 1= Jos (rsos — 1) + V=1 — Jas @ssJas —J1s — 1)’
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der, wie es sein muss, mit j verschwindet. Die beiden Vierecknetze

ragen an den einzelnen hyperbolischen Punkt der Grenzcurve mit zwei

Ecken heran, deren Winkeloffnungen natiirlich fiir, die Punkte der

einzelnen Classe dieselben sind, und von denen iibrigens die eine stefs

convex ist. Der Ausdruck des concaven Winkels durch die Invarianten ist:
V—1—Jps —Jn VJ—

5 arc { —3
( ) g V1—7s f1s (JaJas +Jos — 2)

die Quadratwurzeln sind in (4) und (5) stets positiv zu nehmen. Die
so aufgefundenen Einknickungen der Grenzcurve in ihren hyperbohschen
Punkten kommen in Figur 10 ndherungsweise zum Ausdruck.

Noch complicirter gestaltet sich der -Verlauf der Grenzcurve in
der Umgebung eines loxodromischen Punktes. Sind & und §, die
Fixpunkte einer loxodromischen Substitution, so wolle man sich die
¢-Ebene in lauter ringformige Discontinuititsbereiche dieser Substitu-
tion zerlegt dénken, welche sich gegen §, und ¢, hin mehr und mehr
zusammenziehen. Man -fasse nun den Verlauf der Grenzcurve im
einzelnen Ringe auf und ziehe zugleich die Gestalt der loxodromischen
Bahneurven in Betracht. Man wird nothwendig.zu der Vorstellung
gefiihrt, dass sich die Grenzcurve, abgesehen von allen hinzutretenden
Schwankungen, um den loxodromischen Punkt spiralig Windet, um
ihn erst nach unendlich vielen Windungen .zu erreichen, sowie um
hernach im umgekehrten Sinne zwischen den bisherigen Windungen
zuriickzukehren. — A

*Es ist solchergestalt von verschiedenen Seiten her der Versuch
gemacht, vom Verlauf der Grenzcurve eine angeniherte Anschauung
zu entwickeln. Eine exacte geometrische Vorstellung von derselben
zu gewinnen, ist vollig ausgeschlossen. Nicht nur dass uns die
aperiodischen Grenzpunkte vollig unzuginglich sind, sondern man
wolle vor allem ermessen, dass sowohl die parabolischen Punkte, wie
auch die hyperbolischen und loxodromischen jeder Classe die Grenz-
curve allenthalben dicht bedecken. Die soeben geschilderten Vor-
kommnisse in der Umgebung periodischer Punkte werden sich demnach
in jedem endlichen Intervall der Grenzcurve wnendlich oft wiederholen.
Man hat es mit Recht als etwas sehr Interessantes angesehen, dass
wir durch den elementaren Spiegelungsprocess von der einfachen Gestalt
eines Kreisbogenvierecks aus zu einer Curve gefiihrt werden, deren
unmittelbare geometrische Auffassung die Kraft unserer Rauman-
schauung {iibersteigt, und die sich der Theorie der in der iiberkommenen
Geometrie durch analytische Gleichungen f(§, 1) = O darstellbaren
Cutven entzieht. —

.



588 Roegrr Fricke.

V1. Ausartung der Grenzcurve in Systeme unendlich vieler Kreise.

Von den bejden eben zuletzt betrachteten Vierecknetzen soll nun
das eine dadurch zur Ausartung gebracht werden, dass im Ausgangs-
bereich die beiden Kreise K, und K, einander bis zur Beriihrung nahe
kommen; es wird alsdann j;, = — 1, wihrend einstweilen j,, < — 1
bleiben soll. Von den beiden Vierecken B, B’ zerfillt das letztere in
zwei Dreiecke der Winkel null, so dass gegenwdéirtig der Discontinuitiits-
bereich der &-Gruppe aus dem Complex eines Vierecks und zweier
Dreiecke besteht. :

Die Ausartung der Grenzcurve wolle man sich mit Hiilfe der
Figur 10 veranschaulichen. .Die vorhin hyperbolische Substitution
(V, V,) ist sammt allen ihren gleichberechtigten parabolisch geworden.
Die erzeugenden Substitutionen heissen bei zweckmissigster Lage
des Ausgangsbereichs:

=t g=p v=—T+e
& ¢ = (e —1V2—=25) T+ (1 —dad) |
—(t—ded) & — (s + V2= 2520)

Dem Uebergang von (¥, ¥,) in eine parabolische Substitution geht
die Coincidenz der beiden hyperbolischen Grenzpunkte ¢, &, in einen
parabolischen §, parallel, wie Figur 10 leicht zur Anschauung bringt. Der
vorhin benutzte Kreis durch-§;, §, und durch zwei Ecken des Aus-
gangsvierecks B, dessen Verlauf man sich gleichfalls in Figur 10
leicht veranschaulicht, streifte damals die Grenzecurve in unendlich
vielen parabolischen, hyperbolischen und aperiodischen Punkten; aber
das dergestalt auf dem Kreise entspringende Punktsystem war ein
solches ohne Inhalt. Mit diesem Punkisystem geht nun in dem Augen-
blicke, wo ji;=—1 wird, eine discontinuirliche Aenderung vor
sich; dieser Kreis ist nimlich jetzt Grenzkreis eines Netzes von Drei-
ecken der Winkel null geworden, und als solcher ist er sberall dicht
mit parabolischen, hyperbolischen und aperiodischen Grenzpunkten
besetzt. Das hier eintretende Dreiecksnetz ist iibrigens aus der Theorie
der Modulfunctionen sehr bekannt, und es wird inshesondere von hier
aus verstdndlich erscheinen, wenn wir die parabolischen Punkte des
Grenzkreises auch wohl als dessen rationale Punkte bezeichnen.

Das vorhin von B’ entspringende Vierecknetz ist nunmehr in
unendlich viele Dreiecknetze mit Grenzkreisen zerfallen, wobei diese
D_reiecknetze ein in Beriihrungspunkten der Grenzkreise durchaus mit
enander zusammenhingendes System bilden. Die rationalen Punkte
des einzelnen .Grenzkreises zerfallen in drei Classen, und in jedem
Punkte der dritten Classe wird der Grenzkreis von dem Kreise einer

*
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benachbarten Dreiecktheilung beriihrt. Der einzelne Grenskreis ist
solcherweise ausserhalb iiberall dicht von neuen ihn berihrenden Grens-
Fereisen pesetzt, von deren Radien natiirlich immer nur eine beschriinkte
Zahl eine beliebig klein zu wihlende Grosse 8 > O tiberschreiten. Die-
selben Verhiltnisse wiederholen sich bei jedem neuen Grenzkreise, und
man wird sich daraufhin mit Hiilfe der Figur 10 den Zusammenhang
der unendlich vielen Dreiecknetze einigermaassen anschaulich machen
kdnnen. )

Nicht so stark veriindert (gegen friiher) ist die Gestaltung des
Grenzgebildes in nichster Nihe von parabolischen Punkten der beiden
anderen Classen, sowie von hyperbolischen Puukten. Man betrachte
z. B. den parabolischen Berithrungspunkt der Kreise K, und K, des.
Ausgangsvierecks B der Figur 10. Der Kreis durch diesen Punkt und
die beiden Fixpunkte der hyperbolischen Substitution (¥, 7,) verliuft
nach wie vor ginzlich innerhalb des intact gebliebenen Vierecknetzes;
derselbe ist nun aber in Beriihrung mit dem Grenzkreise des am frag-
lichen parabolischen Punkte theilhabenden Dreiecknetzes, und die hier
neu eintretenden Dreiecknetze halten sich ginzlich innerhalb der beiden
schmalen zwischen beiden Kreisen verlaufenden Spitzen. An die para-
bolischen Punkte der dritten Classe driingt sich die Vierecktheilung
selbst mit zwei Spitzen heran, was wieder in Figur 10 leicht ersichtlich
ist. Das Vierecknetz umgreift solcherweise unendlich oft den Complex
aller Dreiecksnetze und ldsst dabei jedesmal eine symmetrische Hilftung
dieses Complexes eintreten; in Figur 10 wiirde dieselbe durch die
verticale Symmetriegerade der Figur geleistet sein.

Bereits die parabolischen Punkte einer einzelnen Classe, z. B. die
Beriihrungspunkte der beschriebenen Grenzkreise, bilden ein Punkt-
system, dessen erste Ableitung das gesammte Grenzgebilde vorstelit.
Aber das Grenzgebilde ist keineswegs durch die Punkte aller Grenskreise
der Dreiecksnetze erschipft. Um nur von periodischen Grenzpunkten zu
sprechen, so ist sofort ersichtlich, dass unendlich viele Classen hyper-
bolischer Grenzpunkie sowie die simmtlichen loxodromischen Punkie auf
denn Grenzkreisen der Dreiecksnetze nicht gelegen sein komnen. Liegt
namlich der eine von zwei hyperbolischen Punkten ¢, §, auf dem
Grenzkreise eines Dreiecksnetzes, so muss dasselbe vom andern gelten,
da die betreffende Substitution das Dreiecknetz offenbar in sich trans-
formiren muss. Nun' weist man aber durch Combination zweier
Spiegelungen sehr leicht hyperbolische Substitutionen nach, deren
Fixpunkte unmoglich einem und demselben Grenzkreise angehoren;
bereits von (V, V,) gilt dies, und weitere Beispiele wird man miihelos
aus Figur 10 entnehmen, deren Ausartung man sich ja leicht vorstellt.
Dass loxodromische Punkte nicht auf den Grenzkreisen der Dreiecks-
netze vorkommen konnen, ist unmittelbar evident, da ein Dreiecknetz
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nie durch eine loxodromische Substitution in sich iibergehen kann.
Man muss demnach im vorliegenden Falle sagen, dass das Gremz-
gebilde aus allen Grenzkreisen der Dreiecksnetze, vermehrt um deren
Hiufungsstellen, besteht. Das System der Grenzkreise fiir sich ge-
nommen bildet demnach noch keine perfecte Mannigfaltigkeit.

Man- gehe nun noch einen Schritt weiter und lasse auch j,, bis
— 1 anwachsen, so dass man den Fall jj, = jyy = jyy=du=1,
jig ==Jos = — 1 eines aus vier Dreiecken der Winkel O bestehenden
Discontinuititsbereiches gewinnt. Es ist nun auch (V,V,) zu einer
parabolischen Substitution geworden, so dass das bislang noch intact
gebliebene Vierecknetz jetzt auch in den Complex von unendlich vielen
Dreiecknetzen zerfallen ist.

Die erzeugenden Substitutionen der Gruppe, in einfachster Gestalt
fixirt, sind: :

’ z ’ § ’ % ' (1_—{-21:) g -2 .
@ ¢=—F =5, C=—i+2 =3 io
Halten wir an dieser Gestalt fest, so wird die Modulgruppe in ihrer
einfachsten (ganzzahligen) Gestalt in der vorliegenden Gruppe ent-
halten sein. Doch handelt sich’s zunichst nicht um die gesammte
Modulgruppe, sondern nur um deren Untergruppe zweiter Stufe. Wenn
man indessen die vier Ausgangsdreiecke (vergl. auch Figur 7) in be-
kannter Weise durch ihre drei Hohen jeweils in sechs kleine Dreiecke

der Winkel ;—‘, g, 0 theilt, so ist die gesammte Modulgruppe ein

Theil, und zwar ein unendlich kleiner Theil der erweiterten Gruppe.
Die hier in Betracht kommende Eintheilang der §-Ebene ist in
Figur 11 des niberen zur Darstellung gebracht, und ihre Entstehungs-
weise kann mian sich in der nachfolgenden Art niher veranschaulichen.
Man markire in.der {-Ebene zuvérderst das System aller Grenzkreise,
die in Figur 11, soweit sie zur Darstellung kamen, stérker ausgezogen
sind. Zwischen den Grenzkreisen, deren einzelner mit deni bekannten
Dreiecknetz ausgefiillt ist, bleiben, wie man in Figur 11 sehen wolle,
immer Dreiecke offen; und im Innern des einzelnen solchen Dreiecks
ist der die drei Seiten beriihrende Kreis der nichste Grenzkreis, welcher
das in Rede stehende Dreieck in drei kleinere analog gestaltete Dreiecke
und ibrigens das wieder von einem Dreiecksnetz erfiillte Kreisinnere
zerlegt. Die*Construction aller Grenzkreise kommt solcherart darauf
hinaus, zu drei gegebenen Kreisen immer wieder den vierten sie be-
rithrenden Kreis zu zeichnén.. Es entspringen in dieser Weise Kreis-
quadrupel, in denen jeder einzelne Kreis, wie man leicht iiberblickt,
dieselbe Rolle spielt, wie jeder andere, Die reciproken Werthe ¢; der
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vier Durchmesser eines solchen Quadrupels sind durch die Relation
verbunden : )

(B) eFe?te?te? —2(e,+eete ey teye3--6, e4+e3g4) =0,

/-’\_/-'

-

Fig. 11,

und es ist interessant zu bemerken, dass bei der Anordnung der Figur 1.
die sammtlichen e ganze Zahlen werden. Man kann also die ver-



592 Roserr FRricke.

schiedenen aus dem System der Grenzkreise aufgegriffenen Quadrupel
einander beriihrender Kreise zu den ganzzahligen Punkten der durch
(8) dargestellten Kugel in Beziehung setzen. Es handelt sich dabei
nicht um alle ganzzahligen Punkte dieser Kugel, und es ist auch nicht
schwer, in geometrischer Art die Lage der zur Geltung kommenden
Punkte zu beschreiben; indess soll hierauf nicht ndher eingegangen
werden, da es doch schwer zu sein scheint, iiber das System der
Grenzkreise erschopfende arithmetische Angaben zu machen.

In dem fertig gedachten System der Grenzkreise wird jeder einzelne
unter ihnen von unendlich vielen anderen von aussen beriihrt. Die
Beriihrungspunkte liegen diberall dicht auf dem Kreise; es sind in der
That die parabolischen Punkte des einzelnen Kreises oder, arithmetisch
gesprochen, die Punkte mit rationalen Coordinaten §, 7, deren § also
unter der Form :—i:—:—f— mit ganzen rationalen Zahlen «, y erscheint.
Diese parabolischen Punkte projiciren sich auf die reelle {-Axe stets
wieder in parabolische Punkte. Doch werden hierbei vom einzelnen
Grenzkreis nur specielle rationale Punkte der reellen Axe getroffen,-
und das Allgemeine ist, dass ein auf der reellen Axe in einem rationalen
Punkte errichtetes Loth auf den iibrigen Grenzkreisen hyperbolische
Punkte ausschneidet. Inzwischen ist es interessant, den Verlauf dieses
Lothes in Figur 11 noch niéher zu verfolgen, wobei wir dessen rationalen

Fusspunkt etwa zwischen §{ = 0 und §=% gelegen denken konnen.

Dieses Loth wird zunéchst eine unendliche Reihe von Grenzkreisen ortho-
gonal treffen und auf ihnen lauter parabolische Punkte ausschneiden;

diess gilt auch noch vom Loth in §{ = % Sehen wir im #ibrigen von

diesem Fusspunkte ab, so werden sich die bislang durchlaufenen Grenz-
kreise gegen einen vom Lothe durchschrittenen Grenzpunkt irgend
welcher Art hiufen, jenseits dessen der Verlauf des Lothes ein com-
plicirter wird, insofern ja die nun folgenden Grenzkreise im allgemeinen
in hyperbolischen Punkten geschnitten werden. Im Speciellen tritt es
indess ein, dass auf’s Neue eine unendliche Reihe einander beriihrender
Grenzkreise lings des Lothes an einander angereiht sind, von welchem
jene alsdann isogonal durchschnitten werden; diess wird insbesondere
Eler Fall sein, wenn wir von einem rationalen Punkte des Kreises um

§=32- ein Loth auf die reelle Axe fillen.

Ist das System der Grenzkreise festgelegt, so lassen sich die
Symmetriekreise der Figur 11 leicht beschreiben. Ersichtlich giebt es
2wet Classen von Symmetriekreisen, wobei ein solcher der ersten Classe
.jedesmal aus sechs Dreiecksseiten besteht, einer aus der zweiten Classe
aber immer aus unendlich vielen. -Die Symmetriekreise der ersten Classe



Die Kreisbogenvierseite und das Princip der Symmetrie. 593

sind wechselweise eindeutig den Tripeln einander beriihrender Grenzkreise
sugeordnet, namlich als zugehorige Orthogonalkreise; die Symmetrickreise
der zweiten Classe sind in einer aus Fig. 11 sofort hervorgehenden Art
wechselweise emndeutig auf die parabolischen Grenzpunkte bezogen.®)
Die parabolischen Punkte der Gruppe erscheinen in der Gestalt

= >, wo « und y ganze complexe Zahlen des quadratischen Korpers
=" 78 q

von der Basis [L, ¢] sind, (doch kommt natiirlich nur ein unendlich
kleiner Theil aller moglichen rationalen Zahlen dieses Korpers zur
Geltung). Fiir jedes Paar von Zahlen «, p, die als relativ prim gelten
diirfen, giebt es nun zweifach unendlich viele Losungen der Gleichung
ad — By =41 in ganzen complexen Zahlen B, 8. Fiir die Sub-
stitutionen unserer Gruppe kommen beim einzelnen Zahlenpaar «, p
aus diesen oo? Losungen nur zwei Reihen von einfach unendlich vielen
zur Verwendung. Um welche Losungen es sich hierbei handelt, konnte
mit Hiilfe von Kettenbrichen obne Miihe angegeben werden, wie man
denn iberhaupt durch Gebrauch dieses Hiilfsmittels eine vollstindige
arithmetische Definition unserer Gruppe leicht geben kann. Beschrinkt
man sich auf Substitutionen erster Art, so sind die Erzeugenden der
Gesammtgruppe:
1

(3) §'=’=§+1: §I‘=:‘; §l=—§+3.

Man kann demnach sagen: Die Substitutionen unserer Gruppe werden
gerade genau von den gesammien Keltenbriichen geliefert:

’ : (_1)‘0
() &= (@ Fep5) — S
B R R e B

(@t )~

(_1)01-1
(3,4, 5y +H—1)*E
wobe: die a beliebige ganze positive oder negative Zahlen sind, wihrend
die e nur die Null oder Eins bedeuten sollen. Indessen ist hiermit
noch kein directes Kennzeichen fiir die bei den Substitutionen unserer
Gruppe auftretenden Quadrupel ganzer complexer Zaklen «, g8, y, 0
gewonnen. —

VIL. Besprechung der Viereckgruppen mit beliebigen elliptischen
Substitutionen.

Sobald die vier Kreise K, ..., K, von Null verschiedene Schnitt-
winkel mit einander bilden, ist die Frage, ob sie einen Discontinuitits-

*) Es sei tibrigens an dieser Stelle der Definitionsweise unserer Gruppe als
einer Polyedergruppe im hyperbolischen Raume gedacht. Discontinuititsbereich
ist hier ein regulires Tetraeder, dessen sechs Kanten die fundamentale Kugel
der Maassbestimmung berihren, Man vergl. hierzu den der in Rede stehenden
Gruppe gewidmeten Aufsatz von Dyck in den Berichten der Kénigl, Sachs.
Gesellschaft der Wissenschaften von 1883.

Mathematische Annalen. XL1V. 38
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bereich eingrenzen, nicht mehr so leicht zu beantworten, wie in den
bisher betrachteten Fillen. Mogen die Kreise erstlich nach Maassgabe
der Figur 5 zwei Kreisbogenvierecke eingrenzen, so miissen jedenfalls

die Winkel aliquote Theile von = sein, etwa 171:;’ - - - mit ganzen

positiven Zahlen »,,, ... . Fiir die [nvarianten entspringen nach der
erforderlichen Bestimmung der Vorzeichen die Angaben:

L )
1) j12=cos;1:—’, "’:j41=005%: Js<—1, ju<—1,

wobei des Genaueren die Zahlwerthe j,5, j,, unter der angegebenen
Grenze beliebig wihlbar sind. Unter den Bedingungen (1) bilden die
beiden Vierecke stets dem Discontinwitiitsbereich einer Gruppe, und es
entspricht somit dieser Gruppe eine Bedeckung der ganzen §- Ebene mit
zwei durch eine Grenzcurve getrenmten Vierecknetzen.

Die Entstehung der hier vorliegenden Ebenentheilung ist von der
ebenen Figur 5 aus nicht so leicht zu iibersehen; aber der Beweis der
eben formulirten Behauptung erledigt sich sofort, wenn man die
§-Ebene auf die Kugel stereographisch projicirt und letztere als
Fundamentalfidche einer auf das Kugelinnere bezogenen hyperbolischen
Maassbestimmung setat. Die den vier Kreisen K,, ..., K, ent-
sprechenden Ebenen des hyperbolischen Raumes grenzen hier einen
prismatisch geformten Bereich ein; und bei fortgesetzter Spiegelung
entspringt eine leicht iibersehbare Ausfiillung des hyperbolischen Raumes
mit abwechselnd symmetrischen und congruenten Prismen.

Eine ausfiihrliche Betrachtung der Grenzcurve ist hier deshalb
unndthig, weil sie zu keinen qualitativ neuen Ergebnissen fiilhrt. Nach
wie vor bleibt bei endlich weit getriebener Spiegelung eine Kette von
Kreisen frei, nur dass jetzt zwei auf einander folgende Kreise sich
zum Theil bedecken; und bei der Darstellung der Grenzpunkte durch
die Substitutionsketten (V, ¥, . . .) kann man von vorn herein auf die
fiir die Substitutionen ¥, .. ., V, identisch bestehenden Relationen:

(V, V=1, (V,Vyy==1, ...
Bedacht nehmen. Speciell fiir das Folgende wiirde es von Interesse
sein, fiir die zu (¥, 7;) und (¥, ¥,) gehorenden beiden Classen von
hyperbolischen Grenzpunkten eine Untersuchung durchzubilden, welche
an den entsprechenden obigen Entwicklungen ihr genaues Modell finden

wiirden, unter unerheblicher Complication der Ausdriicke fiir die charak-
teristischen Winkel u. s. w.

Zum Schlusse gelangen wir nun noch zu besonders interessanten
Ergebnissen, wenn wir unter Festhaltung der Bedingung j, < —1
die Invariante j;; = — 1 und > — 1 werden lassen. Man muss dann
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o T . .
vor allem fordern, dass num auch — j == cos e mit  ganzzahligem
3

Dositiven vy, ist. Falls diese Bedingung erfiillt ist, entspringt fiir jeden
Werth, Gy < — 1 aus Vis oo Vy eine eigentlich discontinuirliche
Gruppe. Um aber den Discontinuitéitsbereich der Gruppe anzugeben,
hat man eine Reihe von Moglichkeiten zu unterscheiden. In Figur 6
zerfillt das eine der beiden Ausgangsvierecke in zwei Dreiecke mit
reellen Orthogonalkreisen, so dass die beiden Invarianten j, und j,
positiv sind; dabei gehdrt j, - zum Dreieck der Seiten K, K,, X,
und j, zu demjenigen von den Seiten K, K,, K, Allgemein hat
man nun zu unterscheiden, ob j, bez. j, positiv, null oder negativ ist,
und gewinnt hierbei offenbar sechs wesentlich verschiedene Combi-
nationen. Ist j, = 0, so sind die drei Zahlen v, v,,, v,, bekanntlich
auf die Moglichkeiten (2, 3, 6), (2, 4, 4), (3, 3, 3) eingeschréinkt, und
fiir j, < 0 kommen die bekannten vier Zahlentripel der Gruppen der
reguliren Korper*#); entsprechendes gilt fiir j,. Sind demnach ins-
besondere beide Invarianten j, und j, null oder negativ, so bleibt fiir
die fiinf Zahlen w;; nur eine sehr beschrinkte Anzahl von Méglich-
keiten, welche man durch richtige Combination der fraglichen Dreiecks-
gruppen zu Paaren leicht abzihlt. Sind nun beide Invarianten j, und j,
positiv, so besteht der Discontinuitiisbereich (fir die ganze ¢- Ebene
gedacht) aus dem Viereck und den beiden Dreiecken; st eine der In-
varianten < O, so ist das Viereck mit dem Dreieck der positiven In-
variante zusammenzunchmen; st keine der Invarianten j,, j, positiv,
so bildet das Viereck allein den Discontinuitiilsbereich. Man hat also
hier zuletzt die interessante Moglichkeit, dass Vierecke mit durchaus
endlichen von O verschiedenen Winkeln zu einem die ganze Ebene
einfach und bis auf Grenzpunkte vollstindig bedeckenden Netze hin-
ftihren konnen.

Von dem System der Grenzpunkte aber gilt das Folgende: Fiir
Ja >0, 34 > O besteht das Grenzgebilde aus unendlich vielen Kreisen
sammt deren Hiufungsstellen; die Kreise bilden zwei Classen und stellen,
sofern wicht ji3 = — 1 ist, eine durchaus discontinuirliche Mannigfaltig-
keit dar. Ist nur eine Invariante j, oder j, positiv, so besteht das
Grenzgebilde aus einer Classe unendlich vieler Kreise und deren Heufungs-
stellen, und fir j,<0, j, <O besteht das Grenzgebilde aus einem
discontinwirlichen Punkisystem. Sobald j, (oder §,) verschwindet, tritt
eine besonders erwihnenswerthe Classe von Grenzpunkten auf, die als
auf Punkte zusammengezogene Kreise anzusehen sind. Man hat die
fraglichen Punkte als elliptisch-parabolische Grenzpunkte zu bezeichnen,
insofern sie bei unendlich vielen elliptischen und parabolischen Sub-

*) Man sehe das Nahere in den ,Vorlesungen dber Modulfunctionen®
pag. 103 ff.

38%
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stitutionen der Gruppe an ihrer Stelle bleiben; diese Substitutionen
bilden fiir sich eine Dreiecksgruppe derjenigen Art, bei welcher die
Winkelsumme der Dreiecke gleich = ist.

Die geschehenen Angaben bestitige man nun dadurch, dass man
sich den Spiegelungsprocess jedesmal im Einzelnen klar macht. Es
soll dies zuvorderst fir den durch Figur 6 veranschaulichten Fall
4, >0, j, >0 geschehen. Der die Figur umschliessende Kreis sei
K,, rechts folge K, u.s. w.; das von K, K,, K; eingegrenzte zu
Jj, gehorende Dreieck heisse D,, das dndere Dreieck D,; #quivalente
Kreise oder Dreiecke etc. mogen durch obere Indices unterschieden
werden.

Nimmt man aus Figur 6 zuvorderst K, heraus, so liegt ein Paar

von Dreiecken D,, D, vor, auf welches man die Spiegelungen ¥,
V,, V, wiederholt ausiibe. Es entsteht ein inneres und ein &usseres
Dreiecknetz, durch einen Hauptkreis getrennt. Aus jedem Dreieck

des Ausseren Netzes D,, D,,... nehme man nun die Kreise K,, K,),...
heraus, wihrend das innere Netz intact bleibt. Die etwa durch

(1, 38), (1,3),... zu bezeichnenden elliptischen Ecken des susseren
Netzes sind jeweils von 2v,y Dreiecken der Winkel -:'T., vl", ;’f; um-
geben, demnichst folgt eine den einzelnen Punkt (1,3), ... um-
ringende Kette von 22, offen bleibenden Kreisen, und hieran schliesst
sich ein Ring von 2w,; Vierecken, aussen durch Kreise K,, K/, .
abgeschlossen.

Man betrachte nun einen einzelnen Ring von 2w, Kreisen K,
um einen Punkt (1,3) und fiille diesen Ring unter vorldufiger Ver-
vachlissigung der Kreise K,, K, ... durch zwei Dreiecknetze voll-
stindig aus, wobei der Hauptkreis inmitten des Ringes verlduft.
Wihrend nun das neue innere Netz wieder intact bleibt, sind aus den
Dreiecken des #usseren Netzes (soweit dieselben neu sind) die Kreise
K,,K,”, ... herauszunehmen. Es entspringen so wiederum insel-
artig gelegene Systeme zu 2v,; Dreiecken, umgeben durch Ringe vou
2w»,; offenen Kreisen. Jeder npeue Schritt dieses Processes, der sich
nun ohne Schwierigkeit weiter fortsetzt, liefert ein neues fertiges
Dreiecknetz und eine Vervollstindigung des einen Vierecknetzes.

Da die Moglichkeit, von einem einzelnen Viereck aus ein die
ganze §-Ebene bedeckendes Netz zu gewinnen, besonderes Interesse
hat, so ist ein hierher gehoriger Fall in Figur 12 besonders erliutert.

Es ist hierhei das Viereck mit den Winkeln %, 3, 3, 3 gewabls,

wahrend v,; = 3 ist und j,, einen nicht weiter in Betracht kommenden
Werth < — 1 hat. Die beiden zu j, und j, gehorenden Kreisbogen-
dreiecke sind hier Tetraederdreiecke, und wir konnten im Sinne einer
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gleich zu bezeichnenden Sprechweise sagen, die hier vorliegende Gruppe
entstehe durch Composition der Tetraedergruppe mit sich selbst.

Zum Verstindniss der Figur 12 verfolge man das in derselben
hervortretende Ineinandergreifen von Tetraedertheilungen. Nimmt man
niamlich nach Maassgabe der letzt voraufgehenden Erorterungen vorab

den Kreis K, fort, so erzeugen die iibrigen Kreise die fiir die Tetraeder-
gruppe charakteristische Theilung der Ebene in 24 Dreiecke. Der
Zusatz der Kreise K,, K, ... liefert weiter ein in Figur 12 leicht zu
isolirendes vierfach zusammenhingendes Netz von 24 Vierecken. Im
Innern jeder noch bleibenden, von drei Kreisbogen begrenzten Oeffnung
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sieht man inmitten einen Schnittpunkt zu drei Symmetriekreisen, rings
herum aber drei weitere solche. Um jeden dieser letzteren herum ist
wieder nach Art der Tetraedertheilung ein Tripel von Kreisen zu legen,
was man in Figur 12 fiir drei unter den zuniéchst gebliebenen vier
_ Oeffnungen noch ausgefiihrt findet. In der Oeffnung finden dann 18
neue Vierecke Platz; aber es stellen sich zugleich drei neue analog
gebildete Oeffnungen ein, so dass der Grad des Zusammenhanges des
bis dahin gewonnenen Vierecknetzes um zwei Einheiten wachst.

Geht man in dem hiermit eingeleiteten Verfahren hinreichend
weit, so sinken die Inhalte der Oeffnungen unter jede Grenze, zu-
gleich aber wichst auch ihre Anzahl unbegrenzt. Man gelangt also
hier zu ganz analogen Verhdltnissen wie im Artikel IV betreffs
des Grenzgebildes. Auch hier konnte man wieder ohne besondere
Miihe zeigen, dass das Grenzgebilde ein perfectes Punktsystem ohne
Inhalt ist u. s. w.

In einigen Fillen kann man sogar das hier eintretende Punkt-
system mit dem des Artikels IV als identisch ansehen. Wenn man
z. B. die Tetraedergruppe in der Weise mit sich componirt, dass

die Reihenfolge der Winkel %, %, %, 5
von der Art des Artikels IV, welche mit der Viereckgruppe commen-
surabel ist. In diesem Falle haben namlich die Vierecke eine zu zwei
Seiten (X, und K,) orthogonal verlaufende Symmetrielinie; die Ge-
sammtheit dieser Symmetrielinien liefert dann gerade das Kreissystem
der fraglichen Gruppe ohue elliptische und parabolische Substitutionen.
Uebrigens konnte man die hier vorliegende Gesammtgruppe auch durch
Composition der Tetraeder- mit einer Diedergruppe erzeugen.

Das eben hervorgetretene Princip der Composition sweier oder
mehrerer Gruppen ist fir den weiteren Ausbau der Theorie der regu-
lairen Ebenentheilungen sehr ergiebig®). Bereits bei alleiniger An-
wendung auf die Gruppen des Tetraeders, Octaeders und Icosaeders
entspringen durch Composition zu Paaren 27 unterschiedene Gruppen,
bei denen jedesmal ein Vierecksnetz genan nach Art der Figur 12 die
ganze Ebene bedeckt. Dabei handelt es sich fiir jede Combination
"noch um oo! Gruppen, insofern ja die Invariante j,, unterhalb der
Grenze — 1 beliebig wahlbar bleibt.

In allen besprochenen Fillen mit j, > — 1 zeigte die regulér-
symmetrische Ebenentheilung ein einziges Vierecksnetz, zu welchem
eventuell noch unendlich viele Dreiecksnetze hinzutraten. Aber im
Gegensatz zu den Gruppen mit nur einer Grenzcurve gilt hier der
sehr wesentliche Satz, dass der von dem Vierecksmetz bedeckte Bereich

ist, so giebt es eine Gruppe

*¥) Man vergl. hierzu die Auseinandersetzungen von Klein in Bd. 21 der
Mathem. Annalen pag.200 u. ff,
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der Ebene unendlich hohen Grad des Zusammenhanges hat; im Falle
der Figur 12 hat man dabei das Grenzgebilde als nicht zum Vierecknetz
gehorig anzusehen.

Es liegt dieses Sachverhiltniss auch bereits bei den Gruppen des
Artikel IV vor; jedoch herrscht zwischen den dortigen und den jetzigen
Gruppen ein wesentlicher Unterschied, wenn man die gruppentheoretischen
Folgen des unendlich hohen Zusammenhanges des Netzes ziehen will.
Ein im Vierecksnetz verlaufender geschlossener Weg, der das_Grenz-
gebilde nirgends streifen soll und also nur durch eine endliche Anzahl
von Vierecken hindurchzieht, liefert bekanntermaassen eine von den
erzeugenden Substitutionen identisch erfiillte Relation, und man ge-
winnt alle derartigen Relationen von den fraglichen geschlossenen
Wegen. Dabei darf der Weg innerhalb des einzelnen Vierecks be-
liebig abgeéindert werden, ohme dass die Relation eine Modification
erfahrt.

Liegt nun irgend ein geschlossener Weg vor, so denke man sich
das Vierecknetz (und zwar gerade nach der obigen Herstellungsart)
soweit gebildet, dass alle vom Wege durchzogenen Vierecke gezeichnet
sind. Das Netz hat dann endlichen Grad des Zusammenhangs, inso-
fern nur eine endliche Reihe von Oeffnungen vorhanden ist. Man ziehe
nun den Weg zusammen und mache sich dabei im Einzelnen deutlich,
was es heisst, den Weg iiber eine der fraglichen Oeffnungen hinweg-
ziehen. Es kommt das darauf hinaus, dass man in der zum Wege
gehérenden Relation der V,, ... ¥, an einer gewissen Stelle die
Combination ¥—1. (V,V,)s .V zufiigt oder wegnimmt. Verfahrt
man aber bei einer Gruppe des Artikels IV gerade in derselben Art,
so durchzieht der Weg pach Hinwegheben iiber eine einzelne Oeffnung
zunéchst gerade dieselben Vierseite wie vorher. Im iibrigen kommen
wir bei Behandlung der geschlossenen Wege des Vierecknetzes auf be-
kannte Dinge zuriick®); wir geben etwa noch unter Benutzung einer
von Hrn. Ritter 1 c. gebrauchten Sprechweise als Resultat an, dass
fiir j,3 > — 1 neben den acht primdren Relationen:

712 = 1, cen V42 = 1) (71 VQ)”“ = 1, e sy (V4 V,)'"= 1
die eine secunddre (V, V3)» =1 besteht.

Braunschweig, den 2. Januar 1894,

¥) Siehe die Abhandlung von E. Ritter in den Mathem, Annalen Bd. 41,
pag. 8 oder die ,,Vorlesungen uber Modulfunctionen' Bd. 1, pag. 452.
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