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Uber Kleinsche Theoreme in der Theorie der linearen
Differentialgleichungen. *)

Von

E. Hus in Erlangen.

Herr Klein behandelte in seinen Vorlesungen*¥) iiber lineare Diffe-
rentialgleichungen zweiter Ordnung in den Jahren 1890—91 und 1893 —94
die Frage, inwieweit man nach Vorgabe der als reell angenommenen
singuléiren Punkte und der dazu gehdrigen Exponenten {iber die noch zur
Verfiigung stehenden Parameter dergestalt verfigen kann, da8 das Kreis-
bogenpolygon, auf welches die von der Achse des Reellen begrenzte Halb-
ebene durch den Quotienten zweier Partikularlésungen der Differential-
gleichung abgebildet wird, vorgegebene Eigenschaften besitzt.

Die allgemeinen hier einschligigen Problemstellungen sind von Herrn
Klein in einem im Herbste 1891 zu Borkum verfaiten Manuskripte, von
dem ich Kenntnis genommen habe, das aber nicht verdffentlicht wurde,
niedergelegt.

Herr Klein versuchte nun in den oben erwihnten Vorlesungen und
mehreren damals verdffentlichten Noten***) diese Probleme mit den von
ihm sogenannten Oszillationstheoremen in Verbindung zu bringen, wobei
es ihm jedoch zuniichst nicht gelang, im allgemeinen Falle durchzudringen.
Angeregt durch Untersuchungen von Herrn Hilbert, welcher im Verfolge
seiner Arbeiten tiber Integralgleichungen zu einem héchst einfachen Prin-
zipe gekommen war, das gestattet, Oszillationstheoreme auch auf solche
Intervalle auszudehnen, die sich tber singulire Punkte hinitberziehen, hat

*) Vgl. eine vorliufige Mitteilung in den Gottinger Nachrichten, Math.-phys.

Klasse, 1908. .
**) Autographierte Vorlesungdhefte; es sind jedoch nur die Vorlesungen von

1893-—1894 im Buchhandel erschienen.
. #%) 7 B, Klein, Zur Theorie der Laméschen Funktionen. Gottinger Nach-

richten 1890.
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Herr Klein diese Untersuchungen etwa im Jahre 1906 wieder aufgenommen
und in der fiir das Folgende grundlegenden Arbeit¥): ,Bemerkungen zur
Theorie der linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung® nach ver-
schiedenen Richtungen gefordert. Er nimmt dabei zunichst allerdings nur
einen Spezialfall in Angriff, der aber von entscheidender Bedeutung ist;
es gelingt ihm dabei, das Problem auf eine einfache Oszillationsforderung
zuriickzufithren. Der wesentliche innere Fortschritt dieser Arbeit liegt in
der scharfen analytischen Formulierung der schon in oben erwihnten
Arbeiten ausgesprochenen geometrischen Ideen.

Bei seinem Aufenthalte in Erlangen im April 1907 (gelegentlich des
70-jahrigen Geburtstages von Gordan) machte mich Herr Klein mit diesen
seinen Untersuchungen bekannt und wiinschte einen Beweis fiir die in der
gerade erwihnten Annalenarbeit ausgesprochenen Behauptungen. Dieser
Beweis ergibt sich nun, wie ich fand, mit groBter Leichtigkeit durch ele-
mentare Stetigkeitsbetrachtungen, die ganz analog den bei der Lehre von
den reellen Wurzeln reeller algebraischer Gleichungen benutzten sind. Mit
derselben Leichtigkeit gelingt es aber auch, die sémtlichen von Herrn Klein
von Anfang an in Aussicht gestellten Probleme zu erledigen, welche, wie
oben schon erwidhnt wurde, darauf ausgehen, den Zusammenhang zwischen
den Bestimmungsstiicken des Kreisbogenpolygons und den noch zur Ver-
figung stehenden Parametern der Differentialgleichung festzulegen. Irgend
welche hohere Prinzipien sind also fir die DBeweise nicht notwendig; die
Form der angewandten Stetigheitsbetrachtungen ist sogar in gewisser Hinsicht
noch einfacher als in den ersten auf das Oszillationstheorem begtiglichen
Untersuchungen von Herrn Klein (Math. Ann. Bd. 18, 1881).

In der folgenden Arbeit beschriinke ich mich, dem von Herrn Klein
in seiner genannten Annalenarbeit gegebenen Beispiele folgend, auf eine
lineare Differentialgleichung mit vier reellen singuliren Punkten.

Es seien also a, b, ¢, «, 8,7, & gegebene reelle Grofen und zwar sei:

(1) O<ae<l, 0<B<K], O<y<1, O0KILK];
ferner:
(2) a>b>c.

Wir betrachten dann die Differentialgleichung:

d*y 1—ea  1—f , 1—y dy Az B _
(3) cﬁ_’_-'_(x——a+x—b+w——c)d-.i'+(o:——a)(a:-—-b)(w——-c)y_o’

welche die vier singuliren Stellen a, b, ¢, d = oo besitzt. Es gehoren
dabei zu diesen singulidren Stellen die Exponentenpaare, «, 0; 8, 0; 7, 0;
d’, 0”; dabel ist:

* Mathematische Annalen, Band 64 (1907).
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(4a) at+pB+y+0+08"=2,
(4b) 56" = 4,
(40) §— 8" =4

Die AusschlieBung von O in den Ungleichungen (1), wodurch das
Auftreten logarithmischer Glieder verhindert wird, geschieht nur der Be-
quemlichkeit halber, um die Untersuchung von Spezialféllen zu vermeiden;
ebenso geschieht die Beschrinkung auf vier regulire Punkte nur deshalb,
um zunichst einen einfachen, konkreten Fall zu haben; die Untersuchung
bei # singuliren Punkten erledigt sich hinterher mit derselben Leichtigkeit.

Dagegen geschieht der AusschluB der Werte «, 8, y, d, die grofer
als 1 sind, aus inneren Griinden, da sonst die Kindeutigkeitstheoreme bei
den Oszillationsbetrachtungen verloren gehen; immerhin lassen sich auach
in diesem ausgeschlossenen Falle eine groBe Anzahl bemerkenswerter
Aussagen machen, auf die an anderer Stelle als in dieser Arbeit zuriick-’
zukommen ist. Ebenso bleibt noch der Fall komplexer singulirer Punkte
der Differentialgleichung, der komplexer Werte fiir die dazugehdrigen
Exponenten und der komplexer Parameter zu erledigen.

Es erscheint als ungemein wahrscheinlich, daB der weitere Ausbau der
von Herrn Klein in der erwihnten Annalenarbeit niedergelegten Ideen
vermittels der im folgenden durchgefiihrten Kontinuitits-Methode genau
entsprechend den urspriinglichen Zielen von Herrn Klein dazu fiihren
wird, allgemeine Sitze zu gewinnen, in demen alle die von den Herren
Klein und Poincaré ausgesprochenen Grundtheoreme der automorphen
Funktionen als Spezialfille enthalten sind. Dies wird fiir den vorliegenden
Fall ausfiihrlicher am Schlusse des § 7 erldutert werden.

Zum Schlusse dieser einleitenden Bemerkungen mochte ich nur noch
hervorheben, daB ich mich wihrend der ganzen Zeit, in der ich an den
hier folgenden Ausfihrungen arbeitete, fortwihrend mit Herrn Klein in
lebhafter Korrespondenz befand. Ich werde im folgenden daher sehr oft
Herrn Klein anzufiihren haben, was durch Beifligung des Buchstabens (K)
geschehen mdoge. '

§ 1.
Die MaBzahlen eines Kreishogenviereckes.

Unter einem Kreisbogenpolygon verstehen wir im folgenden eine von
Kreisbogen begrenzte, einfach zusammenhingende, ebene oder sphirische
Fliche, die im Inneren keinen Verzweigungspunkt besitzt. Dagegen kénnen
in den Ecken Verzweigungspunkte auftreten, d. h. die Winkel, die je zwei
aufeinander folgende Polygonseiten einschlieBen, konnen > 2z sein, auch
diirfen sich die Polygonseiten beliebig oft iiberschlagen. Es war nun bis jetzt
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noch nicht gelungen, sich iiber die allgemeinste mogliche Gestalt eines solchen
Polygons Rechenschaft zu geben. Nur die Theorie der Kreisbogendreiecke
ist durch die Arbeiten der Herrn H. A. Schwarz*), Klein*¥), Schilling#*¥)
vollstindig behandelt, so daf wir uns eine anschauliche Vorstellung aller
iiberhaupt hier moglichen Kreisbogendreiecke machen kénnen. Die Krets-
bogenvierecke wurden von Herrn Schonfliest) nur erst vorliufig auf
ihre gestaltlichen Verhiltnisse hin untersucht; eine volle Diskussion der
mdglichen Kreisbogenvierecke findet sich in der demnichst erscheinenden
Gottinger Doktordissertation von Herrn Thlenburg (Acta Leopoldina).

Wir beschiftigen uns im folgenden nur mit solchen Vierecken, deren
Winkel <z sind, wihrend allerdings die Seiten sich beliebig oft iiberschlagen
konnen; die Diskussion aller hier mdoglichen Vierecke wird sich spiter
auf das leichteste in AnschluB{t) an die Differentialgleichung (3) ergeben.
_Wir haben hier vorab nur einiges Allgemeine iiber die MaBzahlen eines
Kreishogenviereckes der betrachteten Art zu sagen.

Zu diesem Zwecke betrachten wir das Viereck auf der Kugel und
denken uns den reellen Punkten der Kugel die Gesamtheit der komplexen
Werte einer Variabelen 7 ein-eindeutig zugeordnet, wie dieses durch
stereographische Projektion der komplexen #-Ebene auf die 7-Kugel ge-
schieht. Nun kommen fiir uns nur solche Eigenschaften des Kreisbogen-
viereckes in Betracht, die bei einer linearen Transformation:

r_en+f
®) T = nth
ungeéndert bleiben, wenn e, f, g, & irgend welche komplexe Zahlen sind.
Die Substitution (5) entspricht nimlich bekanntlich dem Ubergang von
dem Quotienten zweier Partikularlosungen von (3) zu dem Quotienten
irgend zweier anderer Partikularlosungen derselben Differentialgleichung.
Wir miissen daher die MaBzahlen des Viereckes so festlegen, daB sie bei
einer () entsprechenden Transformation der n-Kugel unverindert bleiben,
was man bekanntlich dadurch erreicht, daB man eine solche projektive
MaBbestimmungi+) einfiihrt, deren MaBfliche die 5-Kugel ist. Dabei

* H. A. Schwarz, Crelles Journal Band 75.

*) F. Klein, Mathematische Annalen, Band 87, ferner: Vorlesungen iiber nichs-
euklidische Geometrie, Wintersemester 1889—90 und Sommersemester 1890, Vor-
lesungen tiber die hypergeometrische Funktion, Wintersemester 1893—94, autographierte
Vorlesungshefte im Verlag bei Teubner.

*# Fr. Schilling, Mathematische Annalen, Band 44. 1894.

§) A. Schonflies, Mathematische Annalen, Band 42 und 44. 1893, 1894,

+1) Ich werde in einer spiteren Arbeit eine auf diese Weise durchgefiihrte
Diskussion der gestaltlichen Verh#linisse des allgemeinsten Kreisbogenpolygous bringen.

+t1) Klein, Math. Annalen, Band 9, vgl. beziiglich weiterer Ausfiihrungen: Fricke-
Klein: Vorlesungen iiber die Theorie der automorphen Funktionen I, Einleitung 8.4 u. f.
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driickt man die Winkel zweier Geraden eines Biischels oder zweier Ebenen
eines Biischels oder zweier Punkte einer Punktreihe durch:

(6) ClgD

aus, wobei C eine noch geeignet zu wahlende Konstante, D dasjenige
Doppelverhiltnis ist, welches die beiden in das Auge gefaBten Elemente
mit denjenigen Elementen desselben Trigers bilden, welche die Kugel be-
rithren, bez. ihr angehtren. Da in der so festgelegten MaBbestimmung
nur Doppelverhéltnisse vorkommen, so behalten die so gemessenen GroBen
bei jeder projektiven Tramsformation des Raumes, welche die Kugel in
pich tberfihren, ihren Wert bei. Nun kann man aber die durch (5)
gegebene Transformation der n-Kugel in sich geradezu als eine projektive
Transformation des Raumes deuten. Es geht nimlich bei der Transforma-
tion (5) ein jeder Kreis der Kugel wieder in einen solchen iiber; wir ordnen
nun die beiden Ebenen, durch welche die entsprechenden Kreise ausge-
schnitten werden, einander zu; dann zeigt man leicht*), daB allen Ebenen,
welche durch einen Punkt hindurchgehen, vermittels (5) und der eben
gemachten Festsetzung solche Ebenen entsprechen, die wieder alle durch
einen Punkt gehen, so daB wir es mit einer Punkttransformation des
Raumes zu tun haben, bei welcher alle Ebenen wieder in Ebenen tiber-
gehen. Eine solche Transformation des Raumes kann aber nur eine
projektive Transformation sein, bei der also alle Doppelverhiltnisse und
speziell alle auf die 5-Kugel gegriindeten projektiven MaBbestimmungen
erhalten bleiben.

Nachdem wir dieses vorausgeschickt haben, betrachten wir die vier
Ebenen, in denen die vier Seiten unseres Viereckes liegen. Je zwei auf-
einander folgende Ebenen haben dann eine ,Kante“ gemeinsam, je drei
aufeinander folgende Ebenen eine ,Ecke“. Die vier Ebenen selbst wird
man zweckmiBig als ,Seitenfliichen” bezeichnen. Die Konfiguration, welche
von den vier Seitenflichen, den vier Kanten und den vier Ecken gebildet
wird, heiBt der zum Kreisbogenviereck gehorige Kern (K).

Der Kern sowohl wie das dazugehdrige Viereck besitzt 3.4 =12
MaBzahlen**), namlich:

1. Vier Kantenwinkel, das sind die Winkel, welche von zwei durch
eine Kante gehenden Seitenflichen gebildet werden. Wir messen diese

* Vgl. Klein, Hypergeometrische Funktion, Seite 343 oder auch z B. Burk-
hardt, Funktionentheoretische Vorlesungen, 2. Auflage, 8. 49.

#) Nihere Ausfihrungen hieriiber finden sich in der autographierten Vorlesung
von Herrn Klein dber lineare Differentialgleichungen vom Jahre 1890—91, die aber
nicht im Buchhandel erschiemen ist, sowie in dem ebenfalls nicht verdffentlichten
Borkumer Manuskript von 1891 (siche oben Einleitung).
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Winkel, wie festgesetzt, durch den in (6) gegebenen Ausdruck, wobei wir
in bekannter Weise

@ C=5

setzen. Da nun der Logarithmus um ganze Vielfache von 2 i unbe-
stimmt ist, so sind die Winkel zunichst nur mod » festgelegt. Um sie
mod 27 zu bestimmen, nehmen wir immer den Winkel, den diejenigen
durch die in das Auge gefaite Kante gelegten Halbebenen bilden, welche
die Polygonseiten in der unmittelbaren Nachbarschaft der Ecke enthalten.
Es folgt dann, daB die so bestimmten Kantenwinkel zundchst mod 2% mit
den in gewShnlicher Weise auf der Kugel gemessenen Eckenwinkeln des
Vierecks tibereinstimmen; wir diirfen durch Definition festsetzen, daB 'die
Kantenwinkel eines Kernes genaw mit den in gewohnlicher Weise gemessenen
Eckenwinkeln des Kreisbogenviereckes twbereinstimmen.

2. Vier Seitenwinkel. Wir fiihren statt der Kanten jetzt die auf ihnen
liegenden Halbgeraden ein, welche vom Schnittpunkt zweier aufeinander
folgender Kanten derart ausgehen, daB sie den auf ihnen liegenden Be-
grenzungspunkt des Vierecks als ersten Schnittpunkt mit der Kugel gemein
haben. Dann stimmt der betr. Seitenwinkel des Kerns mit dem von zwei
solchen Halbgeraden gebildeten Winkel mod 2z iiberein, sofern wir wieder-
um C durch (7) bestimmen. Diese Seitenwinkel wihlen wir als MaB fiir
die Seitenlingen des Kreisbogenviereckes, wobei wir die Unbestimmtheit
mod 2x durch die Festsetzung aufheben, daf der Vermehrung des Seiten-
winkels um 2z gerade die Hinzufiigung einer vollen Selbstiiberschlagung
der Seite entspreche.

3. Vier Kantenliingen. Jede Kante wird von der vorhergehenden und
der folgenden Kante in je einem Punkte, einer ,Ecke® geschnitten. Den
in projektiver MaBbestimmung gemessenen Abstand von zwei auf einer
Kante liegenden Ecken nennen wir Kantenldnge. Wir wihlen dabei zweck-
mifigerweise in (6) fir C irgend einen reellen Wert, wobei wir uns
noch der Bestimmtheit halber fiir den Hauptwert des Logarithmus ent-
scheiden.

Wir gehen nun dazu ftiber, die Seitenlingen und Kantenlingen durch
diejenigen Werte von 7 auszudriicken, die den Schnittpunkten der Kanten mit
der Kugel entsprechen. Es ist dabei keine wesentliche Spezialisierung, wenn
wir annehmen, daf unsere Kugel den Durchmesser 1 besitze, daB ferner die
Werteverteilung auf der Kugel durch stereographische Projektion der in
einem Punkte O beriihrenden Zahlenebene von dem dem Punkte O diametral
gegeniiberliegenden Punkte P aus erhalten ist. Dem Punkte O entspreche
7 =0, dem Punkte P 5= o0,
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Es seien nun o, ¥, ¢, d die vier Ecken des Kreisbogenviereckes;
die zweiten Schnittpunkte der Kanten des Kernes mit der Kugel be-
zeichnen wir bez. mit a”,b”, ¢’, d". Wir
greifen b heraus und bringen es durch
eine geeignete Transformation (5) nach
0, b” nach P, ferner die Seitenfliche
a't’ in den Meridian der reellen Zahlen.
Zu & gehort dann ein reeller Wert [,
von 7, zu a” ein reeller Wert [,.

Wir fithren jetzt die Verbindungs-
linie OP als z-Achse, die Tangente in
O an den Meridian der reellen Zahlen
als z-Achse ein. In diesem Koordi-
natensysteme haben ¢’ und o” die Koor-
dinaten:

— A Z = L?
Ly T

und man findet fiir die Gerade

Uy T+ Uz + uy =0,

x

; bez. &= —2—

welche durch o’ und a” geht, die Koordinaten:
® == +1l), uy =111, ug =11,

Fir den Schnittpunkt A der Achse a’a” mit der Achse b'b”, also
mit der z-Achse des Koordinatensystems ist also:

— — lllﬁ
9) x—O,z——l_lllg-

Nachdem dies vorausgeschickt ist, gehen wir dazu iiber, die Seiten-
linge b'a’ unseres Polygons zu berechnen, und stellen dazu die Gleichung
des die reellen Zahlen tragenden gréBten Kreises in homogenen Linien-
koordinaten w,, u,, u, dar.

Der Mittelpunkt hat die Koordinaten z =0, # = ;, der Radius hat
die GrofBe —;’- Also ist die Gleichung des Kreises:
O, u) = uy® — duyug — 4dug? = 0.
Dann erhilt man den in der projektiven MaBbestimmung unter Zu-
grundelegung dieses Kreises gemessenen Winkel, den zwei tn dieser Ebene
liegende Geerade mit den homogenen Linienkoordinaten u,’, uy, uy bez.

u,”, uy”, ug” einschlieBen, bekanntlich folgendermafien:

Es seien ) .,
’ r 14 (4 Y4
'+ Ay, vy AUy, ug A u
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bez.

’ r” ” ” ’ ”
u 4+ Aty Uy Aty ug + Agug

die Koordinaten der beiden Tangenten, welche von dem Schnittpunkte
der gegebenen Geraden an den Kreis gezogen werden kénnen; hier sind
J, und A, die beiden Wurzeln der Gleichung

O (W, ) + 220 W, W) + 2O, ") =0,

wobei

r o 1 a ¢ (“’9 "’l) ’” a ¢ (’“”a “') . ” a % (ulv u’) "

¢(u,u)=—§( 3%1' 'ul +A augr ug + a-—'w," 'us)
ist. _
.Da nun nach (7) C= '2’— ist, so ist der gesuchte Winkel:
] 2
: g=351835
also
- 1gﬁ —1g A
oot ote® B 1L+t ow.w)
e : BYLL | Veu,wew W)

Fiir unseren Fall ist nun nach (8):
w' == +h), w=1—bl, w =1,

r v ”
uw, =1, =0, u" " =0.

ferner ist:

) Man erhilt also fiir den von den Geraden a’a”, b'd” eingeschlossenen
Winkel ¢:
(10) cos 9 =312, sinp — 2 ph. ()

An sich wiirde bei beiden Ausdriicken ein doppeltes Vorzeichen auf-
treten, was daher rithrt, daB wir vermdge unserer Ableitung die Formeln
sowohl fir + ¢, als auch fiir die Nebenwinkel dieser Winkel gewinnen;
es erweist sich aber als zweckmiBig, fiir den frither bei der Festlegung
der Seitenwinkel niher bestimmten Winkel in den Formeln ein fiir allemal
das positive Vorzeichen zu wihlen. '

Ehe wir nun eine weitere Diskussion von (10) durchfiihren, bere¢hnen
wir noch die Kantenlinge auf 'b”. Zu diesem Zwecke haben wir nur
noch die Koordinaten des Schnittpunktes B der Kante ¢'¢” mit der
Kante b'0” anzageben. Zu ¢’ und ¢” gehoren Werte

(1) « 1=% =nef", bez. = v,=mnuef%,

wobei n, und n, reelle GroBen, Bz aber der Winkel des Kreisbogenvier-
eckes bei b’ ist. Wir drehen nun die Ebene, welche die Vierecksseite b'c’
enthilt, um den Winkel — Bz mit 5’6" als Achse, so daB der Kreisbogen
~¢’¢’ in den Meridian der reellen Zahlen falit.
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B bleibt bei der Drehung liegen, zu ¢’ bez. ¢” gehdren nach der
Drehung die reellen Werte
n=1mny, bez n=n,,

go daB wir wieder denselben Sachverhalt haben wie schon oben. Man
findet daher fiir B die Koordinaten

= __ "
(12) =0, z= :W:—”;

Durch Zusammenfassung mit (9) finden wir fiir die in der projektiven
MafBbestimmung gemessene Linge L der Kante AB:

— L, (1—1 —n Ny (1 —n
(13) L-=C-1g( 112..(.1112112): nl1i_(nln21ns)>=clg%%; (K)
wobei O, wie festgesetzt wurde, hier irgend eine reelle Konstante ist.

Nachdem wir jetet das nitige Formelmaterial ge-
wonnen haben, gehen wir zur Diskussion der Formeln
(10) und (13) diber.

1) Es mdgen, wie in nebenstehender Figur, o” und a”
zwischen & und ", d. h. /, und 7, zwischen 0 und oo a
liegen, und zwar gelange man, wenn man von b’ ent-
gegengesetzt dem Sinne des Uhrzeigers ausgeht, direkt
nach ¢’ und dann nach ¢”, ohne in beiden Fillen die
ganze Kreisperipherie ein oder mehrmals durchlaufen
zu haben. Da hierbei {; und J, positiv sind und 7, einen groBeren Wert
besitzt als 7, so ist

b”

s
Fig. 2.

l
>t
es folgt also aus (10), daB ¢ einen rein imaginiren Wert besitzt. Zu-
nichst konnen wir allerdings nur behaupten, daf
¢ =1+ 2kx
ist, wobei ¢ irgend eine reelle GroBe, % eine ganze Zahl ist; es ist jedoch
duBerst zweckmiBig und natiirlich, hier ¥ = O zu setzen.

Es ist nun fiir die spiteren Anwendungen von Bedeutung, zu sehen,
wie sich ¢ #ndert, wenn wir o’ und o” entgegengesetzt dem Uhrzeiger-
sinne den Kreis beliebig oft durchlaufen lassen, dergestalt, daB o’ niemals
@ einholt und &” niemals @’ um einen vollen Kreisumlauf tiberholt. Es
diirfte dabei zweckmiBig sein, fir ¢’ und ¢” die dazugehdrigen Werte
von u, I, und I, fir " den Wert O, fiir b” den Wert oo einzufithren.
Es sei dazu noch bemerkt, daB 4 auf dem rechts liegenden, von ¥ und b”
begrenzten Halbkreise die positiven, auf dem links liegenden Halbkreise
die negativen reellen Zahlen durchliuit.
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Zungchst kommt jetzt bei unserer Bewegung [, nach oco; es wird
also cos ¢ = 1. Da wir natiirlich ¢ sich nur stetig dndern lassen werden,
und es vorher rein imaginir war, so werden wir jetzt ¢ = 0 setzen miissen.
Dieses stimmt mit der bekannten Tatsache {iberein, daB, wenn man in
der sogenannten parabolischen Geometrie auf der Kugel die Kreisbogen
in allgemein-projektiver Weise mift, ihre Lingen gleich O sind. Wenn
ly jetzt oo iiberschritten, also negative Werte angenommen hat, wird
cos p < 1; also wird ¢ reelle Werte zwischen O und = annehmen.

Es kann nun fernerhin nach unseren Festsetzungen entweder ], = oo
und dann l, = O werden, oder es kionnen diese beiden Ereignisse in um-
gekehrter Reihenfolge oder auch gleichzeitig eintreten. Diskutieren wir
zuerst den ersten Fall, nehmen wir also an, es werde I, = oo, solange I, noch
negativ ist; es wird dann @ = =, und ¢ hat alle Werte zwischen O und =
mindestens einmal durchlaufen. Bei Weiterbewegung wird I, negativ,
lecosp|>1 und da wir wieder ¢ als sich stetig #ndernd annehmen,
¢ = + P4, wobei 1, eine reelle GroBe ist. ¢ behdlt diese Form so
lange, bis {, = O wird; es kann dabei ¢ nicht oo werden, da stets I, 2 7,
ist; gibt man daher fiir |l; —,| eine untere Grenze vor, so kann v, eine
bestimmte obere Grenze nicht iiberschreiten.

Wenn nun I, = 0 wird, wird wieder cos ¢ = — 1, also ¢ = =.

Ganz analog ist die Sachlage in dem zweiten méglichen Falle, wenn
I, zuerst O und I, dann erst oo wird, d. h. ¢ wird auch hier zuerst ==,
dann von der Form ¢ = = + ¢4, dann wieder =.

Im dritten Falle, wenn gleichzeitig I, =0, I, = co wird, erhilt ¢
den Wert =.

Nachdem nun I, den Punkt co, l; den Punkt O passiert hat, ist
lcos p| < 1; wir werden zweckmiBigerweise daher @ — m 4 1, setzen,
wobei 0 < 9, < = ist, wihrend an sich auch die Ungleichung 0 > 9y > — =
zulissig wire, was wir durch Definition ausschlieBen wollen. ¢ bleibt
jetzt reell und 0 < ¢, <=, bis entweder I, den Wert O oder [; den
Wert oo annimmt; in beiden Féllen wird cosp=1, ¢ =2x.

Eine weitere Diskussion und Festsetzung der noch frei stehenden
Definitionen geschieht ganz analog.

Da die vorstehenden Untersuchungen fiir das Folgende von grund-
legender Bedeutung sind, so wollen wir die Sachlage im allgemeinen Fall
in folgendem Satz 1 zusammenfassen.

Satz 1. Wenn I, kmal durch oo und kmal dwrch O, I, kmal durch
oo und kmal durch O gegangen ist, oder auch, wenn l; k mal durch oo,
aber nur k — 1 mal durch O, 1, dagegen k 4+ 1 mal durch oo und k mal
durch O gegangen ist, so ist der Winkel, welcher die Ldnge b'a’ mipt, von
der Form @ = 2kx + ¢i, wo ¢ irgend eine reelle Grofe ist. Geht nun
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im 1. Falle 1y das (k+ 1)* Mal duwrch oo, im 2. Falle |, das k* Mal
durch O, so ist @ = 2kx und wdchst, wenn sich 1, und 1, entgegengesetot
dem Uhrzeigersinne weiter bewegen,. alle dazwischen liegenden reellen Werte
und nur diese annehmend, auf ¢ = 2k + L)z, bis }, das (k + 1)* Mal
durch oo oder ly das (k + 1)* Mal durch O geht. Welches von diesen beiden
Ereignissen zuerst einireffen mag, ¢ wird nach dem Eintreffen des einen
bis zum Eintreffen des amderen die Form (2k -+ 1)mw + ¢i haben, beim
Eintreffen des anderen Ereignisses selbst wird wieder ¢ = (2% + 1)z sein.
Dann bleibt @ reell und erreicht den Wert 2(k + 1)z, wenn 1, das (k + 1)
Mal durch O, oder 1, das (k + 2)* Mal durch oo geht. Damit sind wir
aber beim Ausgamgspunkic des Satzes amgekommen, wenn wir nwr k mit
k -+ 1 vertauschen.

Unter Zugrundelegung der in Satz 1 getroffenen Festsetzungen wird
es zweckmiBig sein, an der Vorstellung festzubhalten, da sich die Seite
- b'd k mal durch oo, bez. k mal durch O hindurchzieht, wenn 7, bei
unserer Bewegung das k* Mal durch oo, bez. durch O hindurch-
gegangen ist.

Wir entnehmen aus Satz 1 speziell:

Satz 2. Wenn 1, und 1, von swei swischen O und + oo liegenden
Punkten ausgehend den Kreis der reellen Zahlen entgegengesetet dem Uhr-
zeigersinne beliebig oft derart dwrchlaufen, daf 1, immer vorausgeht, ohne I,
je um einen ganzen Umlauf 2w iiberholen, so nimmt @ jeden positiven recllen
Wert mindestens einmal an.

2) Wir kommen jetzt zur Diskussion von (13). Dabei ist derjenige Fall
von besonderem Interesse, in welchem das Kreisbogenviereck einen Ortho-
gonalkreis besitzt, d. h. in welchem fiir das Kreishogenviereck ein Kreis
existiert, auf welchem die vier die Seiten des Viereckes enthaltenden
Kreise senkrecht stehen. Dazu ist, wie wir zeigen wollen, die Bedingung:

(14) by = mymy
notwendig und hinreichend.*¥)

Diese Gleichung sagt nimlich nach (13) aus, da8 die Kantenlinge
AB den Wert O besitzt; daraus folgt, daB die Ecken A und B des Kernes
zusammenfallen. Es schneiden sich daher die Kanten a’a”, 80", ¢'¢” in
einem Punkte; durch diesen Punkb geht dann von selbst auch die vierte
Kante d'd”, welche mit a’a” und ¢'¢” je in einer Ebene liegt.

Ist also Gleichung (14) erfiillt, so sind alle Kantenlingen 0 und alle

Eecken des Kernes fallen in einen Punkt TT zusammen.

*) Diese Bedingung wurde von Herrn Klein in seiner Annalenarbeit Bd. 64,
§. 187 ff. auf ganz andere Weise abgeleitet und Involutionsbedingung genannt.

Mathematische Apnalen, LXVIL 15
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Wir betrachten jetzt die Polarebene TT, dieses Punktes TT in bezug auf
die Kugel. Dann steht jede Ebene E, welche den Punkt TT enthilt, auf
TT, im Sinne unserer projektiven MaBbestimmung senkrecht. In der Tat
hat das Doppelverhiltnis, das TT, und E mit den beiden in dem von TT,
und E gebildeten Ebenenbtischel enthaltenen Tangentialebenen bilden, den
Wert — 1 =e¢~", also ist nach (6) und (7) der von E und T, einge-
schlossene Winkel 1;— Speziell stehen also die vier Seitenflichen des Vier-

ecks auf TT, senkrecht. Da man nun alle Schliisse in umgekehrter Reihen-
folge wiederholen kann, so ist damit die Behauptung in ihrer vollen
Allgemeinheit bewiesen.

Wenn unun /, und [, dasselbe Zeichen haben und (14) erfillt ist, liegt
TT auBerhalb der Kugel; die Polarebene TT, schuneidet die Kugel in einem
reellen Kreise und das Viereck besitzt einen reellen Orthogonalkreis.
Wenn dagegen in (14) I, und I, entgegengesetzte Zeichen haben, so liegt
TT innerhalb der Kugel; TT, schmeidet die Kugel in einem imaginiiren
Kreise und das Viereck besitzt einen imaginéiren Orthogonalkreis.

Was nun im allgemeinen Falle die Kantenlinge anbelangt, so folgt,
da C hier reell angenommen wurde, aus (13), daB eine Kante eine reelle
Lange besitat, wenn die beiden auf ihr liegenden Ecken des Kernes gleich-
zeitig im AuBeren oder gleichzeitig im Innern der Kugel liegen. Eine
Kante hat dagegen eine komplexe Liénge, wenn die eine Ecke im Innern,
die andere im AuBeren der Kugel liegt.

§ 2.
Zusammenhang der Differentialgleichung mit den Bestimmungs-
stiicken des Vierecks.*)

Wir gehen jetzt etwas ndher auf die Differentialgleichung (3) der
Einleitung ein, wobei wir ein fiir allemal hier annehmen, daf die durch
1, 2 und 4 gegebenen Gleichungen und Ungleichungen erfiillt seien.

Es seier nun Y ?g () und ¥ . (#) die zu den Exponenten 8 beziiglich O
gehorigen Fundamentallssungen von (8) im Punkte b; den bei Y (2) noch
zur Verfigung stehenden konstanten Faktor denken wir uns so be-
stimmt, daB :

(15) ' Yo%) —1

ist; ebenso denken wir uns ¥3(z) fest normiert, behalten uns aber die
nihere Festsetzung hieriiber fiir den nichsten Paragraphen vor.

*) Vgl. Klein 1 ¢. Bd. 64.
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Fiir die singuliren Punkte a4 und ¢ sollen nun die entsprechenden
Fundamentallosungen Y, ¥g, Y,, Yosein. Wir denken uns in diesen
die noch zur Verfiigung stehenden konstanten Faktoren so gewshlt, daB
sie sich beim Hinschreiten lings der Stiicke ad, bez. cb der reellen
a-Achse in der Form darstellen lassen:

Y‘Z=Y’{}—Z1Yg; Y;.—_Y%-—%Yg;

(16) i '
Yo=Y, —15Yy Yo=Y3—uY,

Dabei sind I, und I, reelle GroBen, », und », dagegen komplexe, und
zwar ist: v, = e*F™. p | vy = e*F7. ny, wenn %, und n, reelle GréBen sind
(vergl. Formel (11)). .

Wir zeichnen nun weiterhin & aus und setzen:

Yy
17 n= Pe] .

Dieser Quotient bildet die von der reellen Achse begrenzte Halbebene
der z auf ein Kreishogenviereck ab, das wir uns zweckmiBigerweise statt
in der y-Ebene auf der 7-Kugel gelegen denken. Den singuliren Punkten
a, b, ¢, d = oo entsprechen die Ecken o, ¥, ¢/, d' des Viereckes,

Wir fiihren neben o', V', ¢, d' die Punkte a”, b”, ¢”, d” ein, d. h. die-
jenigen Punkte, in denen die Kanten des zu dem Kreisbogenvierecke ge-
hérigen Kernes die Kugel das zweite Mal schneiden.

Nun entspricht einem vollen Umlaufe in der z-Ebene um b eine
Drehung der »-Kugel von der Amplitude 228 um die Achse 5'd". Die
diesem Umlaufe entsprechende Substitution ist:

o = &mF s
daraus folgt, daB das zu b” d.h. zu dem 2. Fixpunkte bei der Drehung
gehorige  den Wert oo besitzt. Es verschwindet also Y3(%) in dem Punkte
¥, Y'(z) in dem Punkte b” der 7-Kugel. Analog folgt, daB Y7, ¥, ¥y, ¥
beziiglich in den Punkten o, a”; ¢, ¢” der 5 Kugel verschwinden. Aus
(16) und (17) folgt dann, daB 7 in den Punkten: :

a’, al’; b” bll; c’, 0”
bez. die Werte annimmt:
by g3 0, 0059y, 7.

Wir baben nun schon im letzten Paragraphen die Seitenfliche &'¢’
in die den Kreis der reellen Zahlen enthaltende Ebene gedreht; diese
Drehung wird uns such hier niitzliche Dienste leisten.

Um sie analytisch zum Ausdruck zu bringen, werden wir zweck-

m#Bigerweise eine bestimmte Verabredung iiber die Festlegung der zu b
15*
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geborigen Fundamentallosungen treffen. Wir machen nimlich folgende Fest-
getzung:
19) Yp=(z—b)f Py(e —b) fir >
( Y} = (b— 2)f B, (0 — b) far & <,
d. h. wir setzen
Yp=|z—blf PBy(@ — b) und analog Yy = |z —a|*P,(z —a),
und entsprechend
¢ © 19 1 © 1 | 1
Y= |o— ol B, =0, Yi=| [ Be(3), To=|5[ e (5)

Dabei schreiben wir P als Symbol einer Potenzreihe mit von O ver-
gchiedenem konstanten Glied; die vorkommenden Potenzen reeller positiver
GroBen aber sollen selbst reell und positiv genommen sein.

Diese Festsetzung beztiglich der Fortsetzung tiber einen singuliren
Punkt hinaus wurde von Herrn Hilbert zunichst in dem Falle eingefithrt,
daB «, B8, 7, 0’ — 0" verschwinden, Herr Klein hat dann in der &fter ex-
wihnten Annalenarbeit von 1907 diese Festsetzung fiir allgemeine Werte
der «, B, y und &"— §” fixiert und geometrisch interpretiert, was wir im
folgenden beniifzen miissen.

Unter der Annahme des durch (18) ausgedriickten Fortsetzungs-

prinzips unterscheidet sich =L zwar fir alle Werte von 2 zwischen o und b

]
von der abbildenden Funktign n iiberhaupt nicht, fir alle Werte von =
zwischen & und ¢ jedoch um den Faktor e—#7%; diesem Faktor entspricht
aber gerade eine Drehung der d'¢’ enthaltenden Seitenfliche in die Ebene,
welche den Meridian der reellen Zahlen enthilt. .

Wir haben algo hier dieselbe Drehung, die wir bei der Ableitung
von (13) beniitzten.

Unter Zugmndelegu'ng des durch (18) gegebenen Fortsetzungsprinzips
erhalten wir in (16) nach geeigneter Abinderung der Normierung von
Y, Yqstatt v, v, die Werte 2, und n,, so daB wir mit den Ergebnissen
des § 1 zusammenfassend haben

Satz 3: Es sei unter Zugrundelegung des durch (18) gegebenen Fort-
setzumgsprinsipes
19 Vo= Yp— LYo Yy=Ys—n Y5
1) Vi=Yp—1,Y5 Yo=Yp—u ¥y
dann erhilt mam fir die Lingen @, und @, der Vierecksseiten a'b’ wnd b ¢’
nach (10): '

(20) ‘ o8 @p; = hth  os P, =

—

und nach (13) fir die Linge L der Kante auf b'b":

Hy + Wy

Ny — My
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11
(21) L=C-lg ;nii ,
wobeis C eine reelle Konstante ist,

Es ist damit ein einfacher Zusammenhang zwischen den MaBzahlen
des Kreisbogenviereckes und den durch die Fundamentallésungen definierten
GroBen 1, 1y, n,, n, aufgestellt.

Wir haben jetzt noch die Abhingigkeit dieser Grofen von dem

- Parameter B zu untersuchen, wobei wir uns sogenannter Oszillations-
betrachtungen bedienen wollen. Ehe wir aber dazu iibergehen, wollen wir
die Differentialgleichung auf eine fiir diese Untersuchungen geeignetere
Form bringen; ferner wollen wir diskutieren, welchen Einflufl es auf die
Differentialgleichung hat, wenn wir statt d einen anderen singuliren Punkt
in das Unendliche werfen.

8§ 3.
Umformungen der Differentialgleichung. Allgemeine Bemerkungen
iiber Oszillationsbetrachtungen.

Wir setzen jetzt gem#B unserem Fortsetzungsprinzip:

(22) dt = dz

T la—ala—bPla—c| T

Dann geht (3) tiber in

Iw_al2—2a]x_b|2—2ﬁ|m_cl2—ﬂ

a*y
(23) et ®—a)(@—D0b)(x—-c)

" (42 + By =0.

Dadurch erhilt man nicht nur, wie man sieht, die Differentialgleichung
in einfacherer Gestalt, sondern es ist auch, wenn wir die Ungleichungen
fiir &, B, y beriicksichtigen:

e () -0 (B9, -0 (SE).-0

= __d—r rx=0
da:ja z. B.
(280) (3280 g —ape izt m—cltr)

Ferner ist nach (18):

b 4

i (), = 1 ()

Wir wollen nun die i § 2 verschobene Fesiseteung der Normierung

" von Y2(2) derart treffen, dap:

45 ()
dat

. _ - d_lz?f_@) -1
E:Eé )w=b+s =T 1’ also E:I(l) At Jy=b-e
ist.
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Fassen wir dieses mit der in (15) gegebenen Festsetzung zusammen,
80 hat man:

@) L®)=1, (F¥@) =0, Yp=0,lm (5 73@)

= b+a
lim (z% y:;(x))z_b_a= —1.

In den zu @ und ¢ gehérigen Fundamentalldsungen sind dann die an
sich noch willkitrlichen konstanten Faktoren durch die Gleichungen (19)
festgelegt; aber auch in diesen beiden singuléren Punkten haben die dazu
gehorigen Fundamentalldsungen die Eigenschaft, daB immer die eine da-
selbst verschwindet, die andere eine dort verschwindende 1. Ableitung besitzt.
 Die Giiltigkeit von (24) beruht wesentlich auf der Voraussetzung, daB
«, B, ¥ kleiner als 1 sind, und dieses ist auch der Grund, warum wir
diese 80 stark beschrinkende Voraussetzung einfiihren muBten.

In der Tat ist (24) fiir die folgenden Oszillationsbetrachtungen veon
grundlegender Bedeutung, wenigstens was die dabei auftretenden Kin-
deutigkeitsfragen anbelangt; denn die benutzten Beweismethoden versagen
zum grobten Teile, wenn die in (24) auftretenden GroBen, anstatt zu ver-
schwinden, unendlich groB werden.

Es ist noch 2w untersuchen, was aus A4 in (3) bes. (28) wird, wenn
wir statt d einen anderen singuliiren Punkt in das Unendliche werfen. Zu
diesem Zwecke fiigen wir voriibergehend 4 und B den im oo gelegenen
Punkt als Index bei, so daB wir z B. in (23) statt 4 wnd B 4, und B,
zu schreiben hdtten. Wir fithren jetzt statt x die Grofe Z =-_50-—!—~_b
als Variable ein, dann geht (3) in eine Differentialgleichung analoger Art
ilber, welche die singuléren Stellen @ = b—_lj&, b~ 00, = béc’ d=0

besitzt, wobei jetzt aus den Ungleichungen a>b> ¢ folgt, daf ¢ >d > @ ist.

Die Diﬂ'erentialgleichung (3) geht daher iiber in: -
1——7 1—@"+0)  1—ea\dy
z’ -2 ( + 2 Tz é) dz

—ac Y|
+m(¢4db—;§+ Bd)y=0'
. Setzt man dann noch y = 2"y, so erhilt man fiir y, die Gleichung:
(26) T4 4 G=L+*

— (@ =), 1—a\dy,
+ ) +(z——c)z(z a)<A Z+Bb)y1==0

2 Z2—uaq

Dabei wurde gesetzt:
27 (B + 07) = 43
(28) (t+a)yd;—ed" (1 —e)y—ad"(1—y)—acB,—acd,b=DB,
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Da nun a@¢ seiner Definition gemiB einen negativen Wert besitzt,
so steigh und fillt, wie aus (28) unmittelbar folgt, B, gleichzeitig mit B,.

Uberhaupt spielt jetzt das Intervall (d, ¢) dieselbe Rolle, wie frither
das Intervall (b, a), das Intervall (@, d) dieselbe Rolle, wie frither das
Intervall (c, b).

Wenn also A4, und 4, dasselbe Vorzeichen besitzen, so kénnen wir
die Sitze tiber das Verhalten von Losungen der Gleichung (3) in dem
Intervalle (b, @) bzw. (¢, b) unmittelbar als Sitze iiber das Verhalten von
Losungen der Gleichung (26) fiir die Intervalle (d, ¢) bzw. (@, d) aus-
sprechen und daher gelten diese Shtze, soweit sie durch die ausgefiihrten
Transformationen nicht modifiziert werden, unmittelbar fiir die Losungen
der Differentialgleichung (3) in den Intervallen (d, ¢) bzw. (a, d). Es ist
also von grioBter Wichtigkeit, die Vorzeichen der GroBen 4 zu diskutieren.
Da wir alle vier Punkte gleichmiBig behaundeln wollen, setzen wir:

0" (e +0)=A4, 0" (B+)=A4, " (p+0) 4, 0" =4,
Es sind dann folgende Fille moglich:

I A, sei positiv, « + 8+ y < 2.

Da nun a4 f+y+0 +0"=2, §'0"=4,>0 ist, muB sowohl ¢’ als
auch 0" positiv sein. Nun sind ¢, B, 7 nach (1) positive GroBen, also sind auch
A, A,, A, positive GroBen. Man kann diesen Satz auch sofort umkehren.
Es seien A,, A,, A,, A, positive Grofen. Da 4,> 0, so sind 0" und 6"
entweder gleichzeitig positiv oder gleichzeitig negativ. Sind 0" und 6"
positiv, so folgt aus (42), daB o« +  + » <2 ist. Nehmen wir aber an,
es wiren sowohl 0’ als auch d” negative Grofen, dann folgt, daB jede
der drei GroBen «, f, y groBer ist als |0'+- 07|, da ja mach (1) z B.
¢+ <2 und nach (4a) ¢+ f+y— |0+ 0”| =2 ist. Daher wiren
in diesem Falle 4, A4,, 4, negativ, was gegen die Voraussetzung ist.
Wir haben also:

Satz 4: Ist A,>0, e+ p+p <2, so sind 4,, 4,, 4, positiv; sind
A, A, A, A, positiv, so ist immer e+ B+ y <2.

IL. Esist 4,>0, at+B+y>2

Aus (4a) folgh jetzt, daB 6" und ¢” negative GroBen sind. Dann
zeigh man, wie eben, daB jede der drei GroBen a, B, ¥ grofer ist als
|8"+ 87|, also ist gewiB (« -+ 0")>0, (8+6")>0, (v + ) >0, und
es folgt 4, <0, 4,<0, 4,<0, so dab wir also den Satz haben:

Satz 5: It 4,>0, e+ B+ 7> 2, so sind 4,, 4, und 4, negative
Gripen. Ist 4,>0, 4,<0, 4,<0, 4, <0, so ist e +f+y> 2.
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Der 2. Teil dieses Satzes 5 folgt unmittelbar aus der Tatsache, daB
0" und 0” negative GréBen sein miissen, da sonst aus Satz 4 folgen wiirde,
daB 4, 4,, 4, positive GroBen sind.

Es sei jetzt 4, negativ. Dann sind folgende zwei Fille moglich. Ent-
weder sind alle vier GroBen A4, 4, A, und 4, negativ, oder es ist zum
mindesten eine von diesen GroBen positiv. Wenn aber eine dieser GriBen
positiv ist, so haben wir einen zu Fall I oder zu Fall IT analogen Fall
Ein zu Fall I analoger Fall ist aber unmdglich, da 4, negativ ist.

Wir haben also

SBatz 6: Ist A, negativ, so sind entweder alle vier Grifien 4,, 4,
A, A, negativ oder sum mindesten drev von ihnen.

Wir kommen also bei negativem 4, nur, wenn der zu II analoge
Fall nicht eintrifft, auf einen neuen Fall:

. 4,<0, 4,<0, 4,<0, 4,<0.

Den Satz 6 sieht man auch ohne Zuhilfenahme der Sitze 4 und b
leicht folgendermaBen ein. Da nach (4¢) 0" — 0" =0 und nach (1)
0 < d <1, ferner nach Voraussetzung 4, negativ ist, so ist gewif 0” < 0.
Es sei nun B beispielshalber die kleinste der GroBen «, f und y und nicht
nur g+ 0” < 0, sondern auch p + 0”<< 0, dann wire, da

a+ﬂ+7j+6’+6”=“+ﬁ+a’/+7}+6l’+6,——6l'=2
u+3’—6">2,

was aber unmoglich ist, da « <1 und ¢'— 0" < 1 ist. Es kann also
unter der Annahme, daB § die kleinste der GroBen e, B, y ist, bei den
gemachten Votraussetzungen nur A4, positiv sein, womit Satz 6 aufs neue
bewiesen ist.

* Um die Tragweite dieser auf so einfache Weise gewonnenen Sitze
klar zu machen, wollen wir folgendes Theorem aussprechen, dessen 1. Teil
im nichsten Paragraphen, dessen 2.Teil im § 8 bewiesen wird.

Satz T: Ist A, positiv, so besitet hichstens die eine der beiden nicht
durch & gehenden Seiten des Kreishogenviereckes eine in projektiver Maf-
bestimmung gemessene Limge mit von O verschiedenem reellem Teile. Ist A4,
negativ, so besitet mindestens die eine der beiden wicht durch d gehenden
Seiten des Kreisbogenviereckes eine in projektiver Mapbestimmung gemessene
Linge mit von O werschiedenem reellem Teile.

Um derartige Sitze zu beweisen, bedienen wir uns sogenannter
»Oszillationsbetrachtungen.*) . Die urspriingliche Form des Oszillations-

ist,

*) Eine ausfiihrliche Literaturangabe iiber diesen Gegenstand findet sich in
dem Artikel von Herrn Bécher iiber ,,Randwertaufgaben bei gewohnlichen Differential-
gleichungen“, Encyklopidie der math. Wiss. IL A 7a, 1900.
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theorems findet sich in den Arbeiten von Sturm wund Liouville im
Bande I und II von Liouvilles Journal aus den Jahren 1836—1838. Esg
handelt sich dabei im wesentlichen wm folgendes Theorem.

Bs sei (%, #,) ein Intervall der z-Achse, ferner seien zwei in diesem
Intervalle stetige Funktionen ¢ (2) und ¢(x) gegeben; iiberdies sei () fiir
2, <x <2y stets > 0. Wir betrachten dann die Differentialgleichung:

(29) LY 4 (Ao + v @)y = 0.

Dann kann man stets einen und nur einen reellen Wert des Para-
meters 4 derart bestimmen, daf eine Losung y von (29) existiert, fiir die

a 1. .. . .
a—ayg . ?m 2, und z, je einen vorgeschriebenen Wert annimmt, welche ferner

zwischen z, und 2, eine gegebene Anzahl von Nullstellen besitzt, womit
die ‘Anzahl von Halboszillationen festgelegt ist, die y im Intervalle macht.
Dieses Theorem wurde dann von Herm Klein*), der den Namen Oszil-
lationstheorem schuf, aufgenommen und dahin erweitert, daB er Differential-
gleichungen mit m Parametern betrachtete und die m Parameter durch den
obigen analoge Grenzbedingungen bez. Oszillationsforderungen fiir m Inter-
valle festlegte. Dann aber untersuchte Herr Klein, zunéchst allerdings nur
fiir einen Spezialfall, auch solche Oszillationstheoreme, bei denen sich das
Intervall bis an singulire Punkte heranzieht. Herr Bocher™®*) zeigte nun
in der Folge ganz allgemein, daB das Oszillationstheorem fiir Intervalle, die
an singuliire Punkte heranreichen, bestehen bleibt, sofern die Exponenten-
differenzen der in Betracht kommenden singuliren Punkte reell sind,
zwischen O und 1 liegen und von dem Parameter unabhingig sind. Man

muf aber dann, statt den Wert des Quotientenyy in den Randpunkten

vorzuschreiben, angeben, welchen linearen Kombinationen der zu den sin-
guliren Punkten gehdrigen Fundamentallgsungen y proportional sein soll.
Ferner werden von Herrn Bocher auch solche Fille erdrtert, bei denen
die Exponentendifferenzen >1 sind, diese bleiben aber hier auBer Betracht.

Bei allen diesen Erweiterungen des Oszillationstheorems blieb man
dabei stehen,”daB man, wenn ein Parameter gegeben war, auch nur fir
eine Losung der Differentialgleichung Grenzbedingungen vorschrieb. Unsere
Aufgabe ist es aber, den Parameter B in (3) derart zu bestimmen, daB
die durch (10) oder (13) gegebenen Verbindungen von L, ly, n, ng voI-
geschriehene Werte annehmen, d. h. wir haben im ersten Falle zwei

*) Math. Annalen 18, Gottinger Nachrichten 1890, vgl. auch Vorlesungen
ber lineare Differentialgleichungen 1894. (Autographiertes Vorlesungsheft, Verlag

Teubuner).
*) American Bulletin, Oktober 1898 u. April 1900.
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Losungen, Y., Y, im zweiten Falle vier Losungen Ya, ¥,, ¥, Yo zu
betrachten und den Parameter B so zu bestimmen, daf, wenn diese L&-
sungen durch die Fundamentallssungen Yj und ¥ > in der durch (19) ge-
gebenen Weise dargestellt werden, entweder ;‘—_'_;;5 oder ;f’ii% in geeigneter
Weise vorgeschriebene Werte annehmen. » v

Um diese Probleme zu behandeln, miissen wir zunéchst die Abhiingig-
keit der GroBen I, I, n,, n, von B direkt untersuchen und dann erst die
aus ihnen gebildeten Ausdriicke (10) und (13) in ihrer Abhingigkeit von
B diskutieren.

Diese Methode wird uns iiber die meisten hier in Betracht kommenden
Fragen in befriedigender Weise Aufschlufl erteilen.

Es ist nun im folgenden ein wesentlicher Unterschied zu machen, ob
A positiv oder negativ ist. Wir lassen zunichst, um einen konkreten
Fall zu haben, d im Unendlichen; es geht dann aus den Untersuchungen
am Anfang dieses Paragraphen hervor, wie wir aus diesem Spezialfall
AufschluB iiber die Verhdltnisse gewinnen, die eintreten, wenn wir einen

anderen singuliren Punkt in das Unendliche werfen.

§ 4
Oszillationsbetrachtungen bei positivem A.
Wir gehen von der Differentialgleichung:
a2 T — 2-2«a z—2Db 2-2p w_c2—-2y
(23) Eiti:_'_ | 2 (m—ta)(wwib)(xlc) |
aus, wobei & >b> ¢ und 4> O ist.
Dabei ist also:
|—a P | g b2 | g 2V
(@—a)x—Db)(x—o¢
fiir b <z < a negativ, fiir ¢ < < b positiv.
. Wir fithren jetzt ein rechtwinkliges Koordinatensystem #, z ein und
betrachten die verschiedenen Lagen der Geraden: -
z2=Axz+ B
bei variierendem B, dem Parallelverschiebungen der Geraden entsprechen,
da A einen festen, positiven Wert besitzt.
,.J“'B Als Anfangswert wihlen wir B=—05-4, d. h.

< b e wir geben der Geraden die in nebenstehender Figur
_ gezeichnete Lage. Dann aber ist in (23) der Faktor
Fig. 5 von y sowohl im Intervalle (¢, b) als auch im Intervalle

(b, @) negativ und dies ist die einzige mdgliche Lage der Geraden, bei der
der Faktor von y in beiden Intervallen durchaus dasselbe Vorzeichen besitzt.

-(dxz+ B)y=0
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Verschieben wir die Gerade nach oben, so wird fir das Intervall (c, b)
der Faktor von y in einem immer grofer werdenden Teile dieses Intervalles
positiv, verschieben wir die Gerade nach abwirts, so gilt dasselbe vom
Intervalle (b, a). .

Wir untersuchen jetzt den Verlauf von Yy und Y, in den Intervallen
(b, @) und (b, ¢) unter der Annahme daB B = —b4 sei. Es ist nach (26):

Y4(0) =0, lim (ad—t Yh() =1

z=bte
Da nun in (23) der Koefﬁz1ent von y nach unserer Annahme im Inter-
valle (b, @) negativ ist, so folgt, dad & T t2 immer dasselbe Vorzeichen hat
wie y. Nun sind in der unmittelbaren Nachbarschaft von %, d. h.
von dem Werte von £, der zu & = b gehort, Y’,;(x) und — Yfg(x) positiv,

2
also ist auch g—{, Y%(w) positiv, d. h. aber, Z?—t Y?g(x) und also auch Y(g(x)
wachsen bestindig, wenn sich ¢ von #, nach ¢,, d. h. nach dem zu 2 =a
gehorigen Werte von ¢ bewegt. Da ferner nach (25)

o) =1, (5Y@)._,, .~
ist, so folgt auf dieselbe Weise, daB

Y, (), Y° o(2) und Z7 dts 240

im ganzen Intervall durchaus posmv sind. Es empfiehlt sich, den Verlauf
von Y ,g(w) und Y (z) graphisch darzustellen und zwar als Funktionen
von ¢, wie es in Figur 4 geschieht.

Nun soll sich Y* in der Form Yl,} —1,Y, dar-
stellen lassen derart, daB Y.’ (a)=0 ist; daraus folgt,
da$ 1, positiv ist. Ebenso folgt, daB I, positiv ist,
denn man hat ja:

=141, (%@),_,=0
tim (3 Y5()), ., _,> O

lim (0% Y@),., >0

=g -2

Wir untersuchen jetzt fiir den betrachteten Fall die gegenseitige Lage

von I, und J,. Es ist:
Y%(w) l (dt Y.,___[f(m))z =a—e,
?

l,= Y’{, @ ° = 1im (_‘il_ - (@)

dt r=qg— &
also:
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. D@ (5 70) e (5 ),
(30) l— I, — lim s=a—s L
=0 Y3@)- (3; Yo)
Nach dem fritheren sind aber
. d
Y2 (a) und lim (33 ¥ ()

r=a— &

positiv, ferner ist fir b <z <a:
d a
Yo (x) 7 Ys(z) — Y;(x)a“t Y, (%) = const.,
wie aus einem bekannten Satze der linearen Differentialgleichungen un-
mittelbar folgt. Zur Bestimmung der Konstanten setzen wir x=lim (& + &)
e=0

und finden ihren Wert gleich 1. Es folgt also aus (30) 4, — 7, >0, d. h.
(31) L> 1.

Wir leiten jetzt die analogen Resultate fiir #, und n, ab, wobei wir

zunichst zeigen, daB Y7 («) und Yfg(x) auch zwischen #, und £, den in
Figur 4 schematisch angegebenen Verlauf haben. Da n#mlich:

. a
Fe)=0, lm(3¥i@),, .~
. a
Y@ =+1, Im (5 V@), , =0
so folgt, daB mit abnehmendem ¢, also auch mit abnehmendem z:
a d |
@, |#T@®) L@ |50
durchaus und zwar immer stirker wachsen. Es ist also sicher:
. a
Y3(0)>0, Y,(9>0, lim (5 ¥ @), _,. <0
. a
];li_x; (aat Y(b) (m))x=0+e< O

Da nun
Yy (0)=0=Y;(c)—n ¥q(0),

. (4 e . Td b b
lim (2 Yo @)),_,,, =0 =1lim [ (V3 (&) — s Y3 ()]
so folgt, daB », >0 und 7, >0 ist. Ferner hat man analog wie oben:
d a
. Y’g (c) (3—7.5 Yg (w)) - YI()) () (ﬁ Y};’ (c))a:=c+s "
ny — %y = lim NZ
=0 Y50 (7; Yo @)

- 1 <0.

- nie (L o),

rx=c+%+8 w=c+e’

Z=c+ &

r=¢ e
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Daher ist:
(32) Ny > Ny,
Zusammenfassend haben wir also:

Satz 8. Iss A>0, B=— bA, dann verschwindet weder Yf; (2)
noch Yo () im Intervalle b < x < a oder im Intervalle ¢ <z < b; es sind
ferner 1, ly, my, ny positive Grofen und es ist ly > 1, ny >n,.

Die Giiltigkeit dieses Satzes ist wesentlich von der Annahme 4>0
abhingig.

Um nun weiterhin zu sehen, wie sich die GréBen 1, l, n,, n, mit
abnehmendem oder wachsendem B #indern, bedienen wir uns folgenden Satzes:

Es sei

(33) L) = dt’ + p(t) u=

wobei @ (f) eine stetige Funktion von ¢ ist. Es seien ferner # und i
reelle Zahlen, dann gilt die Identitdt:

(34) f(vL(v)——-uL(u))dt~—[ - %’Z

Wir betrachten jetzt speziell die beiden Gleichungen:

aty  |lx—al*" |z —b>Flz—c % _
(353) T T =0 = E—3 (Az+B)y=0
una:

@y | |e—a e —b " Flo—c" P _
(3%5a) 5+ s Vg 5y o (4z+ B+ &)y =0.

Die Losungen von (3ba) sind analytische Funktionen von &. Die zu
(85) gehorigen Fundamentallssungen bezeichnen wir wie frither; die zu
(35a) gehorigen Fundamentalldsungen und GroBen zeichmen wir durch
Hinzufiigung eines Index & aus, wir schreiben also z. B.:

Ya o b, & Z(el) Yb, &
Wir setzen nun in (33) bzw. (34).

. ’x_a}2—2u|x_b'2—2ﬁ|w_c|2—2}’
90 = =@ —ne—0

w=Y"(2), v=Ye();

CAz, b=t =1,

dann erhélt man:

‘a

AT 2 2a pi2—38p — 2-2y a, 6 o £,
e 12 al(w_a)(m_wb)(wtfc)c. L YE%(a) - Yo (@) dE =1 — 15
7
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it
Nun is e a "z — b2 2Bz — e
(®x—a) (®x—b)(x—o0) .

im ganzen Intervalle negativ, ferner konnen wir & so klein wihlen, dap
sich Y%%(x)- Ya («) beliebig Wenig von (Y (x))* unterscheidet; fiir kleine
positive Werte von & ist daher der Wert des Integrals negativ, also
I, > 1@, fir kleine negative Werte von ¢ ist I, <Il®). Es folgt wn-
mittelbar, daf derselbe Satz auch fiir [,, dagegen der entgegengesetste
Satz fir n, und 7, gilt. Denn man sieht gofort, daB das Verhalten von
Yg(x) und Y2 (z) im Intervalle (b, c) bez. einer Abwirtshewegung der Ge-
raden 2= Az + B dagselbe ist wie im Intervalle (b, a) bez. einer Aufwirts-
bewegung dieser Geraden und umgekehrt.

Wir diirfen uns also im folgenden stets darauf beschrinken, die
Verinderung von 'k, I, %, 5 bei einer Abwirtsbewegung der Geraden
von der Anfangslage aus zu diskutieren. Zunichst verzeichnen wir aber den

Satz 9. Wenn wir die Gerade z = Az + B parallel zu sich nach
-unten verschieben, so wachsen 1, und Iy, n, und ny nehmen dagegen ab; ver-
schicben wir die Gerade nach oben, so mehmen 1l wnd ly ab, n, und n
wachsen.

Da nun bei der Abwirtsbewegung der Geraden von der Anfangslage
aus der Koeffizient von y in der Differentialgleichung in dem Intervalle
(b, ¢) immer stirker negativ wird, so gelten die Schliisse, durch welche
wir bei der Anfangslage zeigten, daB

d d :
Y@, L@, Y@, |5 Y@

im Intervalle (b, ¢) mit abnehmendem ¢ fortwihrend wachsen, a fortiori
konnen daher

Y@, T3 lim (573 @)

nicht verschwinden; dsnn folgt aber aus (19), daB », und n, stets' von 0
verschieden sind. Verbinden wir dies mit den Sitzen (8) und (9), so
erhalten wir, da ja n; und n, nie einander gleich werden kdnnen,

Satz 10. Ist B< —bA, so sind n, und ny stets positiv, ny > n, und
Y5 () und Y o() sind stets von O verschieden, wenn ¢ <z < b; ist B>—bA4,
so sind 1, und ly stels positiv, Iy > 1, und sowohl Y (z) als auch Y, (z)
sind von O verschieden, wenn b < x < a.

Wir knnen diesen Satz auch folgendermaBen aussprechen:

Satz 11. Wenn B<<—bA, so erstreckt sich die in den Meridian
der reellen Zahlen gedrehte Seite b'c’ direkt von O bis au dem positiven
Wert ¢, ohne die Kreisperipherie mehrmals zu umspannen. Ist dagegen

und  lim (5; Yo ()

r=c+s z=cte
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B>—bA, so erstreckt sich die Seite V'a’ direkt von O bis zu dem  posi-
tiven o'

Etwas komplizierter ist die Sachlage in den beiden anderen Fillen
zu deren Untersuchung wir uns jetzt wenden. Wir wollen also z. B. diej
Anderung von l; und I, bei Abwirtsverschiechung der Geraden aus der
Anfangslage verfolgen. Dabei wissen wir zuniichst, daB sich
Y3 (@), Yi(@), lm Fre)_ lim HY@) ., Luwdi,

r=a

stetig mit B verindern. Ausgenommen dabei sind zuniichst nur die Fille,
in denen I, und I, unendlich werden; in diesen Fillen #ndern sich aber

711 bzw. —lt— stetig.

Um weitergehen zu konnen, miissen wir jetzt das Sturmsche Oszilla-
tionstheorem heranziehen und zwar fiir ein Segment, an dessen beiden
Enden singulire Punkte liegen. Wir kionnen hier nun auf zwei ver-
schiedene Weisen verfahren. Wir konnen nimlich den oben erwihnten
Satz des Herrn Bocher, der aussagt, daB das Oszillationstheorem hier
noch gilt, direkt beniitzen; wir kommen aber auch zu Ende, wenn wir
nur als bekannt voraussetzen, daf wir — B so groB wihlen k¢nnen, daB
in irgend einem zwischen ¢, und #, gelegenen Intervalle die Losungen der
Differentialgleichung, also speziell auch Y; () und ¥; (z) mindestens
eine gegebene Anzahl von Nullstellen besitzen. Dieses folgt unmittelbar
aus dem am Ende des vorigen Paragraphen zitierten Satze von Sturm,
wenn wir noch hinzufiigen, daf die Nullstellen irgend zweier Ldsungen
einer solchen Differentialgleichung sich stets trennen. Wir werden diesen
letzteren Satz spiter noch direkt beweisen.

Es tritt nun die Frage auf, wie es moglich ist, daB bei Abwirts-
bewegung unserer Geraden von der Anfangslage aus Nullstellen von
Y ,2 (z) und Y, (#) im Innern des Bereiches (b, a) entstehen kénnen.

Von b aus konnen bei sich verinderndem B keine Nullstellen in das
Innere hereinriicken, da man, sofern nur B unterhalb einer endlichen
Grenze bleibt, von # — b aus nach rechts ein endliches Intervall derart

angeben kann, daf innerhalb desselben
d d
@, Y@, L7@, L@

gewif nicht verschwinden. Aber auch im Innern des Intervalles (b, a)
kann keine Nullstelle entstehen; denn nehmen wir an, es verschwinde fiir
B=B, Y!(x) im Punkte =7, wobei {, <t <{, ist, ferner seien die
zu B> B, gehorigen Y, (#) in der Umgebung von #=7 durchaus von 0
verschieden, wenn B nahe genug an B, liegt. Nun sind Y, (#) und Yz (2)
in der Umgebung von =7 analytische Funktionen von ¢t und B, es
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miifite daher unter den obigen Annahmen fiir B = B, aufler (Y(,b )
auch noch (c% Y, (a:))t_t verschwinden; dann aber wire fiir B = B,

Y, (x) =0, was widersinnig ist. Es kann also Y, (z) bei Verkleinerung
von B nur dadurch im Innern des Intervalles Nullstellen erhalten, daB
Y2 (a) verschwindet und diese Nullstelle in das Innere des Intervalles
riickt. Da man nun nach den obigen Ausfiibrungen B so stark negativ
wihlen kann, daB jede Losung der Differentialgleichung, also auch Y, (x)
in einem zwischen b und @ gelegenen Intervalle mindestens eine vor-
gegebene Anzahl n von Nullstellen besitzt, so folgt, daB ¥, () mindestens
»n mal verschwinden muB, wihrend B sich von B = — b4 soweit abwiirts
bewegt, da ja fiir B—= — b4 Y, (x) im Intervalle (b, a) keine Nullstelle
besaB. So oft aber ¥ (a)=0 ist, muB es proportional mit Y2 () sein,

dieses ist aber nach (19) nur dann méglich, wenn 1-0,dh l, =+ oo ist.

Nun kann bei abnehmendem B die Gr6B8e I, im allgemeinen nur wachsen, es
springt also !, von + oo mach — oo und durchwandert alle reellen Zahlen,
bis ¥y(a) wieder verschwindet. Da ferner I, stets I, vorauseilen muB, so
durchliuft auch I, beliebig oft den Kreis der reellen Zahlen, ohne aber
je I, um einen ganzen Umlauf iiberholen zu konnen. Wir haben also
folgenden wichtigen Satz gewonnen:

Satz 12. Ist B<—~ bA, so durchlaufen die Werte 1, und 1,, wenn
wir B gentigend abnehmen lassen, den ganzen Kreis der recllen Zahlen ent-
gegengesetet dem Uhrzeigersinn beliebig oft, ohme daf3 daber 1, je 1, eimholen
oder Iy wm einen gamzen Umlauf 1, dberholen kann; man kann alse B so
klein wihlen, daB die Seite o' den Kreis der reellen Zahlen eine gegebene
Zahl Male wmspannt. Ist dagegen B> —bA, so durchlaufen, wenn wir
B gewiigend wachsen lassen, die Werte n, und n, den Kreis der reellen
Zahlen entgegengesetst dem Uhrzeigersinne beliebig oft, ohne daf dabei n,
je my einholen oder ny um einen gamzen Umlouf ny iberholen kann; man
kann also B so grof3 wdhlen, dap die i den Meridian der reellen Zahlen
gedrehte Seite b'c den Kreis der reellen Zahlen eine gegebene Zahl Male wm-
spannd. .

Einen genaueren Hinblick in das Verhalten der Seitenlinge erhalten
wir jetzt durch Zuhilfenahme von Satz 1 und 2. Wir entnehmen daraus
speziell folgende SchluBfolgerung:

Satz 13- Man Fkann stets B so bestimmen, daf3 die Seite a'b’ eine
gegebene reelle Seitenlinge ¢ besitst.  Dogegen kann man fir o'd nich
Jede beliebige Seitenlinge von der Form km 4+ yt vorschreiben, wo k eine
ganze Zahl, y eine vorgegebene reelle Grofle ist.

Aus Satz 12 konnen wir jetzt auch unmittelbar den ersten Teil von
Satz 7 entnehmen; denn, wenn B < — b4 ist, sind #, und %, durchaus
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positiv (vgl. Fig. 5), ebenso wenn B> —b4 ist, sind I, und I, positiv,
also ist in dem einen Fall die Linge von ¥'¢, im anderen Falle die von
b’'a’ rein imaginir.

Wir haben aber jetzt erst gezeigt, daB man den Parameter B stets
so bestimmen kann, daB die Seitenlinge von o’b" einen vorgeschriehenen
reellen Wert annimmt, es folgt
aber daraus keineswegs, daBl bei
Vorgabe einer reellen Seitenléinge
von a'b’ auch der Parameter B
eindeutig bestimmt ist. Wir wer-
den im nichsten Paragraphen
diese Liicke ausfiillen, indem wir
zeigen, daf, wenn wir fir die
Seitenlinge @ einen reellen Wert
vorschreiben, der nicht gerade
von der Form %z ist, wo k eine
ganze Zahl, der Parameter B ein-
deutig bestimmt ist. Was die
reellen Werte Lz anbetrifft, so folgt aus Satz 1 ja schon, daB es. zu
@ = kmw zwel Parameterwerte B gibt, es miiite denn gleichzeitig I, = O,
l, =00 oder I, =00, I, =0 sein. Desgleichen kann es natiirlich nicht
gelingen, die eindeutige Bestimmung von B durch eine Seitenlinge
@ = kw 4+ ¢4 zu erweisen; denn man ersieht ja sofort aus Satz 1, daB
es dazu entweder iiberhaupt keinen Parameterwert B oder mindestens
zwei Parameterwerte gibt.

Zum Schlusse dieses Paragraphen wollen wir nur noch hervorheben,
daB in der hier gegebemen Ableitung des einschligigen Oszillations-
theorems vieles enthalten ist, was sich unmittelbar auf den Fall tiber-
tragen 148t, bei dem die Exponenten «, B, y zum Teil > 1 sind.

Fig. b.

§ 5.
Eindeutige Bestimmung von B durch Vorgabe einer reellen Maf-
zahl fiir die in projektiver Weise gemessene Seitenlinge von a’ b'.
Wir bedienen uns zum Nachweise des angekiindigten Satzes einer
Methode, welche von Herrn Klein im Falle oc————%-, =75, y——=% n

seinen Vorlesungen®) entwickelt wurde, die aber sehr leicht verallge-
meinerungsfihig ist. Wir nehmen also an, die Seitenlinge a'd’ sei reell

# Klein, Vorlesungen iiber lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung, 1894,
S. 879.

Mathematische Annalen. LXVI 16
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und gleich der Grofe %ar, wobei ZZ— eine rationale, nicht ganze Zahl

sein soll. 'Wir setzen jetzt:

(36) dr — | dt) = e ]

lz—al'=%[a—b|*~Flo — "

Wenn z jetzt »mal den Weg von b nach o und von « nach & zuriick
durchliuft, wichst v von %, bis t, + 2n(t, — t,); dabei bezeichnen wir die
zu 2z =0 und z=>b gehdrigen Werte von ¢ mit ¢, und ¢,. Durch die
Festsetzung in (36) haben wir erreicht, daf die auf der x- und ¢-Achse
iibereinander liegenden Intervalle auf der z-Achse nebeneinander zu liegen
kommen,

Wir fithren jetzt fiir Yﬂb (#) und Yq(x) ein neues Fortsetzungsprinzip
ein, indem wir festsetzen, dafl sich

Y (@), Y@, LY@, +¥ @

lings des ganzen Segmentes auf der z-Achse stetig veriindern, dann gilt
dasselbe auch von

a (] d a d @
Y. (x)r X, (x); ar Y, (x): ar Y, (x)
Nun ist fiir 2 =0

lim (55 ¥ @),_,_ =0 =lim (3 %' @) __,

es wird also Y;(z) an der Stelle o infolge

; unserer Festsetzung gerade so reflektiert, wie es
NG /| dorthin gekommen ist, . b. auf dem Riickwege
a % von @ aus hat Y¢(#) denselben Wert in.

Y, irgend einem zwischen a und b gelegenen.
Punkte £ den es auf dem Hinwege zu a hatte.

Fig. 6. Anders aber verhilt sich Yo (2) bei der Re-—

flexion. Eg ist ndmlich Y, (a) =0, dagegen ist auf dem Hinwege

. d G . N d (4]

lim (7 X2 @), ..., = im (3 72 @)
auf dem Rickwege

. d a 3 d a

fm (72 72 @), =~ lim 3 7% @)
Nun #ndert sich die Differentialgleichung nicht, wenn wir v statt &
einfiihren, und wir haben in Y; (#) vor und nach der Reflektion zwei
Lésungen der Differentialgleichung, deren Anfangswerte gerade das ent-
gegengesetzte Zeichen haben, also haben diese Losungen durchaus gleich

groBe absolute Werte, aber entgegengesetzte Vorzeichen, d. h. es wird
gemiB unserer Festsetzung Y7 (z) als — Y, (#) an a reflektiert. Als Funk-

rx=0—¢& z'=¢~£’

T=0—&
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tion von 7 haben Yg und Y. hiernach den in Figur 6 verzeichneten Ver-
lauf; wir verstehen dabel unter 7, den Wert von 7 in b nach der ersten
Reflexion.

b
Was bedeutet das fiir y = z’%%—) ? HEs gehe durch die Reflexion in a

Yo (@)
n in ¢, iiber, dann ist nach (19):
n—1 — M -4
n—1l =4’

d. h. aber, die %-Kugel erleidet bei der Reflexion eine Drehung von der
Amplitude = um a'a” als Achse. o uud &” bleiben bei dieser Drehung
liegen, & und b” gehen in zwei andere Punkte b, und &" des reellen
Zahlenkreises iiber, und zwar geht 4,’4,” durch den Schnittpunkt von 4"
mit a'a”, da ja dieser Punkt bei der Drehung liegen bleibt. Die Linge
der Seite a'b,’ ist natiirlich gleich der von b'a’. Der Reflexion an b
entspricht in gleicher Weise eine Drehung der Kugel von der Amplitude =
mit b,"b,” als Achse, o’ und a” gehen dabei tiber in @," und @,”. n Re-
flexionen an a und b entsprechen also hintereinander ausgefiihrten Drehungen
von der Amplitude # um die Achsen
a'a’s b'b"; a'a”s b/b)"s . Ghog@n_g; bami1bi-1; @n_ran-1; b,
Dabei geht a,” und a,” aus a,_; und a,_; durch eine Drehung um
die Achse b,b,” hervor nnd b, bzw. b,” aus b,—; bzw. b;_; durch eine
Drehung um die Achse a;_;a,_;. Bei jeder Drehung bleibt der Scheitel
des die Seitenliinge messenden Winkels liegen und jeder Winkel hat die

Grofe %ﬂ. Die Linge des zwischen b und b, liegenden Bogens ist

also % w20 =2mm, d. h. der Bogen b'd, durchliuft von b’ ausgehend

den Kreis der reellen Zahlen gerade m mal und.endigt wieder in b’

Unter Festhaltung des am Anfang des Paragraphen ausgesprochenen
Fortsetzungsprinzips muf also  im Innern des Intervalles zwischen 7,=7%,
und 7, = 4, + 2% (¢,—1,) genau m mal unendlich werden und aufler in 7,
und in 75, noch in m — 1 Stellen im Innern dieses Intervalles verschwinden.
Um dieses zu erreichen, miissen wir in der Differentialgleichung

2 2|22 b2 2B |22

(37) %g‘ +! ](mwla) (x—[b) (mLc) — (42 + By =0
den Parameter B so bestimmen kOnnen, daf im Intervalle (z,, 7%) eine
Lésung existiert, die im Innern des Intervalles stetig ist, eine stetige
erste Ableitung besitzt und auBer in 7, und T, noch in m — 1 Punkten
im Innern des Intervalles verschwindet.

Dieses ist aber ein ganz gewGhnliches Oszillationstheorem, welches
nur insofern von den sonst gebrauchten Oszillationstheoremen abweicht, als

16*
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im Innern und auf dem Rande des Intervalles singulire Stellen liegen,
die von demselben Charakter sind, wie die im vorigen Paragraphen be-
handelten. Dabei soll aber jetzt die gewiinschte Losung, sowie ihre nach »
genommene erste Ableitung tber die im Innern gelegenen singuliren
Stellen hinweg stetig fortgesetzt werden. Man zeigt nun, genan wie im
letzten Paragraphen, daB man den Parameter B immer so bestimmen kann,
daf den gewiinschten Oszillationsbedingungen®) geniigt wird; wir konnen
iiberdies dieses Resultat selbst, ohne neue Oszillationsbetrachtungen, aus
dem vorigen Paragraphen tibernehmen. KEs bleibt also nur mehr zu be-
weisen, dafl auch der Parameter B durch diese Oszillationsbedingungen
etndeutig bestimmt ist. Um zu zeigen, daB es nicht zwei Parameter, B,
und B, (es sei dabei B, > B,;) geben kann, fiir welche je eine Liosung
Y (#) bzw. Y4 (x) der Differentialgleichung existiert, die fiir v = 7, und
7 =1, verschwindet und im Innern des Intervalles m — 1 Nullstellen hat,
machen wir folgende Hilfshetrachtung.

Es sei 7; ein Punkt des Intervalles, » und v je eine Losung mit
stetiger erster Ableitung von (87) fiir B = B, bzw. B = B,; ferner sei
#(r,) =0 und v(z,) = 0. Wir konnen ferner es immer so einrichten, daf
w (t) und »(7) fiir die Werte von 7, die > 7, und in geniigender Nahe
von 7, sind, positiv ausfallen. Wir zeigen dann, daB die auf 7, folgende
Nullstelle 7, von u(r) weiter entfernt ist, als die nichste Nullstelle 7,
von v(r). Denn nehmen wir zunichst an, es liege zwischen 7, und =,
keine Nullstelle von «(z) und »(¢r). Nun ist nach (34)

T2

| — 2—2a; ___bi2~—2{31 . '2—27
(88) flzmel e e (B, — B u(e) 0(s) ds

I
—[ ar az 1=11— ar 't=‘52.

Es ist aber der Ausdruck unter dem Integralzeichen zwischen z, und 7,

durchaus negativ, also hat das ganze Integral einen negativen Wert, ferner
ist (%)1“2 negativ, da ja u(r;) =0 und u(7) vorher positiv war, es mu8
also v (v,) negativ sein, also v(z) zwischen v =17, und 7 =7, eine Null-
stelle besitzen, da wir annehmen, daf v (zr) fiir = > 7, zunfichst positiv
sein soll.

Diesen Hilfssatz verbinden wir mit einem zweiten Hilfssatz, den wir
schon frither beniitzten und der aussagt, daB zwischen zwei Nullstellen

einer Losung u, der Differentialgleichung (37) jede andere Losung u, der-

7

* Unter Oszillationsbedingungen verstehen wir die Grenzbedingungen und die
Zahl der Nullstellen.
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selben Differentialgleichung mindestens eine Nullstelle besitzen muB. Der
Beweis dieses zweiten Hilfssatzes folgt unmittelbar aus der Gleichung

d d
ty (7). Us (7) — 1y (v) 3. % (v) = const;

verschwindet némlich %, fir v =7, und 7 = 7,, so ist:

uy (v (720 (), = (=) (Fo (),
und da

(@), ., wd (Gu <v>),=,,

entgegengesetzte Zeichen haben, so haben auch u, (z,) und u, (;) entgegen-
gesetzte Zeichen.

Nun folgt aus dem ersten Hilfssatze, daBl die v =, zun#chst liegende
Nullstelle von Y (v) weiter von © = 7, wegliegt, als die nichstliegende

Nullstelle von ¥4 (r); wir nehmen nun an, diese Elgenschaft gelte bis zu
den g'*® Nullstellen, d. h. es liege die ¢* Nullstelle von Yﬁ (z) weiter von
7 =7, entfernt als die Qte Nulistelle von ¥ (7), dann liegt auch die
(0 + 1)* Nullstelle von Y (z) weiter von 7 = 7, entfernt als die (o + 1)
Nullstelle von Y§(r). Denn wihlen wir fir 7, die ¢* Nullstelle, fiir ,
die (p + 1)* Nullstelle von ¥ (z), fir » Y5 (z), dann existiert nach dem
ersten Hilfssatze fiir B, eine Losung v (z), die fir z =1, und r =1, < 1y
verschwindet. Nach dem zweiten Hilfssatze mub aber dann zwischen 7, und
7y auch eine Nullstelle von Y 3 (7), also zum mindesten die (g + 1)“’ Null-
stelle von Y (v) liegen. Daraus folgt aber unmittelbar, dab Y/g (r) und
Y; 5 (z) nicht gleichzeitig in 7, und v, verschwinden und im Innern gleich
viele Nullstellen besitzen konnen. Also ist B durch die Oszillations-
forderungen eindeutig festgelegt.

Damit ist bewiesen, daB durch Vorgabe einer Seitenlinge in der
Form %n der Parameter B eindeutig bestimmt ist, sofern 3;% keine ganze

Zahl ist. Es folgt aber hieraus in Verbindung mit den Sitzen des letzten
Paragraphen, daB durch Vorgabe irgend einer reellen Seitenlinge v, die
gerade kein ganzes Vielfaches von  ist, der Parameter B eindeutig fest-
gelegt ist. Denn es ergibt sich ja aus jenen Untersuchungen, daf mit
der Seitenlinge ¢ sich umgekehrt auch B stetig &ndert, sofern 7 kein
ganzes Vielfaches von = ist, so daB wir stets rationale Werte von ¢ an-
geben konnen, die teils gréBer sind als 9, teils kleiner sind und zu be-
liebig nahe benachbarten Werten von B gehoren.

Man sieht iberdies leicht ein, daB das Resultat dieses Paragraphen
von der Annahme 4 > O unabhingig ist, da sich alle Untersuchungen
nur auf das eine Intervall (b, @) bezichen, und alle Sitze, die wir be-
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niitzten, von den Eigenschaften, die wir aus der speziellen Anfangslage
der Geraden 2 — Az + B gewannen, unabhiéingig sind. Wir haben also
ganz allgemein den

Satz 14. Wenn wir fir die in projektiver Mapbestimmung gemessene
Léinge ¢ der Seite '’ einen belichigen reellen Wert vorschreiben, so st da-
durch der Parameter B eindeutly festgelegt. Ausgenommen ist dabei nur
der Fall, in dem @ =kx und k eine ganze Zahl ist; dann gibt es stefs
zwer und nur swei Porameterwerte B.

§ 6.
Festlegung des Parameters B durch eine Kantenlinge, wenn 4 > 0.

Nach Satz 3 ist die Kantenlinge auf der Achse b b” wesentlich be-

stimmt durch den Quotienten ;‘i: . Wir gehen wieder von der Anfangs-

lage der Geraden 2= Az + B fir B=—1b4 aus, bei der sowohl I,
und ,, als auch %, und n, positiv sind. Aus Satz 13 folgt, daf wir B
von dem gewihlten Anfangswerte aus so weit wachsen lassen konnen, daB
n, das erste Mal oo wird; das geschehe fiir B=f,; n, ist dabei
noch positiv, ebenso !, und l; fiir B = g, ist also n,n, = o0, I,1, > 0.
Lassen wir aber jetzt von B = f§, aus B wieder abnehmen, so nimmt n,
und #n,, also auch #,n, kontinuierlich ab, dagegen wachsen I, und i,
also auch [;7,, bis I, = oo wird, was natiirlich erst fiir B < — b4 ein-

treten kann; es geschehe fir B= B, Der Quotient ;‘—;’- nimmt  also,

wenn B von f, nach §, geht, alle Werte zwischen O und o einmal und
nur einmal an, da ja der Zdhler kontinuierlich wichst, der Nenner da-
gegen kontinuierlich abnimmt; die Seiten b'¢’ und b'a’ haben dabei nach
Satz 1 rein imagindre Werte. Wir haben also:

Satz 15. Wenn A positiv ist, kann man den Parameter B auf eine
und nur eine Weise so bestimmen, daf die Kantenlinge auf der Achse b'b”
wrgend einen zwischen 0 und oo gelegenen reellen Wert besitet und die beiden
Seiten b'c’ und b'a’ rein imaginire Lingen haben.

Speziell kénnen wir daraus folgendes Theorem, das sogenannte Grund-
theorem®) entnehmen:

*) Nach der Ausdrucksweise vor Herrn Klein in den Math. Annalen Bd. 64.
Das Grundtheorem deckt sich in dem Falle, da8 «, f8, y, 0 reziproke Werte ganzer
Zahlen sind, mit dem sogenannten Fundamentalthecoreme der automorphen Funktionen,

(Vergl. Schluf des § 7.) Die Bestimmung des Parameters B fiir das Grundtheorem sowie

1

1.
fiir die ersten Obertheoreme wurde fiir den Fall « = S = 50 Y=g im An-

2 3
schluB an die von Herrn Klein im Sommer 1907 gehaltenen Seminarvortrige von
Herrn Rothe mit Hilfe der elliptischen Funktionen rechnerisch durchgefiihrt. (Monats-

hefte fir Mathematik und Physik, 19. Jahrgang, S. 2581f)
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Satz 16. Wenn A, positiv ist, kann man den Parameter B auf eine
und nur eme Weise so bestimmen, dafi das Viereck einen Orthogonallreis
besitzt, den die Seiten V' a' und b’ wicht schmeiden.

Denn aus den Untersuchungen am Ende des § 1 folgt unmittelbar,

daf das Viereck dann und nur dann einen Orthogonalkreis besitzt, wenn
7—%% =1, also die Kantenlinge auf )" den Wert O hat. Da nun I,
und I, positiv sind, so liegt der Schnittpunkt der
Achse a'a” und b6’ auBerhalb der Kugel, woraus
folgt, daB der Orthogonalkreis reell ist. Es sei nun
in Figur 7T 0,0, die Schnittlinie dieses Orthogonal-
kreises mit ‘dem Meridian der reellen Zahlen, dann
lehrt ein Blick auf die Figur in Verbindung mit
Satz 1, daB die Forderung, die Seite 8"/, soll den Ortho-
gonalkreis nicht schneiden, identisch ist mit der For-
derung, daB b'a’ eine rein imaginire Seitenlinge be-
sitzen soll. Uber das Verhalten der Seiten d’a’ und
d'b in bezug auf den Orthogonalkreis werden erst Fig. 7.

die folgenden Paragraphen Aufschluf geben.

Wir lassen jetzt B von 8, an weiter abnehmen, », und n, bleiben
nach wie vor positiv, I, ist zunichst noch positiv, & dagegen negativ,
l—‘l% ist also fiir die Werte B <, zunichst negativ und sein absoluter
Betrag nimmt zunfichst im allgemeinen ab, wobei aber Schwankungen
nicht ausgeschlossen sind. Es sind dann zwei Fille zu unterscheiden
wie wir schon frither bemerkt haben. Entweder wird nimlich bei fort-
wahrendem Abnehmen von B zuerst [, O und erst sphter I, = o0, oder

diese beiden Ereignisse treten in umgekehrter Reihenfolge ein. Im

) . L1 .
ersten Falle wird, wenn B von f; an abnimmt, —:* zuniichst alle Werte
172

zwischen — oo und O mindestens einmal annehmen, dann aber alle Werte
zwischen 0 und 4 oo einmal und nur einmal, bis I, = + co geworden
ist. Es durchliuft dabei die Kantenlinge auf '0” zuniichst alle Werte
zwischen Cwi + oo und Cwxi— oo von der Form Cmi+ D, wobei D
irgend eine reelle GréBe ist, jeden solchen Wert mindestens einmal an-
nehmend; dann aber durchliuft sie alle reellen Werte zwischen — oo und
+ oo, jeden Wert einmal und nur einmal annehmend. Solange dabei
I, < 0, ist die Lénge der Seite b'a’ rein reell, aber < =, wenn §, > 0, ist
die Seitenlinge von der Form = 4 i, wobei ¢ eine reelle Grofe ist.
Ganz anders aber ist das Verhalten der Kantenlinge im zweiten Falle,
in dem I, znerst oo wird. Jetzt durchléuft die Kantenlinge nicht mehr
alle Werte zwischen Cwi + o0 und Cni— oo, sondern sie kehrt nach
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Cmi+ oo zuriick, wenn / = oo wird. Von da an durchwandert —3‘—1;—
alle Werte zwischen oc und 0, aber wir kénnen nicht mehr direkt schliel%eni
daB der Bruch dabei monoton abnimmt, da ja Zéhler und Nenner gleich-
zeitig abnehmen. Aber jedenfalls nimmt dabei die Kantenlinge jeden
reellen Wert zum mindesten einmal an. Dabei ist die Linge von a'd’ reell
und kleiner als &, solange !, positiv ist, dagegen von der Form x4 i,
wenn [, und I, negativ sind. Nachdem wir so den einfachsten Fall vollig
diskutiert haben, kdnnen wir gleich anschlieBend an Satz 1 im allgemeinsten
Fall das Resultat aussprechen, wobei uns jedoch aus naheliegenden Griinden¥)
pur die Fille interessieren, in denen die Kantenlinge reell ist, die Seiten
a’b’ und b'¢ also komplexe bzw. rein imaginire Lingen besitzen. Man
hat dann:

Satz 17. Wenn die Linge von a'b" die Form km + i hat, wobei k
eine beliebige vorgegebene ganze Zahl, v eine noch unbekannte, reelle Grofe
ist, so kann man den Parameter B stels so bestimmen, dafy dic Kantenlinge
'Y einen beliebig vorgeschriebenen reellen Wert zwischen — oo und + oo
‘ammimmt.  Ist spesiell &k eine solche ganze Zahl, daf3 die Werte I, und I,
2u denen Seiten von der Linge kx + i gehoren (wobei ¢ irgend eine reelle
GriPe ist), positiv sind, so ist der Parameter B durch Vorgabe von k und
der Kantenlinge eindeutiq bestimmd.

In den anderen Fillen, in denen /; und /, beide negativ sind, kénnen
wir iiber die eindeutige Bestimmtheit des Parameters B nichts Sicheres
aussagen. Es ist dabei noch hervorzuheben, daB, wenn /, und [/, bei irgend
einem Werte von ¢ positiv bzw. negativ sind, sie bei festgehaltenem % fiir
jedes reelle ¢ positiv bzw. negativ sind.

Der Beweis des Satzes 17 ist nun folgender: Soll die Linge von a'd’
die Form %n + 9% besitzen, so muB die Achse a'a” die Achse b'd” auBer-
halb der Kugel schneiden, also miissen /, und [, gleichzeitig positiv oder
negativ sein. !, und /, kdnnen aber, wenn wir von dem in Satz 15 er-
ledigten Fall absehen, nur dadurch bei abnehmendem B beide positive
Werte annchmen, daB die eine von den beiden GroBen schon positiv ist,
die andere durch O hindurchgehend positiv wird, was fir B= B, ein-
treten moge. Dann wachsen aber I, und I, mit abnehmendem B, bis fiir
B = B, diejenige GroBe, die am Anfang schon positiv war, oo wird.
7, und n, nehmen aber mit abnehmendem B ab und sind gewiB, da
B < — b4, positiv; also wichst ’-Zl},’:v von O bis oo, jeden Wert einmal

172
JPOR—

*) Man sieht ja aus dem eben behandelten Fall, daf man nicht immer reelle B
zu einer Kantenlinge von der Form Cxi -+ D bestimmen kann, wenn D eine be-
liebig vorgegebene Konstante ist.
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und nur einmal annehmend, wenn B von B, bis B, abnimmt. Anderer-
seits konnen l; und J, nur dadurch beide bei abnehmendem B negative
Werte annehmen, daB die eine der beiden GroBen schon negativ ist, die
andere durch oo hindurchgehend negativ wird, was fiir B = B, eintreten
moge. Dann nehmen die GroBen |I,| und |I,| mit weiter abnehmenden B

ab, bis fiir B = B, die eine verschwindet. é‘i: nimmt also von + oo
1772

bis 0 ab, wenn B von B, bis B; sinkt, und zwar nimmt 7—2‘% jeden
2

zwischen oo und O liegenden Wert mindestens einmal an; daB aber jeder
solche Wert wirklich nur einmal angenommen wird, diirfen wir nicht
schliefen, da ja Zahler und Nenner gleichzeitig abnehmen.

Damit sind alle Aussagen des Satzes 17 bewiesen. Als Spezialfall
von Satz 17 haben wir:

Satz 18. Wenn A positiv ist, kann man den Parameter B stets so
bestimmen, daf3 das Viereck einen (reellen) Orthogonalkreis besitst, den die
Seite a'b’ genau k mal schneidet.

Damit ist die Existenz der sogenannten ,Obertheoreme®*) bewiesen.
Uber die eindeutige Festlegung von B durch diese Bedingung gilt dasselbe
wie bei Satz 17.

Es tritt jetzt die Aufgabe an uns heran, das Verhalten der beiden
nicht durch b gehenden Seiten zu untersuchen; dieses wird uns dann er-
lauben, die Sitze 17 und 18 noch weiter zu vertiefen.

§ 7.
Nithere Ausfiithrungen fiir den Fall, daf die Winkelsumme im Vier-
ecke kleiner ist als 2x. (Fall I des § 3.)

Wir haben jetzt das Material beisammen, um in dem in § 3 mit I
bezeichneten Falle die Untersuchung iiber die Abhingigkeit der Maf-
zahlen des Viereckes vom Parameter B zum Abschluf zu bringen.

‘Wir beniitzen dazu den 1. Teil des Satzes 7, dessen Beweis sich am
Schlusse des § 4 findet. Es sind nimlich hier 4., 4,, 4,, 4, positiv,
folglich kann jetzt durch eine jede Ecke des Vierecks hochstens eine
Seite gehen, deren Linge einen von O verschiedenen reellen Wert besitzt.
Nun kann man nach Satz 18 bei positivem 4, die GroBe B, immer so
bestimmen, daff das Viereck einen Orthogonalkreis besitzt, den die Seite &'’
% mal schneidet. Dann hat die Linge von a'b’ die Form kx -+ ¢4, wo ¢
irgend eine reelle GroBe ist. Ist daher die ganze Zahl k >1, so kann
weder die Seite b'¢’ noch a’d’ nach dem 1. Teil des Satzes 7 den Ortho-

*) Vergl. Klein, Math. Annalen, Bd. 64, Seite 185.
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gonalkreis schneiden. Der von den Vierecksseiten gebildete Linienzug
geht aber von " aus und endet in demselben Punkte; nun schneidet #'a’
den Orthogonalkreis £ mal, und zwar miissen wir uns iibereinanderliegende
Punkte der Seite 8o’ in verschiedenen Blittern einer Riemannschen Fliche
3 liegend denken. Es soll aber der Linienzung, der
von a'd’, d'¢, ¢t gebildet wird, von o« nach ¥
zuriickfihren, wobei a'd” und ¢’b” den Orthogonal-
kreis nicht schneiden. Dieses ist nur moglich,
wenn ¢'d’ den Orthogonalkreis % mal schneidet.

Ist aber ¥ =0 und schneidet auch b’¢’ den
Orthogonalkreis nicht (Satz 16), so kénnen auch
die beiden anderen Seiten den Orthogonalkreis
nicht schuneiden. Denn ¢'d’ und d'a’ kénnen den
Orthogonalkreis nicht alle beide schneiden, wenn
aber ¢'d’ allein den Orthogonalkreis schneidet,
so wiirde d’ auf der anderen Seite des Orthogonalkreises oder gar in
einem anderen Blatte wie o, ¥, ¢ liegen, was doch unmdglich ist, da
d'a’ den Orthogonalkreis nicht schneiden kann. Wir haben also:

Satz 19. Ist a4+ 84+ y+ 0 —0"<<2, so schneidet beim Grund-
theorem keine VierecRsseite den Orthogonalkreis, bei den Obertheoremen gibt es
mmmer zwei gegeniiberliegende Seiten, die den Orthogonalkreis nicht schneiden;
die beiden anderen Seiten schmeiden den Orthogonalkreis gleich off.

Wir kénnen den eben gewonnenen Satz noch etwas verallgemeinern.
Wir verstehen unter ¥, ¢,, ¥, u. s. f im folgenden beliebige reelle GroBen.
Es sei dann bei der Existenz eines Orthogonalkreises die Lénge von b'a’
gleich Zx + v¢,¢, wobeli & Null oder eine ganze Zahl ist; dann ist die
Linge von ¢'d’ von der Form kx + 94¢. Lassen wir jetzt B, weiter ab-
nehmen, so wird die Linge von b'a’ zunichst die Form kz erhalten,
dann auf (k + 1)z wachsen und bei abermaligem Auftreten eines Ortho-
gonalkreises von der Form (k+ 1)x + ¢ sein. Nun verhilt sich mnach
§ 3 das Wachsen und Sinken der Seite ¢'d’ bei Veriinderungen von B,
genau wie das Wachsen und Sinken der Seite b’a’, d.h. die Linge der
Seite ¢’d’ wird bei abnehmendem B, zuniichst die Form k= annehmen,
dann auf (k+ 1)x wachsen und bei abermaliger Existenz eines Ortho-
gonalkreises die Form (¢ 4+ 1)z 4 v, besitzen. Es folgt also:

Satz 20. Ist ¢ +B+y+ 0 — 8" <2, so ist der Unterschied zwischen
den reellen Teilen der Lingen gegewiiberliegender Seiten mie > .

Die gleichzeitige Betrachtung zweier gegeniiberliegender Seiten fithrt
nun weiter zu:

Satz 21. Es set a+p+y+0—38"<2, forner k eine ungerade
Zohl. Wenn dann fir die Seite o'V, also auch fiir die Seite ¢'d vor-

Fig. 8.
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geschrieben ist, daf3 sie sich in der Form kx -+ wi darstellen lapt, so hat
mindestens eine der beiden Achsen b'b” oder o'a” die Eigenschaft, daf
durch Vorgabe irgend einer reellen Linge fiir die auf ihr liegende Kante B
etndeutig bestimmi ist.

Beweis. Wenn % eine solche ganze Zahl ist, daB die Werte I, und ,,
bei denen die Seitenlinge von a'd’” die Form kmx 4 94 besitzt, positiv sind,
so folgt schon aus Satz 17, daB der Parameter B durch Vorgabe irgend
einer reellen Kantenlinge auf b'd” eindeutig bestimmt ist. Wir haben
also nur den Fall zu betrachten, daB /, und }, negativ sind. Wir gehen
dann von einem Werte B aus, fiir den das Viereck einen Orthogonalkreis
besitzt und a'd’ eine Linge von der Form kz - %4 hat. Die Existenz eines
solchen B ist durch Satz 18 gewihrleistet. Nun ist & ungerade, also
schneidet b’a’ den Orthogonalkreis in einer ungeraden Anzahl von Punkten;
da ferner I, und l; beide negativ sind, so folgt, daB
l,>1, d.h. daB a” nsher an b" liegen muf als o
(Fig. 9). Wir erteilen jetzt, was erlaubt ist, dem
ginguliren Punkte a dieselbe Rolle, die frither b
spielte, d. h. wir nehmen an, daB 5 in o’ den Wert O,
in a” den Wert oo hat. Frither wihlten wir nun
fiir die positiven Werte aller reellen % denjenigen
der beiden zwischen O und oo liegenden Kreisbogen,
durch den die von b ausgehende Seite b'a’ zunichst o
ging. Dementsprechend miissen wir jetzt als Triger . 9.
der positiven Werte der reellen % denjenigen der beiden zwischen
@ und a” liegenden Kreisbogen wihlen, durch den die von o’ aus-
gehende Seite a'd’ zunichst geht, um die fiir b abgeleiteten Resultate
unmittelbar iibertragen zu koénnen. Diesem entsprechend miissen wir also
bei der neuen Wertverteilung % in & und 3" positive reelle Werte m,
und m, zuweisen; da nun m, und m, in bezug auf die Achse a’a” die-
selbe Rolle spielen wie /, und I, in bezug auf 4’5", so Y
folgt, nach Satz 17, daB durch Vorgabe der Kanten-
linge auf a'a” jetzt B eindeutig bestimmt ist.

Sind tibrigens, wie wir zuerst annahmen, /, und
positiv, so sind, bei analoger Bezeichnung wie oben,
m, und m, negativ, wenn % wiederum ungerade ist.
Denn geben wir wieder 4 in o den Wert 0, in a”
den Wert ‘oo, so liegen diesmal konsequenterweise
die positiven % auf demjenigen Bogen zwischen a
und @”, der b und b” nicht enthdlt. Es haben also
bei ungeradem % von den vier Kanten zum mindesten zwei und zwar
zwei gegeniiberliegende Kanten die Eigenschaft, daB durch Vorgabe einer

P

Fig. 10.
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reellen Kantenlinge auf ihnen neben der Forderung fiir die Form einer
Seitenlinge der Parameter B eindeutig bestimmt ist.

Schreiben wir nun speziell die Kantenlinge O bei ungeradem % vor,
so ist dadurch B eindeutig bestimmit, da ja doch sicher eine, ja sogar
zwei Achsen existieren, die unter den angegebenen Bedingungen nur fiir
einen Wert B die Kantenlinge 0 haben konnen. Es folgt also:

Satz 22: Wenn k eine ungerade Zahl ist, so ist durch die Forderung,
dafs das Viereck einen Orthogonalkreis besitet, den eine Seite k mal schneidet,
der Porameter B eindeutig bestimmi. '

Es liegt jetzt die Frage nahe, ob man nicht
bei geradem .k einen analogen Schluf machen kann.
Dies ist jedoch zu verneinen, wie ein Blick auf
Fig. 11 lehrt. Denn wenn wiederum 7 in o’ den
Wert 0, in a” den Wert co haben soll, so miissen
wir jetzt konsequenterweise dem Bogen zwischen a’a”,
der b’ und b” nicht enthélt, die positiven reellen Werte 5
zuordnen, da ja die Seite a’d’, von a’ ausgehend, Punkte
dieses Bogens zunichst enthdlt. Es sind also nach
diesen Festsetzungen auch m, und m, negativ.

Wir haben nun diese Untersuchungen noch auf die Fille II und III
von § 3 auszudehnen, wobei sich jedoch nur beziiglich der Grundtheoreme
Unterschiede ergeben werden, fiir die Obertheoreme ergeben sich in allen
drei Fillen dieselben Verhiltnisse. Ehe wir aber darauf eingehen, wollen
wir die bisherigen in einzelnen Sitzen zerstreuten Resultate in einen Satz
zusammenfassen.

Hauptsatz. Fir Kreisvierecke, bei denen jeder Winkel >0
und <m, die Winkelsumme <2z ist, und fir die damit ver-
kniipfte Differentialgleichung (3) gelten folgende Sitse:

1) Schreibt man der Differentialgleichung neben den Winkeln
des Kreisvierecks und den singuldren Punkien noch fir eine
Vierecksseite eine bestimmie reelle Ldange vor, so ist dadurch
der Parameter B eindeutig bestimmt.

2) Schreibt man dagegen neben den Winkeln und den singu-
laren Punkien fir irgend eine Kante des Vierecks eine bestimmie
reelle Linge vor, verlangt man ferner, daf sitch eine Seitenldnge
in der Form kx 4+ ¢ darstellen lift, wo k eine gegebene ganze
Zahl ist, so gibt es dazu stets mindestens einen Parameterwert B.

3) Ist das in 2) vorkommende k ungerade oder 0, so gibt es
2um mindesten swei Kanten, welche die Eigenschaft haben, daf B:
auch eindeutig festgelegt ist, wenn man fir eine von ihnen eine
reelle Linge vorschreibt.

B

Fig. 11.
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Zum Schlusse dieser Untersuchungen soll nochmals hervorgehoben
werden, daB mit den obigen Betrachtungen ein neuer Beweis des Funda-
mentaltheorems der automorphen Furkktionen (vergl. Klein, Math. Annalen
Band 20) — natiirlich vorldufig nur fiir den Fall von vier reellen singu-'
liren Punkten — wirklich durchgefiihrt ist, indem gezeigt ist, daf man
nach Vorgabe von vier reell angenommenen singuliren Stellen und der
dazu gehdrigen Exponentendifferenzen als reziproke ganze Zahlen den noch
zur Verfiigung stehenden akzessorischen Parameter eindeutig so bestimmen
kann, daB das dazu gehorige Viereck einen Orthogonalkreis besitzt, der
von keiner Vierecksseite geschnitten wird.

§ 8.
Das Oszillationstheorem bei negativem A.
Wir gehen wieder auf die Differentialgleichung

dgy I2—2alx—bl2—2ﬂlm_—clﬂ-—2}'

|z — a
@) T @—a)(z—0) (x—0

(4dz+ B)y=0

zuriick, in der jetzt 4 negativ sein soll.
Setzen wir zunichst B = — Aa, dann zeigt
man, wie bei Satz 8, daf I, und I, positiv
sind, und daB Y (x) und Y’ (2) im Intervalle
b<x<La nicht verschwinden. Die Seite b'a’ ¢ ) e

besitzt also eine rein imaginire Lé&nge. Wir

sagen nun im folgenden, wenn, wie hier, der

Koeffizient von g in (23) im ganzen Intervalle

durchaus negativ ist, daB das Intervall durchaus Fig. 12.
nichtoszillatorisch ist. Wir lassen jetzt B bis

— Ab abnehmen. Dann ist der Koeffizient von y in (23) durchaus positiv
im Intervalle (b, a); ist also y fiir irgend eine Stelle des Intervalles positiv,
so ist hier 3-?—/ negativ. Betrachten wir nun speziell Y ; fiir dieses ist

(‘% Yob)x:b =0, Y?(b)=1; es ist also % Y (x) gewiB so lange negativ,

als Y;? () positiv ist, da ja dit Y} () mit wachsendem x fortwihrend ab-
nimmt. Es ist also entweder fir # =¢ lim (6% Yo”(x) <0, oder
&§=0 z

Y, (x) hat zwischen b und @ schon eine Nullstelle} in beiden Fillen hat
die Seite b'a’ eine Linge mit einem von O verschiedenen reellen Teil. Ist
B < —bA, so folgt a fortiori, daB die Léinge von b'a’ einen von O ver-
schiedenen reellen Teil besitzt. Im Intervalle (¢, b) herrschen wieder die
entgegengesetzten Verhiltnisse. Fir B= —cA4 ist die Linge von &'¢
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rein imagindr, fiir B > — b4 besitzt die Linge von b’c’ einen von O ver-
schiedenen reellen Teil. Damit ist der zweite Teil des Satzes 7 bewiesen.

Wir setzen jetzt unter Festhaltung des in § 2 festgelegten Fort-
setzungsprinzips:

2O @ =y @)=, @) =5, 10) =8

o ()

Es sei jetzt B=—cA4. Dann ist das Intervall (¢, b) durchaus nichtoszil-
latorisch und die Seitenlinge von ¢'d” nach obigem rein imaginir. Ebenso
ist das Intervall (c, 00) jetzt durchaus nichtoszillatorisch; da jedoch in &
bei unserer Anordnung andere Verhiltnisse herrschen wie bei den anderen
singuliren Punkten, so konnen wir hier nur schlieBen, daB die Seite ¢'d,
die von O ausgeht, nicht durch oo geht. In der Tat wachsen Y, und ¥
mit abnehmendem 2, es kamn also Y;(z) im Intervalle ¢>x>— oo nicht
verschwinden. Von den Exponenten im Unendlichen ist aber 6" >0,
0" < 0. Da nun aber weder Y;(z) noch Yg(z) der zum Exponenten o’
gehorigen Fundamentalldsung, die fiir £ = oo verschwindet, proportional
werden kann, so wird also auch % mnicht oo fiir # = 0o. Diese Schliisse
gelten, was den Bereich (¢, d) anbetrifft, a fortiori, wenn B> — b4 ist.
Wir entnehmen daraus:

12=..-

Satz 23. Solange die Linge von b'c einen von O verschiedenen reellen
Teil besitzt, kann die von ¢ ausgehende Seite ¢’ d’ nicht durch ¢ hindurch-
gehen; solamge die Limge von b'a’ eimen von O wverschiedenen reellen Teil
besitzt, kann die Seite & &, die von o' ausgeht, nicht durch a” hindurchgehen.

Den 2. Teil des Satzes beweist man genau so wie den 1. Teil, indem
man von B = — Aa ausgeht.*)

(4

it ” Lokl
bn
b” d’ d‘
/4 b
v %
18. Fig. 14.

(44 e’ d

Fig. Fig. 16.

Es sei nun wieder B = — A¢, dann haben b" und b” die in Fig. 13
angegebene Lage, von Seite ¢’d’ wissen wir zundchst nach Satz 7 nur,
daB der reelle Teil ihrer Lénge von O verschiedem ist, wobei wir noch
annchmen, daB auch 4, < 0. Lassen wir nun B wachsen, so bleibt der

*) Da d@ im Unendlichen ist, haben wir hier B = B,.
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reelle Teil der Linge von ¢'d’ aus demselben Grunde solange von O ver-
schieden, bis b” durch ¢” hindurchgegangen ist. Ist aber b” durch ¢”
hindurchgegangen, besitzt_also ¢'d’ eine Linge mit von O verschiedenem
reellen Teil, so muB nach Satz 23 d’ auf dem rechts liegenden Bogen
zwischen ¢ und ¢” liegen, wihrend d” auf dem links liegenden Bogen
zwischen ¢’ und ¢ (Fig. 14) oder auf dem rechts liegenden Bogen
zwischen d’ und ¢ liegt (Fig. 15). Wir denken uns dabei natiirlich wieder
die Seite ¢’'d’ um ¢'¢” in den die Seite ¢’b’ enthaltenden Kreis gedreht. Im
1. Falle konnen wir B zunichst noch so klein annehmen, daf d” zwischen
b” und ¢ liegt. Lassen wir nun B weiter wachsen, so konnen zwei Mog-
lichkeiten eintreten. ‘

1) " und d” mdgen sich auf dem linken Kreishogen treffen. Es sei
nun noch 4, <0, also 4,<0, 4,<0, 4,<0. Vertauschen wir dann
in Satz 23 (1. Teil) b mit d, so folgt, daB b’ so lange nicht durch ¢” hin-
durchgehen kann, als der reelle Teil der Linge von ¢'d’ von O verschieden
ist, d. h. solange nicht auch d” zwischen ¢” und d’ liegt. Es ist also
s; > 0, solange nicht d” durch ¢” hindurchgegangen ist. Ferner ist zu-
niichst s, < 0, 7, > 0. Nun hat man weitere Unterfille zu unterscheiden.

1a) b” komme nach ¢/, bevor d” nach ¢” gelangt. Dann durchléuft
8,8, alle Werte zwischen — co und 0, 7,7, ist aber inzwischen entweder
durchaus negativ gewesen oder es ist durch O hindurchgehend negativ
geworden. Unter diesen Annahmen gibt es also dazwischen gewif einen
Wert B, fiir den r,r, = 5,5, ist.

1b) @” komme nach ¢”, bevor b” nach ¢’ gelangt. s, hat einen
negativen Wert, der von — oo an im allgemeinen zunimmt, 77, durch-
liuft dagegen die negativen Werte von 0 bis — oo, also mub es wieder
dazwischen mindestens ein B geben, fiir welches 7,7, = 5;,.

Wenn sich dagegen b und d” nicht auf dem links liegenden Halb-
kreis treffen, so muB d” noch zwischen d’ und ¢ liegen, wenn b” durch ¢
hindurchgeht. Wir haben also:

2) b" geht durch ¢ hindurch, wihrend d” zwischen ¢ und d liegt.
Dann ist, da wie bei 1) », und s; >0 sind, jetat 7,7, >0 und 5,5, >0
und bei wachsendem B wichst 5,5, von O aus bestindig, wihrend 7,7,
bestéindig abnimmt, bis es O wird. Also gibt es diesmal ein und nur
ein B, fir welches r,7, = 55;.

In den beiden Fillen (1a und 1b) schneiden sich, wenn 7,7, = 3;5;,
die drei Achsen ¢¢’, b'b”, d’d” in einem im Innern der Kugel gelegenen
Punkte, den wir in den Mittelpunkt der Kugel durch eine geeignete Trans-
formation (5) bringen konnen. Dann ist das Viereck a'b’'dd ein sphi-

" pisches Viereck im Sinne der Elementargeometrie. Im Falle 2)
haben wir dagegen wieder, wenn r,7; = s;5;, ein Viereck mit reellem Ortho-
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gonalkreis. Wir wollen die so gewonnenen Resultate auf den Fall II
und IIT des § 3 anwenden.

§9.
Niihere Ausfiihrungen iiber den Fall II des § 3.

Wir nehmen jetzt an, es sei:
4,>0, 4,<0, 4,<0, 4,<0.

Dann folgt aus Satz 16, daB man den Parameter B, auf eine und nur
eine Weise so bestimmen kann, da das Kreisbogenviereck einen reellen
Orthogonalkreis besitzt, den die Seiten o’d’ und a’b’ nicht schneiden, so
daB also die Lingen von o'd’ und a'd’ rein imaginire Werte besitzen.
Daher ergibt sich aus dem zweiten Teile des Satzes 7, daB sowohl ¥'¢
als auch ¢’d’ den Orthogonalkreis schneiden miissen. Nun folgt aber aus
Satz 23, daB unter diesen Umstiinden ¢’'d” nicht durch ¢’ hindurchgehen
kann; ebenso zeigt man, wenn man b mit d vertauscht, daB auch &%
sich nicht durch ¢” hindurchziehen kann. Das Viereck a'b’c¢’d’ hat also
die in nebenstehender Fig. 16 gezeichnete Gestalt.

"
s
d (2
s
¢t c’
Fig. 16. Fig. 17.

Wir haben also gerade den im vorhergehenden Paragraphen mit 2)
bezeichneten Fall. Lassen wir daher B, weiter wachsen, so folgt aus den
dortigen Untersuchungen, da8 erst dann wieder ein Obertheorem auftreten
kann, wenn d” durch ¢’ und ¢’ hindurchgegangen ist, so daB also ¢’d’
den mnach Satz 18 reellen Orthogonalkreis nicht schneidet. Auch a’3’
schneidet den Orthogonalkreis nicht, dagegen schneidet a’d’ nach Satz 18
den Orthogonalkreis gerade einmal. Also kann auch ¢'3’ den Orthogonal-
kreis nur einmal schneiden. Wir haben also die in Fig. 17 gezeichnete
Sachlage, wobei wir ebenso wie in Fig. 16 7 so transformiert haben, da8
der Orthogonalkreis sich als Durchmesser projiziert. Es herrschen aber
jetzt genau dieselben Verhiltnisse wie bei dem ersten Obertheoreme im
Falle I, alles weitere sich an das erste Obertheorem AnschlieBende, be-
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sonders bezliglich der weiteren Obertheoreme, kénnen wir daher unmittel-
bar vom Falle I auf den Fall II iibertragen.

§ 10.
Nihere Ausfiihrungen iiber den Fall ITI des § 3.

Es sei jetzt:
4,<0, 4,<0, 4,<0, 4,<0.

Lassen wir wieder B von dem Werte — Ac aus wachsen, so haben wir
nur die in § 8 durchgefiihrte Diskussion zu wiederholen; der dort an-
gegebene Fall 2) ist aber jetzt unmdglich. Denn es existiert ja in diesem
Falle ein reeller Orthogonalkreis, den die Seiten ¢’d” und ¢'b’ schneiden.
Nun muB aber nach dem zweiten Teile von Satz 7 entweder d’'a’ oder
a'b’ eine Seitenlinge mit von O verschiedenem reellen Teile besitzen, d. h.
es muB entweder a'b’ oder a’'d’ den reellen Orthogonalkreis schneiden,
vorausgesetzt, daB dieser existiert. Unter der Annahme, daB alle Winkel
des Kreisbogenvierecks kleiner sind als m, ist es aber unmoglich, daB
drei Seiten den Orthogonalkreis schneiden. $s ist daher nur einer der
beiden Fille 1a) oder 1b) des § 8 moglich, d. h. man kann jetet B immer
so bestimmen, dof3 das Viereck a'b'c'd" ein sphirisches Viereck im Sinne
der Elementargeometrie wird.

Das so gewonnene Resultat ist fiir die Theorie der Minimalflichen
von Bedeutung.

Es ist namlich damit folgender Satz bewiesen:

Satz 24. Gendigen o, B, y und 8"— & den fiir den Fall I1I charakte-
ristischen Bedingungen, so kann man nach Vorgabe von vier reellen Punkien
a, b, ¢, d ein einfach susammenhingendes Minimalflichenstiick, welches von
vier geraden Linien begrenst wird, die die Winkel (1 —a)m, (1 — f)m=,
1 —p)m, (1 — 0"+ 0”)z miteinander einschliefien, derart angeben, daf es
sich auf die wom der Achse des Reellen begrenzte Halbebene abbilden liift,
so daf} den Ecken des rdumlichen Vierseils die Punkte a, b, ¢, d entsprechen.

Die Obertheoreme ergeben sich auf dieselbe Weise wie in den
Fillen I und II.

Erlangen, Februar 1908.
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