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-

Uber Kleinsche Theoreme in der Theorie der linearen
Differentialgleichungen.*)

(Zweite Mitteilung.)
Von
Emiy Hius in Wiirzburg,

. In einer ersten unter dem gleichen Titel erschienenen Mitteilung®*)
hatte ich mich auf den Fall beschrinkt, daB die in Betracht gezogene
lineare Differentialgleichung:

dty 1—a  1—f  1—9y\dy Ax+ B _
@) 3?+(x-—a+x-—b+a:——-c)ﬁ_}-(x——a)(x——b)(x—c)y_o

die vier reellen singuliren Stellen a@,b, ¢, d = oo hatte, wobei die dazu-
gehdrigen Exponenten O, «; 0, 8; 0, p; &, 0” die Eigenschaft hatten, daB
sie reell waren und daf «, 8, » und ¢’— ¢” kleiner waren als 1. Ich
hatte dann untersucht, inwieweit man den zumichst noch willklirlichen
pakzessorischen Parameter B als reelle GroBe durch Vorgabe eines der
noch zur Verfiigung stehenden Bestimmungsstiicke desjenigen Kreisbogen-
vierecks festlegen kann, auf welches die von der Achse des Reellen be-
grenzte Halbebene der # durch den Quotienten zweier Partikularlsungen
von (1) dann abgebildet wird, wenn darin alle vorkommenden Parameter,
also «,f,9,a,b,¢c, A4 und B reell sind.

Im folgenden wollen wir nun zunéchst den Fall ins Auge fassen, in
welchem die vier singuliren Stellen irgendwelche komplexe Werte haben.
Dazu legen wir in der z-Ebene von irgend einem Punkte O aus vier be-
liebige, einander nicht fiberkreuzende Einschnitte nach den Punkten
a,b,¢,d =00 und betrachten den Fundamentalbereich, auf den die so
zerschnittene Ebene durch den Quotienten zweier Partikularlosungen ab-

*) Vergl. eine vorliufige Mitteilung in den Gottinger Nachrichten, Math. phys.
Klasse 1909. -

**) Math. Ann., Bd. 66, S.216u.f. Ich werde die ganze Arbeit als Kapitel I
einfiihren und stets mit I zitieren.
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gebildet wird. Dieser Fundamentalbereich ist im Falle von reellen singu-
liren Punkten nicht wesentlich von demjenigen Bereiche verschieden, den
wir dort durch Spiegelung des Kreisbogenviereckes an irgend einer Seite
desselben erhalten. Es wird zunichst die Aufgabe entstehen, die MaB-
zahlen eines solchen allgemeinen Fundamentalbereiches festzulegen und
dann zu versuchen, den akzessorischen Parameter B durch eine derartige
noch zur Verfiigung stehende MaBzahl zu bestimmen, wobei man jetzt
natiirlich fiir B komplexe Werte zulassen muB. In der vorliegenden Arbeit
werde ich dabei in erster Linie den Fall behandeln, welcher die Existenz
eines Orthogonalkreises postuliert. Der Gedanke, auch im Falle reeller
singuldrer Punkte komplexe Werte fiir B zuzulassen, auf den man jetzt
von selbst gefiihrt wird, wird uns nun auch fiir den frither behandelten
Spezialfall eine groBe Anzahl neuer Resultate liefern.

Um dann auf #» singulire Punkte iiberzugehen, werde ich im zweiten
Teile dieser Mitteilung zunéichst wiederum den Fall von # reellen singu-
liren Punkten behandeln, der sich, wenn wir wieder fiir die akzessorischen
Parameter die Realitit vorschreiben, mit #bnlichen Methoden durchfiihren
laBt, wie der Fall von vier reellen singuléiren Stellen.

In einer folgenden Mitteilung werde ich dann auch bei % singuliren
Stellen die Félle komplexer akzessorischer Parameter zu behandeln haben,
wobei es vollig gleichgiiltig ist, ob die singulidren Stellen rein reelle oder
komplexe Werte besitzen. “

Die Hauptschwierigkeit, die dabei suftritt, wird darin bestehen, einen
Uberblick tber die dabei in auBerordentlich groBer Anzahl existierenden
»Obertheoreme zu gewinnen.

Kapitel II.

Behandlung des Falles von vier komplexen singuliren
Stellen.

g 1.
Allgemeine Untersuchungen iiber die MaBzahlen eines von vier
Drehungen erzeugten Kernes, wenn die Aufeinanderfolge der vier
Drehungen die Identitiit ergibt.

Wir betrachten zuniéichst wieder die Differentialgleichung (1) mit vier
komplexen singuléren Stellen. Wir greifen dann, wie schon oben erwshnt
wurde, in der 2-Ebene irgend einen Punkt O heraus, von dem wir zuniichst
noch willkiirliche, sich nicht iiberkreuzende, durch analytische Kurven
dargestellte Einschnitte nach den singuléren Punkten legen. Die so zer-
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schnittene z-Ebene wird dann durch den Quotienten % zweier Partikular-
losungen auf einen von acht Kurvenstiicken begrenzten Bereich auf der
n-Kugel abgebildet. Von den acht Ecken dieses Fundamentalbereiches
entsprechen vier dem Punkte O, die anderen vier Ecken, welche den
singuliiren Punkten a, b, ¢, d = co entsprechen, seien o/, b,¢’, d’. Die in
den letzteren Ecken zusammenstoBenden Seiten des Fundamentalbereiches
sind sich durch lineare Substitutionen ’
A, B, T, A

zugeordnet. Diesen vier linearen Substitutionen entsprechen unter Zu-
grundelegung der n-Kugel als MaBfliche einer projektiven MaBbestimmung
vier Drehungen, welche diese Kugel in sich iiberfithren. Die Achsen dieser
Drehungen, welche jetzt im allgemeinen zueinander windschief sind, gehen
beziiglich durch o', ¥, ¢’ und d’; sie mdgen die Kugel das zweite Mal in
a’, b", ¢’, &’ treffen. Die Amplituden der Drehungen sind 2az, 2fx,
2yx und 26x. Lassen wir nun einen Punkt z in der zerschmittenen
z-Ebene nacheinander die Punkte a, b, ¢ und d lings der Schnittlifiien
umlaufen, so erfihrt # hintereinander die Substitutionen A, B, T, A, kehrt
aber zu seinem Ausgangswert zuriick, so daB also die vier Dreh ‘11'gen
A,B,I und A hintereinander ausgefiihrt die Identitit ergeben. Dl_e" vier
Geraden a'a”, b'd”, ¢'¢” und d'd” mit Einschluf3 der dazu gehdrigen Drehiingen
bezeichnen wir in naheliegender Verallgemeinerung der Nomenklatur, weléhe
von Herrn Klein eingefithrt wurde*®), als ,Kern® des Fundamentalberéichés.

Wir miissen nun die MaBzahlen dieses Kernes so festlegen,/ da
sie sich bei Transformationen der Kugel in sich nicht &ndern; dann
werden wir sie durch die Werte von % in den Schnittpunkten der Achsen
mit der Kugel und durch die reellen gegebenen GréBen o, B, y und & aus-
driicken konnen.

Um dieses durchzufiibren, miissen wir zunichst einige aﬂgeméine
Sétze und Begriffe aus der Theorie der projektiven MaBbestimmung ein-
fithren**), deren MafBflache die n-Kugel ist.

1) Eine Gerade steht im Sinne der projektiven MaBbestimmung auf
einer zweiten Geraden senkrecht, wenn sie diese und die zu ihr in bezug
auf die Kugel konjugierte Gerade schneidet.

2) Zu irgend zwei windschiefen- Geraden kann man stets zwei gemein-
schaftliche Perpendikel konstruieren, die zueinander konjugiert sind. Das
eine dieser beiden Perpendikel schueidet stets die Kugel, das andere nicht.
Das die Kugel schneidende Perpendikel nennen wir auch den inneren

*) Vergl. I 8. 219. ,
**) Vergl. neben den in I 8.218 ) szitierten Arbeiten speziell: Klein, Hyper-
geometrische Funktion, S. 837 w. f., Schilling, Math. Ann., Bd. 44, S. 186.
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kiirzesten Abstand der beiden windschiefen Geraden, das die Kugel nicht
schneidende Perpendikel den duferen kiirzesten Abstand.

Wir konstruieren jetzt die so definierten inneren kiirzesten Abstinde
je zweier aufeinanderfolgender der Geraden a'a”, b'd”, ¢'¢” und d’d”, diese
mdgen die Kugel in 4’4", B'B”, C'C” und D' D" derart schneiden, daf
man, wenn man z. B. auf 4’4" im Inneren der Kugel von dem Schnitt-
punkt dieser Linie mit a’a”” in der Richtung zum Schnittpunkt mit 85"
geht, nach 4” kommt.

Auf jeder der so definierten Geraden setzen wir nun als positiven
Durchlaufungssinn diejenige Richtung fest, welche von den eingestrichenen
Buchstaben zu den zweigestrichenen fiihrt.

Unter einer positiven Schraubung versteben wir eine rechtsgewundene
Schraubung in dem festgelegten positiven Sinne der Schraubungsachse.
Man kann nun stets durch eine projektive Transformation der Kugel in
sich die Schnittpunkte einer Drehungsachse mit der Kugel nach % =0
und % = oo bringen. Einer Schraubenbewegung von der Amplitude Az
um die. Achse O oo entspricht analytisch die Transformation

2 7y = iy,
Ist
(3) A=A i

so setzt sich die Schraubenbewegung*) aus einer Drehung um die Achse
von der Amplitude A’z und aus einer Verschiebung lings der Achse um
die in projektiver MaBbestimmung gemessene GriéBe A”x zusammen, wobei
wir bei der Messung der Kantenlinge in I 8. 220 die GroBe

4) 0=+

setzen. Uberhaupt wird sich fir die weiteren Entwicklungen als notwendig
erweisen, von der dort getroffenen, vollig undualistischen Festsetzung von C

P . . . e (2 .
als reelle GroBe abzuweichen; wir setzen ein fiir allemal C = —-, wobei

wir allerdings das, was wir friher als reelle Kantenlinge bezeichneten,
jetzt als eine rein imaginiire Kantenlinge ansprechen miissen.

Nachdem so der Begriff der Schraubenwegung festgelegt ist, wihlen
wir das Perpendikel 4’4" als die Achse einer Schraubenbewegung, welche
die positive Richtung von a’a” in die positive Richtung von b iiberfithrt.

Die vier Perpendikel mit den dazugehdrigen Schraubenbewegungen
bilden nun zusammen den ,Polarkern“ des gegebenen Kernes, Kern und
Polarkern bilden zusammen den ,Schillingschen Doppelkern**).

*) Klein, 1 c. pag. 845 u. f.
**) Schilling, 1. ¢. pag. 186.
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Der Kern hat nun folgende zwilf MaBzahlen.

1) Vier Kantenwinkel, das sind die zu den vier Achsen des Kernes
gehorigen vorgegebenen Drehungen von der GroBe 2awm, 28w, 2y, 20

2) Vier Seiten Lz, M, Nz, Rx, das sind die im positiven Sinne
gerechneten Amplituden derjenigen rechts gewundenen Schraubenbewegungen
um die Achsen des Polarkernes, welche die positiven Richtungen je zweier
Achsen des Kernes, zu denen das betreffende Perpendikel gehort, inein-
ander iiberfiihren. Z. B. ist Lax die Amplitude derjenigen Schraubenbe-
wegungen um A’ A”, welche die positive Richtung von a’a” in die positive
Richtung von &'d” iiberfiihrt.

3) Vier Kanten in, pm, vx, on. Dabei ist iz die Amplitude der-
jenigen Schraubenbewegung um die Achse a’a”, welche sich als Differenz
einer Schraubenbewegung wund einer Drehung um a'a” ergibt. Die
Schraubenbewegung ist dabei diejenige um die Achse a’a”, welche die
positive Richtung des Perpendikels 4'A” in die positive Richtung des
Perpendikels B'B” iiberfiihrt, die Drehung ist diejenige, deren Amplitude
den Kantenwinkel 2«x liefert.

Wir kommen jetzt zur Berechnung der Seiten und Kanten.

Es seien die Nullstellen der Ausdriicke:

Fy = ayn* + aygn + 0y, Fy=bym® + by + by, Fy = ¢yn® + ¢19m + €,
F4=d11’72+d12"7+d22

die Werte von % in o, a”; ¥, 0"; ¢, c"; d,d".

Dann ergeben sich*) die Werte von 5 in A" und 47, d. h., in den
Schnittpunkten des inneren kiirzesten Abstandes der Geraden a’a” und 5’5"
mit der Kugel als die Nullstellen der Funktionaldeterminante ¢, der
homogen geschriebenen Formen F, und F,; analog ergeben sich die
Werte von % in B’, B”, (', C”, D', D" als die Nullstellen der Funktional-
determinanten ¢,, g, @, von F, und Fy, Fy und F,, F, und F,.

Es sei dann:

(3) Dy = aly — 401,055 Dy = aiabyy — 2051559 — 250y,
D,y = bYy — 4byy by,
dann ergibt sich*¥):
A3 —_ Dl! 4 — VD!2:2 _ 'Dll'Dﬁg
(6) cos Lz = VB sin Lw =1 Y5,

wobei dann noch durch Spezialisierung die Vorzeichen der Wurzeln so

* Klein, 1. ¢. pag. 848 u. f.
**) Klein, 1. ¢, pag. 327. (Die Bezeichnung ist hier etwas gedndert, so daB statt
2 und 3 in der dortigen Formel 1 und 2 zu setzen ist.)
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zu bestimmen sind, daB wir in den elementaren Fillen auf die bekannten
Formeln stoflen.
Bildet man analog aus ¢, und ¢, die entsprechenden Ausdriicke, wie
eben aus F; und F,, so erhilt man cos (A4 2a)x), bez. sin((A4 2a)x).
Um nun alle diese Ausdriicke in einfacher Gestalt zu erhalten, bringen
wir durch eine projektive Transformation b” nach 0, b” nach oo; es moge
dann % in den Punkten a,a”, ¢,c¢” die Werte 4, 4, v;, v, besitzen.
Dann hat man:

(M F1=7?2—(l1+12)"7+3'11n Fyo=n, Fy=19"— (vy+v)n + v,2;.

¢, und ¢, sind dann die Funktionaldeterminanten der homogen geschriebenen
Formen F, und F,, bez. F; und F,, es ist daher:

(8) Oy =0t — A hy, @Qy=n—vy0.
Daher erhélt man:

©) cosL7v=;:i;:, sin Ln=%i—'_f‘;i"-

Um uns zu tberzeugen, daB dabei die Vorzeichen der Wurzeln richtig
gewahlt sind, setzen wir A, = 0, 4; = oo, dann wird cos Lz tatsichlich
gleich 1, setzen wir 4, =14, 3= — ¢, dann wird sin Lw = 1, wenn wir
das Vorzeichen der Wurzel bei sin Lz positiv wihlen. Im tbrigen ist
(9) mit der fiir den Spezialfall in I (12) gewonnenen Formel identisch.

Dadurch ist Lz mod. 2z festgelegt; Kanten, fiir welche sich Lw um
Vielfache von 2z unterscheiden, haben wir uns in verschiedenen Blittern
derjenigen iiber der Kugel ausgebreiteten Riemannschen Fliche gelegen zu
denken, welche aus der fortgesetzten Reproduktion des zum Kern gehdrigen
Fundamentalbereichs entsteht. i}

Indem wir jetzt die zu ¢, und ¢, gehérigen Formeln berechnen,
erhalten wir:

cos (A+2x)m) = nhthd,,

(10) 2 ]/i;_i, vy vy ’
i (449 S O N Y N R A et L
D o (( e 77) 2 V}u Ay vy vy * 2 W‘x Lyvy v, '
aher ist:

eA+2a)mi ’/”1": oder eg ist eR+2a)mi 2.12.,'
Ay Ay %Yy

Um zwischen beiden Formeln zu entscheiden, nehmen wir an, es médgen
Ay und i, die reellen Werte 7, und l, haben; ferner sei v, = n e**7¢

; e g l .
vy = nye?*™, dann wird im ersten Falle iz = % Ig ;:‘—ni wir haben also
2

genau die Formel I (13) erbalten, wenn wir daselbst C =—;— setzen, wie

schon vorher auf Seite 27 bemerkt war. Im zweiten Falle wiirde sich e2e7¢
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nicht wegheben und man kime daher auf einen unbrauchbaren Ausdruck.
Es ergibt sich also: .
(11) T e T

2

vy,

Durch (3) ist Az nur mod. & festgelegt, doch betrachten wir solche 2,
die sich pur um ganze Vielfache von =z unterscheiden, als gleich.

Welche Bedingungen miissen nun die Grofen iy, Ag, ty, Ug, ¥, V3, 01, 0s
erfiillen, damit bei allen vier Drehungen ein Kreis in sich ibergeht? In diesem
Falle sagen wir, der zugehtrige Fundamentalbereich besitze einen Ortho-
gonalkreis oder kiirzer, die Orthogonalititsbedingungen seien erfiillt.

Nun gehen bei einer Drehung alle diejenigen Kreise in sich iiber,
die- von Ebenen ausgeschnitten werden, deren Pol auf der Drehungsachse
liegt. Es miissen daher alle vier Drehungsachsen durch den Pol des
Orthogonalkreises gehen, d. h. die vier Drehungsachsen miissen sich in
einem Punkte schneiden. Wir nehmen nun wieder an, wir hétten &’
nach 0, " nach oo gebracht. Nun ist jedenfalls fiir die Existenz eines
Orthogonalkreises notwendig, daB die Gerade a’a” die Gerade b'd” schneidet;
es miissen daher jetzt o' und &” auf demselben griBten Kreise durch O
und oo liegen, wenn wir die Werteverteilung auf 5 der Kugel uns derart
angeordnet denken, daB Ooco ein Durchmesser der Kugel ist und die %-
Werte durch stereographische Projektion der in O die Kugel beriihrenden

komplexen Zahlenebene von oo aus erhalten sind; dann sehen wir sofort,
4

da ' reell sein muB, d. h. es muB stets, wenn 3" in 0, b” in oo liegh:
£
12,
(12) R(+4)=0

sein, wenn R(f) der reelle Teil von £ ist.

Ist nun (12) erfiillt, dann entspricht den nacheinander ausgefiihrten
Drehungen um a'a” und b'd” eine Substitution, welche einen Kreis un-
geidndert 1iBt, ndmlich den von der Polarebene des Schnittpunktes von
a'a” und b'b” ausgeschnittenen Kreis, der reell oder imaginiir sein kann.
Darans folgt, daB die aus A und B zusammengesetzte Substitution nur
elliptisch, hyperbolisch oder parabolisch sein kann.

Diese durch Zusammensetzung erhaltene Substitution nennen wir E;
dann geben E, I' und A hintereinander angewendet die Identitit. Wir
kommen daher auf einen von Herrn Klein und von Herrn Sechilling 1. e.
ausfiihrlich diskutierten Fall.

Es sei nun zundchst E elliptisch oder hyperbolisch;" die Fixpunkte
von E seien ¢ und ¢”, die Werte von % in denselben 6, und ¢,. Wir
fithren dann zuniéichst die Substitution:

*) Die Formel gilt ihrer Ableitung nach natirlich auch noch, wenn « komplex ist.
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(13) W=t

N — 6,
ein, welche ¢” nach oo bringt, und zeichnen alle GréBen nach der Trans-

formation durch Uberstreichen aus. Dann erhalten die drei Substitutionen
E, I und A die Form: '

(14) n—6 =€ (1—6,),
T2 _ iy 1= 5 ,
n—7v n—7v
T—& _ gmis 18
n—es N—0

Dabei sind also v,, v, ¢, und g, die urspriinglichen Werte von % in den
Punkten ¢, ¢, d', d”, dieselben Buchstaben iiberstrichen reprisentieren die
daraus durch (13) entstandenen Werte; & ist entweder reell oder rein ima-
gindr, jenachdem E eine elliptische oder eine hyperbolische Substitution ist.

Wir ziehen jetzt die Bedingung in Betracht, daB die drei Substitu-
tionen (14) hintereinander angewendet die Identitdt ergeben. Eine leichte
Rechnung, welche sich tibrigens bei Schilling®) durchgefiihrt findet, ergibt
die Gleichung:

= (51"‘-61) (62'—‘61)_ ~2ime
(13) GGy =
welche wir diskutieren wollen.

Es sei ¢ reell, dann ersehen wir aus (11), daB die GréBe der Kante
auf der Geraden ¢'¢” gleich — ¢ ist; der kiirzeste innere Abstand von ¢ ¢”
und d’'d” geht also in den inneren kiirzesten Abstand von €'¢” und ¢'c¢”
durch eine Schraubung um ¢'¢” als Achse mit der Amplitude — ws+ 27,
also durch einfache Drehung um diese Achse iiber. Also schneiden sich
die beiden Perpendikel auf der Geraden ¢'¢” und liegen mit der zu ¢'¢”
in bezug auf die Kugel konjugierten Gterade in einer Ebene, da sie ja
beide nach der Definition des Senkrechtstehens diese schneiden. Da wir
nun beziiglich jeder der beiden anderen Achsen dieselben Schliisse zichen
kénnen, so folgt, daB immer je zwei kiirzeste Abstinde mit je einer der
zu den Achsen konjugierten Geraden in einer Ebene liegen. Es liegen
daher entweder alle drei kiirzesten Abstinde und damit auch die drei zu
den Achsen konjugierten Geraden in einer Ebene, oder die drei kiirzesten
Absténde schneiden sich in einem Punkte. Im ersten Falle gehen daher
die drei Geraden c¢'¢”, d'd’, €¢” durch den Pol der Ebene, in denen die
drei zu ihnen konjugierten Geraden liegen, schneiden sich also in einem
Punkte. Dasselbe gilt aber auch im zweiten Falle, da ja, wie wir vorher
schon bemerkten, der Schnittpunkt je zweier aufeinanderfolgender innerer

" 1 e S. 193
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kiirzester Abstinde je auf einer der Achsen lag. Der erste Fall tritt dann
ein, wenn die drei Geraden ¢'¢”, d'd” und ¢’¢’ sich auBerhalb der Kugel
schneiden, da dann die Ebene, welche die drei inneren Abstéinde mit-
einander bilden, die Polarebene dieses Punktes ist. Der zweite Fall tritt
dann ein, wenn sich die drei Achsen im Innern der Kugel schneiden.

Es sei jetat aber & rein imaginir, also E hyperbolisch. Dann #ndern
sich die Schliisse in bezug auf ¢'¢’ und d'd” in keiner Weise, es liegen
daher wieder die inneren kiirzesten Abstinde von ¢'c”, d’d” und von ¢'¢”, d'd”
mit der zu d’'d” konjugierten Geraden in einer Ebene und ebenso liegen
die kiirzesten inneren Abstinde von d'd”, ¢'¢’ und von ¢'¢”, ¢'c¢” mit der
zu ¢'¢”’ konjugierten Geraden in einer Ebene. Dagegen geht jetzt der
kiirzeste innere Abstand von ¢'¢’ und ¢'¢’ in den inneren kiirzesten Ab-
stand von d'd’ und ¢'¢” durch eine bloBe Verschiebung lings ¢'¢” iiber,
diese beiden inneren kiirzesten Abstinde liegen also mit ¢'¢” in einer
Ebene. Es folgt daher wieder, daB die drei inneren kiirzesten Absténde
entweder in einer Ebene liegen, welche ¢'¢” und die beiden zu ¢'¢” und
d'd” konjugierten Geraden enthdlt, oder sich in einem Punktie schneiden.
Im ersten Falle gehen ¢'¢”, d'd” und die zu ¢'¢” konjugierte Gerade
durch den Pol jener Ebene, im zweiten Falle gehen ¢'¢” und d'd” durch
jenen Schnittpunkt, dieser bleibt also bei der Verschiebung lings e'¢” fest,
liegt also auch auf der zu ¢'¢” konjugierten Geraden.

Zussmmenfassend haben wir also:

Satz 1. Geben vier Drehungen wm vier wvorgegebene Achsen hinter-
einander angewendet die Identitit und schneiden sich die Achsen der beiden
ersten Drehungen, so schneiden sich auch die beiden Achsen der letzten
Drehungen. Ergeben die beiden ersten Drehungen hintereinander angewendet
wieder eine Drehung, deren Achse natirlich durch den Schwittpunkt der
Achsen der beiden ersten Drehungen geht, so liegt der Schnittpunkt der beiden
leteten Achsen auf dieser Achse. Ergeben die ersten beiden Drehungen
hintereinander angewendet eine hyperbolische Substitution, also eine Ver-
schiebung, fir welche die zur Achse konjugierte Gerade natiirlich durch den
Schnittpunkt der ersten beiden Drehungsachsen gehi, so liegt auch der Schnitt-
punkt der letaten beiden Drehungsachsen auf der zur Achse der hyperbolischen
Substitution konjugierten Geraden.

Man kann den Teil dieses Satzes, der sich auf die hyperbolische
Substitution bezieht, sofort dadurch auf den der elliptischen Substitution
zuriickfiihren, daB man jedesmal statt der Achse im Falle einer elliptischen
Substitution die zur Achse konjugierte Gerade im Falle der hyperbolischen
Substitution einfiihrt.

Ergeben die ersten beiden Drehungen zusammen eine parabolische
Substitution, so wird die Achse dieser Substitution eine Tangente an die
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Kugel, und die beiden ersten und die beiden letzten Paare von Drehungs-
achsen schneiden sich beide entweder auf der Achse der parabolischen
Substitution oder auf der dazu konjugierten Geraden. Um dieses zu erkennen,
hat man nur die parabolische Substitution als Grenzfall einer elliptischen
beziiglich hyperbolischen Substitution aufzufassen.

Sollen nun die vier Achsen sich in einem Punkte schneiden, so miissen,
wenn sich die beiden ersten Achsen und damit auch die beiden letzten
Achsen in einem Punkte schneiden, nur mehr diese beiden Schnittpunkte
zusammenfallen, welche ohnehin auf einer durch die beiden ersten Sub-
stitutionen bestimmten Geraden liegen; das Zusammenfallen erfordert also
nunmehr eine Bedingungsgleichung, an deren Aufstellung wir jetzt gehen.

Es sei also zunichst die Bedingungsgleichung (12) erfiillt. Dann
berechnen wir die aus A und B zusammengesetzte Substitution E und
die dazu gehorigen Fixpunkte 6, und 6, und unterwerfen % der Substi-
tution (13). Es sind dann die Fille, in denen E elliptisch ist und in denen
E hyperbolisch ist, zundchst scharf zu trennen.

r

1) E sei elliptisch, so daB also a’a”, b'0” und ¢'c” die Gerade ¢'¢”

. . . " A —0 @—0, ¥, —F0
schneiden. Es sind dann die GroBen t+— ", Y1 =21 1% yeell und wir
setzen: . — 6, W—0 Pg—70
(16) o — G =1, 1 — 6 =167 pu — 6 =",

flg — O, = MgeP™, U — 6, =W, &%, v, — G = ner
Da nun die Geraden a’a” und b'd” die Gerade ¢'¢” in demselben Punkte
schneiden, so folgt aus (11) oder auch schon aus dem in (I, (14)) abge-
leiteten Spezialfall dieser Formel:
(17 1,0y — myimy = 0.
Sollen nun alle Achsen sich in einem Punkte schneiden, so muB aus
demselben Grunde:
(18) My — Ryitg = 0
sein. Die Gleichungen (12) und (18) stellen also in diesem Falle die
notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir die Existenz eines Ortho-
gonalkreises dar. Statt (18) miissen wir dann nur mehr eine Gleichung

wihlen, die unabhiingig von (12) einen Sinn hat und sich vermittels (12)
auf (18) reduziert. Wir wihblen dafiir:

(}""61)“’“61‘ (# —3) |7, —5|* 1
(19) |: ( A ) éR( vy — 0y :| 14 e
Dieser Ausdruck behi]t seinen Sinn, welchen Charakter auch die Sub-
stitation E, welche im allgemeinen loxodromisch sein wird, haben mag
es reduziert sich jedoch, wenn (12) erfiillt ist und E eine elliptische Sub-
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stitution ist, auf (17). Sollte E in eine parabolische Substitution iibergehen,
deren Achse durch den Schnittpunkt von a’a” und 5'6” geht, wihrend (12)
erfiillt ist, so haben wir in (19) nur 6, in das Unendliche wachsen zu lassen.

2) E sei hyperbolisch, so dall also a’a”, 4’6" und ¢'¢’ die zn €’
konjugierte Gerade &¢” schuneiden. Fillt dann ¢'¢” mit dem vertikalen
durch O und oo gehenden Durchmesser der Kugel zusammen, dann liegen
a’'a”, b'6” und ¢'¢” in horizontalen Ebenen, da sie ja in Polarebenen von
Punkten des Durchmessers ¢'¢” liegen. Ist (12) erfiillt, so werden a’'a’” und
b'b"” parallel, da sie sich in demselben Punkte der im Unendlichen liegen-
den zu ¢'¢”’ konjugierten Geraden schneiden. Wir setzen dann, indem wir

wieder die Substitution (13) ausgefiihrt denken,
(20) =G =LA, Iy — G =16n", g — G = mem,
Uy — Gy = My eﬁ’ﬂi, vy — Oy =N en, vy — 6, =17 e,

Wenn nun (12) erfiillt ist und wir uns wieder ¢’¢” voriibergehend in
0 und oo denken, sind a’a” und b'd” parallel, also ist:

(21) @ +ay=p, + fymod 2

oder L

(22) sin (BFBh=R)T)

Sollen nun alle drei Achsen sich in einem Punkte schneiden, muB also sein:
(23) sin ((ﬁl + 6, “271 - 72)”) =0.

Fiir (23) schreiben wir allgemein:

. 1 By, —Gy) (ty—7,) | %, —75, |*
G (o e G Tm)) =
eine Gleichung, die auch in der Tat, wenn (12) erfiillt ist, E eine hyper-
polische Substitution ist und (20) gilt, in (22) iibergeht. Ist (12) erfiillt
und ist E eine parabolische Substitution, fir welche die zur Achse kon-
jugierte Grerade durch den Schnittpunkt von a’a” und &'b” geht, so haben
wir in (23a) @, in das Unendliche wachsen zu lassen.

Wenn man nun auch allenfalls durch geeignete Normierung erreichen
kann, -daB, wenn (12) erfiillt ist und &, unendlich wird, die linke Seite
von (19) in die linke Seite von (22) stetig iibergeht, so sieht man doch
beiden Gleichungen nicht an, daB sie eigentlich eine und dieselbe trans-
zendente Gleichung fiir B, und B, unter Voraussetzung von (12) darstellen.
Die so sehr in das Auge springende Unsymmetrie riihrt daher, daB wir
dag éine Mal die durch den Schnittpunkt gehende Gerade, das andere
Mal die dazu konjugierte Gerade als durch 0 und oo gehend wihlten.
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Es ist nun von groBter Wichtigkeit, andere Ausdriicke, die diesen
MiBstand nicht haben, aufzustellen. Wir stellen dazu folgende Betrachtung
an. Es schneide ¢'¢” die Gerade b'b’; da nun ¢'¢”, wenn (12) erfillt ist,
auch die durch den Schnitt von a’a” und 5’0" gehende Gerade ¢'¢” bez.
E'E” schueidet, so liegen ¥}, ¢'¢” und ¢'¢” bezw. E'E" entweder in
einer Ebene, oder sie gehen alle drei durch einen Punkt. Es sei nun &
der in gewdShnlicher Weise gemessene Winkel, den diejenige der beiden
Geraden ¢'¢’ bez. E'E” mit der von b'b” und ¢’¢’ gebildeten Ebene ein-
schlieBt, welche durch den Schnittpunkt von a'a” und 3" geht; wenn
(12) erfillt ist und u;, = 0, u, = oo ist, dann ist:

(24) a2 =0
die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Existenz eines Ortho-
gonalkreises.

Um dieses zunéchst im Falle, daB E eine elliptische Substitution ist,
auch rechnerisch nachzuweisen, setzen wir:

(25) i~ Ch=h.
1 2
Dann ist nach (16):

(26) v= QBT e@__f)mf; ) = 0“*‘;”“@'?“-
ﬁl___m’e(/"—yﬂu ﬁ’__m,e({?—y)m
Also ist, wenn:
27 , ?1 — ezli_i)’” ) h:, —?,e(rf:f)m' +iY,
7, — 7y e~V F i, P
o
sind

wenn X eine reelle Zahl ist. Durch Trennung des reellen und imaginéiren
Teiles in (27) ergibt sich:
(28) w7y (1 —X) — 7y (M, — X,) cos o — 7, (Mg — X,) cos @
+ 7, 7y (1 — X)) cos 2 ¢ — [(7y iy + %, 7,) 8in @ — M, Mg sin 2¢p] ¥ = 0.
(29) — iy (7, — Xmy)sin g — 7, (g — X ,)sin @ + 27, My (1— X ) cospsing
= Y [— 7,7y (W, Ty + B, M,) cos ¢ — 7, My cos 2],
wobei ¢ = (8—7)m ist. Da nun sin® und singp gleichzeitiz und von
Y =0 sein soll, so folgt aus (29):

gleicher Ordnung verschwinden, und S~ =
— 0y (M — Xiy) — 7y (g — Xml) + 2mymy (1—X) cosp = 0,
also ist nach (28):
(30) (7, — My M) (1 — X) = 0.
3*
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Da wir nun stets v, 4 v, verschieden annehmen wollen, d. h. da wir
[ stets als eine wirkliche elliptische Substitution betrachten wollen, so
ist fiir den Fall, daB E eine elliptische Substitution ist, tatsichlich die
Gleichung (18) aus (24) abgeleitet. Umgekehrt folgt natiirlich aus (18)
die (leichung (24).

Ist E eine hyperbolische Substitution, so findet man aus (20):
(eplm'__’z_f_; ep";ni) e72”i—:”;ii g

" LY

R W - \ 2
(67‘," _m eﬁn’“)
i,

(31) v =C

112 = C—‘—‘**—————_—‘ .
T _ f‘nl X
y
Wir setzen wieder ;i =X +¢Y und deuten dic Faktoren von Y

nur durch {} an. Dann’ wird:
(82) (1 — X) [cos (7, + P9 %) + cos ((ﬁ_x + ﬁs) )]

— 5 [eos ((By + 7o) + cos (71 + By =)

+ 7 Xeos (B + 7o) + cos (B, + 70 m))

+(Fa— 1) U~ D) cos (@, + bym) + T (} =0,

7%

38  (1—X)[sin(@, + 7)) + sin (B, + By )]

— ’:— [sin (B, + 79 7) + sin (@, + f) 7))

+ % X [sin (B + 7) @) + sin (B, + 7)) 7)]

+ (- )0 - D) sin(@ + Aym) + Y () =0,

Wir multiplizieren (32) mit
sin (BEREALE ),

(33) mit

htTat B+ 6 )

oos (PPt .

und subtrahieren. Dann erhalten wir:
@) Y} =0~ %) (55— 1)[sin (B +)7) cos (Bt bt o)
_ GOE((BI-{—ﬁ;WK) Sin(% +?s‘;‘ﬁ1 + B, “) .

Sobald nun sin & verschwindet, verschwindet auch %—:——~ 1 von glei-
1

cher Ordnung und umgekehrt, da also g;f—& verschwinden soll, so muB
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X (BB =T — 7 ) _
(35) sm( . x) =0

sein, wenn wieder I" eine rein elliptische Substitution ist.

Der Fall, daB E in eine parabolische Substitution iibergeht, 188t sich
aus den beiden eben vehandelten durch Grenziibergang ableiten, ergibt sich
- aber auch ohne weiteres aus der obigen geometrischen Interpretation des
Resultates. Dagegen verliert natiirlich die Methode ihren Sinn, wenn E
die identische Substitution ist, da dann von einer Achse E natiirlich nicht
mehr die Rede sein kann. Damit dieses eintritt, miissen a’a” und b'd",
sowie auch ¢'¢’ und d'd” zusammenfallen. Natiirlich existiert dann ein
Orthogonalkreis, wenn c¢'¢” die Gerade a’a” schneidet. Auf alle Fille
muB aber dabei « = und y =0 sein, wir konnen aber immer einen
solchen Fall, in dem E die identische Substitution werden kann, im Rahmen
des Folgenden als Grenzfall betrachten.

An Stelle von (24) kann man natiirlich noch eine groBe Anzahl ana-
loger Ausdriicke aufstellen, fiir manche Zwecke ist es auch bequem, Aus-
driicke zu haben, deren Verschwinden zwar neben (12) notwendig, aber
nicht hinreichend ist fiir die Existenz eines Orthogonalkreises, so daB man
noch durch geeignete Funktionen die linke Seite eigentlich zu dividieren
hitte. Als solche Gleichungen seien erwihnt:

N
V17

(36) —1=0

und die etwas schérfere Bedingungsgleichung:

67 m@%%f—ﬁﬁﬂ3=o.

Vs

§ 2.
Vollstindige Behandlung eines Spezialfalles.

Um uns nun iiber den Fall zu orientieren, in welchem fiir den ak-
zessorischen Parameter, fiir welchen ein Orthogonalkreis existieren soll,
allgemein komplexe Werte zugelassen werden, behandeln wir den Fall,
daB in (1):

1
_A_ == O ) o = ﬁ = }I == —é—
ist. Da dann:

ist, so ist auch
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Wir wollen nun auch zunichst noch fiir a, b, ¢ reelle Werte an-
nehmen, d sei co. Wir fithren dann in:

ddy 1 B
(38) wtz (§:5+a;——b+m—c)dx+(x—a)(x—b)(:c—c)y 0.

mit leichter Modifikation von I (22) die Verinderliche:

dx
39 dt =
(39) V(e — a)@—b)(x—o)

ein, wodurch (38) tibergeht in:
(40) d r Y4+ By=

Wir denken uns nun die z-Ebene lings der geraden Verbindungs-
linie von a, b; b, ¢ und ¢, d aufgeschnitten. Diese Ebene wird dann auf
die ¢-Ebene als Rechteck abgebildet, welches die Seite 2w, und wy¢
besetzt.

Die Werte von ¢ in a, b, ¢ und & bezeichnen wir mit £, ¢, ¢, und ¢,.
Es sei: _

(41) 4, =0, t,=0, t =0

c

Die beiden zu #, gehorigen Fundamentallosungen sind:
(42) Y@ =ii3-i(/_§i‘9, Y2 (8) — cos (V).

Die zum Punkte o und ¢ gehorigen Fundamentallosungen sind:

?aa (t) = sin (VP-(t— ta))) Y (t) = 08 (Vv(t a)))
Y () =sin(VB(t—t)), Yo()=-cos(VB(E—1),

Dabei sind die letzten vier Fundamentallsungen noch nicht normiert,
was wir durch Uberstreichen andeuteten. Wir setzen nun:

(43)

Y, (1) = Si’l(l/ﬁ(_*_f;_‘?i)

VB cos (VB
_ sln%Bt) tg(VBwl) cos(VBt) Y0 — tg(VBwl) 18 (VBw) oy
() T - ———3;5‘5{?5;;‘;’;))’ 7+ 22022 v
T X

T = Sl yp+ 2ol vy,
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Ferner sei:
Y, (#)
A0
Dann schneiden wir die 2-Ebene von einem oberhalb der Achse des
Reellen gelegenen Punkt O aus auf

Es hat 5 in o, a”, ¥, b”, ¢, ¢” beziiglich »

die Werte:
_&0Bo) , __ cg(/Bo)
ll - ] ’ 2 5 ’
VB VB

(45) u, =0, e = 00,

— tg%_w%_) vy = — ﬁt_g__(.%ﬁ:ﬁ .

Wir miissen nun die in der komplexen GroBe: 4 e ) pe
(46) B= DB, +iB, Fig. 1.

vorkommendenden beiden reellen Gréfien so bestimmen, daf zu den vier
Drebhungen A, B, I und A ein Orthogonalkreis existiert. HEs miissen dazu
entsprechend (12) und (24) die Gleichungen erfiillt sein:

(47) % tg* (VBa,) = 0.
(48) R (i tg? (VBoyi)) = 0.

Neben (47) ist daher jedenfalls als notwendige Bedingungsgleichung
R (i tg® (VBaogi) =0. Ebenso erhiilt man aus (37) als eine notwendige
Bedingungsgleichung:
(49) R (“‘ tg* (Vﬁ “’1) );ftg (VE Oy ', _ g (Vﬁ D ") lgtg’(l/ﬁ m,i) ]2) =0.
VEB| VB
Diskutieren wir zunichst (49). Aus (47) folgt, daB tg®()/Bw,)
reell ist, also ist:
R(~ tg? (VBa,i)| ctg (V Boys) ‘2) =+ 1
Daher ist 8‘%<—'—tgﬂB°—)ﬂ>) =+ 1, d. h. es ist tg?(})/Bayi) reell und
Te(VBo,)] = = > BT
positiv oder negativ, jenachdem tg? () Bw,) positiv oder negativ ist. Daraus
folgt aber dann auch umgekehrt, daB die drei Achsen a’a”, bb” und ¢¢”
sich in einem Punkte schneiden; denn wenn die Geraden a’'¢” und ¢¢”
die Gerade b'b” schneiden, wie es ja jetzt der Fall ist, geht (37) in die
Orthogonalititsbedingung (I, 14) tiber. Wir haben daher:
Satz 2. Damit der 2u der Differentialgleichung (12) gehorige Kern
einen Orthogonalkreis besitzt, ist notwendig und hinreichend, daf3 tg(V Bw,)
und tg® (Y Bwyi) beide reell und gleichzeitig positiv oder negativ sind.




40 E. His.

Um nun die Gesamtheit der Werte z zu bestimmen, fiir welche tg®<
reell ist, skizzieren wir am besten die durch
(50) Z=X+1iY=tge=tg(z+ iy)
vermittelte konforme Abbildung, die wir auch spiter brauchen. Da
tg(z 4+ =) = tgz, tg(z + %) = —1?12;
ist, so folgt, daB die ganze Z-Ebene das Bild eines von =0 und z=x= einge-
schlossenen Streifens ist, und daB die Werte von tg (z + 1;—) aus denen von

tg # durch Spiegelung am Einheitskreise und an der imagindren Achse,
hervorgehen.

Geht nun 2z von O bis 321, so geht Z von O bis oo, geht » vom

;- bis m, so geht Z von — 0o nach 0. Allgemein entsprechen den Linien:

Yy==4g9
Kreise der Kreisschar:
2Y _ tg(2g9)
TFXiFY g

den Geraden z = h 4 kx Kreise der zu der vorigen orthogonalen Kreis-
schar:

2X

T—XYy

Die Kreise der zweiten Schar gehen alle durch Z = -+ 4. Durchliuft

2z die Werte y¢ von O bis + oo¢ bzw. bis — o014, so geht Z von O

bis + ¢ bzw. bis — ¢; durchliuft # die Werte —723 +yi von y=0 bis

Y = + oo, 80 durchlauft Z die rein imaginidren Werte von oo i bis + ¢
bzw. von — oo¢ bis — 4.

Diese Angaben orientieren uns vollig iiber die wechselseitige Zuord-

nung von # und Z. Speziell entnehmen wir daraus daB Z nur dann reell

ist, wenn ¢ reell ist, daB Z dann und nur dann rein imaginir ist, wenn

=tg 2h.

=M1 gi fark=0,4+1,+2 ...
Wir setzen jetzt:
(61) VB= B, +iBy; B=p’— By’ + 2p,8yi = B, + Bi.
Dann muB also (8, + 4f;) @, entweder reell oder von der Form

k;—” + y,¢ sein, ebenso muB (B, + ;) w,¢ entweder reell sein oder die

Form 7%75 + y,¢ besitzen. Und zwar miissen die beiden Ausdriicke gleich-

zeitig die erste oder gleichzeitig die zweite Form besitzen.- Wenn nun beide
Ausdriicke reell sein sollen, so muB gleichzeitig f3= 0 und 8, = 0 sein, also:

(52) B=0
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sein. Allgemein folgt aus der Gleichung:
oy (B + ify) = “2iz + 90

Ent g0 k
Bl 4,01 _gTE) B2='IT:¥!‘)
also:
(53) B, + (—L)’= (22 fwk=v+1,2..,
1 T 1
und entsprechend %k, = 0
(54) B, =0,
da 8, =0.

Ebenso folgt aus:
037 (B +ifp) = ‘Tn + 40

B—f - %%, B--ihr
also:
und fiir k=0
(56) B, =0,
da 8, =0 ist.

Sind (56) und (54) gleichzeitig erfiillt, so kommen wir wieder auf
B =0. Die Werte B, und B,, fir welche (47) erfiillt ist, werden also
durch die Punkte der Gerade B, = O und die Punkte des Parabelbiischels
(53) dargestellt. Die Punkte, fir welche auch gleichzeitig (49) erfiillt
ist, werden auf der Geraden B, = 0 und dem Parabelbtischel (53) durch
das Parabelbiischel (55) ausgeschnitten, dazu kommen noch die von
B, = 0 auf .dem Biischel (53) ausgeschnittenen Punkte. Fir alle Schnitt-
punkte 1iB8t sich B in der Form
(57) B (3= + )

2 0,

darstellen, wo %, und %, irgendwelche positive oder negative ganze Zahlen
sind, die auch verschwinden kénnen. Wir haben also in Ergiinzung zu
Satz 2

Satz 8. Der eu der Differentialgleichung (12) gehirige Kern besitet

dann und nur dann einen Orthogonalkreis, wenn der akzessorische Para-
meter B = (%wf + %’)2 ist, wobei , irgendeine gamee positive Zahl oder
1 2

0 ist, ky irgendeine ganze positive oder megative Zahl oder O ist.
Wihrend wir also in I nur die beiden Scharen von Parameterwerten

B= (&3)z und (k’”j)g gefunden hatten, stofen wir jetzt auf oo® Ober-

2 o, 2 o,
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theoreme, so daB sich an jedes der Obertheoreme von I einfach unendlich
viele neue Obertheoreme anschlieBen. Dieses Iaft uns erwarten, da wir
aeben der in I eingefihrten Oszillationszahl, welche wir durch die Zahl
der Schnitte einer Seite mit dem Orthogonalkreis einfiihrten, noch eine
neue Oszillationszahl zur Verfiigung haben, sobald B auch in den in T be-
handelten Fillen komplexe Werte annchmen darf. Dabei ist aber zu-
nichst zu bemerken, daB wir von jetzt ab nicht mehr die Schnitte einer
Begrenzungslinie mit dem Orthogonalkreise als Oszillationszahl annehmen
ditrfen, da die Begrenzungskurven bei komplexen Parametern im allgemeinen
nicht mehr Kreise sind und die Zahl ihrer Schnitte mit dem Orthovonal-
kreise durch erlaubte Abiinderung des Systems der Schnittlinien in der
2-Ebene beliebig modifiziert werden kann.

Unser Beispiel wird uns sber gerade iiber den Charakter der Ober-
theoreme aufkliren.

Zu diesem Zwecke denken wir uns wieder die z-Ebene zun#chst lings
der Achse des Reellen von a itber b bis d aufgeschnitten, so da wir in
der +-Ebene ein Rechteck mit den Seiten 2w, und w4¢ als Fundamental-
bereich haben, und diesen Fundamentalbereich bilden wir durch:

n—tg( o, +;kwj)t
auf die 4-Kugel ab. Geht nun ¢ auf der Achse des Reellen von O bis
®,, 80 beschreibt die GroBe:
(58) 7 = (""‘ + ’i")t

2 o, 2 o,

in der komplexen v-Ebene eine Gerade, welche dort durch den Koordi-
natenanfangspunkt geht, und zwar bewegt sich, wenn wir ein fiir allemal
k, als positiv voraussetzen, bei wachsendem # die GréBe v so, daB ihr

reeller Teil wiichst. Ist dann ¢ = -kl, so liegt der entsprechende Punkt %

auf dem Kreise der rein imaginiiren Zahlen und zwar zwischen + ¢ und
+ o014, wenn k; positiv ist, zwischen — 7 und — oo 4, wenn %, negativ ist;
filr ¢ = —?—L liegt % auf demselben Kreise zwischen O und + 7 bzw.
zwischen 0 und — 4; riickt daher ¢ von O bis w,, so windet sich 5 von
0 ausgehend spiralformig nach innen, d. h. gegen + ¢ bzw. — ¢ riickend
durch [ ] Blétter derjenigen Riemannschen Fliche, auf welche die

t-Ebene durch tgz abgebildet wird. [%:I bedeutet dabei die groBte

ganze in % centhaltene Zahl. Sobald nun %, und % von O verschieden

sind, ist der Orthogonalkreis reell und geht durch die Punkte +¢ und — 3,
das sind aber gerade die Windungspunkte der Riemannschen Fliche. Wir
wollen nun eben die Zahl der Blatter, die zwischen b und o’ liegen, zur
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Definition der Oszillationszahl wihlen. Wir denken uns dabei die Blatter
iibereinander gelegen, dann zihlen wir den Ubergang zu einem héher ge-
legenen Blatte als positiv, den zu einem niederer gelegenen Blatte als
negativ. Zwei Gerade, von denen die eine 8o in die andere iibergefiihrt
werden kann, daB sie, ohne daB dabei ein Endpunkt auf den Orthogonal-
kreis fallt, derart zur Deckung kommen, daB die eingestrichenen End-
punkte zusammenfallen, wollen wir als im gleichen Blatte gelegen be-
zeichnen.

Zwei Achsen, deren eingestrichene Endpunkte auf derselben Seite
des Orthogonalkreises liegen, die aber selbst in zwei aufeinanderfolgenden
Blittern liegen, sind dann solche Grerade, welche die Eigenschaft haben,
daB die eine derselben in diejenige Gerade, welche geometrisch mit der
anderen Achse zusammenfillt, aber im nichsten Blatte liegt, tibergefiihrt
werden kann, ohne daB beim Ubergang ein Endpunkt auf den Ortho-
gonalkreis fallt. Wir wollen dann, wenn zundichst o’ und " auf derselben
Seite des Orthogonalkreises liegen, die doppelte Zahl der zwischen b'b”
und a’'a” liegenden im obigen Sinne gezihlten Bléitter als charakieristische
Oszillationszahl des Intervalles ba einfiihren, wobei aber im allgemeinen
bei den andoren Achsen auch das Vorzeichen zu beriicksichtigen ist; wir
wollen durch Definition festlegen, daB die zu ba gehérige Oszillationszahl
stets positiv ist.

Fillt o’ auf dieselbe Seite wie b”, so wollen wir folgende Festsetzung
treffen. Wenn 550" mit a”a’ zusammenfillt, erteilen wir dem Intervalle ba
die charakteristische Oszillationszahl + 1 und von hieraus z#hlen wir analog
wie vorher um 4+ 2 weiter. Diese Definition der charakteristischen Oszil-
lationszahl des Intervalles ba bleibt nun erhalten, wenn wir statt der
speziellen Zerschneidung die allgemeinere Zerschneidung der Fig. 1 withlen.*)

Wir lassen jetzt ¢ von O nach @,¢ gehen. Wir setzen dann:

- — ko kym .
(59) v= (T i),

wobei #, von O bis o, geht. Es sind zwei wesentlich verschiedene Fille
zu unterscheiden, je nachdem k, positiv oder negativ ist, k, ist nach wie
vor als positiv festgelegt.

Ist k, positiv, so geht = von = = O in dem Sinne, daB der reelle Teil
immer stirker negativ wird, wenn # von O nach o, geht. % beschreibt
dann eine Kurve, welche sich durch die wnterhalb des Ausgangsblattes ge-
legenen Blatter hindurchzieht, wihrend die ba entsprechende Kurve sich
durch die oberhalb gelegenen Blitter hindurchzog. Es ist also die zu
dem Intervall ¢ gehdrige charakteristische Oszillationszahl — k. A

*) Vergl. auch die Anmerkung S. 48.
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Ist k, dagegen eine negative Zahl, so windet sich die Kurve durch
die Blitter oberhalb des Ausgangsblattes. Die dazugehorige charakteristische
Oszillationszahl ist also wieder — k,.

Wir haben daher in Erginzung zu Satz 3:

Satz 4. Man kann in der Differentialgleichung (38) den komplexen
Parameter B auf eime und nur auf eine Weise so bestimmen, daf3 der
dazugehirige Kern einen Orthogonalkreis besitzt, daf ferner zu dem Inter-
valle ba eine positive gamnzzahlige vorgegebene charckteristische Oszillations-
zahl und zu dem Intervalle be eine positive oder negative ganzzahlige vor-
gegebene charakteristische Oszillationszahl gehirt.

Es eriibrigt uns noch, der Vollstindigkeit halber, die Beschreibung
des Fundamentalbereiches in der 7-Ebene zu Ende zu fiihren. Wir lassen
daher ¢ von wy¢ nach @g¢ 4+ 2w, gehen, wofiir:

(60) n=tg[(h—5)m+in (b2 + 52)]

wird. Die Kurve zieht sich daher von ¢ um k Blétter hinauf. Geht
dann ¢ von w,¢ + 2o, nach 20,, so kommen wir zu demselben Punkte,
wie wenn wir ¢ von O auf der Achse des Reellen bis 2w, wachsen lieflen,
also kommen wir in das k“’ Blatt iiber dem Ausgangsblatte, die Kurve

] Blitter hinauf oder hinab, je nachdem %,

positiv oder negativ ist. D1e zum Intervalle dc¢ gehorige charakteristische
Oszillationszahl ist also gleich der zum Intervalle ab gehérigen, die zum
Intervalle ad gehorige Oszillationszahl ist gleich der zum Intervalle ba
gehorigen.

§ 3.
Integration der Differentialgleichung (1) bei sehr
groBen Parameterwerten. Allgemeine Betrachtungen iiber die
charakteristisehen Oszillationszahlen.

Wir gehen also jetzt wieder zu der Differentialgleichung:
Py  [l—a  1—8 ndy Az L B
@) dx’+(x——a+ b+m—c) 5+(x—a)(x—b(x——c)y 0
tiber, in der jetzt a, b, ¢ und d irgendwelche komplexe Zahlen sein mogen.
Wir untersuchen dann das Verhalten der Losungen, wenn |B| sehr groB
ist. Es sei:
(61) dt = da

@—a) " @—b)'"FP—a'=7’

dann erhalten wir:

.' (62) dt,-}-(x—a)l ie(x—b)1=2F (x— )~ (Adz+ B)y = 0.
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Um den Faktor von By zu entfernen, setzen wir:

dzV@—a) @ -t P @—o' " _ dz
@—a)' *@—b'"P@—ot7 V& —a)@—1b)x— 0

64) Y=yV@—a) = (z—b)"F(z — o).

Dann erhilt man:

(63) do—

a2y
(65) WA-}—BY—}— NY =0,
wobei:
(66) N=Ax +

- d? ' 1 1
‘”"V(x—a)““(w—b)"“’f‘(x—c)"zf) (¢ — @37 — by ~*P(p — ot~ 31)}
Es sei:
(67) B = riest,
Wir legen dann durch irgendeinen Punkt 2, die Gerade:

i

(68) 7 —2y=ge 2,
wobei 2, im ersten Fundamentalbereiche liegt, auf welchen die zerschnit-
tene z-Ebene durch # abgebildet wird, und so gewihilt sein mag, daB die
Gerade (68) durch keinen der Unendlichkeitspunkte von XN, also durch
keinen Bildpunkt, der a, b, ¢ oder d entspricht, geht, und daB innerhalb
einer vorgegebenen Anzahl von Fundamentalbereichen der Abstand der zu
diesen gehorigen Bildpunkte der Punkte a, b, ¢, d von dieser Geraden
oberhalb einer festen Grenze bleibt.

Dann kénnen wir nach einer von Liouville*) herrtihrenden Methode
die Differentialgleichung (1) lings (68) asymptotisch integrieren. Wir
zerlegen dazu die Integration von (65) in die Integration von:

azy
(69) ot Y =0
und
ary .
(70) Erd + 7Y =9¢(g)=—NYe .
Seien nun Y, und Y, zwei Integrale von (69), so daB
a7, iy,
(1) v, 4% _ydh_

dann ist das allgemeine Integral von (70):

4
(1) Y=0Y+0% + 5 [ (%0 ey — Yie) Yie) plo) de,
e 0

*) Journal de Liouville, Bd. 2, S. 119.
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Setzen wir nun Y, = sin(r9), Y, = cos(rg), dann ist:
9
(18) ¥(e) = G sin(re) + Gy cos (o) — + f sin(r0— )y (e ey
0

Bs sei dann M das Maximum des absoluten Betrages von Y in dem
Intervalle O bis g, M, dasjenige von | C, sin(ro) + C; cos(rg)!, M, das-
jenige von | N|, dann folgt aus (73):

M< M,+ - MM,
also ist:

(14) Mt

_iM.
1 il

Wir betrachten jetzt speziell die beiden Fille O, =1, C, =0 und
C, =0, C =1, also:

[4
(55)  ¥(e) = sin(re) + 5 [sin(r(e—ev) N(e,6%) Yi(o) dey,
0

(]

(15b)  Y™(p) = cos(rg)+ T:‘.(pfsin(r(g —0)) N(046%) Y (o) dr,.

0

Y(ee™?)
Y (g %)
Zah] tibersteigt, einem vorgegebenen Stiicke der Geraden (68) eine Kurve
auf der Kugel, welche sich immer in der Umgebung des Kreises der
reellen Zahlen Ofter als eine beliebig groB vorgegebene Anzahl mal herum-
windet.

Wir legen dann durch 2z, eine Gerade, welche auf der Geraden
(68) senkrecht steht, und deren Abstand von den Unendlichkeitspunkten
innerhalb der vorgegebenen Anzahl von Fundamentalbereichen oberhalb
einer festen Grenze liegt. Wir behandeln diesen Fall analog wie den
eben erledigten. Wir setzen:

Setzen wir

= 7, 80 entspricht, wenn » eine gentigend grofie

ip

(76) 2 — 8, =gie ?

und erhalten:

_ _ [ -
T8 e 4 e@—0r __ o~ @-0u)r

-2
(76a) Y1==——§’.—————;;;p —2'——~.N< 2’591) Yo 0)dey,

~ ¢

-rQ ro : @—a1)r __ ~@=0ur —-2._ o

(76b) yn=_e_____.§‘l',f___;%(_p ¢ - € N(e 21,91)1711(91@)d91.
0
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Setzen wir beidemal ¢@ als Faktor heraus, so finden wir wie oben,
daB die Integrale nach Division durch ¢¢ unterhalb einer bestimmten
Grenze bleiben. Bewegen wir daher z auf der Senkrechten in der Rich-
tung der wachsenden p um ein gegebenes Stiick, so riickt der ent-
sprechende Wert von 7, wenn r grof genug ist, beliebig nahe an 4, be-
wegen wir n in entgegengesetzter Richtung, so riickt % beliebig nahe
an — 1.

Errichten wir jetzt in irgend einem anderen Punkte 2z, der Geraden,
fir den ¢ = 6 sei, das Lot, so kbnnen wir ganz analoge Formeln zu
(16a) und (76b) aufstellen. Es ist néimlich nach (75a):

(l

dYI 1 0 1 %91
(T7a) - - =r| cos(ro) + =, [ cosr(p—e0,) N(o;¢?) Y'(o) do | e®.
ré s

e
ayr . .
(1) 1 = r[—sine) + L feonrlo—e) Moo Yi(e)de |

Q

iz

Also ist:
Y*(6) = sin(ro) + 7:—Jl, Y (¢) = cos(re) + %JE,

(C_ld}f;)eﬂ =7 [cos (re) + % J;]e'ge, ('%Y;) = r[—— sin(76) + %J;]ei:’%,

wobei J,, Jy, Jy, J, GroBen sind, deren absoluter Betrag unterhalb einer
festen Grenze liegt. Wir haben also lings der Senkrechten:

e
(18) 2 —2 =gie ?,
welche in bezug auf die Unendlichkeitsstellen denselben Charakter haben
soll wie die Geraden (68) und (76)

[_e—rai_*_%(J-li_JB)]e"?_‘_ [e+rui+%(,71i+of,)}e—r?
21

T - ;
; T-Tr __ o~ O-Tr A g
-—;;;Je 5 N(e : wx)l"(elz)don

(18s) Yi-—

L g, i) e [t g — gy [T
(78b) yng[ r? ‘} 2[ r? ]

T
; @=Tr _ e~ @-Tr (-2 - e
- r:icp : 26 N(e 2 "91) YY(g,9) dgy,
0

Daraus folgt, daB, wenn wir nur 7 grof genug wiahlen, 7 beliebig
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nahe an ¢ heranriickt, wenn sich z auf der Geraden (78) im Sinne der
wachsenden ¢ um ein gegebenes Stiick verschiebt, ferner daB % beliebig
nahe an — ¢ heranriickt, wenn sich n auf der Geraden in entgegengesetzter
Richtung bewegt. -

Wenn also » geniigend groB ist, bedeckt der Fundamentalbereich
die 7-Kugel mit Ausnahme der Umgebung von + ¢ und — i beliebig oft,
da wir dann auf jeden Punkt 2, der Geraden (68), der innerhalb einer
endlichen vorgegebenen Anzahl von Fundamentalbereichen liegt, denselben
SchluB aufbauen konnen, wenn wir nur eine endliche, ebenfalls unter
einer angebbaren Grenze liegende Anzahl von Punkten durch beliebig
kleine Intervalle ausschneiden. Ferner ergibt sich aus dem Gesagten, daB
die zum Ausgangsfundamentalbereich benachbarten Bereiche sich immer
mehr an + ¢ bzw. — ¢ heranschieben, so daB also folgt, daB der Funda-
mentalbereich sich beliebig oft bei wachsendem # iiber den Orthogonal-
kreis hiniiberzieht. Dieses wiirde némlich nur dann nicht eintreten, wenn
der Orthogonalkreis mit wachsendem » immer kleiner werdend um - ¢
oder — ¢ allein sich herumzichen wiirde. Dieses ist aber nicht méglich,
da dann die Bereiche, die sich immer mehr an + i heranziehen, nicht in
die Bereiche, die sich an — ¢ heranziehen, durch eine Substitution tiber-
gefiihrt werden konnten, die einen solchen Orthogonalkreis in sich tiberfiihrt.

Wir wollen nun zeigen, daB nie zwei zu verschiedenen charakteristischen
Oszillationszahlen gehorige Fundamentalbereiche zusammenfallen kénnen,
wenn wir, vom Spezialfalle ausgehend, die in der Differentialgleichung vor-
kommenden Parameter derart stetig dndern, daB der dazugehorige Kern stets
einen reellen Orthogonalkreis besitzt, auf den weder @, noch %', noch ¢/, noch
d’ fallen konnen, da wir parabolische Substitutionen ausschliefen®) Wir
denken uns dabei die z-Ebene durch gerade Linien zwischen den singuléren
Punkten aufgeschnitten und die singulédren Punkte nur so verschoben, dafB
nie ein singulirer Punkt mit einem anderen singuliren Punkte zusammen-
fallt, und daB die singuliren Punkte nur Endpunkte der Schnittlinien sein -
konnen. In dem im vorigen Paragraphen behandelten Spezialfall hatte sich
nun der Fundamentalbereich bandférmig auf der Kugel hingezogen. Eine
charakteristische Oszillationszahl konnte nun nur dadurch sich &ndern,
daB eine Seite des Bandes in einem Blatte ganz auf die eine Seite des
Orthogonalkreises sich zusammenzieht, wihrend es frither diesen zum
mindesten zweimal schnitt; damit aber dieses eintreten kann, muf bei der

*) Nach einer nachtriglichen miindlicken Mitteilung von Herrn Klein 148t sich
die charakteristische Oszillationszahl z. B. des Intervalles ab als diejenige ganze Zahl
definieren, welche um 2« vermehrt die Amplitude derjenigen Drehung gibt, welche
b erfihrt, wenn x von b ausgehend nach einem einfachen Umlauf um @ nach b
zuriickkehrt. Durch diese Definition wird unsere Behauptung evident.
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stetigen Ab#nderung ein Moment eintreten, in welchem die Seite gerade
den Orthogonalkreis beriihrt, sonst aber in dem ganzen Blatte auf der
einen Seite des Orthogonalkreises liegt; diesen kritischen Moment wollen
wir fixieren. Vor Eintreffen desselben lag die betreffende Kurve noch
zum Teile auf der anderen Seite des Orthogonalkreises, und es lagerten
sich daran nach innen neue Fundamentalbénder, deren Randkurven in
dem betreffenden Blatte auch noch zum Teile unterhalb des Orthogonal-
kreises lagen, da ja ein kritischer Moment noch nicht eingetreten sein
soll. Beim Eintreten des kritischen Momentes wiirden dann die Kurven
sich beriihren miissen. Ein solcher Beriihrungspunkt auf dem Orthogonal-
kreis, welcher mehreren Fundamentalbereichen angeh6rt und in dewmselben
Blatte liegt, ist aber bei unserer Zerschneidung unmdglich, da die Punkte
a, ¥, ¢, d nicht auf dem Orthogonalkreis liegen. Wir haben daher:

Satz 5: Andert man die Parameter der Differentialgleickung (1), d. h.
die singuldren Stellen, die Exponenten (innerhalb der erlaubten Grenzen)
und den akeessorischen Parameter von einem Falle des Satzes 4 ausgehend
derart ab, daf3 der Kern stets einen rveguliren Orthogonalkreis besitzt, und
dap jeder singulire Punkt stets nur Endpunkt der dieselben in ganz be-
stimmter Reihenfolge verbindenden geraden Linien ist und mit keinem
anderen zusammenfdllt, so dndern sich die charakteristischen Oszillations-
zahlen wicht, und der absolute Betrag des akezessorischen Parameters bleibt
unterhalb einer endlichen Grenze.

§ 4.

Behandlung des allgemeinen Falles bei vier komplexen singuliiren
Stellen.

Wir steigen nun von dem im § 2 behandelten Falle aus allméRlich
zu dem allgemeinen Falle auf, der neben der Einschrénkung, daB die
GroBen «, B, y und & kleiner sind als 1, nur mehr die hat, daB die
GroBen A, A,, A, und 4, wesentlich positiv sind. Wir wollen dabei
zunichst nur diejenigen Obertheoreme behandeln, welche sich nicht an
die in I untersuchten anschliefen.

Wir betrachten die in § 2 aus (12) gewonnene Kurvenschar (53) in
der Ebene mit den Koordinatenachsen B; und B,. Man sieht nun zu-

nichst, daB die linke Seite von (12), also 8?(% %—), beim Uberschreiten
]

der Kurven jedesmal ihr Zeichen wechselt. Wir betrachten dann auf
denjewigen Kurven (53), fir welche k, positiv und von O verschieden ist,
1 2

das Vorzeichen des Ausdruckes gfn—l(—ﬂ—) R (T 1—,;) also der linken Seite von

Mathematische Annalen. LXVIIIL 4
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(24). Dieser Ausdruck verschwindet, so oft B einen Wert von (57) hat,
und zwar von erster Ordnung. Da nun in diesen Féllen immer ein
Orthogonalkreis existiert, so kann dabei nicht sin§ verschwinden, es
sel denn %, =0, in welchem Falle die Substitutionen A und B die- -
selben Achsen besitzen und E die identische Substitution ist. Daher
haben wir diese Fille am Anfange dieses Paragraphen zunichst aus-
geschlossen.

Wir éndern nun die Exponentendifferenzen &, 8, y und J und die
singuldren Stellen stetig ab, dann wollen wir durch Zihlen der Vorzeichen-
wechsel der linken Seite von (24) auf den Kurven (12) zeigen, daf3 stets
eine ungerade Anzahl und also sicher ein Punkti vorhanden ist, fiir den
(12) und (24) verschwinden und die Intervalle zu den vorgegebenen charak-
teristischen Oszillationszahlen gehiren. Bezeichnen wir zwei solche Schnitt-
punkte der Kurven (12) und (24), welche dieselben charakteristischen
Oszillationszahlen haben, als zum gleichen Typus gehorig, so kdnnen nie
zwei Schnittpunkte der Kurvenscharen (12) und (24), die zu verschie-
denem Typus gehdren, zusammenfallen, dagegen kann stets eine gerade
Anzahl von Verschwindungspunkten, die zu demselben Typus von (24) und
(12) gehoren, entstehen oder auch wieder verschwinden. Wenn nun, was
bei der Abinderung eintreten kann, ein Kurvenzweig von (12) aus dem
Unendlichen hereinwachst, so wird er nach Satz 5 zunichst keinen zu
den festen charakteristischen Oszillationszahlen %, und %, gehdrigen Schnitt-
punkt von (24) aufweisen kinnen, also wenn er spiter tiberhaupt welche
hat, wird er sie nur in gerader Anzahl besitzen. Dabei bleibt also die
Zshl der zu zwei fiir die beiden Intervalle vorgegebenen charakteristischen
Oszillationszahlen gehorigen Schnittpunkte ungerade. Es wird nun auf
einem der Zweige von (12) nie eine im Endlichen geschlossene Kurve
entstehen konnen, welche eine ungerade Zahl von Schnittpunkten, die zu
demselben Typus gehdren, enthdlt und keinen anderen Schnittpunkt trigt,
da man beim Durchlaufen derselben zu demselben Vorzeichen der linken
Seite von (24) kommen muB. Nun sind die zu festen charakteristischen
Oszillationszahlen gehorigen B, und B, stets unterhalb einer festen
Grenze gelegen, es konnen daher die zu demselben Typus gehorigen
Oszillationszahlen nicht in unendlicher Anzahl vorhanden sein, es sei denn,
daf ein Kurvenzug von (12) mit einemn solchen von (24) zusammenfillt.
Auf einem solchen Kurvenzuge konnen aber nur solche Punkte liegen,
die zu demselben Typus gehdren, also muB er ganz im Endlichen liegen
und geschlossen sein; ob nun dieser Zweig wegfillt, oder nicht, die Zahl
der iibrigen zum Typus gehdrigen Schnittpunkte ist stets ungerade und
kann also nie 0 werden. Es bleibt daher, was auch sonst eintreten mag,
stets fiir jeden Typus ein Wertepaar B, und B, vorhanden, wie wir
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auch innerhalb der vorgeschriebenen Grenzen die Exponentendifferenzen
abindern, wenn wir jedesmal den Fall, daB zwei Exponentendifferenzen
einander gleich werden, nur als Grenzfall zulassen, da ja nur dabei E die
‘identische Substitution werden kann.

Um nun auch das Grundtheorem und die an I sich anschlieBenden
Obertheoreme zu behandeln, bezeichnen wir, allenfalls unter Abinderung
der Bezeichnung, mit @b bez. ¢d je ein zu der charakteristischen
Oszillationszahl O gehériges Intervall und gehen wieder von dem Spezial-
falle des § 2 aus, in dem auch a, b, ¢ reell sein sollen, wihrend d im
Unendlichen liege. Wir setzen jetzt, abweichend von friiher, {,=0, t,= o,,
t,— ©, + 10, und bringen a’ nach O, a” nach co. Um nicht neue Indizes
einfiihren zu miissen, bezeichnen wir auch nach der Transformation den
Wert von % in ¥, 0", ¢, ¢’ mit u,, g, v,, », und nehmen dann als
Orthogonalitétsbedingung:

(19) (i i{) ~0,
(80> 5;11(8) ER ('Ia %:—) = 0,

wobei & der Winkel ist, den die Achse ¢'¢” mit der von a'a” und ¢¢”
bez. E’E” unter Voraussetzung von (79) gebildeten Ebene einschlieBt.
Es ist dabei im Spezialfalle:

(81) z_: == tg* (VEO%); 2‘ = —tg’ (V*_E(a’i'*‘ im,)).

Da das Intervall ab 'die charakteristische Oszillationszahl O besitzen soll,
so. folgt unter Beriicksichtigung von Satz 8 aus (79) die Gleichung:
(‘_82}" B, =0,
" und zwar wechselt die linke Seite von (79) ihr Vorzeichen, wenn B,
von einem positiven zu einem negativen Werte iibergeht. Wir haben
nun zunichst einen der in I behandelten Fille, in dem also, wenn
B, = 0 ist, die Gerade ¢’¢” die Gerade b'd” schuneidet. Ferner schneidet
b'b’ sowie ¢ ¢’ die Gerade ¢¢” bez. E'E”, also liegt, wenn sich die
drei Geraden nicht in einem Punkte schneiden, was ja im allgemeinen
eintritt, wenn bt

B 5= — 'ZE;& ]
¢ bez. E'E” mit b'b” und ¢ ¢’ in einer Ebene, also in derjenigen
Ebene, die durch ' geht und in gewshnlichem Sinne senkrecht auf
der von o a’und b'b” gebildeten Ebene steht. Nun kann tiberhaupt nie
E'E” mit b'b” oder ¢ ¢’ zusammenfallen, da ja E’E” die Kugel nicht
schneidet oder hochstens berithrt, ebensowenig kann b'd” oder ¢’c¢” mit

4‘
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¢ ¢ zusammenfallen, da dann a’a” mit b'd” bez. ¢’ ¢’ mit d'd” zusammen-
fallen wiirde, was unmoglich ist, da die Intervalle ab und cd nicht-
oszillatorisch sind. Aus demselben Grunde kann E nicht die identische
Substitution sein. Daraus folgt aber, daB fiir die in Betracht kommenden
Fille jetzt sin® in bestimmter Form existiert und stets von O ver-
schieden ist.

Wird nun B = (%7::1)2, so hat (80) eine einfache Nullstelle, an der
2

sin & von O verschieden ist. Desgleichen findet, wenn B, = 0 ist, beim
Durchgange von B, durch O ein Vorzeichenwechsel der linken Seite von
(80) statt.

Nur wenn B = 0 ist, also beim Grundtheorem, geht der reelle Ortho-
gonalkreis in einen Punkt iiber. Veriindern wir jedoch «, g, ¥, 0 zundichst
beliebig wenig derartig, daB A,, 4,, 4, 4, wesentlich positiv werden,
so folgt aus I, daB der Kreis in einen wirklichen reellen Orthogonalkreis
iibergeht.

Wir haben jetzt nur den obigen SchluB zu wiederholen, indem wir
die Zahl der zu den charakteristischen Oszillationszahlen O, %, gehorigen
Verschwindungspunkte der linken Seite von (80) auf den durch (79) be-
stimmten Kurvenziigen z#hlen, wenn wir Exponenten und singulire Stellen
stetig verschieben, derart, daB stets 4, 4,, 4, 4, positiv sind und
hochstens in einem Grenzfall, d. h. in einem Falle, in dem wir den
ProzeB schliefen, zwei Exponentendifferenzen einander gleich werden.
Wir haben also zusammenfassend: '

Satz 6. Wenn die zu der Differentialgleichung (1) gehorigen Grofen
A, A, A, und A, positiv sind, so kanmn man stets den akzessorischen
Parameter B als komplexe Grife so bestimmen, daf3 der zugehorige Kern
einen reellen Orthogonalkreis besitzt und daf3 zu dem Intervalle ba irgend
eine vorgegebene ganezahlige, als positiv angenommene oder verschwindende,
charakteristische Oszillationszahl &, und zu dem Intervalle bc irgend eine
vorgegebene gamzzahlige, positive, verschwindende oder (wenn k, & 0) nega-
tive charakteristische Oszillationszahl gehort. Als Spezialfoll ergibt sich
daraus das Grundtheorem der automorphen Funktionen im Falle von vier
reellen oder vier komplexen singuliren Stellen. Uber die Eindeutigkeits-
fragen miiiten noch Spezialuntersuchungen durchgéfihrt werden, deren
allgemeine Erledigung mir bis jetzt noch nicht gelungen ist.
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Kapitel IIL

Fall beliebig vieler reeller singuldrer Punkte bei reellen
Parametern.”)

§ 1.

Aufstellung der Differentialgleichung.
Zusammenhang mit dem Kreisbogenpolygon.

Es seien der GroBe nach geordnet a,, ay, ---, a,, gegebene reelle
GroBen, ferner seien @, a,, - -, &, #,,, irgend welche zwischen O und 1
liegende positive reelle Zahlen, welche von 0 und 1 verschieden sind.
Wir betrachten dann die Differentialgleichung:

ds 1 1— 1—an\ d
(1) dxy’+(_ﬁ “ o4 “)Jf_

 — @ z — ag x—ay dx

+ Aan—t 4 djard 4 - - 4 An_g _
@—a)@—a) F -+ @—a)?
welche die # 4 1 singuliren Stellen a,, ay,- -, a,, a,,, = oo besitzt, zu
denen die Exponentenpaare:

0,

’ ”
&, 05 g, 055 a,, 0; etny1, Gnyt

gehoren. Dabei ist:

(2a) o F gttty =0 —2,
(2b) a’ll’+1a1l”+1 = A,
(2¢) - Oppt — Ong1 = Gpyy.

Wir definieren jetzt analog zu I § 2 die zu der singuldren Stelle g,
gehorigen Fundamentallosungen durch:

Yo~ oo B% (w—a), ¥ —Bea—a),

wobei P immer eine Potenzreihe reprisentiert. Die Fundamentallssungen
werden noch jeweils zweckmiBig normiert. Wollen wir beispielshalber
die Kantenlinge auf der Kante a, a,” berechnen, so fihren wir die in
I § 3 durch (25) gegebenen Normierungen ein, wobei fiir a, 5, ¢ jetzt
@y @y @,y 70 setzen ist; statt 1,1, »,, n, fithren wir jetzt die GroBen
L@+ L6+ g 6= 7.6:i-1 ein, wobei also der obere erste Index
die mittlere der drei in Betracht kommenden singuliren Stellen an-

*) Der Fall von fiinf reellen singuldren Punkten wurde auf meine Anregung von
Hermm Gerstenmeier in einer voraussichtlich als Erlanger Doktordissertation er-
Scheinenden Arbeit behandelt.
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deutet. Wenn wir diese Bezeichnung einfithren, erhalten wir ohne weiteres
aus I (10) und (12) die Linge der Seite a/y; @, und die Kantenlinge auf
der Kante @@, also auf der Achse derjenigen Substitution, welche
einem Umlaufe um g, entspricht. Wie jedoch schon in II bemerkt wurde,
wollen wir abweichend von I in I (13):

1

setzen. Es sei jetst:
dx
(3) dt = (m_al)l—-(zl‘ﬁ(m-_ ag)l—a, . (x_aﬂ)l—an;
dann geht (1) tiber in:
diy
O T
[2—a, P72 o — g, 2% . o —a,[P*

L(Aar-2 4 dgar 4+ A, o)y =0.

F—a)@—a) - (@—a)

Zuniichst wiederholen wir nun die Diskussion des Vorzeichens von 4,
wobei wir wieder den in das Unendliche geworfenen Punkt als Index
anfiigen. Dann haben wir wieder drei Fille.

(A) Es sel

Ay >0, oy tog+- -t <n—1,
Dann sind alle 4,,4,,---,4,, 4, positiv. Umgekebrt, sind alle
1 2 n n41
GroBen 4, .- - 4, ., positiv, so ist

o +a+- -+, <n—1
(B) Es sei

Aa,,+1>0’ oyt o+t e, >n—1.
Dann sind die GroBen 4,,4, --- A, negativ. Umgekehrt, ist 4,
positiv, sind dagegen die anderen 4, negativ, so ist

o+t oo, >n—1.
(C) Es sel 4., < 0, dann sind entweder alle 4, negativ oder

-zum wenigsten alle mit Ausnahme eines einzigen. Die Ableitungen dieser
Tatsachen ergeben sich genau wie in I § 3.

Es sollen jetzt noch die Bedingungen fiir die Existenz eines Orthogonal-
kreises angegeben werden. Diese sind

(5) ll(”s)'l,(z”) = 11(3,1) 12(2:‘)’ 11(314)22(3»4) = 11(3,2) 12(3,2)’ .
ll(n—l, n) lg(n—l, n) — ll(n‘l, n—2) ls(n—l, n—2)

1

Denn dann schuneiden sich die Achsen a,'a,”, a,/a,”, ag'as”, -+, @, @, in
einem Punkte. Multiplizieren wir dagegen die rechten Seiten der Glei-
chungen je mit einer geeigneten reellen GréBe, so erhalten wir Glei-
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chungen, welche fir #—2 Kanten vorgegebene rein imaginire Kanten-
lingen postulieren.

Man kann sich nun die Aufgabe stellen, durch Vorgabe von »n — 2
rein imagindren Kantenlingen und gewissen Oszillationszahlen, oder durch
Vorgabe von n—2 reellen Seitenlingen oder durch Vorgabe einer Anzahl
m rein imagindrer Kantenlingen nebst gewissen Oszillationszahlen und
n —m — 2 reellen Seitenlingen die n — 2 akzessorischen Parameter zu
bestimmen.

§ 2.
Eindeutige Bestimmung der akzessorischen Parameter durch n — 3
reelle Seitenlingen.

Dieser Fall erledigt sich wieder am leichtesten, und wir haben die
Ausfithrungen von I § 5 nur in wenigen Punkten zu ergéinzen. Es seien

die vorgegebenen Seitenlingen von der Form %’j— n; dabei seien p, und g,

teilerfremde ganze Zahlen und g, nicht 1. Durchlaufen wir nun das

Intervall, zu welchem die Seitenlinge qﬁ m gehoren soll, g; mal unter Fest-

3

baltung des in § 5 angegebenen Fortsetzungsprinzips, so muB eine Losung
existieren, die am Anfang und am Ende verschwindet und im Inneren
p; — 1 Nullstellen besitzt. Wir kommen daher jetzt auf ein » — 2 para-
metriges gewdShnliches Oszillationstheorem, welches fordert, daB in » —2
Intervallen Loésungen existieren, von denen die zum ¢*" Intervalle ge-
hérige am Anfang und am Ende des g¢;-fach durchlaufenen Intervalles
verschwindet und im Inneren p, — 1 Nullstellen hat. Um den Beweis
dieses Oszillationstheorems zu erbringen, hat man unter Berticksichtigung
der Ableitung in I § 5 nur den von Herrn Bocher fiir das m-para-
metrige Oszillationstheorem gegebenen Beweis wortlich zu wiederholen *),
um den folgenden Satz zu gewinnen.

Satz 1. Man kann stets auf eine und nur eine Weise die akzessorischen
Parameter als reelle Groflen so bestimmen, daf3 n— 2 Seiten vorgeschriebene
reelle Liingen besitzen, die aber nicht gamze Vielfache von n sind. Sind
die Werte der Seitenlingen ganze Vielfache von x, so hort die eindeutige
Bestimmiheit der Parameterwerte auf.

In der Tat schlieBt man von den Seitenléingen —1-’;—71: stets auf be-

liebige Seitenlingen P,7, wenn P, auch eine Irrationalzahl ist, da die

Parameter sich nach I § 4 stetig mit den reellen Seitenlingen #ndern,

*) Bocher, American Bulletin, Oktober 1898 und April 1900.
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sofern diese nicht gleich ganzzahligen Vielfachen von = sind; bei stetiger
Abiéinderung schlieBen sich jedoch an die ganzen Vielfachen von = kom-
plexe Seitenldingen an.

§ 3.
Hilfssiitze.
Wir setzen:
Axﬁ_g + onn-—-? + e + A‘n—?) = P(%),

2-20 |y g 220 . . |z _gq (272

@—a)@—a) - (@—a)

lz—a] "~ 8 ().

S(x) dndert also bei den singuléren Punkten und nur bei diesen sein
Vorzeichen, wir nennen nun das Vorzeichen des Wertes von S(z) in
einem Intervalle die Signatur des Intervalles, die also positiv oder negativ
ist. Zwei benachbarte Intervalle haben stets verschiedene Signatur, die
des Intervalles a, co ist stets positiv, die des Intervalles — oo @, ist
positiv oder negativ, je nachdem = gerade oder ungerade ist. Wir
machen dann folgende Hilfsbetrachtungen.

Es sei
(6) P(z) = P,()
so gelegen, daB keine der vier Fundamentallsungen

v, T, T T

im Inneren des Intervalles a,a,,, verschwindet und daB die GréBen

2

lgi,i-}-l)’ lgi,i+1), l(1i+l,i)’ l(2i+1,i)

alle positiv sind. Ein solches Intervall nennen wir ,michioszillatorisch.”
Ebenso sei das Intervall @, , @, , nichtoszillatorisch. Wir setzen dann

. a4y _ e (6,¢+1) 37 a;, a; Y% (¢,i+1) Y7a;,
(Ta) Ya,’.Il'*YaZ—l1 Yy X +1_Ya;—12 Y

%1 _ V% __ 76,i—1) Fra;, .1 __ Ve @, ¢~1) Fa .
ISR B S A S SR ¢4

*im3

OIRES SA S t) CETIS AT SN G} S

@41 o4
Yai+2 — Ya,-+1 _ l(i+1,¢+ﬂ) ?a¢+1 . Ya‘-_*_g =?a’-+1 _ l(?:+1,l'+2) Ya,~+1
%43 %1 1 0 ! o %41 2 o

Dabei sind die iiberstrichenen Y stets analog zu I (25) normiert,. die
Normierung der anderen Y ist eben durch (7a) und (7b) festgelegt. Es
sei nun bei einer anderen Verteilung der Parameterwerte

®) P(z) = Py(z) + Q(z) = Py (2),

wobei @(z) vom #n — 3% Grade ist und ebenfalls so gew#hlt sein mdoge,
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daB, wenn (8) erfiillt ist, die Intervalle a,a,,, und a,,, a;,, ,nichtoszil-
latorisch® sind. Die zu P,(z) gehorigen GroBen zeichnen wir durch Hinzu-
figen des Index ¢ aus. Es mdge nun je eine der beiden folgenden Glei-
chungen von (9) und von (10) bestehen,

(9a) l(li,;-l,z') > l§i+1,i); ‘ (9b) l(zi’-:l,i) > lg“"),

(103’) lgi;:l,i+2) > l(1i+1,a'+2); (IOb) lg,:1,£+2) > l(21'+1,i+2)'

Dann schneiden sich die Kurven z = P,(z) und 2= P,(z) entweder im
Intervalle @, , @, , oder im Intervalle a,a,,, mindestens einmal. Denn
nehmen wir, um einen Fall zu fixieren, an, die Signatur des Intervalles
a;a;,, sei positiv. Wire nun P, (x) durchaus in beiden Intervallen g;a,

(1 t412

;1 @5 groBer als Py(z), so wire der Koeffizient von y in der Differential-
gleichung (4) unter Voraussetzung von (6) im Intervalle a,a,,, durchaus
groBer, als derselbe Koeffizient unter Voraussetzung von (8); im Intervalle
@; 10,5 Wire dagegen der aus (6) entstehende Koeffizient durchaus
kleiner als der aus (8) entstehende, da die Signatur des Intervalles
@, 10,5 ja entgegengesetzt der von a;a; ., ist. Dann folgt genau wie in I
S. 237 und 238, daB zwar sogar (10a) und (10b) gleichzeitig erfillt
wiren, daB aber an Stelle von (9a) und (9b) gerade die entgegengesetzten
Ungleichungen triten. Wire aber P,(x) durchaus kleiner als Py(z) in
beiden Intervallen, so wiren zwar die Ungleichungen (9), aber die zu
(10) entgegengesetzten Ungleichungen erfiillt. Die beiden SchluBweisen
vertauschen sich, wenn die Signatur des Intervalles a,a;,, negativ ist.
Man hat also ganz allgemein:

Satz 2. Sobald sum mindesten eine der Ungleichungen (9) gleicheeitig
mit einer der Ungleichungen (10) gilt, miissen sich die Kurven z = P,(x)
und 2 = P, (x) sum mindesten einmal entweder im Intervalle a;a,,, oder
im Intervalle a; ., a,, , Schneiden.

Daran schlieBt sich der etwas tieferliegende:

Satz 8. Wenn gleichzeitig eine der Gleichungen (9) und eine der
Gleichungen (10) erfillt ist, und die Kurven 2= P (x) und 2z = Py(x)
awischen a, und a; o, nur einen Schnittpunkt gemeinsam haben, so ist:

(£,i+1) (Gyi+1), g, 41 iyi+1)
(11) l1,q >l1 ) l?,q >l§z :

Liegt der Schnittpunkt der beiden Kurven im Intervalle a,.,a,,,,
so folgt aus einer der Gleichungen (9) allein, daB P,(x)S(z) im Inter-
valle a,a, , durchaus groBer ist als P,(z) S(z), und daraus folgen dann
die beiden Gleichungen (11). Schwieriger ist der Beweis, wenn der
Schnittpunkt im Intervalle a,a,,, liegt. Es verschwindet in diesem Falle
das in (8) definierte @(z) in einem Punkte X des Intervalles a,a, ;.
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Da nun Q(z) im Intervalle g, ,a,, , nicht verschwindet und eine
der Ungeichungen (10) erfiillt sein soll, so ist im ganzen Intervalle

o S(@) P, () > S(@) P, (@),
(122) S(@) Py(2) < S(a) Py(x), d.h. Q(z)8(x) <0,

wenn X <z <a,,,
(12)  8() B@)>8@) P(), dh Q@) S@)>0,
wenn X >z > a,.

Nun findet man aus der Formel I (34) wie dort*) durch geeignete
Spezialisierung

t“t+1
(13a) fYZ::li Y::::,q Qx) S(2) dt = 1+D i+,
t;
fa; 41
(18b)  [Ere Y Q@) S@dt—1t -,
ta;
t“i+1
(14a) IY;‘: y::’q Q(z) 8() dt = 1(11,4;1,») _ Z(1z+1,,) 7
tai
‘a4
(14b)  [YHTE Q@ S@ar=1M — g
tai

Da nun die GréBen
l(li,i+1)’ l(;',z‘-{—l), l¥+1,¢), lg+1,0
nach Voraussetzung positiv sind, so sind die Funktionen

7541 @5 4.1 ag a;
Yoen, ¥piel, Y, Y,

%+1
welche im Inneren des Intervalles nicht verschwinden, gemiB den Formeln

Ta) und (7b) so normiert, daB sie zwischen @, und a,,, durchaus negativ
’ i i+1 g
sind. Wir bilden jetzt die Ausdriicke:

*) Bei der Formel ist 1. ¢. ein Druckfehler. S8ie muB natiirlich heifien:

Y
du dv
ﬁv Lw) —uL®)dt= ['03{ - u-(ﬁll-
Y
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az+1
Y, T (X
Ji= YEe(e) = Sy,
i+1 Yat(X) (3
; Y«TZIE
= Vi) = A Yo
(15)
Y“i-]—l
o= Toeie) - 20y,
yim
aL+1X
Jo= Yori(z) — 20D yagy
¥, (X)

Diese verschwinden fiir =X und haben als Lésungen von (4) unter
Voraussetzung von (6) zwischen a, und a,,, keine Nullstelle mehr, da
nach einem Sturmschen Satze*) zwischen zwei Nullstellen einer Losung
von (4) stets eine Nullstelle einer jeden anderen Losung von (4) liegen
muB. Wir wollen nun zeigen, daB jeder der Ausdriicke fiir o, <z < X
negativ, fir X <« < a,,, positiv ist. Fir 2 = a, ist némlich:

Ji= Yil(a) <0, Jy= Yiti(a) <0
fﬁr x=a¢+1 iSt

% +1

da
Yi+1X), YoHX), X;H(@1)

%41
negativ sind. Wir haben also nunmehr unsere Behauptung betreffs J,
zu beweisen. Fiir £ = @, ist nun E{— = +4 1, also positiv. Wére nun
J, fiir 2 = a, positiv, so kénnten wir J; mit einer positiven GroBe & so
multiplizieren, daf &.J,= 1 fiir # =a, ist, wihrend a%(& Jy) fir z=gq,
positiv bleibt. Es hat daher &J,() in a; denselben Wert wie Y ;*, aber
eine gréBere positive Ableitung, ist also in der néchsten Umgebung von
z = a; fir groBere z groBer als ¥ " und bleibt es im ganzen Intervalle

a;0,,, da 9J,(z) — Y, fiir #=a; verschwindet, also im Intervalle
@;a;,, nicht mehr verschwinden kann. Da nun J, in X verschwindet,

miite ¥ ,* zwischen a, und X verschwinden, was gegen die Voraus-

" Vergl. I, S. 245.
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setzung verstG8t. Damit ist die Behauptung fiir alle Funktionen J,, J;, J;,J,
bewiesen und sie gilt natiirlich genau so fir J, ., J; ,, J;,,. J; ,, Welche
analog aus den mit dem Index ¢ versehenen GroBen gebildet sind. Nun
ist nach Voraussetzung die rechte Seite entweder von (14a) oder von

(14b) positiv, also entweder:
fa 41
(16a) fY"‘ Yy Qe)S(a) dt — f Y Xy |Qx) S(2)| dt>0

oder

ty fa; 41
(16D) fygi Yy Q) S(x) dt — f Yo"f‘ Yy, 1Q() S(x)| dt > 0.
x

ta‘

Wir bilden jetzt, wenn (16a) erfiillt ist, die Gleichung:

tx
:‘+‘<X> YZ““ X
amn o 1.2 Y5 Y Q@) S() dt
7,4%) D
i“i-{-l

Y@ T, @

°’+1 %i+1,9 a; e
Y4 Y% |Q(z)S(z)| dt
Y aiq<X>/ ¢ Yoi,| €050

“H—l 341
°.+1 ) Y"a+1 q(X) [l(v'+1,=‘) et 0] >0
a; 1,9 1 *

YAX) X (X)

Auf der linken Seite von (17) ist nun der Minuend sowie auch der Sub-
trahend positiv, dieselbe wird daher stirker positiv, wenn wir den
Minuenden vergroBern, den Subtrahenden verkleinern. Dies geschieht,

%41
s ¢
wenn wir stath —~—— Y% (%), welches eine negative Grofe ist, Y “'“(x)
Y (%)
o
*—--——':‘,b ZX) o q(x), das auch negativ ist, ¥ “'+1 , () einfiibren. Denn

da oJ, fur a,<2<X negativ, fir X<z<a,, , positiv ist, so ist das Produkt
::I; (@) Yzzii,g(x) fir @, < # < X positiv und gréBer als das Glied, das

wir ersetzten, fir X < 2z < @;,, auch positiv, aber kleiner als das ersetzte
Glied. Durch diese Substitution geht aber die linke Seite von (19) in

die linke Seite von (13a) iiber, also ist tatsichlich Zﬁ’;“) - ZY"“) >0.
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Fihrt man Y,'*? (#) und Yo't in (17) ein, so folgt unter Bentitzung
von J; aus einem zu (17) analog gebildeten Ausdrucke: l(;’;“) — lg’”” >0.
Geht man von (16b) aus, so erhilt man unter Beniitzung der Eigen-
schaften von J, und J, den vollstindigen Beweis der Formeln (11).

Wir konnen nun Satz 3 umkehren und erhalten als eine andere
Ausdrucksform desselben:

Satz 4. Wenn gleichzeitig eine der Gleichungen (9) und eine der Glei-
chungen (10) erfillt ist, aber eine der Gleichungen (11) nicht erfiillt ist,
haben die Kurven z= P,(z) und 2= P, (x) awischen a, und o, o, mindestens
swer Schnittpunkie.

§ 4

Existenz eines reellen Orthogonalkreises beim Grundtheorem, wenn
mindestens ein 4 positiv ist.
Entsprechende Yorgabe rein imaginirer Kantenlingen.

Wir wenden uns jetzt zum Beweis des Grundtheorems, wobei wir

G Ca~  Talrs UE e
/ A

Pig. 2.

wieder von den Kurven z— P(x) ausgehen. Wir legen zunichst die
Kurve durch die Punkte dy, a5, - - @,_,, 80 dab

(18) P(z) = (w—ay) (5—ay) - - - (#—0_9)-

Dann ist in allen Intervallen a,dy, Gyay, - - - @, @, der Koeffizient von y
in (4) durchaus negativ; wir bezeichnen in diesem Falle die Intervalle
als ,durchaus nichtoszillatorisch und diese Intervalle sind a fortiori michi-
oszillatorisch im Sinne von Seite 56. Wir betrachten jetzt speziell die
Intervalle a,_ja,_; und a,_,a,. Ist nun:

(19) ll(n—l,n) lén—l,n) Z ll(n—-i,n—-ﬂ) lén—l,n-— 2),

so verschieben wir den Schnittpunkt der Kurve mit der z-Achse, welcher
nach g, _, fiel, nach links bestiglich rechis, je nachdem > oder < in (19)
galt, die anderen Schnittpunkte lassen wir fest. Dann bleiben die Inter-
valle zwischen @, und a,_, zunichst durchaus nichtoszillatorisch, wéhrend
>~ und I{*~%" bei einer Bewegung des Schnittpunktes nach rechts
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kontinuierlich wachsen, I{*~%%=% und {{*~%"~% kontinuierlich abnehmen;
bei einer Bewegung nach links nehmen I{—%7=% [r—17-9 gq, [#-1n)
und I{*-%" ab. Wenn nun der Schnittpunkt nach a, fillt, so ist der
Koeffizient von y im ganzen Intervalle a,_, a, positiv, daraus folgt durch
denselben SchluB wie in I, § 8, daB, wibrend wir den Schnittpunkt von
a,_, nach a, bewegten, [(*~%7 durch oo gegangen ist; sobald dieses ein-
getreten ist, nennen wir das Intervall a,_, a, ,wirklich oszillatorisch®.
Wenn aber der Schnittpunkt, sich in entgegengesetzter Richtung be-
wegend, nach a,_, gekommen ist, ist aus demselben Grunde I{*~17-?
durch oo gegangen, also das Intervall a, ,a,_, ,wirklich oszillatorisch®
geworden. Zwischen der Lage des Schnittpunktes, fiir welche I{*~% den
Wert oo hat, und der Lage, fiir welche I{"~%7~% den Wert co annimmt,
gibt es also stets eine und nur eine Lage des Schuittpunktes, fiir welche

(20) lf"_l’") lén-—l,u) —C,_y lfn—l,n—-ﬁ) léﬂ—l,n-—%) =0

erfillt ist, wenn c,_, irgend eine reelle feste positive GroBe ist, der wir
speziell den Wert 1 geben konnen.

Wir fihren nun den Wert von 2= P(x) fir x =a,_, als neue
Variable z,_, ein. Bei der Lage der Kurve, fiir welche (20) erfiillt war,
sei #,_; = #7L 1, wir nennen die Kurve I. Ebenso fithren wir jetzt den
Wert von #z in dem’ Schnittpunkte der Kurve mit der Geraden z=a,_,
als neue Variable 2,_; ein, wobei also 2., =0 ist.

Um nun zu erreichen, daB neben (20) auch:

(21) Ip=tn=Dm=ta=1) _ ¢ [m-tn-H]m-%n-8 _ ()

erfiillt sei, wobei ¢,_, eine positive reelle Konstante ist, verfahren wir
folgendermaflen: Wir verschieben 2, , um ein kleines Stiick und be-
stimmen s,_, so, daB zunichst (20) erfiillt ist. Es wechselt nimlich fiir
2,_y =0 die linke Seite der Gleichung (20) ihr Vorzeichen, wenn 2, _,
durch 2, hindurchgeht, wie aus den obigen Betrachtungen direkt folgt,
da dabei der noch bewegliche Schnittpunkt mit der z-Achse sich in einer
festen Richtung verschiebt. Liegt also z,_, geniigend nahe an O, so hat
die Gleichung (20) sicher eine ungerade Anzahl von Nullstellen in der
Umgebung von 2,_1=4¢7-,. Es kann aber bei festem 2,_, nur eine
einzige solche Wurzel von (20) existieren. Denn wiirden zwei Kurven
II und III existieren, welche zu demselben 2, , gehoren, dann hitte
Kurve II mit Kurve III keinen Schnittpunkt mehr gemeinschaftlich und
wenn wir die Kurven so bezeichnen, daB

(229) e >

also auch '
(22b) lgr:nl,n 2)>l(n 1,n—-9)

9, TIX
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ist, so wire

(232) i <Um™
(23h) o <™,

wenn wir die zu den Kurven II und III gehérigen GréBen durch Hinzu-
figen des Index IT bez. III auszeichnen. Dann ist aber ein gleichzeitiges
Bestehen der Gleichung (20) fiir die mit II versehenen GroBen und die
mit III versehenen GréBen ausgeschlossen; g. e. d.

Wir wollen kiinftighin unter Annahme der Lagenverhiltnisse in Fig. 3
sagen, das Intervall a,_ja,_, sei fir II starker oszillatorisch als fiir III,
das Intervall a, ; a, sei fir II '
schwdcher oszillatorisch als fiir 111,
was Gleichungen von der Art (22)
und (23) zur Folge hat. Man kann
also, wenn man 2z,_, auf der
Geraden 2z = a,_, hinauf- oder
hinunterschiebt, bei einer festen
Lage dieses Punktes stets einen
und nur einen Wert 2,_, angeben,
so daB (20) erfiillt ist, solange nur
keine der GroBen I, die in (20)
vorkommen, unendlich wird. Ferner
bemerken wir noch, dal jeweils die
Kurve II zwischen a,_, und a, die z-Achse schneiden muf, da ja sonst
eines der Intervalle @, _,a,_, oder a,_,a, sicher ,wirklich oszillatorisch¥

wire. Vergleichen wir jetzt die Kurve I mit Kurve 1I, wobei wir nicht
beniitzen wollen, daB 51(‘1)_2 =0 ist, so haben diese Kurven zwischen

a,_s und g, einen Schnittpunkt gemeinschaftlich, da fiir beide (20) erfiillt
igt. Jetzt konnen wir also Satz 3 anwenden. Denn es sei zunichst
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Fig. 8.

(24) &0, > 0 .
Dann behaupten wir, daB:
@) RS, A g,

Denn liegt der einzige zwischen ¢, _, und ¢, mogliche Schnittpunkt
zwischen @, _, und a,, so macht II das Intervall @, _,a,_,, das eine
positive Signatur hat, durchaus stirker oszillatorisch als I. Liegt aber
der Schnittpunkt zwischen a,_, und a,_,, wie in Fig. 3 fiir die Kurve III
angenommen wurde, die wir also im jetzigen Zusammenhange mit II be-
zeichnen miissen, so ist das Intervall @,_,a,, das eine negative Signatur
hat, fiir das jetzige II stirker oszillatorisch als fiir I; es ist also:
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(26&) l(;"I—Il» ) > 1(1’:; 1, n)’

(26b) lg:;[ly n) > l;‘:‘l— 1, n).

Da aber fiir beide Indizes die Gleichung (20) gilt, ist sicher entweder
(27a) ZY,‘I-II,%—?) > li?l_ 1,n-2)

oder

(27b) Zgl—llm-i‘) > lg;l’n_g)

erfiillt.

Es sind daher alle Voraussetzungen von Satz 3 erfiillt, woraus (25)
folgt. VergroBern wir daher z,_; und veréindern wir z,_, so, daB (20)
stets erfillt ist, so nehmen die GroBen I*~%7=® und I{*-%7-2 konti-
nuierlich zu, verkleinern wir 2,_, und veréndern wir #,_, so, daB (20)
stets erftillt ist, so nehmen I{"=%7-% und I*-1"~2 ab. Denn bei der
Ableitung von (27a) und (27b) wurde ja nur beniitzt, daB das zu II ge-
hérige 2,_, groBer ist als das zu I gehorige. Das Intervall a,_ga, 5,
das eine negative Signatur hat, wird aber bei wachsendem z,_, und ent-
sprechender Verschiebung von z,_, stets schwicher oszillatorisch, so daB
Ifr=%7=% und I*~%"~® mit wachsendem 7,_, abnehmen, mit steigendem
#,_o wachsen. Nun folgt aus den Gleichungen (7), daB I{*~%"~Y und
It=1n=% stets gleichzeitig unendlich werden; solange also I{*~%7~% end-
lich ist, gilt dieses von allen in (20) vorkommenden GriBen, da immer
zuerst [y durch oo gehen mufl, und beim ersten Durchgang von [, durch
oo das zugehorige /, nicht O sein kann. (Vergl I, S.223 u.f)

Nun kann man stets 2z, _, unter der durch (20) vorgeschriebenen Ver-
rickung von z,_, so vergroBern bez. verkleinern, daB I{*~%"—1 bez.
I{*=%"=% unendlich wird. Diese Tatsache ist sicher dann erwiesen, wenn
wir zeigen, daB durch geniigendes Verschieben von s, _, bei zugeord-
neter Verriickung von #,_, stets mindestens eines der Intervalle zwischen
a,_s und a, ,wirklich oszillatorisch* wird.

Es kann nun |¢,_,| nur dadurch iiber alle Grenzen wachsen, daB
mindestens einer der akzessorischen Parameter iiber alle Grenzen wichst.
Wir setzen nun den betreffenden Parameter als Faktor von P(z) heraus
und erhalten den zweiten Faktor als Summe von zwei Polynomen, von
denen das eine hochstens vom Grade » — 3 ist, das andere aber einen
beliebig kleinen absoluten Betrag im ganzen inneren Intervall zwischen
a, und-g, besitzt, wenn der herausgesetzte Faktor groB genug ist. Damit
nun von den Intervallen keines ,wirklich oszillatorisch“ ist, miiBte das
erste Polynom vom n — 3*® Grade in jedem der » — 1 Intervalle ein zu
dessen Signatur entgegengesetztes Zeichen besitzen, also mindestens » — 2
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Nullstellen besitzen, was unmdglich ist. Daher muB mindestens ein
Intervall zwischen a, und a, wirklich oszillatorisch sein. Wiren nun aber
die drei Intervalle zwischen a,_; und g, alle nichtoszillatorisch, so wiirden
notwendigerweise zwischen a,_; und a, mindestens zwei Nullstellen von
P(x) liegen, und es wiren daher die Intervalle zwischen a, und a,_g, also
alle Intervalle zwischen @, und a, durchaus nichtoszillatorisch, wie
Fig. 4 zeigt. Dieses steht mit dem eben Gesagten in Widerspruch.
Bewegen wir daher z,_, fortwihrend nach abwarts und entsprechend

#,_;, so daB (20) erfiillt bleibt, von dem Werte an, fiir den [{*~%"=1

' —e—t
o aU“ N R .

das erste Mal unendlich wurde, bis zu dem Werte, in dem I{*~%"—% das
erste Mal unendlich wird, so durchléuft die linke Seite von (21), alle da-
zwischenliegenden Werte einmal und nur einmal annehmend, die Werte
zwischen + oo und — co. Die linke Seite von (21) nimmt also dabei
einmal und nur einmal den Wert O an und zwar geschehe dieses fir
ooy =22 4, 2,_g = £1L4, fiir welche also (20) und (21) gleichzeitig er-
tiilllt sind.

Wir beginnen jetzt mit der Verschiebung des Schnittpunktes der
Kurve mit = a,_,, indem wir #,_; von O an wachsen oder abnehmen
lassen, bis die Gleichungen (20), (21) und
. (28} Ur=Ba=D) [a=%n=9) _ ¢ Ja=fn=d) r=8n—d) =

erfiillt sind, wihrend die vier Intervalle a,_,a, g, @, 5%, 3, @ _3@,_y,
a,_,a, yoichtoszillatorisch” sind, die anderen Intervalle zwischen @, und
a,_, sind dann von selbst ,,durchaus nichtoszillatorisch®. Wir verriicken zu-
nichst z,_, von O aus, wihrend wir alle anderen GriBen festhalten. Hierauf
halten wir 2,_, und z,_, fest und verschieben z,_, um so viel, dab (20)
erfiillt wird. Dann folgt, daB nur eine einzige Wurzel 2,_, in der Um-
gebung von #2.; liegt. Wir verschieben hierauf 2,_, und gleichzeitig 2, _,
s0, daB (20) erhalten bleibt, (21) wieder erfullt wird, was wieder, wie
oben, nur fiir ein Wertepaar 2,_, und #,_, eintritt. Wenn sich also
2,_s stetig dndert, indern sich die Werte von £,_, und z,_,, fir welche
(20) und (21) erfiillt sind, stetig, da wir bei der Ableitung nirgends be-
niitzten, daB wir von 2z, g = O ausgingen.

Wir bezeichnen nun wieder zwei Lagen der Kurve, fiir welche (20)
und (21) erfillt sind, mit I und II. Dann miissen sich wegen (20) T und

Mathematische Annalen. LXVIIL b
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I zundchst zwischen @,_, und @, mindestens einmal schneiden; liegt dieser
Schnittpunkt zwischen @, ; und @,, so muB ein zweiter Schnittpunkt
wegen (21) zwischen a, ; und a,_, liegen. Dasselbe gilt aber auch,
wenn der erste Schnittpunkt zwischen a,_, und a,_, liegt, denn ist
dieser Schnittpunkt der einzige in diesem Intervalle, so folgt aus (25),
fiir welches dann die einen der beiden dquivalenten bei seiner Ableitung

o gemachten Voraussetzungen er-

) fiilllt sind, daB die GroBenbe-
[\ // ziehung zwischen
4 \ W\ + + l(n-s,n-l) (n—2n—1)
+ - V— + 1, 1L g1
a Gy G N\Say., On und

(n—2,n—1) 4(n—2n-—1)
Fig. 5. l1,1 Z2,I

dieselbe ist, wie wenn der Schnittpunkt der Kurven I und II statt
zwischen a,_, und a@,_, zwischen @, , und a, liegen wiirde. Liegt also
nur ein einziger Schnittpunkt zwischen a,_, und a,, so muf, wenn (21)
erfiillt sein soll, ein weiterer Schnittpunkt zwischen a,_; und a,_, liegen.
Dann aber haben wir genau wieder dieselbe Sachlage, wie beim Inter-
valle @,_,a,_,, und wir konnen genau wie frither aus Satz 3 schlieBen,
. daB das GroéBenverhiltnis der Produkte

l(n—&,n—z) l(n—s,n—2)
I ’

(n—8,n—8) 4(n—8,n—8)
2, I und l1,1 by

dasselbe ist, wie wenn dieser zweite Schnittpunkt im Intervalle a,_ja,_,
liegen wiirde, dieses war aber gerade die andere Alternative. Liegt nun
z?_s hoher als zﬁ_s, so liegt II im Intervalle a,_,a,_s, das eine posi-
tive Signatur hat, hoher als I, ebenso ist nach den eben erledigten Aus-
fihrungen die Wirkung auf die Produkte

n—8,n—2) (n—8,n—2) (n—8,7—2) n—8,n—2)
b by ot und 77; l(2,I

so, als ob IT auch im Intervalle a,_sa,_, ganz oberhalb I liegen wiirde;
da nun die Signatur von a,_sa,_, negativ ist, so folgt, daB
lfn—&,n—ﬁ) . lén—s,n—ﬂ)

mit wachsendem 2, g bei zugeordneter Bewegung von 2,_, und 2,_,, so
daB (20) und (21) erfiillt bleiben, sinkt,

-8, n~4) —-3,n—4
l{n n )lén n—4)

dagegen wichst. Es gibt daher eine und nur eine Lage der als allein
beweglich angenommenen Werte #,_,, 4,_s5, %,_s, fir welche (20), (21)
und (28) erfiillt sind, wihrend alle Intervalle zwischen @, und g, nicht-
oszillatorisch sind.
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Um nun allgemein den Beweis zu erbringen, nehmen wir an, es gebe
zwei Kurven I und II, welche die Geraden

(29) T=0y, LT=4d5 ..., T=a

n—m—1

in denselben Punkten schneiden, und fiir welche die Gleichungen:

(30) Zl(i,i+1)l2(z,£+1) _ cill(l',i—lléi,i-—l) =0

fir i=n—m+1, n—m+2,...,o—1 erfiillt sind, wobei die ¢, vor-
gegebene reelle positive GroBen, und die inneren Intervalle zwischen
@,_, und @  nichtoszillatorisch sind. Dann haben I und II auBer den
n—m — 2 Schnittpunkten fiir £=a,, a5,...,a,_,,_, noch m—1 Schnitt-
punkte. Schreiben wir nun statt: ,(30) fiir 4 = k“ die Abkiirzung (30, %),
so miissen, wie oben ausgefiihrt, wegen (30, » — 1) und (30, n — 2)
zwischen @, , und @, zwei Schnittpunkte liegen, die, wenn sie allein in
diesen Intervallen liegen, auf die GroBenbeziehung zwischen den Produkten

(n—38,n—2) q(n—8n—2)
l 1

l(n—.",n—2). l(n—s,n—2)
1,1 2, 11 1,1 2,1

und

so wirken, wie wenn sie beide zwischen a,_, und a, liegen wiirden. Im
anderen Falle liegen aber zwischen a,_; und a, mehr als zwei Punkte.
Im ersteren Falle muB nun zwischen a, , und a, ; mindestens ein
Schnittpunkt liegen, der, wenn er allein vorhanden ist, infolge Satz 3 auf
die GroBenbeziehung zwischen den Produkten

(n—4,2—8) n—4,n-38)
l11 ’ lz I

l(n—4,n—8). l(n—4,'n-—3) und

1, 1T 2, 11
so einwirkt, wie wenn er zwischen a,_, und a,_, liegen wiirde. Im
zweiten Falle  liegt nun entweder wirklich zwischen a,_; und a,_, kein
Schnittpunkt, oder die Zahl der Schnittpunkte zwischen a,_, und a, ist
windestens vier. Diesen Schluf kann man beliebig fortsetzen. Es folgt
dsher aus (30, » —m + 1), wenn alle vorhergehenden Gleichungen (30)
erfilllt sind, daf entweder die Kurven I und II zwischen a,_,, ., und q,
mehr als m — 2 Schnittpunkte, also gerade m — 1 Schnittpunkte haben,
oder daB zwischen @, , ., und a, gerade m — 2 Schnittpunkte liegen,
zwischen ¢, und a , aber ein einziger Schnittpunkt liegt, der auf

n—m n—m+
die GroBenbeziehung zwischen den Produkten

lzal—lm,n—-m+1)l;1’zl—lm,n—m+1) und l(lnl—m,n—m+1)l(2n;m,n—m+1)
gerade so einwirkt, wie wenn er zwischen @,_,,, und a,_,, . liegen
wiirde. Die GroBenbeziehung zwischen diesen beiden Produkten ist also
bei beiden Alternativen dieselbe, wie wenn zwischen a,_, und a,_,. .,
kein Schnittpunkt liegen wiirde; zwischen a,_,,_, und a,_, kann tiber-
haupt kein Schnittpunkt liegen.

Wir nehmen nun an, wir hitten gezeigt, daf man auf eine und nur
eine Weise eine Kurve z = P(z), welche die z-Achse in a,, ag, ..., a,_,

5*
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schneidet, derart bestimmen kann, daB die Intervalle @, bis a, nicht-
oszillatorisch sind, wiihrend die Gleichungen (30) bestehen. Dann ver-
schieben wir z,_,, und gleichzeitig 2,_,. ., ..., 2,_, 50, daB (30) erfiillt
bleibt. Dabei &ndern sich z,_,, .., ..., #,_, stetig mit z,_, und das
Produkt [{»~mn-m+1) . J(n—mn-m+1 gndert sich gerade in entgegengesetztem
Sinne, wie das Produkt I{r-mn-m-1.jmr-mn-m-1 g5 dafl es eine und
und nur eine Wertekombination der GréBen 2, ., ..., 2,_; gibt, sodaB
neben den Gleichungen (30) die Gleichung:

n—mnun—m+DJn-mn—m+1) __
ll( ’ * )12\ ) cn—m

l](.n—m,n—-m—l)lz(n——m,n—-m—-1) = ()
besteht. Denn wir konnen genau wie oben zeigen, daB man |z, , | so
weit vergroBern kann, da [{*~™"~m+1 haw. [{"="r=m-1) durch Unendlich
geht. Setzen wir m = n — 2, so folgt, daB man die akzessorischen Para-
meter auf eine und nur eine Weise so bestimmen kann, daf die inneren
Intervalle zwischen a, und a, nichtoszillatorisch sind und die » — 2 Glei-
chungen:

(31) l{i,‘+1)l2(i,i+l) — cilgi,i—l)lg(i,i-—l) —_ O

fir e=n—1,2—2,..., 2 bestehen.

Setzen wir alle ¢,= 1, so hat das Kreisbogenpolygon einen Ortho-
gonalkreis.

Sind nun alle GroBen A, positiv, so behaupten wir, daB in diesem
Falle ein reeller Orthogonalkreis existitiert, den keine der Seiten des
Polygons schneidet. In der Tat wire dieses nur dann nicht der Fall,
wenn die Intervalle @,a,,, und a, _,a, ,wirklich oszillatorisch® wiren. Um
dieses als unmdoglich nachzuweisen, werfen wir a, in das Unendliche, dann

konnen wir die akzessorischen

] Parameter so bestimmen, daf

Cpp1 % Oy a; Gy . :

Fig. 6. ein reeller Orthogonalkreis

existiert und die Intervalle

a3 dgy .« ., @, G, Dichtoszillatorisch sind. Es gibt also eine zweite
Werteverteilung der Parameter, zu der die Kurve II gehdren mdge, bei
welcher die Intervalle a,q,, . .., a,a,,, ,nichtoszillatorisch“ sind, wihrend
die Gleichungen (31) gelten, in denen ¢, = 1 ist. Wir bezeichnen wiederum
die Kurve, fiir welehe die Intervalle a,a,, ..., @,_,a, nichtoszillatorisch
sind und die Gleichungen (31) bestehen, mit I. Dann miiBte II das Inter-
vall a,a, ,wirklich oszillatorisch“ machen, da sonst, wenn wir in (30)
m=mn—1 setzen, alle sich daran anschlieBenden Schluifolgerungen erfiilit
wiren und I und II m — 1, also #» — 2, Schnittpunkte gemeinschaftlich
hitten, also zusammenfielen. Aber auch, wenn fiir II das Intervall a,a,
»wirklich oszillatorisch® ist, konnen wir fir m = n — 2 die an (30) an-

4 4 b
T Y T
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schlieBenden SchluBfolgerungen beniitzen, aus denen folgt, daB die #» — 3
Schnittpunkte von I und II rechts von a, und links von a, liegen. Es
macht nun II das Intervall a,a, stirker oszillatorisch als I. Da aber
zwischen @; und irgendeinem Punkte des Intervalles u,a,,, n — 1 Punkte
mit Vorzeichenwechsel von S(z), nimlich a,, ay, ..., a,, ferner n—3 Schnitt-
punkte von I und II liegen, so éndert die Differenz (Pr(2) — Pr(2)S(x),
welche im Intervalle a,a, positiv war, n—1 +#n—3, also 2% — 4 mal ihr
Vorzeichen, also macht II das Intervall a,a,,, stirker oszillatorisch als L
Da aber a,a,,, fir II nichtoszillatorisch ist, so ist dieses also a fortiori
fir I der Fall. Wir haben also:

Satz 4. Ist A positiv, so kann man auf eine und nur eine Weise
die akzessorischen Parameter so bestimmen, daf3 die Lingen der Kanten
aas’, ag'ay’, ..., a,'a,” vorgeschricbene rein imaginire Grifen besitzen,
wdhrend die Seiten aay, a)ay, ..., al_1a, rein imaginire Lingen be-
sitzen. Sind alle Grofen A, positiv, so kann man auf eine und nur eine
Weise die akzessorischen Parameter so bestimmen, daf3 das Kreisbogenpoly-
gon emnen Orthogonalkreis besitet, der reell ist, und den keine Seite schneidet.

Es sei nun 4,,,, positiv, aber 4, also auch alle iibrigen 4,,, negativ.
Dann werfen wir @, in das Unendliche und zeichnen die Kurve, fiir
welche ein Orthogonalkreis existiert und die Intervalle a,a,,a54y,...,a,_,a,
nichtoszillatorisch sind. Da 4, negativ ist, so ist jetzt 2 fiir sehr groBe
positive x negativ, und die Kurve muB die z-Achse zwischen a; und q,
schneiden, da sonst P(z)S(x) im zweiten Intervalle a,a, durchaus positiv,
also dieses Intervall ,wirklich oszillatorisch“ wire.

Aus demselben Grunde miissen zwischen a, und a, zwei Schnittpunkte
mit der z-Achse, zwischen @, und @, » — 2 Schnittpunkte liegen, sodaB
also zwischen @, , und a, kein solcher Schnittpunkt mehr liegen kann
und also das Intervall a,a,,, ,wirklich oszillatorisch® ist. Wirft man a,
in das Unendliche, so folgt fiir das Intervall a,,,q, dieselbe Eigenschaft.
Wir haben also in Ergénzung von Satz 4:

Satz 5: Ist A,,., positiv, sind dagegen alle anderen Groflen A,
negativ, so kann man die akzessorischen Parameler auf eine und nur eine
Weise so bestimmen, daf das Kreisbogenpolygon einen reellen Orthogonal-
kreis besitst, den die reellen Seiten a, 6,1 und a, .10, und nur diese
schneiden.

§ b.
Obertheoreme.

Es sei wieder 4, ,, positiv. Wir stellen uns dann die Aufgabe, die
akzessorischen Parameter so zu bestimmen, daB die Kantenlingen auf
as'as”, ag'ay”, ..., a,_1a,—1 vorgegebene rein imaginire Werte besitzen,
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wiahrend die Seitenlingen von @,'ay, a5'a,, ..., ay,—1a, die Form kx4 ¢,2
fir r =2,..., n — 1 haben, wobei die k. von O verschiedene, positive
ganze vorgegebene Zahlen sind. Der Kiirze des Ausdruckes wegen wihlen
wir wieder die Kantenlingen O, also den Fall, in welchem ein Ortho-
gonalkreis existiert. Zunichst orientieren wir uns iiber den Verlauf der
Kurve 2= P(z). Da A positiv
ist, so ist 2 fir groBe Werte
von z positiv. Soll also das
4+ /;\ t [‘\ ' i Intervall a,_,a, ,wirklich oszil-
% y a \/ a"'/’\ﬁ{, @n latorisch® sein, so muf P(x)
Fig. 7. zwischen a, , und a,,, eine
Nullstelle besitzen. Geradeso
schlieBen wir, daB es zwischen a,_, und @, , zwei Nullstellen, zwischen
ay und a,,, # — 2 Nullstellen besitzen muB, und da damit P(z) seine
Maximalzahl von Nullstellen erreicht hat, so folgt, daB das Intervall a,a,
nichtoszillatorisch ist. Die Nullstellen von P(x) bezeichnen wir jetzt
mit X,,..., X,_, und legen X,,..., X, _, zunichst nach a,,a,,...,q,_,,
X,_, dagegen so weit nach rechts, daB, wenn X, rechts von der Mitte
des Intervalles aya, und links von a, liegt, wahrend X; bzw. X,, ...,
X, g irgendwo in den Intervallen aza, bzw. a,ay, ..., a,_sa,_, liegen,
die Seite @, a,” eine Linge besitzen moge, deren reeller Teil grofer ist
als k,w. Analoges gelte von den anderen Punkten Xg,..., X,_, in bezug
auf ibre Intervalle.
Wir bewegen jetzt X, von a, aus nach rechts. Dann existiert eine
ungerade Anzahl von Werten fiir X;, fiir welche
(32) l{%,l) l2(2,1) — 11(2,3) lé2,3) J— O
ist, wihrend die Liinge von @, a,” rein imaginir ist, die Lédnge von a, a,’
die Form k,m + 9,¢ besitzt, und zwar liegen diese Wurzeln links von der
Mitte des Intervalles a,a; Denn der Minuend in (32) ist positiv und
nimmt stets ab, wenn wir X, nach rechts verschieben, der Subtrahend
dndert sich dadurch, daf (% und {*% den Kreis der reellen Zahlen dem
Uhrzeigersinne entgegengesetzt durchlaufen, so daB er, wenn die Seiten-
Jénge die Form kym + 9,7 erhilt, nach I Satz 1 entweder stindig wachsend
die positiven Werte zwischen O und oo oder stindig abnehmend die
Werte von + oo bis O durchliuft. Im ersten Falle existiert ein und nur
ein zu k, gehoriger Wurzelwert X, der Gleichung (32), im zweiten Falle
eine ungerade Anzahl solcher Wurzeln, da die linke Seite von — oo durch
die' negativen Werte zu dem positiven Werte 15D gelangt, was eine
ungerade Anzahl von Wurzeln anzeigt.
“Wir verschieben jetzt X; nach rechts und #ndern gleichzeitig X, so
ab, daB (32) erhalten bleibt. Die Zahl der Wurzeln X; wird dann bei
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festem X, immer eine ungerade bleiben und zwar verindern sich die
Wurzelwerte X, stetig mit X,. Es kann dabei Jederzeit eine gerade
Anzahl von Wurzelwerten X, verloren oder gewonnen werden, doch
bleibt die Gesamtzahl immer unterhalb einer endlichen Grenze, wenn der
absolute Betrag aller X unterhalb einer festen Grenze bleibt. Daraus
folgt nun, daB immer eine der Wurzeln X, zum mindesten existiert, die,
stets reell bleibend, stetig aus einer der Wurzeln X, abgeleitet werden
kann, welche, als X; — a, war, eine zu £ gehorige Wurzel von (32)
war. Es empfiehlt sich nun, (82) als Gleichung einer Kurve in der Ebene
mit den Koordinatenachsen X, X, zu deuten. Dann erhalten wir also zu
k; gehorig Kurvenziige, die von jeder der Geraden X, =c in dem iber-
haupt in Betracht kommenden Intervalle fiir X; in einer ungeraden Anzahl
von Punkten geschnitten werden. Da nun, wenn (32) erfiill ist, die
Achsen a,'a,” und a,"a,” sich auBerhalb der Kugel schneiden, so ist stets
I$DIED > 0. Bei der Wanderung von X, nach rechts unter zweck-
méfiger Abénderung von X,, so daB (32) erfilllt bleibt, durchlaufen
die GroBen I{%% und 1*% den Kreis der veellen Zahlen entgegengesetzt
dem Uhrzeigersinne, wobei aber jetzt teilweise riickliufige Bewegungen
dieser GroBen nicht ausgeschlossen sind. Es soll nun die Gleichung:
(33) ZI(S, 2) 12(3,2) — Z](3,4) 12(3,4] —_ 0

gleichzeitig mit (32) erfiillt sein, wihrend a,’ @y’ bez. a,’ @, Lingen von
der Form #Zym + 9,7, kw4 ¢, haben, oder wie wir sagen wollen,
zu den Zahlen k, und %, gehtren. Wenn X, die Mitte des Intervalles
ag a, Uberschritten hat, gehtrt ay' e, zu einer Zahl, die groBer ist als k,
wenn X, gleich a, ist, gehort es zur Zahl 0. Nun ist der Minuend in
(33) immer positiv, der Subtrahend kann nur dadurch positiv werden,
daB der eine der beiden Punkte a,” oder a,” durch O oder oo gehend
auf denselben Halbkreis kommt, auf dem der andere, zweite Punkt schon
lag. Verliit der erstere Punkt nun zuerst den Halbkreis, so liegt zwischen
dem Eintritt und -dem Austritt des ersten Punktes auf dem Halbkreis
eine gerade Anzahl von Wurzelpaaren X, und X; der Gleichungen (32)
und (33), wobei wir O auch als gerade Zahl rechnen wollen, verlifit aber
der andere Punkt den Halbkreis zuerst, so liegt dazwischen eine ungerade
Anzahl von Wurzelpaaren. Da aber schlieflich a;'a,” zu einer Zahl ge-
hort, die groBer ist als &y, so tritt die zweite Moglichkeit stets einmal
oder eine ungerade Anzahl mal beziiglich der Zahl k; ein. Besonderer
Erwihnung bedarf dabei nunmehr der Fall, daB 7(>% .14 etwa die Form
0. o0 annimmt. Durch %, ist nun festgelegt, ob I** oder (*% unendlich
wird; um einen Fall zu fixieren, nehmen wir an, es sei I positiv und
1% werde positiv, indem es durch co geht, wobei der Wert der linken
Seite von (33), welche wir uns durch I{>% dividiert denken, negativ ist.
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Von dem Moment des Durchganges an gehort ag'a, zu k. Es werde
jetzt 1% gleich 0, I®% gleich co. Dann wird der Ausdruck einen
positiven Wert besitzen; geht dann I»* wieder durch oo zuriick, so er-
halten wir dieselbe Sachlage, wie wenn [(% allein durch 0 gegangen
wire und dementsprechend eine ungerade Anzahl von Wurzeln. Geht
dagegen [{>% zuerst durch O, so ist der Ausdruck negativ, weshalb wir
eine gerade Anzahl von Wurzeln haben, was wiederum mit dem Obigen
iibereinstimmt, da der Gtesamteffekt derselbe ist, wie wenn /%, das in
den Halbkreis durch co am Anfang gekommen war, diesen als erstes
wieder verlassen hitte.

Kehren wir nun zu den Kurvenziigen (32) zuriick und betrachten wir
davon zunichst diejenigen, welche sich, stets reell bleibend, von Punkten,
zu denen fir a,"a,” Zahlen kleiner als %, gehoren, zu Punkten ziehen, zu

denen fiir a;,"a,” Zahlen
0 groBer als k; gehdren.
Solche Kurvenziige sind

stets in ungerader An-

zahl vorhanden und auf

( jedem erhalten wir eine

ungerade Anzahl von

O Punkten, fiir welche
(83) so erfiillt ist, daf

/"—‘_'//’\ a;’ a, zur Zahl k, gehort.
/’Z//—_— Die Gesamtzahl dieser

Punkte ist also unge-

. rade. Dazu kommen
Fig. 8. dann noch als einzige

Moglichkeit ~ Kurven-

ziige, deren Punkte fiir @, a,” nur Seitenlingen vom reellen Teile k=
liefern, die also geschlossen sind, und Kurvenziige, zu denen Seiten-
lingen gehdren, deren reeller Teil entweder durchaus griBer und gleich
kgm bez. kleiner und gleich kg sind, die also das betreffende Gebiet auf
derselben Seite wieder verlassen. Jedesmal erhilt man aber auf diesen
Kurven nach den vorigen Ausfihrungen eine gerade Anzahl von Punkten,
fiir welche (83) erfiillt ist und a4 a, zu k; gehort. Nur auf geschlossenen
Kurvenziigen, die ganz zu %, gehoren, kann fiir Spezialfille die Gleichung
(83) identiseh erfiillt sein. Die Gesamtzahl aller dieser Punkte ist also
ungerade, da wie in II § 4 das identische Erfiilltsein ebenso wie eine
gerade Anzahl von Wurzeln gilt, da die dazugehérigen Wertepaare in
dem dort angegeberieri Sinne isoliert von den anderen sind. Wir setzen
nun dieses Verfahren fort. Wir verschieben X, um ein kleines Stiick

A 4
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und bestimmen X, und X; aus (32) und (33), so daB a,'a, zu k,,
ag'a, zu ky gehort. Dann haben wir zunichst eine ungerade Zahl von
Werten X,;, wenn wir jedes X, als so oft vorhanden zihlen, als Punkte
X,, in der richtigen Vielfachheit gezihlt, dazu gehdren. Wir erhalten
dann fiir die Gleichungen (32), (33) und

(34) IO IHH — 149 145 — 0

im ganzen wieder durch dieselbe SchluBweise eine ungerade Anzahl von
Wertetripeln, so daB (32) zu £, (33) zu %, (34) zu k, gehort. Dieses
Verfahren konnen wir dann auf alle Intervalle bis a,,_ja,,_, ausdehnen.
Wir nehmen jetzt an, daB wir von Anfang an den Punkt X _,, den wir
ja nur weit genug nach rechts legen muBten, so weit hinausgelegt haben,
daB, wo sich auch X; im Intervalle aya;, X; im Intervalle aza, u.s. f
bis X, _, im Intervalle a, ,a,_ , befinden mége, a,_ya, zu einer Zahl
gehort, die groBer ist als k,_,. Wir verschieben dann X, _, nach links,
lassen es also abnehmen, dann haben wir immer eine im obigen Sinne
ungerade Anzahl von Wertekomplexen X,, X, ., X, _,, fir welche die

Gleichungen:
(35) [HE=D =D &N GI+D = 0 (1=2,8,..-,m—2)

go erfiillt sind, daB ay'a,’,a5"a,, -+, a,-3a,_1 zu den Zahlen ky, k,,---,k, 4
gehoren. Dabei kann nun jedes der X; das zugehorige Intervall a,a,,,
verlassen, aber weder mit X, , noch mit X, , zusammenstoBen, was
unmittelbar aus dem vorher durchgefiihrten Beweise der Realitiit der X
unter den gemachten Voraussetzungen folgt. Es kann also, wihrend die
Gleichungen (35) in dem angegebenen Sinne erfiillt sind, z. B. X, _, in
das Intervall a,_,a, eindringen und bis g, riicken, wihrend aber unter
unseren Voraussetzungen X, , in das Intervall @, ,a, nicht einriicken
kann. Sobald aber X, _, nach a, fallt oder X, |, mit X _, zusammen-
fillt, oder ohne daB dieses eingetreten ist, nach a,_, fillt, ist das Intervall
@, &, durchaus nichtoszillatorisch geworden. Wir haben also ganz
dquivalente Voraussetzungen wie diejenigen, welche uns vorher schlieBen
lieBen, daB wir den # — 3 Gleichungen (35) durch eine ungerade Anzahl
von Wertekomplexen genligen konnen, daher folgt auch jetzt, daB es
stets eine ungerade Anzahl von Wertekomplexen X, Xj,---, X, _, gibt,
fir welche nicht nur die Gleichungen (34) im obigen Sinne erfiillt sind,
sondern auch:

(36) Z}n—],n-—ﬁ) lén-—l,n—ﬁ) = Zl(n—-l,n) lén—l,n)

ist und a,_;a, zur Zahl %,_, gehdrt. Wir haben also:

Satz 6: Sind alle A positiv, so kamn man stels die akzessorischen
Parameter so bestimmen, daf3 das Kreisbogenpolygon einen reellen Orthogonal-
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kreis besitzt, den n — 2 benachbarte Seiten je in einer vorgegebenen Ansahl
schneiden, wihrend die n — 1* wnd n + 1t Seite ihn nicht schuneidet.

Eine groBe Anzahl neuer Theoreme wiirde sich nun ergeben, wenn
man neben Kantenlingen auch gleichzeitig fiir einen Teil der Intervalle
Seitenlingen vorschreibt, doch wollen wir darauf hier nicht niher
eingehen.

Augsburg, den 8 April 1909.
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