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Uber die Anwendung der elliptischen Modulfunktionen auf
einen Satz der allgemeinen Funktionentheorie.

(Vierteljahrsschrift der Naturforschenden Gesellschaft in
Ziirich, Bd. 49, 1904, S. 242—253.)

Der Satz von E. Picard?!), nach welchem eine bestindig konver-
gierende Reihe sich notwendig auf ihr konstantes Glied reduziert, wenn
sie zwel endliche Werte nicht annimmt, hat durch Herrn E. Landau?)
neuerdings eine sehr bemerkenswerte Verallgemeinerung erfahren. Herr
Landau beweist ndmlich folgenden Satz:

,,Wenn die Potenzreihe

%(m):ao—l—a1w+a2w2—}—--- (a, $0)

in dem Kreise |z| < r konvergiert und in diesem Kreise weder den
Wert 0 noch den Wert 1 annimmt, so liegt » unterhalb einer gewissen
endlichen positiven Grosse A, die in eindeutiger Weise von den beiden
ersten Koeffizienten a, und a, der Potenzreihe (z) abhéngt.*

Diese Grosse A wird bei Herrn Landau durch fiinf Ungleichungen
definiert. Man kann aber, wie ich durch eine weitere Ausfithrung des
zweiten von Herrn Landau fiir seinen Satz gegebenen Beweises fand,
wesentlich einfachere Bestimmungen fiir die Grisse A angeben. Den
hierdurch gewonnenen Satz mochte ich in den folgenden Zeilen be-
griinden und daran den Beweis einiger weiterer Sdtze von &hnlichem
Charakter ankniipfen. :

1.

Zuniichst muss ich an einige Sitze aus der Theorie der elliptischen
Modulfunktionen erinnern3).

1) Mémoire sur les fonctions entiéres, Annales de 1’Ecole Normale Supérieure,
série 2, t. 9 (1880), p. 145—166.

2) Uber eine Verallgemeinerung des Picard’schen Satzes, Sitzungsberichte der
kgl. preussischen Akademie der Wissenschaften 1904, S. 1118—1133.

3) Einfache Beweise dieser Sitze finden sich in meiner Arbeit: ,,Uber die Theorie
der elliptischen Modulfunktionen®, Mathem. Annalen, Bd. 58 (1904), S. 343—360
{Diese Werke, Bd. I, 8. 577—595].
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Es seien w, und o, zwei komplexe Variable, welche nur der einen
Einschrinkung unterworfen sind, dass die zweite Komponente v des
Quotienten

(1) =2 —ytiv

]
positiv und folglich der absolute Betrag von
(2) h= e.‘!i:-rw —a 2:we2inu
kleiner als 1 ist. In der Ebene der komplexen Variabeln w sel G das-
jenige Gebiet, welches durch die Ungleichungen

(@) 0>0, w+0?21, —p=u=s+ty

bestimmt ist. Dabel sollen von den Randpunkten diejenigen, die eine
positive erste Komponente u besitzen, nicht zu dem Gebiete G ge-
rechnet werden.

Setzt man nun

A'= A (0, o) = (2”)I"ILH(1—h’
(3) 2= 02 (wl’ w,) = (1—2)4 [‘117 . 202"'3 1—1%;_"} ’

2n
g3 = g3 (w1, ©y) = (w_z [216 i) 2 —hr ] ’

/

\

so besitzt
s 9
(4) J=§=27Z—3+1,

angesehen als Funktion von , folgende Eigenschaften:

1. J ist in dem Gebiete v > 0 eine eindeutige, regulidre analy-
tische Funktion, welche die Achse der reellen Zahlen v = 0 zur natiir-
lichen Grenze besitzt. :

2. J nimmt jeden Wert ein und nur einmal an, wenn o jede Lage

2in
in dem Gebiete G erhilt. Den speziellen Argumenten w =€ ® , o =1,
o = o entsprechen die Funktionswerte J = 0,1, oo beziiglich.

8. Die Gleichung J(®') = J(w) ist dann und nur dann erfiillt,
wenn es vier ganze Zahlen «, 8,y,d der Determmante «d—fBy =1
gibt, welche der Gleichung

r_ ao+
T yw + g

geniigen,
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4. Betrachtet man umgekehrt » als Funktion von J, so wird
die Verzweigung von @ durch eine die J-Ebene mit unendlich vielen
Blattern bedeckende Riemann’sche Fliche dargestellt, deren Blitter
bei J =0 zu je dreien, bei J = 1 zu je zweien, bei J = o0 zu je un-
endlich vielen zusammenhingen.

Derjenige einem gegebenen Werte von .J entsprechende Wert von
o, welcher durch einen Punkt des Gebietes G dargestellt wird, moge

als ,,Hauptwert” bezeichnet werden.

5. Fir den Differentialquotienten % gilt die Darstellung?)

iJ  9ulg S Ci B ‘
(5) d—;:%&sz\/gan\/J—l-h“ / ! (1—hn*
r=

Hiervon lisst sich eine Anwendung auf die Taylor’schen Entwick-
lungen der Funktion (J) machen. Sei nimlich a, ein von 0,1, o
verschiedener, iibrigens beliebig fixierter Wert von J und w, der J = a,
entsprechende Hauptwert von w. In der Entwicklung
(6) ® = 0y + 6, (J —ap) + ¢ (J —ag)® + --.

ist dann nach (5)

2 1 1 o
e 1 Foo s r\— iy
U e LRI TE i

Die Potenzreihe
(8) B(z) =ay + a;2 + agz® + ---

konvergiere in dem Kreise |z| < r und nehme in diesem Kreise weder
den Wert 0 noch den Wert 1 an. Da $(0) = a, ist, so besitzt a,
jedenfalls einen von 0 und 1 verschiedenen Wert. Zuniichst werde nun
weiter angenommen, dass @, nicht Null ist. Durch den Ansatz

(9) J=ay+ a,z+ a,a® + ...

wird nun jedem z im Innern des Kreises |z| < r ein bestimmter end-
licher Wert J zugeordnet, der sich stetig mit z #ndert. Beschreibt o
einen geschlossenen Weg, im Innern des Kreises |z| < r, so beschreibt
J einen geschlossenen Weg, der sich — infolge der Voraussetzung, dass
P (z) bestéindig von 0 und 1 verschieden bleibt — ohne Uberschreitung
der Punkte J =0 und J =1 auf einen Punkt zusammenziehen lisst.

!) Siehe des Verfassers ,,Grundlagen einer independenten Theorie der elliptischen

Modulfunktionen und Theorie der Multiplikatorgleichungen erster Stufe”, Mathem.
Annalen, Bd. 18 (1881), 8. 560 [Diese Werke, Bd. I, S. 34].
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Da nun o als Funktion von J im Endlichen nur bei J= 0 und J =1
verzweigt ist, so folgt, dass @ eine eindeutige regulire Funktion von z
1m Kreise | z|<r ist, wenn der Wert von o an irgend einer Stelle fixiert
wird?). In dieser Hinsicht setze ich fest, dass fiir * =0, also J = q,, der
Grosse w ihr Hauptwert o, beigelegt werden soll. Fiir kleine Werte
von |z| wird dann nach (6)

(10) w=w0+c1a1;p+...

und diese Entwicklung muss fiir den ganzen Kreis |z| < r gelten, da
o in diesem Kreise regulir ist. Aus (10) folgt weiter:

[d)  h® —=e =e ® .e P =}L§+h§-m—30“"—1-m—{—---

_]; 2in® 2iw, 2ine,a, x4+ - -+ 1 1
T

»

wobel die auf der rechten Seite stehende Potenzreihe fiir |z| < r kon-
vergiert. i

Da nun die Summe dieser Potenzreihe, ndmlich h®, bestiindig
dem absoluten Betrage nach kleiner als 1 bleibt, so ist nach einem

bekannten Satze

1
1.+ .
?h[? o ’lﬂclal

oder, in Riicksicht auf (7),

(12) r<124/3. !ﬁ(l —hg)*
[7=1

r=1

g lng '{/Ia0|2\/|a0—1!.
la, |

Der absolute Betrag von
h() — g2ima,
ist kleiner als e~"V%, weil w, dem Gebiete G angehort und nicht mit
2in

¢ =e ® zusammenfallen kann. Man hat daher?

:: i | @
124/3. 11](1—7@4{ <12 \/511'(1 LemrVE G
r=1 r=1

< 1,0176-12- /3 < 21,148

(13)

und also a fortiori
(14) r< 22 Ve F - V]a—1]-

1) Picard, loc. cit.
?) Beildufig bemerke ich, dass aus der Theorie der komplexen Multiplikation die
Gleichung

@ avy 6,
BE V2
| p—Trayvg\4 0 1
l l (1+e )y =e Tas folgt.

r=1
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Hiermit ist nun folgender Satz bewiesen:
Saiz I1: Wenn die Potenzreihe

B(r) =ay+ oy + azx®> 4 - - - alTO)

in dem Kreise |z| < r konvergiert und in diesem Kreise weder den Wert 0
noch den Wert 1 annimmi, so ist der Radwus r kleiner als die Grosse

oo+ V1ol Viag—1].

Die obige Herleitung erfiahrt nur eine geringe Verdinderung, wenn
man die Voraussetzung, dass a, +0 sei, fallen lisst. Es ergibt sich dann der
Saiz 11: Wenn die Potenzreihe

B(2) =ay + a,2" + aga” ! + ... (a; ¥0)

in dem Kreise | x| < r konvergiert und in diesem Kreise weder den Wert 0
noch den Wert 1 annimmi, so st 1 kleiner als die Grosse

l“ | \/|a02| '\/Iao”‘ll

Wendet man den Satz I nicht direkt auf die Potenzreihe P(z),
sondern auf die Reihe

a __a—a ay TR
S'B("T)Hb—a_—b—— +b z

a —a

b—a

an, so findet man den allgemeinern
Satz II1: Wenn die Potenzreihe

B(z) =ap + a1z + ay2® + - - - (a; +0)

in dem Kreise || < r konvergiert und in diesem Kreise weder den Wert a
noch den Wert b annvmmt, so gilt die Ungleichung

15 2 £
(15) "<\/l [a1| \/Iao a4/ |ag—b].
Eine &hnliche Verallgememerung gestattet natiirlich auch der Satz II.
Da die beiden Werte @ und b in véllig gleichberechtigter Weise
auftreten, so bleibt die Ungleichung (15) giiltig, wenn man a mit b
vertauscht. Wendet man ferner den Satz III auf die Potenzentwick-

lungen von Wi_—_?) und log(P(x) — a) an, so ergeben sich weitere Un-

gleichungen fiir den Radius r, auf die ich indessen hier nicht niher
eingehen willl).

1) Durch eine nihere Untersuchung des imagindren Teiles der Reihe (10) lassen
sich noch Verscharfungen der Ungleichungen (14) und (15) erzielen. So ergibt sich z.B.,
dass der in diesen Ungleichungen auftretende Zahlenfaktor 22 auch durch den kleinern
Faktor 16 ersetzt werden darf.
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3.
Die Potenzreihe
(16) Bx) =1+ a2 + agpx® + - - (a, £ 0)

moge im Kreise |z| < r konvergieren und in demselben — abgesehen
vom Mittelpunkte z = 0, wo P(0) =1 ist — weder den Wert 0 noch
den Wert 1 annehmen.

Setzt man nun wieder

(17) J=14+ a4+ apa® -+ ---

und ordnet dem Argumente z = 0 den Hauptwert w =14 zu, so wird
dadurch o im Kreise |z| < r als zweiwertige, nur bel z = 0 verzweigte
Funktion von z definiert. Es gilt daher fiir |z| < r eine Entwicklung
der Gestalt

(18) w=i+eVete(Ve)EL...

Der Koeffizient ¢; ergibt sich auf folgendem Wege. Zunéchst hat man
dw do dJ e - 5 do

- S (2\/;%)1=0= 2 ‘( o W ' —H)z=0= 2 \/al (\/J— 1 —dT)m=i’ J=1.

Nach (4) und (5) ist nun

J__ldw_ wz‘\/A2“
dJ V3 wyg,

und ferner!) fir w =1, J =1

1 s
3 > d 1 1
(19) i/ 4=wig, =60 (r+1s)4 —64( £ ) = PS(—).

vV1—
0

Demnach kommt schliesslich

(20) = Afag- s —22 v Ty —1/a - i - 0,26381 -

Aus (18) folgt die fir || < r giiltige Entwicklung

ot \f—r

w+z

1) Vgl. meine Abhandlung: ,,Uber die Entwicklungskoeffizienten der lemnis-
katischen Funktionen®, Mathem. Annalen, Bd. 51 (1899), S. 196—226. [Diese Werke,
Bd. II, LXVIL]

Die Gleichung (19) enthdlt die merkwiirdige Zahlengleichung

r(H)—24/me Bt a1 et
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und da nun der absolute Betrag von Cwu:r: bestindig kleiner als 1
bleibt, so folgt
1 = . g 1 87%(3) s
(21) §|61[\/r§1, oder 9§M|2:|al‘- e <m.
~ Demnach gilt der
Satz IV: Wenn die Potenzreihe
Blz) =1+ a,x+ aga® + .. (a; ¥ 0)
im Kreise |x| < r konvergiert und in diesem Kreise — abgesehen vom
Punkte © =0 — weder den Wert 0 noch den Wert 1 annimmi, so ist
der Radvus r kleiner als
58
lag|

In derselben Weise, wie Satz III aus Satz II, folgt aus Satz IV der
Satz V: Wenn die Potenzreihe

B(z) =a + ayx + a2 4 - - - (a; £0)
wm Kreise |z| < r konvergiert und in diesem Kreise — abgesehen vom
Punkte © =0 — weder den Wert a noch den Wert b annimmt, so gilt
die Ungleichung
e 58|b—al ‘
lay |
4,

Fir diejenigen Werte von J, deren absoluter Betrag grosser als
1 1st, gilt eine Entwicklung der Gestalt

5 A I A
(a2)s h=gfire By Bl
wobei die Koeffizienten
i 1 1 31 1 e
(23) ky = o kzz'ﬁ?'ﬁ, kg = 455 - 62585, - - -

positive rationale Zahlen sind.
Es werde nun die Voraussetzung gemacht, dass die ganze ratio-
nale Funktion n*® Grades

f@) = ae" + 0"t gzttt g,

ausserhalb des Kreises |z| = r weder den Wert 0 noch den Wert 1
annimmt,
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Die nach Potenzen von % angeordnete Entwick_lung von

(24) h:i._l_(l + 31 + 123k, .

s T e e +--0)

f”( z)
konvergiert dann fir |z|>r, und das Gleiche gilt von der Entwick-
lung der Grisse

25) A NI v@_%i.ﬁ.]-+ﬂ.)_

Vi Vi) n 72 Hz)
Sel nun
: N 1

(26) Viw Vartns it ot

— G Oy - fay A ¢ Cn+1

=Sz Tttt Tawtamat-
so wird

1 1 « 1 (n+1)ad—2nya,
(27) Cl — e C2 p— .ﬂ; ﬂl—, ('3 —_— 2n2 21’1_ gve
Vo, %V %V,

und die ersten n + 1 Glieder der Entwicklung (25) lauten:

aq

1 Je by i Oa ye, fb Wl 1
(28) h “/—I-l_[—?zz“'_?s - ¢ qn ! (‘n—r-l+72,n l)mﬂ-rl_!_"'}.

1
Beriicksichtigt man nun, dass der absolute Betrag von h” be-
stindig kleiner als 1 ist, so ergibt sich der
Satz VI: Die ganze Funktion n'*" Grades

f(2) =qq2® + aya* 2t +-.. + a,

nehme ausserhalb des Kreises | x| = r weder den Wert 0 noch den Wert 1
an. Ferner sey

Dann gelten die Ungleichungen

1 |, perr > L L L

= C Cniy T+
U Vi T O

Insbesondere ist

r= 1 r2 > 1 L 3 > 1 : l(“+1)°€f—2n%°‘2|

Vid[a] A E AT R I 7 . s el L o

Von diesen Ungleichungen lidsst sich die erste leicht auf folgende
Weise verifizieren.
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Die Wurzeln der Gleichungen f(z) =0 und f(z) =1 selen
e camee s o Tertiglich 0 a0, o B
Liegt nun keine dieser Wurzeln ausserhalb des Kreises | z| =, so ist

2| By &y T | = le:;}, e e -8

und folglich, da von den beiden Grissen |o,| und |«, — 1| mindestens
eine = —;— 1st,

1
VT |

I

r

H

um so mehr also
1

\Srarag

Y

r

5.

Es sel # = x, ein Punkt reguliren Verhaltens der analytischen
Funktion f(x) und f'(x,) von Null verschieden.
Wendet man nun den Satz III auf die Entwicklung
’ 1 1 rr 1
Fl@y + @) = Flag) + (@) - & + =1 (50) 8* + -
an, so erhdlt man

Satz VI1I: Beschreibt man um den Punkt x, als Mittelpunkt einen
Kreis mit dem Radius

6

22wy /[(f (&) — a)*(f(zg) — b)]
S [} f'(z)f 2

so befindet sich vm Innern dieses Kreises entweder eine singulire Stelle
von f(x) oder eine Stelle, an welcher f(x) den Wert a annimmt oder eine
Stelle, an welcher f(x) den Wert b annvmmi. Vorausgesetzt ist dabei nur,
dass sich f(x) an der Stelle x = x, regulir verhdlt und f' (x,) nicht Null 1st.
Ebenso folgt aus Satz V der
Satz VI1II: Beschreibt man um den Punkt x, als Mittelpunkt einen
Kreis mit dem Radius
f(%)—a

1" (%)

so befindet sich im Innern dieses Kreises entweder eine singulire Stelle
_von f(x) oder eine Stelle, an welcher f(x) den Wert a annimmi, oder eine
vom Mittelpunkt des Kreises verschiedene Stelle, an welcher f(x) den
Wert f(x,) annimmt. Dabei ist vorausgesetzt, dass a von f(xg) verschieden,
f' (x,) micht Null und f(x) an der Stelle x = x, von regulirem Verhalten ist.

58 - |

’
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Mit Hiilfe des Satzes VII ist es moglich, die von Herrn Picard
am Schlusse seiner oben zitierten Abhandlung bewiesenen Sétze in
sehr einfacher Weise zu begriinden. Es moge geniigen, dies fiir den
folgenden Satz ndher darzulegen: :

,,Wenn g(x) eine ganze transzendente Funktion, ¢ und b zwel
verschiedene endliche Werte bezeichnen, so hat sicher eine der beiden
Gleichungen

g(z) = a, g(z) =b

unendlich viele Wurzeln.*
Um den Satz zu beweisen, bemerke ich zuniichst, dass mindestens
eine der beiden meromorphen Funktionen

F,(z) = 22°  (g(x)— a)*(g(z) —b)®

o =T PIT
o aae el B (et
o A ey e

transzendent ist. Denn wiren beide rational, so wiirde auch

Fi(z)  g(z)—a

Fy(x) g(xz)—b

rational, also g(z) eine ganze rationale Funktion sein,

Sei nun etwa F,(r) transzendent. Um den Nullpunkt als Mittel-
punkt beschreibe man einen Kreis mit dem beliebig gewdhlten Radius R,
sowie einen zweiten Kreis mit dem Radius R + &, wo ¢ eine nach Will-
kiir gewihlte positive Grosse bezeichnet.e Ausserhalb dieses zweiten
Kreises withle man den Punkt z, so, dass ¢'(z,) von Null verschieden
und |F,(z,) | < &® ist. Beschreibt man dann um x, als Mittelpunkt
einen Kreis mit dem Radius ¢, so liegt dieser ganz ausserhalb des Kreises
mit dem Radius R und enthilt nach Satz VII in seinem Innern eine
Losung einer der beiden Gleichungen g(z) = a, g(2) = b. Ausserhalb
jedes noch so grossen Kreises mit dem Nullpunkt als Mittelpunkt findet
sich also stets eine Ligsung einer der beiden Gleichungen g(z) = a,
4(z) = b, woraus unmittelbar folgt, dass mindestens eine dieser Glei-
chungen eine unendliche Zahl von Lésungen besitzt.

Zirich, den 20. September 1904.



