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Vorbemerkung,

Die Anregung zu den folgenden Untersuchungen hat das von den
Herren Professoren Klein, Hilbert, Minkowski vom W.-S. 190506
bis zum S.-S. 1907 in Gittingen abgehaltene funktionentheoretische Seminar

cegeben. Es gelangen im folgenden Gedanken zur Weiterentwicklung, die
Herr F. Klein in einer im W.-S. 1893/94 gehaltenen Vorlesung ., Uber die
hypergeometrische Funktion® und in einer zweiten im S.-S. 1894 gehaltenen
Vorlesung ,,Uber lineare Differentialgleichungen der zweiten Ordnung
entwickelt hat; man vel. die bez. bei B. G. Teubner ausgegebenen Auto-
oraphieen. Wenn auf diese Vorlesungen Bezug genommen wird, soll dies
durch (K) bezeichnet werden.

[Eine vorliufice Mitteilung iiber die erzielten Resultate ist inzwischen
bereits in den ., Nachrichten der Koniglichen Gesellschaft der Wissenschatten

zu Gittingen 1908 erschienen. ]



Einleitung,

1. Begriff des Kreisbogenvierecks. Stellung der Aufgabe.

Unter einem Kreisbogenviereck verstehen wir eine in einer
Ebene ausgebreitete. einfach zusammenhingende, von vier Kreishogen be-
orenzte Flidche. Wird die Begrenzung so durchlaufen, dals das Innere der
Fliche zur Linken liegt, so folgen die vier becrenzenden Kreise in einer
bestimmten Reihenfolge aufeinander. Je zwei aufeinanderfolgende Kreishogen
migen sich unter reellen Winkeln schneiden, so dals die Fliche vier Ecken
erhilt. Wir bezeichnen diese FEcken dem Umlaufssinn entsprechend mit
a, b, ¢, d und die Winkel beziiglich mit «, 8, 7, . In den Kcken lassen
wir Windungspunkte beliebig hoher Ordnung zu, im Innern der Fliche
dagegen keine Windungspunkte.

Werfen wir das Kreishogenviereck dureh stereo-
ographische Projektion auf eine Kugel, so liegen die
vier Begrenzungskreise in vier Ebenen ab, be, cd, da,
deren Inbegriff wir als ., Kern® (K) des Kreishogen-
vierecks bezeichnen. Wir stellen ihn wohl mit Hiilfe
des von den Ebenen ein geschlossenen Tetraéders am
anschaulichsten vor. Das Kreisbogenviereck selbst
erscheint als ,Membran® in diesen Kern eingehiingt
(Fig. 1).

Wir definieren zwiolf . Maalszahlen® des Kreisbogenvierecks (K).

Zaur Bestimmung derselben wenden wir diejenige projektive Maalsbestimmung”’)
an, deren F'undamentalfliiche unsere Kugel ist. Wir bestimmen den Winkel

1) Cayley, sixth memoir upon Quanties, Phil. Transactions, t. 149, (1859); Collected
math. Papers 1I, p. 561. Klein, Math. Ann. 4, 8. 573 ff. (1871).
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zweier Ebenen, den Winkel zweier Geraden in einer Ebene und die Ent-
: - 4 : :
fernung zweier Punkte durch den Ausdruck > log D, wo ; — |/—1 ist und

D das Doppelverhiiltnis bedeutet, das im betreffenden Grundgebilde erster
Stufe zwisehen den beiden Elementen desselben, die zum Fundamental-
gebilde gehiren, und den beiden andern Elementen gebildet wird, deren
Winkel oder Entfernung gemessen werden soll.

Der Winkel zweier aufeinanderfolgender IEbenen unseres Kernes
wird infolge dieser Malsbestimmung der elementar gemessene Winkel der
Kugeltangenten in diesen Ibenen, die von einem Durchstolspunkte der
Schnittgeraden der Ebenen ausgehen.

Zwel aufeinanderfolgende IEbenen, z. B. a4 und e, schnéiden sich
in einer Geraden durch 4, die Ebenen ¢ und ¢d in einer Geraden durch e.
Beide Geraden bilden in der Ebene /¢ einen Winkel miteinander, den wir
als ,,Seite® unseres Kreishogenvierecks bezeichnen. Die Seiten nennen
wir ab, be, cd, da. Liegt der Scheitel der Seite innerhalb des dazu ge-
hirigen DBegrenzungskreises, so 1st sie reell, liegt er aulserhalb, so enthiilt
sie einen imaginidren [eil.

Die Scheitel zweier aufeinanderfolgender Seiten sind zwei Eckpunkte
des Tetraéders. Ihre Entfernung nennen wir eine ,Kante*“ des Vierecks.
Wir bezeichnen die Kanten mit 4, B, ¢, D.

«, 8, v, 0; ab, be, ed, da; A, B, €, D sind die zwolf Malszahlen des
Kerns oder des Kreishogenvierecks.

Sie bleiben bei jeder projektiven Transformation des Raumes ungeiindert,
welche die Kugel in sich selbst iiberfiihrt. Jede solche Transformation he-
zeichnen wir als ,,Bewegung®“. Da im Sinne der Malsgeometrie die zwolf
Mafszahlen einen Kern bestimmen, haben wir alle solche Kerne als iiquivalent
zu betrachten, welche durch eine Bewegung ineinander iibergefiihrt werden
kionnen. Deuten wir die Ebene, in der die Membran zuerst gegeben war, als

Ebene einer komplexen Variabeln 7, so entspricht jede Bewegung einer linearen

. o T . . 5 . . . .
Transformation 7, — il in dieser libene.’) Diese T'ransformation ist eine

v+ 0
Kreisverwandtschaft und fiihrt demnach Kreisbogenvierecke wieder in Kreis-

1) Klein, Math. Ann. 9, Uber binire Formen mit linearen Transformationen in sich
selbst (1875); Erlanger Programm 1872,
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bogenvierecke iiber. Membrane, die sich durch eine derartige lineare
Transformation ineinander iiberfithren lassen, werden wir als identisch
betrachten. —

Von den sechs Kanten des l'etraéders haben wir die vier Kanten
A, B, C, D herausgegriffen, welche zusammengenommen ein rdumliches
Vierseit bilden. Zwei aufeinanderfolgende Kanten liegen in einer Ebene.
Die Winkel unserer Membran sind die Winkel je zweier aufeinanderfoleender
Ebenen des Vierseits, die Seiten der Membran sind die Winkel je zweier auf-
einanderfolgender Kanten des Vierseits, die Kantenlingen der Membran sind
auch die des Vierseits. Die Malszahlen des Kreisbogenvierecks sind dem-
nach auch am Vierseit reprisentiert.

Das Vierseit besitzt vier Ecken. Wir bezeichnen diejenige, welche
den Scheitel von ab bildet, mit 1, die andern entsprechend mit 2, 3, 4.

Durch Anrechnung ganzer und halber Perioden des log, die in

log D enthalten sein kionnen, treten nun zu den Malszahlen Multipla von

Lo | =2,

L

JL . . o . . s .
ax und _ hinzu. Beil Abzihlung dieser Zahlen benutzen wir dhnliche Fest-

-

setzungen wie Study bei seiner Behandlung der sphiirischen Trigonometrie.")

Auf jeder Kante des Vierseits und auf jedem Schnittkreise der vier
Ebenen des Vierseits mit der Kugel setzen wir eine Durchlanfungsrichtung
als positiv fest. Von den beiden Schnittpunkten jeder Kante mit der Kugel
markieren wir den, an welechem man bei positiver Durchlaufung der Kante
an der Kugel von innen nach aulsen gelangt, und nennen diese Punkte der
Reihenfolge der Kanten entsprechend a, 4, ¢, d. An jedem dieser Punkte
setzen wir als positiven Drehungssinn fiir die IXbenenwinkel den fest, der dem
Uhrzeigersinn entgegengesetzt ist, wenn wir von aulsen auf die Kugel sehen.
Die vier Geraden des Vierseits denken wir uns im Sinne der projektiven
Geometrie im Unendlichen geschlossen.

Ordnen wir einem Punkt einer Kante einen Drehungssinn zu, so
kehrt sich, wenn wir den Punkt mitsamt dem Drehungssinn einmal durch
das Unendliche hindurchfiihren, der Drehungssinn gerade um. Also gelangen

1) Study, ,Sphirische Trigonometrie, orthogonale Substitutionen und elliptische
Funktionen“. Abh. der sidchs. Gesellsch. d. Wiss., Bd. XX, 1893.
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wir erst nach zweimaligem Durchgang zu dem urspriinglichen Punkte zuriick.
Dann erst ist die Gerade ein volles Mal durchlaufen.

Wir bewegen uns nun von Punkt 1 auf der Kante B in positiver
Richtung nach 2 (IFig. 1). Dabei kinnen wir die Kante beliebig oft voll
durchlaufen. Um nach 3 weiter gelangen zu kionnen, miissen wir uns erst
in der Ebene /e auf dem Schnittpunkte der Kanten B und ¢ herumdrehen.
Wir fiihren hierzu auf dem Schnittkreise den Punkt 4 in positiver Richtung
herum bis ¢. Die volle Peripherie kann dabei beliebig oft durchlaufen werden.
Dabei fithren wir die durch 4 gehende Kante bestiindig mit, indem wir sie
um den Scheitel der Seite drehen. Liegt dieser aulserhalb des Sechnitt-
kreises, so kehrt sich, wenn wir iiber die vom Scheitel an den Schnittkreis
gezogene Tangente hinweggehen, die positive Richtung der Kante jedesmal
um, da dieselbe an dem herumwandernden Punkte 4 immer vom Innern zum
Aufsern der Kugel gehen soll. Gelangen wir nach ¢, so fillt deshalb stets
die positive Richtung der bewegten Kante £ in die von (.

Wir schreiten jetzt auf ¢ von 2 mach 3 in positiver Richtung weiter.
Wollen wir nun nach 4 gelangen, so miissen wir, da wir uns bis jetzt 1n
der Ebene /¢ bewegt haben, erst die IEbene /¢ min die Kante € in positiver
Richtung in die Ebene ¢d hineindrehen, so dals die positive Richtung des
Schnittkreises be in die positive Richtung des Kreises c¢d fillt.  Dabel
kiimnen wir beliebig viele volle Umdrehungen ausfiithren. Wir schreiten
dann auf dem Vierseit von 3 nach 4 in positiver Richtung weiter, nachdem
wir die Seite c¢d in positiver Richtung durchmessen haben. Sechlielslich
celangen wir, in dieser Weise fortfahrend, nach 1, in die Kbene ¢ und
in die Richfung der Kante B zuriick.

Hierbei wird lings der vier Geraden des Vierseifs eine geschlossene
Kontur durchlaufen. Auf der Kugel entsteht ferner ein geschlossener, von
vier Kreishogen gebildeter Linienzug:.

Die Begrenzung eines Kreisbogenvierecks ist auch ein Linienzug

S11N

A

dieser Art. Bei der Membran werden wir als pesitiven Durchlautung
auf jedem Kreise den festsetzen, der durch den Umlaufssinn der Membran
angeoeben wird.

Jede Kante mige geomefrisch durch die auf der entsprechenden
Geraden des Vierseits durchlaufene Strecke, jede Seite durch den durch-

Nova Acta XCI. Nr. 1. 2
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laufenen Bogen des entsprechenden Schnittkreises, jeder Winkel durch die
um die entsprechende Kante herum ausgefiihrte Drehung der Ebenen des
Vierseits repriisentiert werden.

Die Perioden des log zihlen wir nun in folgender Weise:

Bei den Winkeln und bei den Seiten, deren Scheitel innerhalb des
Schnittkreises liegt, messen wir die Multipla von z in elementarer Weise.

Liegt aber der Scheitel der Seite awserhalb oder handelt es sich um

eine Kantenliinge, so deuten wir D in der komplexen I£bene und definieren

[
die Malszahl durch i/ ”}";"._ wobel der Integrationsweg in folgender Weise

(%

2

zu bestimmen ist (Fig. 2).

Wiihrend wir den Endpunkt einer Seite auf demn Schnittkreis zum
andern Endpunkt fiihren, oder wilhrend wir eine Kantenlinge durchlaufen,
durchliinft D in seiner Ebene den Integrationsweg.
Sobald aber bei der Seite der Schenkel zur Tangente
wird oder bel der Kante die Kugel durchstolsen wird,

kommt man an emen singuliren Punkt des Integrals.

A Dieser Punkt mige dann bei Bewegung in positiver
"\ Vo , = - t . - +
\/ Richtung entgegengesetzt dem Uhrzeigersinn, sonst
~et ¢ o umgekehrt umkreist werden. Dadureh wird also fiir
—'.".' ;f: § s i ' ) 3
? ’ die Seite (Ifie. 2) der Bogen al' — x + ab, ae' — x,
D
['ig. 2.

die volle Peripheriec wird gleich 22, Kehrt man auf
dem Kreise die positive Richtung um, so wird die Seitenlinge zwischen
a und 0 g‘]t'f'.ii*h ﬂ.T—H-u"'r-

Bei der Kantenlinge geht das Doppelverhiiltniz, wenn der laufende
Punkt die Kugel durchstilst, zu Werten mit entgegengesetztem Vorzeichen
iiber. Daher wird der Infegrationsweg um den singuliren Punkt herum
ein Halbkreis, und die Kantenliinge wiichst bei jedem Durchgang durch die
Kugel um ; bei eciner vollen Durchlaufung der betreffenden Geraden des

Vierseits also um 2 2. da der laufende Punkt dann viermal durch die Kugel geht.

Diesem Vierseit kann noch das Polarvierseit zugeordnet werden,
unter welechem die zum urspriinglichem Vierseit hinsiehtlich der Kugel
polare IMigur zu verstehen ist. In genau entsprechender Weise sind auch
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am Polarvierseit Richtungs- und Drehungssinn zu definieren und die
Perioden abzuzihlen.

Die zwolt Malszahlen eines Kreishogenvierecks sind nicht voneinander
unabhiingig.

Wir miissen zuniichst die Gesamtheit der algebraisch unabhiingigen
algebraischen Relationen aufsuchen, welche zwischen den Sinus und

Kosinus der Malszahlen bestehen.

'

In diesen Sinus und Kosinus kommen aber die Multipla von 27
welche m den Malszahlen enthalten sein kiomnen, nicht zur Wirkung.

Wenn wir bei dem zuletzt entwickelten Begritf des Vierseits bleiben.
so kimnen wir jeden Winkel, jede Seite und jede Kantenlinge num beliebig
viele Multipla von 2z vermehren. Dann besteht also keine Abhiingigkeit
dieser Multipla voneinander.

Jeder von diesen Linienziigen kann jedoch nicht die Begrenzung
einer Membran bilden. DBei der Membran geraten deshalh die Umlanfs-
zahlen der Seiten in Abhiingigkeit von den Winkeln, wiihrend die Kanten-
liingen noch beliebig viele Multipla von 2z enthalten kiénnen. Die Anzahl
von Malen, welche die volle Peripherie eines DBegrenzungskreises der
Membran in der Begrenzung enthalten ist, wollen wir als Umlaunfszahl
einer Seite bezeichnen. Die Relationen, welche die Abhingigkeit zwischen
den Winkeln und den Umlaufszahlen der Seiten angeben, wollen wir
SErginzungsrelationen® (IX) nennen, da sie die algebraischen Relationen
erganzen,

Nun sind die Sinus und Kosinus der Malszahlen algebraische Funk-
tionen der Raumkoordinaten, die Malszahlen selbst aber transzendente Funk-
tionen derselben. Wir werden also, wenn wir die Beziehungen zwisehen
den Sinus und Kosinus behandeln, dies als . Algebraische Unter-
suchung“, wenn wir von den Membranen und den Erginzungsrelationen
sprechen, dies als ,,T'ranszendente Unfersuchung® bezeichnen. Die
algebraische Untersuchung soll im ersten Teil, die transzendente im zweiten
Teil der Arbeit gefiihrt werden. Ferner sollen im zweiten Teil alle fiir

une in Betracht kommenden Vierecke tatsiichlich konstruiert werden.
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2. Zusammenhang mit der Funktionentheorie.

I"iir die transzendente Untersuchung der mit Membran versehenen
Kreishogenpolygone gibt uns die Funktionentheoric grundlegende
Tatsachen.

Es kinnen nicht nur Kreisbogenvierecke, sondern iiberhaupt Kreis-
bogenpolygone mit beliebig vielen lcken bhetrachtet werden. Die Anzahl
der Ecken sei n, 4 eine in der Ebene des Polygons zu deutende komplexe
Variable. Geben wir irgend ein Kreishogenpolygon mit Membran vor, so
wird die konforme Abbildung desselben (d. h. seiner Membran) auf die
oberhalb der reellen Achse liegende Hilfte der Kbene einer komplexen

Variabeln 2 durch ein Integral der Differentialgleichung vermittelt:

1—4,° |
i & Ao diN 2 l 9 ] (€t —dsg) . . (”'I — )
) g 1 - R
Y 2 k'};‘ (& —gtilenalg=—0) | 2 —
'1 _— r}-,'.': i
{”H = HIJ vl ff,?r,—-f.l,, - l:l l ;e
2 _ o . ()
. "|" e a B —|'_ j .:'!..I._.]a:lnl + 2..-'“{.-.-_:;'-:'”_.' i os s _J_ E.I'}." :

wober 2", 2, 2 Ableitungen von » nach z sind.

Hierin werden, wenn je zwei aufeinanderfolgende Kreise des Polygons

reelle Winkel miteinander bilden
7 i e R i Ly ) SR A (TR o

simtlich reclle Grilsen, die dnrch dic gestaltlichen Verhiiltnisse des

Polygons bestimmt werden. Es sei:

- -

By = Q=i =l

-

Jedem Intervalle a,a, .. der reellen z-Achse entspricht ein Bogen
cines Begrenzungskreises. In den Punkten «, ..., den singuliren Punkten
der Differentialgleichung, aber nur in diesen, wird die Konformitit der Ab-
bildung unterbrochen. Sie entsprechen den » Ecken des Kreisbogenpolygons.
Die Fliache eines hinreichend kleinen um «, in der z-Ebene beschriebenen
Halbkreises wird auf die Fliche eines kleinen Kreissektors in der 7-Ebene
mit der Winkelioffnung 2,2 abgebildet.
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Die Differentialgleichung  bleibt bei Anwendung einer linearen

-

Transformation
an - p

U= y7i+ 0

ad—pfy =0

a7+
77+ 0O
Integral. In Bezug auf die Differentialgleichung sind deshalb Polygone,

ungedndert. Ist also 5 ein partikuliires Integral, so ist das allgemeine
die sich durch eine lineare Transformation ineinander iiberfithren
lassen, als identisch zu betrachten.

Zu jedem vorgegebenen Kreishogenpolygon gehirt also eine Differential-
gleichung dritter Ordnung.

Geben wir umgekehrt eine Differentialgleichung obiger Art vor, so
existieren bei beliebigen Werten der Parameter der Differentialgleichung
Lisungen derselben. Dabei wird die obere Hiilfte der z-Ebene immer
auf einen einfach zusammenhingenden Bereich abgebildet, die Begrenzung
der Halbebene auf die Begrenzung dieses Bereichs. Wihlen wir simtliche
Parameter, auch 7' und 5" reell und machen wir mit Hilfe der Taylorschen
Reihe einen Ansatz fiir 4, so finden wir aus der Differentialgleichung fiir
reelic Werte von z auch reelle Werte von ». Ein innerhalb des Kon-
vergenzhereichs liegendes Stiick der reellen z-Achse wird also durch ein
geeignet gewdhltes parfikuliires Integral auf ein Stiick der reellen z-Achse.
durch ein allgemeines Integral auf einen Kreisbogen abgebildet.') An den
singuliren Punkten «, wird die Konformitit der Abbildung wieder derart
unterbrochen, dafs in der Begrenzung des Abbildes der halben z-Ebene ein
Winkel von der Grilse i,-z entsteht.

Wir erhalten also durch Vorgabe ecines Polvgons nicht nur eine dazu
ogehorige Differenfialgleichung, sondern auch bei Vorgabe einer Differential-
oleichung ein dazu gehiriges Polygon. So ergibt sich der Satz:

sJedes Kreishogenpolygon kann durch ein Integral einer Differential-
cleichung dritter Ordnung auf eine Halbebene abgebildet werden. Umgekehrt
existieren fiir beliebige reelle Werte der Parameter der Differentialgleichung
immer Kreishogenpolygone. Im besondern existieren Kreisbogenpolvgone zu
beliebig vorgeschriebenen Winkeln.*

) Riemann, Werke, 2. Aufl., S. 312 ff,; Schwarz, Crelles Journal, Bd. 75 (1872);
ces. Abh., 8, 226.
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Durch reelle lineare Transformation von 2 kilnnen wir in der Differential-
oleichung drei singulire Punkte an beliebige Stellen der reellen z-Achse
verlegen. Die iibrigen singuliren Punkte kommen dann unter Aufrecht-
erhaltung der Reihenfolge auch wieder auf die reelle »-Achse zu liegen.
Die entstehende Differentialgleichung vermittelt die Abbildung desselben
Polygons wie die vorige auf eine Halbene. Alle Differentialgleichungen,
die durch reelle lineare I'ransformation der unabhingigen Variabeln in ein-
ander iibergefiihrt werden konnen, sehen wir deshalb als idquivalent an.
Unter den » singuliiren Punkten sind also nur n—3 wesentliche Parameter,
dazu kommen die » Grilsen 2, ...4, und die n—3 Grifsen 4, 4 ... 4,, die
wir als akzessoriseche Parameter bezeichnen (K). <odals unsere
Differentialgleichune 82 —6 wesentliche Parameter enthiilt.

Bei drei singuliren Punkten sind also 2,, 1,, 2, die einzigen wesent-
lichen Parameter. Ks folgt:

LEin Kreishogendreieck ist durch seine drei Winkel bestimmt® (K).

Bei vier singulidren Punkten erhalten wir einen akzessorischen Para-
meter. FKin Kreisbogenviereck besitzt also sechs Parameter, was wir
spiter auf elementarem Wege bestitigen werden.

Werden in unserer Differentialgleichung die Parameter kontinuierlich
veridndert, so veriindern sich auch die Lisungen 5 kontinuierlich, wenn nur
immer die singuliren Punkfe von einander getrennt bleiben. Demnach be-
kommen wir das wichtige Resultat:

LNidmtliche moglichen Kreishogenvierecke bilden ein
Kontinuum (ebenso wie alle Dreiecke).”

Dieses Kontinuum der Vierecke soll im zweiten Teil der Arbeit auf
seine Eigenschaften hin untersucht werden. Vor allen Dingen wollen wirdas
Kontinuum untersuchen, das unter Festhaltung der Winkel durchlaufen wird,

wenn sich der akzessorische Parameter von — o~ bis 4 oo bewegt.

3. Historisches.

Zuerst ist Riemann zu der Differentialgleichung dritter Ordnung
gelangt und hat auch die konforme Abbildunge, die durch dieselbe vermittelt
wird, zuerst untersucht. Er hat in einer Vorlesung iiber die hypergeometrische
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Reihe im W.-S. 1858/59%) ausfiihrlich iiber die Differentialinvariante und die
Kreisbogendreiecke gesprochen. IFerner wird in der posthumen Abhandlung
.Uber die Flichen vom kleinsten Inhalt bei gegebener Begrenzung+ und
in der Abhandlung ., Beispiele von I'lichen kleinsten Inhalts bei gegebener
Begrenzung=*) der Gedanke der konformen Abbildung des Kreisbogen-
polygons aut die Halbebene vollstindig entwickelt.

Im Anschlufs an die Untersuchungen von Weierstrals und anf
Anregung desselben hat auch H. A. Sehwarz die konforme Abbiidung der
Kreishogenpolygone behandelt. In dieser Hinsicht ist vor allen Dingen die
Arbeit grundlegend geworden: ., Uber diejenigen Fiille, in welchen die
Gaussische hypergeometrische Reihe eine algebraische Funktion ihres vierten
Elementes darstellt.«?)

Von den rein geometrischen Untersueliungen iiber Kreisbogenpolygone
sind bis jetzt nur diejenigen iiber Kreisbogendreiecke zu einem gewissen
Abschluls gekommen (K).” Die vollstindigsten Untersuchungen finden wir
bei F. Schilling in seiner Dissertation®): ., Beitriigce zur eoeometrischen
Theorie der Schwarzschen s-Funktion.®

Uber Polygone mit mehr als drei Fecken sind zunsichst die ge-
nannten Vorlesungen von I'. Klein zu erwidhnen, ferner Arbeiten von
A. Schionfliefs und von Van Vleck. Aus den Vorlesungen ist die Be-
handlung der Laméschen Polynome und der anschlielsenden Hermifeschen
Untersuchungen mit Hilfe von Vierecken zu nennen, welche fiir das letzte
Kapitel dieser Arbeit als grundlegend anzuselien ist.?) Von A. Schonfliels
besitzen wir die beiden Arbeiten: ,,Uber Kreishogenpolygone (erste Ab-
handlung)~ und ..Uber Kreishogendreiecke und Kreishogenvierecke.“¢)

In der ersten Abhandlung behandelt er die geradlinigen Polyegone.
Die geradlinicen Polygone mit Membran werden konstruiert und es wird

1) Nachtrige zu Riemanns Werken III, 5. 79. (Leipzig, Teubner. 1902)

2) Riemanns Werke, 2. Aufl,, XVII, XXVIL

3) Sehwarz, Preisschrift 1867 u. Crelles Journal Bd. 70 8. 105—120 (1869), Bd. 75
S.292—335 (1872); ges. Abh. I, 5. 6 u. II, 8. 656—83, 211—259.

) F. Klein, Math. Aon. 37, 8.573 (1890); Schilling, Math. Ann. 44, 8. 161 (1893).

%) Vgl. anch F. Klein, Math. Ann. 40 (1891): ,Uber den Hermitéschen Fall der
Laméschen Differentialgleichung®; Bocher, Math. Encykl. 1I, A 7a (1900).

.
r

6) Math. Ann. 42, S. 377 (1892) u. 44, 8. 105 (1893).
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eine Relation abgeleitet zwischen den Winkeln des Polygons und der Anzahl
von Malen, die sich das Innere und die Begrenzung durch das Unendliche ziehen.

In der zweiten Arbeit werden die allgemeinen von Kreisen begrenzten
Kreishogenvierecke untersucht. Die vorliegende Arbeit soll zum Teil diese
Arbeit ergiinzen.

Spezielle Iille von Kreishogenvierecken hat Van Vleek in seiner
Dissertation') behandelt und in der Abhandlung:*) ..On certain differential
equations of the second order allied to Hermite's equation. In der Dis-
sertation werden geradlinice Vierecke mit rechten Winkeln behandelt. In
der zweiten Arbeit werden diejenigen Ireisbogenvierecke erschipfend be-

ra JC .
handelt, deren Winkel = = (mod x) sind.
') Zur Kettenbruchentwicklung Laméscher und dhnlicher Integrale, Inaugural-Diss.
(Giottingen, Baltimore 1893,
2) American Journal of Math., XXI, p. 126 (1898). -



Erster Hauptteil:

Algebraische Untersuchung;

Wir fragen, welches ist die Gesamtheit der algebraisch unabhiingigen
algebraischen Relationen zwischen den Sinus und Kosinus der Malszahlen

eines Kreishogenvierecks und welches ist ihr Geltungsbereich?

R
S
Die Kosinus und Sinus der Mafszahlen.

Wenn wir Relationen zwisechen den Malszahlen eines Kreishogen-
vierecks aufstellen wollen, miissen wir zunidchst wissen, wie viele von ihnen
ein Kreisbogenviereck bestimmen. Ein Kreis in der Ebene besitzt dre;
Parameter, die vier Kreise des Kreishogenvierecks demnach zwilf Parameter.
Nun sollen aber alle Kreisbogenvierecke als gleichberechtict angesehen
werden, die bei jeder projektiven Transformation des Raumes ineinander
iibergehen, welche die 5-Kugel in sich iiberfiihrt. Da aber eine allgemeine
projektive Transformation 15 Parameter enthilt, eine Flidche zweiten GGrades
neun, so kommen auf die projektive Transformation der verlangten Art sechs
Parameter, =o dals wir von den zwilf Vierecksparametern sechs in Abzug
zu bringen haben. Wir erhalten das Resultat:

. Ein Kreishogenviereck besitzt sechs Parameter“.

Den bei Ableitung der algebraischen Relationen angewandten G-
danken hat Herr Professor I'. Klein in dem erwihnten Seminar mitgeteilt.’)

=

1) Vel. auch Stephanos, Bull. de 1la Société Mathém. de France, 1882, X, 134—137.

Nova Acta XCI. Nr. 1. 21
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Wir benutzen das Tetraéder des Viereekskernes als Koordinaten-
tetracéder eines projektivischen Koordinatensystems, dessen Koordinaten wir mit
@,. 0o, 73, ¢, bezeichnen. Auf der Ebene at sei x; — 0, auf der Ebene be 2, — 0,
auf der Ebene ed x, — 0, auf der Ebene da z, — 0. Die Gleichung unserer

Kugel kann dann in der Form geschrieben werden:

4 4
5 | |
IJ_E‘_H' E \ & \ 1 F‘IJ.{.' ‘_.i"!- ;PA' . D?
| 1

wobei wir festsetzen, dals
iy — g
sein soll.
Die Determinante der quaterniren Form £,. ist dann symmetrisch

und mige mit B bezeichnet werden, so dals:

iy g Qg
I'l";ll l"."-_.-l '”I--'l-i ﬂﬂ':ll :

f‘.} o e E ¥

Uy  Ayy Qg gy
Ay My Qyg  Ogy

Weil es sich um die Darstellung ciner reellen nicht geradlinigen
Fliche handelt, ist & < 0.

Da ferner die vier Geraden des Vierseits die Kugel reell schneiden
sollen, sind die vier Determinanten: «,2—ay dyy, @32 — oy, 342 — g3 ay,,
r.-”‘-’—_— (yq () [JUSiIi\'.

Bezeichnen wir mit 2, die zum Element «,, gehirige Unterdeterminante

dritten Grades, so ist bekanntlich

4 4
A b
fflu” = \ e \ ' J-.f'jr.ll HI. ”_,I — |H
el

die Gleichung unserer Kueel in Kbenenkoordinaten wy, wug, . u,.

Wiihlt man nun die Kugel als Fundamentalfliiche unserer projektiven
Malsbestimmung, so lédlst sich der Kosinus der Entfernung zweier Punkte mit
den Koordinaten ay, y (i =— 1, 2, 3, 4) bekanntlich aus der Formel berechnen:')

()

- 3

i) )

|/ ==rx® | ==y

CORW ) —

') Cayley, sixth memoir upon Quanties, Phil. Transactions, t. 149 (1859); eoll.
mathem. Papers II, p 584,
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Hierin bedeutet 2., die Bilinearform:

4 f
SR O
L e— ;k ;z‘ Qix i Y-
Der Kosinus des Winkels zweier Ebenen driickt sich dureh die
duale Formel aus, wenn w, »; (i — 1, 2, 3, 4) die Koordinaten der Dbeiden

Ebenen sind:
(Iju 1
|l. 1'}},,_ o Lr;’ éﬁrﬂ 1

cos (w;, v;) =

WOrln
4 1
. 1 ) ) "
fj‘)u p — \ L \ i I‘!.;'g- Ui Vg 151,
1 1

Schneiden wir ferner die Kugel mit einer Koordinatenebene, setzen
wir also z. B. 2, — 0, so ist der Kosinus des Winkels zweier Geraden
dieser Ebene mit den Linienkoordinaten u,, w,, wy; v, vy, vy mit Hilfe der Form:

i b
y | Y -
'EI'IH _-_-I‘J-I = \ i S i .f-l‘l*lq ik i Uy
1 1

zu berechnen, wo R, ;. die zu den Elementen ay, a; gehirende Unter-
determinante zweiten Grades von FE bedeutet. KEs ist:

rﬁﬂ [ [LLJ
cos (Ui}, _ o, — — ——
40 llrJ d}f: HII{I = |l.-j (p'-!”: (&
WOrln

2 3
= T .
rpur;lllh == % k \ i _I!jl-l'fﬁ_' i Vg “"_‘.."t"

der Kosinus des Winkels der beiden bezeichneten Geraden.

Aus diesen Formeln ergibt sich:

@33 ’ Iy, Ii
Copde— = s ) = = '_,'_J ; csa = —— ’.'__J
|/ o= |/ s |/ By 110/ Liga, 44 |/ Ly - |/ B
- o _If.- e . .Il} £
cOS H = 34 .. - 08 IJ'J. R — = _Iu- ;'.. * — = eos H — = lg _.J
1. {1'3:: . 'lr I"I_” II_'r 1’” 1722 '1_.* .I_L:!,:_;-. a3 |l,-"' _.I!l.| . 1;-" _-'{{3-1
il - Fouyan B
LT e N eOs C(— = “*;' COSIPEE } *
|/ @yq |/ Ay Vs, 5301/ By, 54 | Ryg e |/ Llss
a ~ i R,
cos ) — ———=— . cosda — = il R —
AL TR T 2L ! -j"':iL:-. 107/ gy gy ||'Jr1;3;'."l JHil
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wo die auftretenden zwolf Quadratwurzeln im Vorzeichen ganz beliebig
angenommen werden kiénnen.
Aus den Kosinus berechnen wir die Sinus. Bekanntlich gelten die

Relationen:
-I) = |Rr'ﬁ' II R .H'?

wo P die Determinante der R bedeutet;
_IJ,,.;L- — _I:l{g'ﬂ_!',{r
wo P die zu R;; gehorende Unterdeterminante von P bedeutet:
IJr’.i'.', I —— I:ll-'-ﬂj:--j. rs

wo Pi . die zu den Elementen R, R, gehirende Unterdeterminante zweiten
Grades von P bedeutet und R,, ., die zu R ;. komplementire Unter-
determinante von £. Mit Hilfe dieser Relationen erhalten wir dann:

i — i /L4, 44 e yilna Tl L |/ By + |/ s Tt kf"'.ji*- [;““IL‘.J-T* 11
Vs |y V/ Bygs g1 0V Ly 00 /By |/ Ry

gin B— - |' f.l'”'_?'] S — VE”’ '_L-{:L‘-‘- sliging | V f.h L'.L"_' 122
|/ Agar |/ @y V/ £y ya990 |/ Fags 33 //Ryy - |/ By

B — ot VB sin ¢ d i + 14 | R"_“*”" V/; gl v = = 1'5'3'.'_1’;'11-'-}-?’:.?-’ oL
; |1.--’;'“‘5-11‘ |/ ety . |/ Ryg, 53 1-’f-H::::~ 14 : | l*’ Fyy - l/f*]ﬂi'-

s ) — | 1 L:“h_l'l . sinda = .ll,fﬂlrll; i i — = ¢ 11 i ﬂa-:t =
|/ g |/ dgg V Ly qa |/ Logys 19 [ L+ |/ By

Wir setzen fest, dals bei den Sinus die zwilf sechon bei den Kosinus
auftretenden Quadratwurzeln mit denselben Vorzeichen genommen werden
sollen wie bel den Kosinus. Dann freten hier noch neue zwilf Vorzeichen
hinzu, iiber die wir erst im Verlaufe der Untersuchung eine Festsetzung
erhalten. |/R ist im Vorzeichen auch noch willkiirlich.

Da die Kosinus der Kanten A4, B, ¢, D simtlich reell sind, so folgt,
dals ;. @y, asq, @y, dieselben Vorzeichen haben miissen. Wir wiihlen die
a;; positiv, nehmen sie =onst aber beliebiz fest an. Dann bleiben in
der Gleichung der Kugel noch die sechs Koétfizienten a,,, ayo, @y, tyy, @40, ay;
unbestimmt und kinnen als Parameter des Viereckskernes aufeefalst werden.
Da nun aber die algebraischen Relationen fiir die Gesamtheit der Vierecks-

kerne gelten sollen, miissen sie von diesen Parametern unabhiingig sein, also
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Identitdten in den a; werden. Wollen wir demnach die algebraischen
Relationen zwischen den Malszahlen aufstellen, so haben wir aus den
Gleichungen, welche die Kosinus und Sinug der Malszahlen dureh die a,.
darstellen, die a; nur zu eliminieren.

$ 2.
Die algebraischen Relationen und ihr Geltungsbereich.

Wir eliminieren nun die «;, indem wir alle bei den Sinus neu hinzu-
getretenen Vorzeichen positiv nehmen und uns hinterher iiberzeugen, dals

diese Annahme bei den von uns betrachteten Vierseiten zulissig ist.

Es 1st:

Riiyo = O3y — 05,033 — €08 A 08 B ag3 |/ Qon@yy — a3
jfl[?-i‘z — OB {'{.F} |l-'-.If_|L|-l.1| '_Ilj-]]-,-‘g-_h — BO03: I'IrJ' Eiﬂ _A 81N JH {-153:.; Il_ Hz-‘_l-f-!'ll_]
”Iﬂ'! . T

— — co0s .4 cos B—sin 4 sin B cos ab.

|/ s gy

Durch zweimalige zyklische Vertauschung findet man:

Ly : : : : =
: =  — cos (' cos J)—sin (] sin ) cos ed.
|/ gy dan
Also 1st:
a) cos A cos B—sin A sin B cos alh — cos ' cos D—sin (f sin D cos ed

und nach einmaliger zyklischer Vertauschung:

b) cos B cos C —sin B sin €' cos he =— cos D ecos 4—sin D) sin 4 cos da.

Die Ebenenwinkel des Kernes entsprechen dual den Kantenliingen,
die Seitenliingen entsprechen dual sich selbst, wie man aus den Formeln
fiir die Sinus und Kosinus der Malszahlen erkennt. Man wird also zwel
Relationen aufstellen kionnen, die zu den Relationen a) und b) dual sind.
Ius ist:

Py, = By Byy— By Fyy — cos y cos 0 Lisy 1,/:-"{"-'22 By — Ry, It
Piiyso — BeRuyyoy = cos cd Re|/ Ry, 550 Byg, 44 — c08 cd sin . sin d Ry |/ Boy Ry
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Also 1st:
R,

By By

¢os ¥ cos ¢ —sin 7 sin d cos ed —

Vertauscht man zweimal zykliseh, =0 ergibt sich:

¢) cosa cos 3—sin a sin @ cos ab cos 7 cos d —sin 7 sin d cos ed

und daraus durch zyklische Vertausehung:

d) cos 3 cos y—sin 7 sin y cos be — cos o eos w—sin d sin @ cos da.

Wir wollen jetzt nur aus den Ausdriicken fiir die Sinus der Mals-

T

zahlen elimimieren. Is ist:

Ry R - =0 o e Bygsgq° By 00
|/ i — sin o UL — sin gesin da-sin ab- \ g
By ' ag Ay

— sin ¢ sin da sin al sin [) sin A sin Be|/ay; s @35 tyy-

Nach einmaliger zyklischer Vertauschung ergibt sich:

i
R ~ - -
/ — gin @ sin da sin ab sin J) sin A sin B
(tyy Can Gy Ay

— sin @ sin ab sin e sin A sin B sin C.

e sin /) sin da sin ¢ — sin 3 sin be sin C

und hieraus durch zykliseche Vertanschung:

) sin A sin ab sin g sin 7 zin ed sin D).
o) sin i sin he gin ¥ =in 0 sin dla sin A.
h) gin (' sin e« sin d — sin ¢ sin ab sin B.

Da die Relationen e) und g)., f) und h) jedesmal zueinander dual
sind, erhiilt man durch den dualen Eliminationsprozels keine neuen Formeln.
Wir kinnen noch weitere Relationen zwischen sechs Malszahlen ab-
leiten.  Es ist:
g Byyy0s + agy B0y + gy Biypes — 0.
Also st

eot {_l sin }; |I (Lyq (Lo H I:EE‘H:J- _."'J*”,-E-_L —|'— Cos j..lj ﬁ. (laq (1 COS {:-"I:'.:I || .}{*”12-1' I{HE'IE'E “" s .If[_;-,gg —
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oder:
Lygr0n0 |/ ayy

7 [y 5 /
[ By 55+ By |/ @5

W
gl

cot (' sin B + cos B cos he

Ferner besteht die Gleichung:

3 : ; .
Liyy Pyyysy + Bys Piaysy + By Pyyay = 0

oder:
JHII I:tl?fﬂ- + -".."I.E H'r_htl T }!Jf“ {]1122 — 0.

Demnach 1st:
By By 92 + cos 8|/ B, R, cos al | J-'-'.'q'*__1 ,;H « [t5., 1y -} cot e sin ;91,-"_:"}‘.” -Hﬂ o\ Leggspp Bij 00— 0
oder:

kot st - Biy,99-/ R :
cot ¢ sin 3 4 cos 3 cos abh | Lo SRR

V' By, By iy By,

Also besteht die Gleichung:

cot C sin B + cos B cos be  fay |/ Ry |/ Bya  sin e

cot @ sin § -} €O0s [3 cos he |/ sy | "fr’j.g,;{;:, '[ e sinab
Wir erhalten die Relation:
i) (cotC sin B + cos B cos lic) sin @l — (cot « sin 3 + cos 3 cos ﬂ‘ff,a} sin fr

Durch zyklische Vertauschung ergeben sich hieraus noch drei weitere
Relationen k), 1) und m).

Wir haben jefzt zwischen den Kosinus und Sinus der Malszahlen
zwolt Gleichungen aufgestellt, zu denen noch zwilf weitere leichungen
zwischen den Kosinus und Sinus jeder einzelnen Malszahl treten: cos?ea
+ sin2a — 1 usw. '

Wenn diese 24 Relationen dazu ausreichen sollen, in der 24 fachen
Mannigfaltickeit der Kosinus und Sinus aller zwolf Malszahlen diejenige
zwolf-dimensionale Mannigfaltigkeit zu bestimmen, welche von den Kosinus
und Sinus der Maalszahlen der Vierseite gebildet wird, so miissen sich.
wenn wir die Kosinus und Sinus von sechs geeignet gewiihlten Malszahlen
oceben, die Kosinus und Sinus der iibrigen sechs Malszahlen aus den
24 Relationen berechnen lassen und zwar eindeutig bis auf die notwendig
unbestimmten Vorzeichen.

Wir geben, wm dies zu zeigen, die Kosinus und Sinus der Winkel

¢, 3, 7, d und der Seiten de und ab.
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Aus den Relationen ¢) und d) lassen sich cosfhe und eosed eindeutig
herechnen. sin ¢ und sin ed sind dann auch bestimmt bis auf ihre Vorzeichen.

Zur Berechnung der Kosinus der Kantenlingen benutzen wir die
Relationen 1), k), 1), m), welche wir anit Hilfe der Relationen e), f), g), h)
in folgender Weise umwandeln:

Aus h) ergibt sich:

sin ed sin o

sin B — sin (! = .
:in a b sin o

Setzen wir diesen Wert in 1) ein, so erhalten wir:

cos (' sin ¢d sin ¢ 4 cos b cos be sin al sin ¢ — (cos @ sin 3 + cos § sin ¢ cos af) sin be.

Wandeln wir die Relationen k), 1), m) in entsprechender Weise um,
<0 erhalten wir vier Gleichungen, aus denen wir die Kosinus der Kanten-
liingen eindeutig berechnen kinnen, wenn wir die Vorzeichen von sin ¢ und
sin ed festsetzen.

Die Sinus der Kantenlingen sind damit auch bis auf ihre Vorzeichen
bestimmt. Diese sind jedoch mnicht ganz willkiirlich, sondern wmiissen =0
coewihlt werden, dals die Relationen a) und b) erfiillt werden. Demnach
sind die Vorzeichen der vier Produkte sin A4 sin B sin @b, sin B sin €' sin be,
sin ' sin 1) sin ¢d, sin D sin A sin da bestimmt. Andern wir also das Vorzeichen
eines Sinus eimer Kante, so miissen auch die Vorzeichen der Sinus der
andern drei Kanten geiindert werden, so dals nur das Vorzeichen einer
cinzigen Kantenlinge willkiirlich bleibt.

[Inbestimmt bleiben also, wenn wir die obigen Kosinus und Sinus
oeben, die Vorzeichen von sin e, sined und vom Sinus einer beliebigen
Kantenlinge.

Wir untersuchen nun die Geltung unserer Relationen fiir die in
der Kinleitung definierten Vierseite.

Wir haben festzustellen, ob die willkiirliche Festsetzung, die wir am
Anfang von § 2 iiber die Vorzeichen der Sinus getroffen haben, fiir unsere
Vierseite zuliissig ist.

Wir gehen von einem Vierseit einfachster Art aus, das wir als
Elementarvierseit bezeichnen. Dasselbe soll durch die verstirkten

Linien 1 Iig. 1 dargestellt sein.
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Wir drehen zuniichst die Ebene z, — 0 um die Kante », — 0, 2, = 0
des Tetraéders so weit, bis sie mit der Ebene 2z, — 0 zusammenfillt (Fig. 3).
Der Punkt 2 mige dabei in der Ebene z; = 0 etwa einen Kreis
beschreiben und nach 2' gelangen. Die Ebene z, = 0 denken
wir uns dabel um die IKante 4 drehbar. Sie fiillt schlielslich
auch mit der Ebene z, = 0 zusammen. In der Grenze entsteht
ein geradliniges Dreieck 124, Bezeichnen wir die Werte,
welche die Kanten und die Seiten «b und ¢d in dieser in der
Figur erkennbaren Grenzlage annehmen, mit 4', B, ¢, D', al',
ed', so sind die Lingen der ganz sich im Endlichen erstreckenden
Seiten dieses Dreiecks: #— A4 B, =+ D'—". Ferner besitzt
das Dreieck den Winkel 4. Es gilt die Relation der sphirischen
Trigonometrie:

cos (r + D'— (") — cos (x — A') cos B’ + sin (x — AY) sin B’ cos ab’
oder:

cos (D'— (') = cos A’ cos B'—sin A' sin B* cos ab'.

Nun ist cd = =«

Da die Relation a), wenn wir in ihr c¢d’ = & setzen, in die Relation
der Grenzlage iibergeht, gilt die Relation a) fiir die Malszahlen des
Elementarvierseits.

In entsprechender Weise beweist man die Giiltigkeit der Relation b).

Wir wihlen weiter die Grilsen a;; zunichst so, dafs alle vier Ecken
des Vierseits 1m Innern der Kugel liegen und verschieben
dann (Fig. 4) die Ebene al des Tetracéders, bis sie durch
die Schnittgerade der Kbenen b¢ und de geht. Bezeichnen
wir die Werte, welche die Winkel des Elementarvierseits
und die Seiten ab und c¢d in der Grenzlage annehmen,
mit o', g4 7, ¢, ab’, ed’, so sind die Innenwinkel des ent-
stehenden sphérisechen Dreiecks n—7¢, 7 —d, 7 —a'—§'
und ferner besitzt das Dreieck die Seite cd. Es gilt die
Relation der sphirischen Trigonometrie :

cos (k—a'— ) = —ecos (x—7y’) cos (m— ) + sin (x —y) sin (x —d') cos ed

oder:
cos (&' + ) = cos y' cos d'—sin ' sin d' cos cd’.

Nova Acta XOI, Nr. 1, 4
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Nun ist in der Grenzlage ab' = 0 und da, wenn wir in der Relation ¢)
ab — 0 setzen, dieselbe in die obige Beziehung iibergeht, gilt die Relation ¢)
fiir die Malszahlen des Elementarvierseits zunidchst unter der besonderen
Voraussetzung, dals dessen vier Kcken im Innern der Kugel liegen. Da
diese Elementarvierseite aber kontinuierlich in solche iibergefiihrt werden
kiinnen, deren Lkcken beliebig zur Kugel liegen, gilt die Relation e) fiir
jedes Elementarvierseit.

Entsprechend beweist man die Giiltigkeit der Relation d).

Sollte die Relation e) nicht gelten, so miilste fiir die Malszahlen des

I<lementarvierseits statt ithrer die Relation bestehen:
sin [) sin {f{.{. gin ¢t ——sin 4 sin be sin O

Da aber fiir ein Elementarvierseit, dessen vier Ecken im Innern der
Kugel liegen, die Sinus der Winkel und Seiten reell und positiv, die Sinus
der Kanten rein imaginiire positive Grilsen sind, ist das DBestehen obiger
Relation ausgeschlossen.

Also gelten auch die Relationen ¢) und f) fiir das Elementarvierseit.

Wir dehnen die Geltung der Relationen weiter aus.

Vermehren oder vermindern wir die Malszahlen um das Vielfache
von 2ax, so bleiben die Relationen ungeiindert, weil die Sinug und Kosinus
ungeiindert bleiben.

Wenn wir in den 13 Wurzeln

vll Qyyy |/ Aoas |/ ggy |/ Ay | :HH':!'.;‘ V By gy |/ Bz sy |V Bygy iy U Bys |/ Bags |V By | Bygs |/ R,

welche in den Ausdriicken fiir die Sinus und Kosinus der Malszahlen vor-
kommen, simtliche miglichen Vorzeichenkombinationen bilden, so entsteht
dadurch eine Gruppe von 2% Substitutionen der Malszahlen. Wir
zeigen, dals unsere Relationen sich 1hr gegeniiber invariant verhalten.

Diec Relationen verhalten sich der ganzen Gruppe gegeniiber in-
variant, wenn sie den Erzeugenden der Gruppe gegeniiber invariant bleiben.
Wir betrachten also die einzelnen erzeungenden Operationen. Diese entstehen
durch jedesmalige Anderung des Vorzeichens einer der 13 Wurzeln.

s handelt sich um die Anderungen. welche die Malszahlen bei der

Vorzeicheniinderung der Sinus und Kosinus erleiden.
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Kehren wir das Vorzeichen von |/R,, um, so erleiden die Malszahlen
die Substitution:

b [ W ab  9x—ab a« 7 + e

Bl B e nbic B | x+8
€| @ el ned Tl
D | D dal da J 4

Geometrisch entspricht dieser Substitution die Umkelr des Durch-
laufungssinnes des Kreises ab. |

Kehren wir das Vorzeichen von |/R,, ., um, so erleiden die Mals-
zahlen die Substitution :

A | A4 ab =« 4+ ab a | «
B | 27x—B bel| = 4 be | 2x—F
C|C cd cd v |
/5, da da J =0

(eometrisch entspricht dieser Substitution die Umkehr der Richtung
der Kante B, wobei sich auch gleichzeitig der Drehungssinn fiir den Ebenen-
winkel 2 umkehrt.

Kehren wir das Vorzeichen von |/a,, um, so erleiden die Malszahlen
(lie Substitution :

A S a2 = D

B | a+B be| be 8| B
fr f_ ' {‘nff {_H' ¥ i
[) [) da da d | d

(reometrisch entspricht dieser Substitution die Umkehr des Dureh-
laufungssinnes einer Seite am polaren Vierseit.

Kehren wir das Vorzeichen von |/} um, so erleiden nur die Winkel
eine Subsfitution und zwar folgende:

o | 2o —ao

i

(2 "_'.]"T—I"f

- -J - -
.||ll' —_ .-T "r‘ll

Bl

Geometrisch entspricht dieser Substitution die Umkehr des gemein-

samen Drehungssinnes der Ebenenwinkel.
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[Unsere Relationen verhalten sich allen diesen Substitutionen gegen-
iiber invariant, folglich auch den durch zyklische Vertauschung aus diesen
zu bildenden Substitutionen und der ganzen Gruppe gegeniiber.

Diesen Vorzeichenwechseln entspricht gerade der Ubergang vom
Elementarvierseit zu dem allgemeinsten Vierseit der Einleitung, wie folgende
['berlegung zeigt:

Aus dem Elementarvierseit erhalten wir séimtliche allgemeinen Vier-
seite, indem wir erstens jeder Seite jeden der beiden miglichen Durchlaufungs-
sinne, zweitens jeder Kante jeden der beiden moglichen Richtungssinne,
drittens jeder Seite des zugeordneten polaren Vierseits jeden der beiden
moglichen Durchlaufungssinne zuordnen. Endlich kionnen wir zu jedem
Winkel, jeder Seite und jeder Kante beliebig viele Multipla von 2z hinzu-
fiigen. Da die Relationen auch bei der Vorzeicheninderung von |/ R invariant
bleiben, ist es zur Geltung dér Relationen zwar erforderlich, dals fiir alle
Winkel derselbe Drehungssinn genommen wird; aber der Sinn der Drehung
ist dabei ganz beliebig.

Damit ist gw‘.-:«mig’r:

Die Formelgruppe der algebraischen Relationen gilt fiir
sdimtliche Vierseite, welche den in der KEinleitung gegebenen
['estsetzungen Geniige leisten, —

Diese Untersuchungen gehen parallel mit den Studyschen Unter-
suchungen iiber Dreiecke.

Die Formeln der sphiirischen Trigonometrie lassen sich in ganz
analoger Weise wie unsere sechs algebraischen Relationen ableiten, wenn
man in der Ebene einen Kegelsehnitt einer projektiven Malsbestimmung als
Fundamentalgebilde zu Grunde legt und die Relationen aufsucht, welche
zwischen Winkeln und Seiten eines Koordinatendreiecks bestehen, auf das
die Gleichung des Kegelschnitts bezogen wird. Da bei der gewihnlichen
sphiirischen Trigonometrie, die sich auf grilste Kugelkreise bezieht, Winkel
und Seiten immer reell sind, so ist bei der Ableitung ihrer Relationen ein
imaginirer Kegelschnitt der Malsbestimmung zu Grunde zu legen. Der
Studysche Dreiecksbegriff muls sich auf ein solches Koordinatendreieck un-
mittelber iibertragen lassen, wenn man fiir jede Seite des Dreiecks einen
Richtungssinn und fiir jeden Winkel einen Drehungssinn vorschreibt.
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Wenn wir nun gezeigt haben, dals der Geltungsbereich unserer sechs
fundamentalen Relationen alle nunsere Vierseite umfalst, so i1st hiermit eine
Ausdehnung der Studyschen Entwicklungen nach zwei Richtungen hin vor-
genommen.

Da bei der gewihnlichen sphiirischen Trigonometrie ein imaginérer
Kegelschnitt zu Grunde gelegt werden muls, so wiirde die unmittelbare Er-
weiterung der Studyschen Entwicklungen darin bestehen, dafs man bei der
Theorie des Koordinatentetraéders nicht eine reelle Kugel, sondern eine
imaginire Fliche zweiten Grades zu Grunde legt. Nur dann werden immer
samtliche zwolf Malszahlen reell. Der Studysche Dreiecksbegriff ist dann
autf das Koordinatentetraéder zu iibertragen, indem man fiir jeden Ebenen-
winkel und jeden Seitenwinkel einen Drehungssinn und fiir jede Kante
einen Richtungssinn in geeigneter Weise vorschreibt.

Die Erweiterung der Studyschen Entwicklungen nach der andern
Richtung hin besteht in der Ubertragung dieser Theorie auf Koordinaten-
dreiecke und Koordinatentetraéder, bei denen ein reeller Kegelschnitt und
eine reelle Fliche zweiten Grades er Malsbestimmung zu Grunde gelegt
werden. Im Raume wmuls dann noch die Malsbestimmung aunt geradlinigen
Flichen von der auf nicht geradlinigen unterschieden werden. Bel kon-
tinuierlicher Fortsetzung der imaginiren Fundamentalgebilde in reelle bleiben
allerdings die algebraischen Relationen ungeéindert bestehen, aber doch ist
dann noch zu untersuchen, was hierbei aus der Studyschen Gruppe und
unserer Gruppe wird, welche die Erweiterung der Studyschen Gruppe
darstellen wiirde; jetzt liegen die Realitdtsverhéltnisse komplizierter als bei
durchweg reellen Malszahlen.

An eine ihnliche Erweiterune hat offenbar auch Study sedacht, wie
man aus den Worten im Schluls seiner Arbeit sieht: ., Wird es moglich sein
(wie es durch verschiedene Umstinde wahrscheinlich gemacht wird), die
Theorie des Tetraéders, zuniichst im nichteuklidischen Raume, in dhnlicher
Weise zu behandeln, wie die des Dreiecks?*



Zweiter Hauptteil.

T'ranszendente  Untersuchung.

g s
Fragestellungen.

Wir wenden uns zu dem zweiten Teil, der transzendenten Unter-
sichung. und behandeln ausschlielslich die in den Kern eingehingten

Membrane. Wir stellen folgende Fragen:

[. Wie kiinnen bei Vorgabe der Winkel sidmtliche Kreisbogenvierecke
mit diesen Winkeln konstruiert und iibersichtlich in eine kontinuier-

liche Folge gebracht werden?

2., Welches sind die Erginzungsrelationen?

3. Wenn zwei Kreishogenvierecke dieselben Winkel, dieselben Um-
laufszahlen der Seiten besitzen und wenn ihre Kerne sich durch eine
Bewegune zur Deckung bringen lassen, sind dann die Membrane selbst

identisech?

Wir denken uns, wie verabreder, dasg Viereek immer auf der Kugel.
Wir zeichnen es aber aus praktischen Griinden in der Ebene. Dabei kann

allerdings das Unendliche stiren.

Die Winkel des Kreishogenvierecks messen wir jetzt. um den
Faktor x nicht immer schreiben zo miissen, direkt durch die Exponenten-
differenzen der Differentialgleichung, welche wir nun mit «, 3. y, d bezeichnen
wollen. Ein Winkel von 180° erhilt also jetzt den Wert 1. ein Winkel

von 00" den Wert 2 nsw.
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2
Reduktions- und Erweiteruigsprozesse.

Wir werden 1m folgenden von den .,Reduktions- und Erweiterungs-
prozessen“ der Kreisbogenpolygone Gebranch machen (K).

1. Wir erweitern ein Kreishogenpolygon durch . polare Ein-
hingung = einer Kreisscheibe in folgender Weise: Wir fiithren von einer
<cke aus mnach einer gegeniiberliegenden Seite einen Schnitt p (z. B. von
d nach ab, Fig. 5) und in einer Kreisscheibe, welche denselben Radius wie
der Begrenzungskreis ab besitzt, einen zu p kongruenten Schnitt p. Dann
vereinigen wir Polveon und Kreisscheibe, indem wir beide Flichenstiicke
aufeinanderlegen und die Réander von p und p* iiber Kreuz znsammenheften.
Jetzt ist ein neues Kreisbogenpolygon entstanden, in welehem ein Winkel um
die Zahl zwei gewachsen ist, und eine Seite nm einen Umlauf zugenommen hat.

Umgekehrt kann es auch miglich sein, sine Kreisscheibe polar aus-
zuhiingen, worunter wir dann den enteegengesetzten Prozess verstehen.

Damit von einer Ecke d einer Membran heziiglich der Seite a/ der Be-
orenzung eine polare Einhiingung miglich ist, ist notwendig und hinreichend,
dals sich von d nach ab innerhalb der Membran ein Schnitt j ziehen lasse,
der ganz auf derselben Seite des Kreises ab verlinft wie die Membran und
keine in demselben DBlatt oder verschiedenen Blittern sich kreuzenden
Zweige besitzf.

2. Wir erweitern ein Polygon dureh FEinhingung einer Vollkugel
oder durch . diagonale Einhiingung®, indem wir zwischen zwei nicht
aufeinanderfolgenden Ieken einen Schnitt d ziehen, zwischen zwel Punkten
einer Vollkugel einen zu d kongruenten Schnitt @, alsdann Polvgon und
Vollkugel so aunfeinanderlegen, dals die Schnitte aufeinanderfallen und dann
die Rinder der Schnitte kreuzweise vereinigen (Fig. 6). Die Umlaunfszahlen
der Seiten bleiben ungeiindert, zwei Winkel werden um die Zahl 2 vergrifsert.

Umgekehrt kann es auch miglich sein, diagonal auszuhingen.

Damit eine diagonale linhdngung migheh sei, muls sich mmerhalb
der Membran von einer Ecke nach einer nicht auf sie folgenden Keke ein
Schnitt fithren lassen, der keine in demselben Blatt oder verschiedenen

Blittern sich kreuzenden Zwelge besitzt.
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3. Wir erweitern ein Polvgon durch Einhingung eines Kreisringes
oder durch .transversale Einhingung*, indem wir zwischen Polygon-
seiten, die sich imaginiir schneiden, einen Schnitt ¢ filhren, in einem von
zwel Kreisen begrenzten Ringstiick einen zu ¢ kongruenten Schnitt #, und
wie bei 1. und 2. die Flichenstiicke lings der Schnitte zusammenheften
(Ifig. 7). Dabei muls der Ring dem von den Kreisen der betreffenden beiden
Seiten hegrenzten Ring kongruent sein. Die Winkel bleiben ungeindert,
aber die Umlanfszahlen von zwei Seiten werden um je 1 erhoht.

[oventuell kann aueh transversal ausgehingt werden.

Damit eine transversale Einhingung miglich sei, diirfen die Kreise
der beiden Polvgonseiten, zwischen denen eingehingt werden soll, sich nicht
reell schneiden und es muls sich von einer Seite nach der anderen inner-
halb der Membran ein Schnitt ziehen lassen, der ganz innerhalb des von
heiden Kreisen begrenzten Ringes verlduft und keine in demselben Blatt
oder verschiedenen DBléttern sich kreuzenden Zweige besitzt.

4. Wir erweitern ein Polygon durch ..laterale Anhingung“ einer
Kreigselheibe, indem wir lings einer nicht umlaufenden Polygonseite die-
jenige Kreisseheibe, welche die auf dem Innern der Seite liegende Kreis-
scheibe zu einer Vollkugel ergiinzt, einfach anheften (Fig. 8). Die Membran
lieet nach Anhidngung der IKreisscheibe aut der anderen Seite des begrenzenden
Kreises, die anliegenden Winkel werden beide nmm 1 vermehrt, der begrenzende
Kreisbogen wird dureh denjenigen IKreisbogen ersetzt, der ihn zu einer
vollen Peripherie ergiinzt. Kventuell kann auch eine Kreisscheibe lateral
abgetrennt werden. Damit lateral angehiingt werden kann, ist notwendig
und hinreichend, dals die betreffende Seite nicht wmlautend ist.

Iiin zur Ausfiihrune eines Erweiterungsprozesses zu ziehender Schnitt
darf auch andere Schnitte durchsetzen. wenn er nur die oben angegebenen
Bedingungen erfiillt. Hierzu ist folgendes Beispiel bemerkenswert. In das
Viereck der Fig. 9 sei diagonal eingehiingt, was durch die Linie d angedeutet
ist.  Jetzt scheint keine transversale Anhiingung mehr miglich zu sein. Da
die Membran aber nach Einhingung der Vollkugel auch noch aufserhalb des
schattierten Gebietes verliuft, so ist ¢ ein Schnitt, an dem entlang eine
transversale Einhingung miglich ist. Dag Viereck hat dann zwei Windungs-
punkte und zwei einfach nmlaufende Seiten. Man erhiilt dasselbe Viereck
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durch zwei polare Anhingungen, die m Fig. 10 durch. die Linien p,, p, an-
cedeutet sind.

FEin Polygon, das keine Aushiingungs- (Reduktions-)prozesse der be-
zeichneten Art mehr zulilst, nennen wir ,reduziert“ (K). Sobald wir
alle reduzierten Kreishogenvierecke kennen, die moglich sind, ist es durch
Anwendung der obigen [irweiterungsprozesse miglich, aus ihnen alle Kreis-

bogenvierecke zu konstruieren, die es iiberhaupt gibt.

Kapitel L
Konstruktion der Kreisbogenvierecke.

A. Konstruktion der reduzierten Vierecke.

Zur Konstruktion der reduzierten Vierecke werden wir mit einigen
FErweiterungen dieselben Methoden benutzen, die Schonfliels in Math.
Ann. 44 angewandt hatf.

Wir bilden wie Schinfliels eine Reihe von Klassen reduzierter
ierecke und suchen Ungleichheitsbedingungen auf, die von den Winkeln
erfiillt werden miissen, damit die Vierecke reduziert sind. Einmal werden
wir jedoch, indem wir die Methoden von Schinfliels in etwas anderer
Weise verwerten, eine andere Einteilung der reduzierten Vierecke erhalten,
ferner werden wir engere Ungleichheitsbedingungen ableiten, endlich auch
fiir jede Klasse reduzierter Vierecke c¢in DBeispiel zeichmen, damit wir im

wesentlichen von den reduzierten Vierecken eine Vorstellung erhalten.

&3
Nitze iiber Kreisbogendreiecke.
Wir stellen im folgenden alle T'ypen reduzierter Kreishogendreiecke

zusammen, welche es gibt. Wir unferscheiden nach Schwarz') dabei

1) Schwarz, ges. Abh. II, 8. 234.

Nova Acta XCI, XNr. 1. 9



34 W. lhlenburg,

Dreiecke erster Art, bel denen der Scheitel des Kerns, der hier von drei Ebenen
gebildet wird, im Innern der Kugel liegt, Dreiecke zweiter Art, bei denen
er auf der Kugel, Dreiecke dritter Art, bei denen er aulserhalb der Kugel liegt.

Die Dreiecke erster Art werden begrenzt von drei Kreisen ohne
reellen Orthogonalkreis. die Dreiecke zweiter Art von Kreisen. die sich in
einem Punkte schneiden. Wirft man diesen nach Unendlich, so werden die
Dreiecke durch drei (Grerade begrenzt. Die Begrenzungskreise der Dreiecke
dritter Art besitzen einen reellen Orthogonalkreis.

Alle Dreiecksmembranen, weleche in denselben Kern eingehingt sind,
nennen wir .. verwandte* Dreiecke. Unter allen verwandten Dreiecken hat
jedesmal eines, das . Minimaldreieck®, die kleinste Winkelsumme.

Sind 2, w4, » die Winkel des Minimaldreiecks, so ist bei den Dreiecken
erster Art: 1+ pu-+»>1, zweiter Art: A4+ p+r=1, dritter Art: 24+ pu4v<1,
sodals die Dreiecke der drei Arten durch das Minimaldreieck charakterisiert
werden.

Wir wollen nun alle Typen reduzierter Dreiecke zeichnen. Im
Kern erster Art sind 16 reduzierte Dreiecke, im Kern zweiter Art, weun
wir nichts iiber den Umlaufssinn bestimmen, 19 reduzierte Dreiecke, im
Kern dritter Art ebenfalls 19 reduzierte Dreiecke enthalten. Die Winkel
der reduzierten Dreiecke 1m Kern erster, zweiter und dritter Art sind:

1 A I, 1 1—A4, 1—u, 2 1—4, W, 1—v A 1—u, 1—w
T |2—2, 1—u, 1—v | 14+4, g 1—v A, 1—», 1+» | 1—4, 11g ¥
HI | 1—24, 2—pu, 1—» A 14w, 1—v | 144, 1—pu, v 1—21, H, 14-»

IV i1—2, 1—u, 2—» 3 i, ey 2—4, p

I, 2 —p At e

wozuu bel den Kernen zweiter und dritter Art noch die Drelecke kommen:

Vig+i1—pu, 1—2» | 1—2, 24, 2—v | 1—2, 1—pu, 247

Auf der beigegebenen letzten Figurentafel ist ein Dreieck eines jeden

Typus gezeichnet (K).
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Vor allen Dingen beachten wir hier, dals in dem Kern dritter Art
die Dreiecke das Typus 2—2, ¢, » eine sich iiberschlagende Seite haben.

Ferner brauchen wir folgende =Siitze, welche wir der Arbeit von
Schinfliels?!) entnehmen:

.Jedes Dreieck, das zwei konvexe Winkel enthiilt, ist reduzierbar.*

.In einem Dreieck kann nur eine Seite umlaufend sein.*

. Reduzierte Dreiecke ohne umlaufende Seiten und mit Winkeln:

(= ="11 0<pg<1
existieren fiir jeden Wert:
[:} ._'__: :_.I- -:'M_: 1 + {-.Il-.- + l,:jl __:.::‘ 3.-“
,Reduzierte Dreiccke mit wimlaufender Seite existieren fiir jeden Wert:

et <=9t

4.
Geometrische Hiilfsmittel.

L

Wir werden im folgenden mit geringer Modifikation die geometrischen
Hiilfsmittel von Schonfliels anwenden und uns auch dessen Nomenklatur
anschlielsen.?)

1. Ist die Seite «b/ eine nicht umlaufende Seite eines Kreisbogen-
vierecks, so drehen wir den begrenzenden Bogen a/ um seine Endpunkte
allméhlich in die Membran hinein (Iig. 11), bis derselbe an der Begrenzung
des Vierecks anstifst. Wir wollen sagen, dals er dann in den ,Grenz-
kreis® iibergegangen ist.

Der Grenzkreis kann eine der benachbarten Seiten ¢ oder da in
den Icken 4 oder ¢ beriihren.

Ferner kann er cd berithren. Dann nénnen wir ihn ,,/Tangential-
kreis®.

Geht er durch einen der Eckpunkte d oder ¢, so soll er ,,Diagonal-
kreis“ heifsen. Der Winkel an der vom Diagonalkreis getroffenen kcke

ist orofser als 1 und das Viereck ist in diesem Falle von « oder von ¢ aus

1y Math. Ann. 44, S. 112, 114.
:J l. . 8. 109,
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liings des Grenzkreises in zwei Dreiecke zerlegt. Iine Kreisscheibe ist
lateral abtrennbar, sobald der Bogen al eine ganze Kreisscheibe durch-
laufen kann, ehe er den Grenzkreis erreicht.

Den Grenzkreis, der durch « und 4 geht, wollen wir mit 4., bezeichnen.

2. Ist die Seite ab umlanfend, so lilst sich jedenfalls dicht an der
Begrenzung entlang innerhalb der Membran ein Kreis ziehen, der den
Kreis ah im Punkte @ beriihrt. Er beginnt im Eckpunkt « und endet in
dem Punkte a, der in dem niichsten Blatte iiber « liegt (Fig. 12). Wir
ziehen nun den Kreis, wiihrend er bestiindig a/ in a beriihrt, in die Mem-
bran hinein. Dann kann sich der Kreis nicht auf einen Punkt zusammen-
ziehen, da scine Kckpunkte in verschiedenen Bliittern liegen. KEr muls also

ircendwo an der Begrenzung anstofsen, in einen .,Grenzkreis® iibergehen.

Beriihrt er ¢d. was auch in ¢ oder d geschehen kann, so nennen wir
ihm ,Tangentialkreis®“ (Fig. 12). Dann schneiden sich die Kreise a/ und
¢d imaginiir und man kann einen zu einer transversalen Einhiingung geeigneten
Schnitt fiithren.

Stifst der Grenzkreis an die Ecke ¢, so muls y > 1 sein, und das
Viereck lLilst sich lings des Grenzkreises in zwei Dreiecke zerlegen. Dann
nenmen wir den Grenzkreis ,eigentlichen Diagonalkreis®, Stifst der
Grenzkreis an die Iicke d, so muls ¢ >1 sein und wir nennen ihn

ur

Suneigentlichen Diagonalkreis®.
Den Grenzkreis, der ab in a beriihrt, hezeichnen wir mit /5.

Im besonderen Fall kann der Grenzkreis k., oder k. . eine ganze
Polygonseite enthalten. 1Snthilt er ¢d, so kann c¢d nicht umlaufend sein, der
Kreis ist dann als uneigentlicher Diagonalkreis anzusehen. Enthiilt der Grenz-
kreis k... die Seite da, so ist ¢ — 0, und der Kreis ist als uneigentlicher
Diagonalkreis anzusehen. Enthilt der Grenzkreis k..., die Seite be, so ist
8 — 0, die Seite ab umspannt die Peripheric gerade einmal und der Kreis

18t als eigentlicher Diagonalkreis anzusehen.
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§ b.
Konstruktion samtlicher Vierecke, bei denen transversale
Einhiangungen moglich sind.

Ehe wir die reduzierten Vierecke selbst behandeln, wollen wir alle
Vierecke konstruieren, bei denen transversale Einhingungen zwischen zwel
Seiten moglich sind. Denn die Beherrschung dieser Vierecke wird uns
heim Studieren der andern Vierecke gute Dienste leisten.

Kann in ein Viereck von ab nach ¢d hiniiber transversal ein-
gehiingt werden, so transformieren wir das Viereck durch eine lineare Sub-
stitution so, dals die Kreise ab und ¢d konzentrisch werden. Hiingen wir
dann eine Anzahl von Kreisringen ein, so wird ein Stiick der Membran
selbst von einem Kreisring gebildet, den wir zeichnen (Fig. 13). Auf der
Seite ab kinnen wir dann in zwei aufeinanderfolgenden Blittern zwei Punkte
a' und e so auswiihlen, dals der Grenzkreis, der ab in o' und a” beriihrt,

ein Tangentialkreis wird, der e¢d in E beriihren moge.

Das Halbkreisstiick £« wollen wir in der Membran in der durch den
Pfeil angedeuteten Richtung immer weiter verschieben, so dals ¢d und ab
bestiindig beriihrt werden. Die Kndpunkte des Halbkreises bezeichnen wir
wihrend der Bewegung immer mit Z und «'. Sechlielslich muls bei dieser
Verschiebung entweder «° auf die Ecke a der Vierecke stofsen, oder E auf
die Ecke d. Dalz die Seite da von innen vom Halbkreis beriihrt wird, ist
nur im Punkte e miglich, wobel dann « =— 0 sein muls. Kine Beriihrung
in einem andern Punkte kann nicht stattfinden, denn dann lidge der Kreis
de ganz innerhalb des Kreises Fa' und kinnte mit dem Kreise a6 keinen
reellen Winkel bilden. Stilst der Halbkreis auf «, so lilst sich in dieser
Grenzlage des Halbkreises an ihm entlang ein Dreieck mit den Winkeln e,

0, d vom Viereck abtrennen.

Stolst der Halbkreis auf d, so bewegen wir statt seiner den Halb-
kreis Eo” auf d und « zu. Dieser wird dann mit seinem Endpunkt £ auf
den Punkt d stolsen und es lifst sich jetzt wieder an ihm entlang ein
Dreieck mit den Winkeln «, 0, d abtrennen. |

Wir kinnen nun ebenso die Halbkreise nach der entgegengesetzten
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Richtung, nach & und ¢ hin, verschieben, stolsen auf die Ecke » oder ¢ und
kinnen ein Dreieck mit den Winkeln g, 0. y abtrennen,

Man kann also simtliche Vierecke mit den Winkeln «, 3, 7, 4, in
die von ab nach c¢d transversal eingehiingt werden kann, auf folgende Weise

konstruieren :

_Man konstruiere das Dreieck 4 (Fig. 14) mit den Winkeln «, 0, d,
setze ein Ringstiick B lings ciner vom Winkel 0 ausgehenden Seite an,
welehe nicht umlaufend ist, konstruiere weiter das Dreieck ¢ mit den
Winkeln 3, 0, v und fiice es an das Ringstiick lings einer vom Winkel 0
ausgehenden Seite an, die nicht nmlaufend ist. Iin Deigpiel gibt Fig. 14,

Simtliche gonst noch existierenden Vierecke dieser Art mit den Winkeln
«, B, 7, ¢ erhiilt man aus den so konstruierten, indem man die Bigen von ab
und ed mnoch verliingert oder verkiirzt. Dies geschieht unter Festhaltung
der Winkel durch Verschiebung der Kreise /¢ und da lings der Kreise ab
und e¢d, die dabei festgehalten werden.© (Fig. 15 u. § 9.)

Wir bemerken noeh, dals die Seiten be und de nicht umlaufend sein
kinnen, weil sie in den beiden Dreiecken einem Winkel 0 gegeniiberliegen.

Da bei beliebigen Werten von «, 8, y, ¢ auch immer Dreiecke mit
den Winkeln e, 2, 0 und y, d, 0 existieren, erhalten wir den Satz:

SFiir beliebig vorgeschriebene Werte von q, 8, 7, 4 ¢ibt es
stets sowohl Kreishogenvierecke, bei denen sich von ab nach cd,
als auch Kreisbogenvierecke, bei denen sich von be nach da

hiniiber transversale FKinhingungen machen lassen.®

IZs ist nun nicht schwer, die Typen aller reduzierten Vierecke an-
zugeben, bei denen sich von b nach cd hiniiber transversale Einhingungen
machen lassen. Wenn wir zuniichst die Vierecke bei Seite lassen, die durch
Verkiirzung der Bogen ab und ¢d aus den zuniichst auf die angegebene
Weise konstruierten Vierecken entstehen. so ist klar, dals die Dreiecke mit
den Winkeln «, 0, d und 7, 0, g selbst reduziert sein miissen, wenn das
Viereck reduziert sein soll. Aus den Ungleichheitsbedingungen am Schluofs
des § 3 ergeben sich, wenn wir sie auf die Dreiecke 4 und B anwenden,
und die verschiedenen Dreieckstypen auf alle miglichen Arten nach der

beschriebenen Konstruktionsmethode zusammensetzen, folgende Viereckstypen
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1. Keine Dreiecksseite ist umlaufend:

BN = 0<<B<1; 0=7y=1+8 0014+ a (Fig. 14).
b) D=a<1--d; 01 o=tp="rlLR o0=d=1 (Fig. 16).

2. Die Seite eines der beiden Dreiecke 1st umlaunfend :
a) =g = - 0<y<148; 1+a<d<2 (Fig 17).

) e B e P e e 14+a < d<2 (Fig. 18).

o

3. Jedes der beiden Dreiccke hat liings ab eine wmlaufende Seite:

1+ B<7v<2; 1+a<d<2 (Fig 19).

4. Die Seiten der Dreiecke lings ab und c¢d sind umlaufend:

14+8<ry<2; 1+d<a<2 (Fig 20).

Im Typus 1a) oder 1b) sind noch Vierecke enthalten, bel denen zwei
cegeniiberliegende Seiten umlanfend sind, ohne dafls sich ein Kreisring aus-
hiangen Lilst (§ 6, Fig. 25). Dann muls sein:

Ot g<1;: 0 “: 4+ d < 1.
Sie sind die einzigen Vierecke dieser Art (vgl. § 14).

Im Typus 2a) und 3) kinnen reduzierte Vierecke mit einer zwei-
fach umlaufenden Seite vorkommen (Fig. 19).

Die Vierecke des Typus 4. sind nicht reduziert, sondern es lLilst sich
stets moch ein Kreisring abtrennen. Den Typus der dann erhaltenen
reduzierten Vierecke gibt Iig. 21. |

Erweitern wir diese Viereckstypen durch polare Anhiingungen an
die Seiten a/ und c¢d und laterale Anhiingungen an die Seiten ¢ und da,
so ist es miglich, dals nach geniigender Verkiirzung der Bogen al und ¢d (im
Sinne von Fig. 15) Kreisscheiben sich nichf mehr abtrennen lassen, die
vorher eingehingt waren. Man erkennt aber, wenn man bei allen bisher
betrachteten Typen der reduzierten Vierecke die angegebenen Prozesse
ausfithrt, dals dies nur bei dem Typus von Fie. 26 vorkommen kann.

Hingen wir hier von @ nach e¢d polar ein und verkiirzen die Bogen ab
und ed so weit. bis sich diese Kreisscheibe nicht mehr abtrennen liilst, so
entsteht der Typus von Fig. 22 und es ist:

2 <oz oD 30 =_wel dha



40) W. Ihlenburg,

Hiingen wir an da eine Kreisscheibe lateral an und verkiirzen die
Jogen ab und ¢cd =0 lange, bis sie sich nicht mehr abtrennen liifst, so er-
halten wir den Typus Fig. 23 und es ist:

Ii="a; @1l =

Wir wollen nun systematisch alle reduzierten Vierecke konstruieren
und moglichst fiir jeden T'vpus ein Beispiel zeichnen. Die Vierecke, die
wir nach Erfiillung der Ungleichheitsbedingungen fiir die Winkel erhalten,
werden zwar nicht unter allen Umstinden reduziert sein, aber doch sind
sie immer als Ausgangsvierecke zu brauchen, durch deren Erweiterung wir

alle Vierecke erhalten kinnen.

$ 6.

Konstruktion simtlicher reduzierten Vierecke mit mehr als
einer umlaufenden Seite.

1. Wir suchen zuniichst die reduzierten Vierccke auf, bei denen zwei
benachbarte Seiten umlaufend sind.

Ist ein solches reduziertes Viereck vorgelegt und sind de und ab um-
laufend, so muls der Grenzkreis k..., ecigentlicher Diagonalkreis sein. Denn
wiire er uneigentlicher Diagonalkreis, so ligen die Kecken 4 und « in dem-
selben Blatte und de kionnte nicht umlaufend sein. UUnd wiire er Tangential-
kreig, so liefse sich ein Kreisring einhingen und wir hitten ein Viereck
von der schon in § 5 behandelten Art vor uns. und bei diesem kann auch
da mnicht umlaunfend sein. Diese Vierecke, bei denen doa und «/ umlaufend
sind, entstehen also durch Zusammensetzung zweier reduzierter Dreiecke mit
umlaufenden Seiten, von denen das Dreieck abe bei ¢ den Winkel 0 hat.
s folgt dals o¢ und cd nicht umlaufend sind. Fig. 24 gibt den Typus eines
solchen reduzierten Vierecks, und zwar in grolser Allgemeinheit, denn von
den zu benutzenden reduzierten Dreiecken mit einer umlaufenden Seite gibt
es nur den Typus § 3, IV, 2, 3, 4.

Nun wollen wir noch die Ungleichheitsbedingungen fiir die Winkel
ableiten, die fiir diesen Viereckstypus bestehen miissen. Zuniichst miissen
beide Dreiecke fiir sich reduziert sein. Sind also 7 und y* ihre Winkel

bel ¢, so i1st (§ 3):
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i e e
1+a+d <y <2
24dtatB<y <4

Damit sich nun nicht noch polar eingehiingte Kreisscheiben abtrennen
lassen, diirfen die beiden in der Figur mit einem Minuszeichen versehenen
Ziwelecke nicht von der Membran bedeckt werden. Dazu ist notwendig,
dals die Kreise c¢d, da, ab und ebenso die Kreise da, ab, be jedesmal fiir
sich einen Dreieckskern dritter Art bilden, es muls also d4+a<1, ¢ +8< 1
sein. Wir erhalten also als notwendig die Winkelbedingungen:

et <1; 24dtatB<y<d; dlta<l

2. Wir suchen nun die reduzierten Vierecke auf, bei denen zwei
gegeniiberliegende Seiten umlaufend sind. Ist ein solches reduziertes Viereck
vorgelegt und sind ab und c¢d umlaufend, so ziehen wir den Grenz-
kreis Z.sca).

Ist dieser Tangentialkreis, so haben wir den Typus des § 5:

0<a+p<1; 0<y+d <1 (Fig. 25).

Sind %.p und k.., beide uneigentliche Diagonalkreise, so ist 6 > 1 + «
und y > 1+ 3. Wir konnen dann an den Grenzkreisen entlang von 4 nach
a und von » nach ¢ hiniiber Zweiecke abtrennen, so dals die Winkel « und
g zu Null werden. Tun wir dies, so muls der Grenzkreis k..., Tangential-
kreis werden, weil jetzt die der Seite cd gegeniiberliegenden Winkel < 1
sind; wir haben also wieder ein Viereck des § 5 vor uns, das wir bereits
kennen.

Auf einen neuen Typus von Vierecken kommen wir also nur dann,
wenn k. oder k., eigentlicher Diagonalkreis ist. Ist %.p eigentlicher
Diagonalkreis, so Lifst sich das Viereck in die zwei Dreiecke mit den Ecken
a, b, ¢ nmud d, a, ¢ zerlegen, die beide reduziert sein miissen und beide eine
umlanfende Seite haben. Setzt man sie so zusammen, dals die Kreise ab
und cd sich imaginir schneiden, so sieht man aus der Zeichnung, dals eine
transversale IKinhingung moglich ist und man also wieder ein Viereck des § 5
vor sich hat (Fig. 20). Wollen wir also einen neuen Viereckstypus erhalten,
so miissen sich ab und cd reell schuneiden (Fig. 26). Es folgt, da Dreieck

abe bei ¢ den Winkel 0 hat:

Nova Acta XCI. Nr.1. 6
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1+o04+ 7" <a< 2 1 + < vyt 2,
wo 7 und y* die Winkel der Dreiecke ber c sind.

Ziehen wir nun noch den Grenzkreis k..., so muls dieser, weil g <1
ist, eigentlicher Diagonalkreis sein. Es ergibt sich durch die analoge Be-
trachtung wie vorher fiir « jetst fiir y die obere Grenze 2. Wir haben also:

‘

Lbd= =2 Bl < ==

als notwendige Bedingung fiir die Winkel.

S
Reduzierte Vierecke mit nur einer umlaufenden Seite.

Wir kommen zu den reduzierten Vierecken, bei denen nur eine Seite
umlaufend ist. FEin solches reduziertes Viereck sei vorgelegt und ab sei
umlaufend.

Ist der Grenzkreis k..., Tangentialkreis, so haben wir schon be-
handelte Vierecke vor uns.

Ist ki eigentlicher Diagonalkreis, so geht er durch ¢, und das
Viereck Lilst sich zusammensetzen aus zwei reduzierten Dreiecken abe und
dac, von denen das Dreieck abe eine numlaufende Seite hat. DBeim Dreieck
dac darf nur ein einziger Winkel > 1 sein, weil sich sonst eine Kreisscheibe
lateral abtrennen Lilst. 7 und »* seien die Winkel der beiden Dreiecke bei e,

Wir drehen das Stiick des Diagonalkreises zwischen @ und ¢ unter Ver-
orosserung von y° um seine Endpunkte a und ¢ (Fig. 27—30.) Damit von

¢ aus sich keine Kreigscheibe polar abtrennen ldlst, darf dies Stiick sich

nur soweit drehen lassen, dals 7' < 2 bleibt. Ehe also 7 — 2 geworden 1ist,
mufs das bewegliche Stiick des Diagonalkreises entweder

1. die Seite ¢d in ¢ beriihren, oder

2. auf die Ecke d stolsen oder

3. da in a beriihren.

Bei jedem Typus entstehen noch Unterfille, je nachdem wir den
einen Winkel des Dreiecks acd, welcher > 1 sein kann, an die Ecke a, ¢
oder d verlegen.

Im letzteren Falle ist 0 <« + 8 < 1, denn die Kreise ab, bc und das
Stiick des Diagonalkreises, das da beriihrt, miissen fiir sich einen Dreiecks-
kern dritter Art einschlielsen.
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Wir erhalten die Viereckstypen:

D)< 2 --d: 18 < v 0= di<=] (Fig. 27)
UisSier —1; o sl o (e e aL (Fig. 28)
2 V<e<l; 0ZSB<, 1+B<yp<3: 1<d<2+.a (Fig.29)
3) 0<a+pf<l; 1+a+f<y<8; 0<d<?2 (Fig. 30)
0<et+pP<1; 1+a+f<y<3+d; 0L 1 (Fig. 31).

Wir erhalten noch neue Viereckstypen, wenn k.;q) und k.. beide un-
eigentliche Diagonalkreise sind. Dann sind y und 4 beide >1. Wir suchen,
nachdem wir lings der Grenzkreise Zweiecke mit den Winkelofinungen «
und g abgetrennt haben, sodals jetzt « und g zu null geworden sind, fiir die
Seite cd den Grenzkreis auf. Dieser kann bc¢ oder da nicht beriihren, da
die Winkel bei ¢ und ¢ noch >1 sind und sich dann von c¢d eine Kreis-
scheibe lateral abtrennen liefse. Also beriihrt er ab. Schneiden wir Lings
eines nahe am Grenzkreise verlaufenden und durch ¢ und d gehenden
Kreisbogens ein Zweieck mit den Kcken ¢ und ¢ ab, so haben wir ein
Viereck des § 5 vor uns.

Diese reduzierten Vierecke entstehen also aus reduzierten Vierecken
des § 5, bei denen «b umlaufend und cd nicht umlaufend ist, indem man
den Bogen c¢d unter Festhaltung von ¢ und d solange nach auswiirts dreht,
als sich Lings cd keine Kreisscheibe lateral abtrennen lifst.

Es bestehen die Bedingungen:
0<a<l; 0<fB<]; 14383<y<248; 1+ta<d< 24 a (Fig 32).

Im besonderen kann die Seite af anch zweimal umlaufend sein
(Fig. 33).

g
Reduzierte Vierecke ohne umlaufende Seiten.

Wir suchen nun die redonzierten Vierecke ohne umlaufende Seiten

auf. Fiir die Seite af konstruieren wir den Grenzkreis.
1. Ist dieser Diagonalkreis und geht er etwa durch ¢, so ist y >1
und das Viereck lifst sich liings ac in zwei Dreiecke abe und dac zer-

legen. Im Dreieck abc muls nun 3 <1 sein, denn sonst wiren in dem
E:'a;-.
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Dreieck abec zwei Winkel > 1 und es wire reduzierbar. Im Dreieck acd
kann lings der Seite ac noch eine Kreisscheibe lateral angehiingt sein, ohne
dals das Viereck reduzierbar zu werden braucht. Wir kinnen einen ersten
Viereckstypus herstellen, bei dem 6 <1 und g <1 ist, einen zweiten, wo
<1, d>1 (und y>1) ist. Den ersten Viereckstypus werden wir unter 4.

behandeln.

Beim zweiten Typus muls, damit das Viereck nicht reduziert werden
kann, der Grenzkreis ., Tangentialkrels sein. (Wire er Diagonalkreis
durch a, so wire das Viereck wieder reduzierbar. denn liings da liefse sich,
da dann 0 > 1 und « > 1 ist, eine Kreisscheibe abtrennen.) Der zweite "I'ypus
ist also derselbe, bei dem der Grenzkreis k., Tangentialkreis ist und ¢d beriihrt.
Diesen T'ypus behandeln wir nun jetzt unter 2.

2. Der Grenzkreis k., kann zweitens Tangentialkreis sein und ed
beriithren. Sind hier z. B. g und y beide > 1, so lilst sich lings be eine
Kreisscheibe abtrennen, wie man leicht sieht, wenn man fiir #¢ den Grenz-
kreis zu konstruieren sucht.

Wir folgern analog. dals auch wenigstens einer der Winkel « oder
d kleiner als 1 ist.

Wir nehmen zuerst «< 1, 8 <1 an. Zerschneiden wir lings des
Grenzkreises, so zerfillt das Viereck in ein Zweieck mit einem Winkel
< 1 und in zwei Dreiecke, von denen an einer Kcke jedes den Winkel

null hat.  Wir erhalten die Bedingungen:
0<a<1l 0<p<1, O0<y<1+pB 0<0<1-+a (Fizg 34).

Den Fall d =1, 3 < 1 hehandeln wir unter 4.

Setzen wir y < 1 voraus, so miissen wir weiter 1 < g <~ 2 4 7 voraus-
sefzen, wenn wir einen neuen ['vpus erhalten wollen. Ferner muls noch
«<<1 oder d<1 sein. Den Fall « <1, y <1 behandeln wir unter 4., fiir
den hiervon verschiedenen Typus y <1, 6 < 1 bestehen die Bedingungen:

1<ae<2+44d 1<8<2+y, 0<7y<1 0=d<1 (BFig 35)

iy

3. Drittens kann der Grenzkreis Z,, eine benachbarte Vierecksseite
im Keckpunkte beriihren. Ist dies die Seite e, so mufs g < 1 sein. KEinen
von den vorigen Vierecken verschiedenen Typus werden wir nur dann er-
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halten, wenn dieser Fall des Grenzkreises an jeder Vierecksseite eintritt.
Dann miissen also wenigstens zwei gegeniiberliegende Winkel < 1 sein.

4. Von den Vierecken, bei denen zwei gegeniiberliegende Winkel
kleiner als 1 sind, haben wir uns noch eine Anschauung zu verschaffen.

Indem wir 8 < 1, d <1 voraussetzen, halten wir die vier Ecken des
Vierecks fest und drehen den Bogen ab uwm seine Endpunkte « und » nach
innen (Fig. 36). Soll das Viereck dabei dieselben Winkel behalten, so miissen
wir die Seiten be und de nach aulsen, die Seite ¢d nach innen drehen und
zwar um denselben Winkel, um den wir die Seite ab gedreht haben. Fahren
wir mift der Drehung immer weiter fort, so miissen schliefslich die Teile der
Begrenzung zusammenstolsen. Wir wollen sagen, unser Viereck befinde sich
dann in der ,,Grenzlage“. Diese ist erstens so moglich, dafs «b und cd
sich beriihren (Fig. 37), zweitens so, dals ab oder cd auf eine gegeniiber-
liegende Ecke stofsen (Fig. 38). In der Grenzlage trennen sich von der
Vierecksmembran Kreishogendreiecke ab. Aus der Grenzlage, die wir also
ohne weiteres konstruieren kionnen, erhalten wir dann das Viereck selbst,
indem wir die Seiten unter Festhaltung der Eckpunkte und Winkel aus
der Grenzlage herausdrehen. — Es ist im besonderen noch moglich, dafs
eine Vierecksseite, z. B. ab, die Peripherie gerade einmal umspannt. Dann
fiilhren wir die Grenzlage so herbei, dals wir den Kreis ab in die Kreise
iiberfithren, die ihn im Punkte « (und ») beriithren (Fig. 45) und in der
Membran liegen.

Da in unserm reduzierten Viereck g < 1 und 6 < 1 sein soll, so sind
beim Eintreten der Grenzlage der ersten Art die beiden Dreiecke mit den
Winkeln 0, 8,  und 0, d, «, in die das Viereck zerfillt, reduziert. Fiir
diesen Typus gelten also die Ungleichheitshedingungen:

O<a=149¢, 0<f<1 0=<7y<11}8 0=d<1 (Fig. 39).

Beim Eintreten der Grenzlage der zweiten Art falle die Ecke ¢ auf
die Seite ab. Das Dreieck abe der Grenzlage hat die Winkel «, 6, y—pg—1,
braucht aber nicht reduziert zu sein, sondern lings seiner Seite ae darf

noch eine Kreisscheibe lateral angehiingt sein. Wir erhalten zwei Typen,
je nachdem im Dreieck der Grenzlage (nachdem liings ac eventuell eine
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Kreisscheibe lateral abgetrennt ist) der Winkel « oder der Winkel y—p—1

~ 1 sein kann.

1) 0<ae<—f+7+9d, 1+p<7y<34p<4 0<0<1 (Fig. 40).
N 0<=g<=2, 0D<8<1 1+8<y<2-laltdiE1600= d=1 Syiisidly

Wir stellen nun noch folgende Sitze iiber reduzierte Kreisbogen-
vierecke zusammen, die sich aus den vorstehenden Entwicklungen direkt
ergeben :

1. ., In einem reduzierten Viereck sind stets zwei Winkel kleiner als 1.

2. ..In einem reduzierten Viereck ist die Summe der Windungszahlen
in den Ecken nie grifser als 2¢

3. ..In einem reduzierten Viereck ist die Summe der Umlaufszahlen
der Seiten nie grilser als 2%

4. .In einem reduzierten Viereck ist die Summe der Windungszahlen

in den lcken und der Umlaufszahlen der Seiten nie grilser als 3.

B. Direkte Konstruktion der allgemeinen Vierecke.

Aus den reduzierten Vierecken kinnen wir die allgemeinen Vierecke
mit Hilfe der Erweiterungsprozesse konstruieren. Auf dem geschilderten Wege
haben wir damit eine genaue und sichere Anschauung von den Membranen
gewonnen und durch die gezeichneten Figuren sind alle Vierecke im wesent-
lichen ihrer Gestalt nach als bekannt zn betrachten. Darauf beruht der
Vorteil dieser Konstruktionsmethode.

Aber es wird durch die vielen Fallunterscheidungen Uniibersichtlichkeit
hervorgerufen. Es treten ferner nicht wenige Fiille auf, wo dasselbe all-
cemeine Viereck durch geeignete Erweiterung aus verschiedenen reduzierten
Vierecken erhalten werden kann. Erweitert man algo aunf alle moglichen Arten
die reduzierten Vierecke. so gibt es unter den erhaltenen Vierecken identische.

Durch die folgende Konstruktionsmethode soll Ubersicht und Ordnung
in die gesamten Vierecksmembranen gebracht werden. Dabei wird jedes
migliche Viereck gerade einmal konstruiert. Doch besitzt sie nicht den
Vorteil der vorigen Methode; man erhiilt keine anschauliche Vorstellung
von den Vierecken.
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§ Y.
Geometrische Deutung der Vierecksparameter.

Wie kinnen wir an der Membran ihre sechs reellen Parameter geo-
metrisch deuten? Vier Parameter kinnen wir bei jedem Viereck durch die
Winkel des Vierecks deuten, die wir uns ein fiir allemal als gegeben denken.
Die Deutung der andern zwei Parameter Lifst sich auf verschiedene Weisen
oeben, von denen wir folgende zwei Arten bevorzugen:

1. Ist irgend ein Kreisbogenviereck vorgelegt, so konnen die Kreise
zweier gegeniiberliegender Vierecksseiten (z. B. ab und e¢d) sich imaginir
oder reell schneiden oder sich beriihren.

Im ersten Falle transformieren wir die Kreise ab und ¢d in zwei kon-
zentrische Kreise. Dann lassen sich die Kreise b¢ und da auf ihnen ver-
schieben, wobei die Winkel des Vierecks und die Radien der Kreise &¢ und
de ungeiindert bleiben (Fig. 42).

Schneiden sich die Kreise ab und cd reell, so transformieren wir sie
in zwei Gerade, indem wir den einen Schnittpunkt ins Unendliche werfen
(Fig. 43). Alle Kreise, welche mit ab und cd dieselben Winkel bilden, be-
sitzen den zweiten Schnittpunkt der Kreise ab und c¢d als Ahnlichkeits-
zentrum. In Kreise, die in Bezug auf dies Zentrum zu dem Kreise be
resp. da dhnlich liegen, kinnen wir also die Kreise b¢ und da iiberfithren
unter Festhaltung der Winkel. Wenn sich die Kreise ab und e¢d beriihren,
so werfen wir den DBeriihrungspunkt ins Unendliche, wodurch die beiden
Kreise zu zwei parallelen Geraden werden. Die Kreise be und de ver-
schieben wir dann auf diesen Geraden (Fig. 44), indem wir ihre Radien und
die Viereckswinkel festhalten. Diesen IFall betrachten wir als Ausartung
des ersten der drei Fille.

Wir kinnen die Parameter bei jedem Viereck nun auf folgende
Weise deuten: Bei Verinderung des ersten Parameters moge sich der Kreis
be (oder da) in der beschriebenen Weite bewegen, bhei Verinderung des
zweiten der Kreis ab (oder cd).

2. Den bereits in § 8 benutzteu Prozels iibertragen wir auf allgemeine
Vierecke. Wir denken uns also die vier Ecken eines allgemeinen Vier-
ecks fest und drehen eine Seite des Vierecks (z. B. ab) um ihre Endpunkte
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(Fig. 36). Sollen dann die Viereckswinkel ungeindert bleiben, so miissen
wir die Seiten be, da und cd ebenfalls um ihre Endpunkte in geeignetem
Sinne drehen und zwar um denselben Winkel, um welchen wir ab gedreht
hatten. Diese Drehung der Seiten Lilst sich bei allen Kreishogenvierecken
ausfiithren, sie miogen umlaufende Seiten haben oder nicht.

Nur darf keine Vierecksseite die Peripherie gerade eine ganze Anzahl
von Malen umspannen. Wir wollen von der Seite in diesem Falle den
Ausdruck gebrauchen, dals sie sich . gerade schlielst™.

Dann wollen wir die Verinderung des Vierecks so vornehmen, dals
wir den Kreis der betreffenden Seite in diejenigen Kreise iiberfithren, welche
ihn in den Endpunkten der Seite beriihren (Fig. 45).

Auf diese Weise werden wir den einen Parameter des Vierecks geo-
metrisch deuten. Die Deutung des zweiten Parameters wird sich 1m niichsten
Paragraphen ergeben.

Beil der Drehung der Seiten bleiben ithre Umlaufszahlen ungeiindert,
da die Endpunkte einer jeden Seite festgehalten werden und bei dem kouti-
nuierlichen Prozels der Drehung nicht iibereinander hinweggleiten kinnen.

Nun konnen wir aber die Vierecksseiten nach zwei verschiedenen
Richtungen drehen. Wir definieren deshalb einen _positiven* und , nega-
tiven*“ Drehungssinn in folgender Weise:

S Positive ist diejenice Drehung, bei der sich die Schenkel des
Winkels «, welche wir uns durch die Tangenten im Punkte « an die Kreis-
bogen ab und da gebildet denken, entgegengesetzt dem Uhrzeigersinn be-
wegen, .negativ® ist die Drehung von entgegengesetzter Drehungsrichtung.

In dem besondern Falle, wo eine Seite sich g‘ﬂrﬂtla schliefst, wollen
wir unter positiver Drehung diejenige Verdnderung der Seite verstehen, bel
welcher der bewegte Kreis in das Innere der Membran hineingezogen wird,
unter negativer Drehung die entgegengesetzte Bewegung, sodals in Fig. 48

eine negative Drehung ausgefiihrt ist.
& d0.

Die Grenzlagen.

Wir lassen jetzt das Viereck in seine ., Grenzlagen* iibergehen,
die wir schon in § 8 benutzt hatten.
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Unter Benutzung der ersten Deutung der Vierecksparameter ver-
sehieben wir den Kreis bc¢ bestiindig in einer Richtung.

Sobald die Teile der Begrenzung der Membran zusammenstolsen,
was jedoch nicht immer einzutreten braucht, wollen wir sagen, das Viereck
.befindet sich in der Grenzlage*.

Dabei kimnen vier verschiedene Arten von Grenzlagen eintreten bei
dieser Deutung der Parameter. FErstens kionnen sich zwei Seiten beriihren
(Fig. 46). Diese Grenzlage bezeichnen wir als Grenzlage erster Art.
Oder es kanm ein Eckpunkt an eine Seite des Viereckes stolsen (KFig. 47),
was wir als Grenzlage zweiter Art bezeichnen. Oder es fallen die beiden
Eckpunkte einer Seite zusammen, so dals der begrenzende Bogen zwischen
ihnen ganz verschwindet, was wir als Grenzlage dritter Art bezeichnen
(Fig. 48). Oder es kann schliefslich, wenn sich die Kreise ab und cd reell
schneiden, der Kreis be sich ganz in einen der beiden Schnittpunkte zu-
sammenziehen, so dals er vollstindig verschwindet (I'ig. 49). Diese Grenz-
lage bezeichnen wir als Grenzlage vierter Art.

Die Bewegung des Kreises be Lilst sich unter Umstindeu unbegrenzt
weiterfiihren.

Die Kreise ab und cd miissen sich dann immer imaginiir schneiden,
weil sonst, wenn keine andere Grenzlage vorher einfritt, immer die Grenz-
Jage vierter Art eintritt. Ferner miissen die Bogen ab und ¢d sich dabei
bestiindig vergrifsern und schlielslich beliebig oft umlaufend werden. Denn
wiirde ein Bogen sieh bestindig verkleinern, so miilste sechliefslich die

Grenzlage dritter Art eintreten.

Konstruieren wir, wenn ab und c¢d umlaufend geworden sind, fiir
einen Punkt der Seite af, der mit keinem Eckpunkt in demselben Blatte
liegt, den Grenzkreis, so muls dieser Tangentialkreis werden. Demnach
haben wir ein Viereck vor uns, bei dem sich von ab nach e¢d Kreisringe
einhiingen lassen.

Liifst sich also der Kreis be unbegrenzt bewegen, so haben wir ein
Viereck dieser Art vor uuns.

Umgekehrt kann bei jedem Viereck dieser Art der Kreis be¢ mnach

einer Richtung hin unbegrenzt bewegt werden. KEs folgt also:

=]

Nova Acta XUL. Nr. 1.
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,Bei der ersten Deutung der Parameter ist die Bewegung des
Kreises be stets begrenzt aufser bei den Vierecken, bei denen sich von &b
nach cd transversal einhiingen Lilst; aber hier ist sie auch nur nach einer
Richtung hin unbegrenzt®.

Bei geeigneter Bewegungsrichtung des Kreises b¢ kommt man also
stets zu einer Grenzlage.

Fiihren wir bei der zweiten Deutung der Parameter die Drehung
der Seiten immer weiter, so tritt schlielslich, wie wir sogleich zeigen werden,
hierbei immer eine Grenzlage ein. Doch sind hier. da die Eckpunkte fest-
bleiben. nur zwei Arten von Grenzlagen moglich, nimlich die Grenzlagen
erster und zweiter Art (Iig. 37 und 38).

Wir zeigen, dals die Drehung der Vierecksseiten immer begrenzt ist.

Wir betrachten zuniichst Vierecke mit umlaufenden Seiten. ab sei
umlautend. |

Ist der Grenzkreis k..., Diagonalkreis und geht er durch ¢, so liegt
¢ mit Teilen der Seite ab immer in demselben Blatte (Fig. 67). Dann lilst
sich, wenn wir die Seiten drehen, die Drehung der Seite ab entweder so
welt fiithren, bis sie auf die festbleibende Kcke ¢ stilst, oder die Drehung
lalst sich nicht so weit fiihren. Im ersten Falle tritt eine Grenzlage zweiter
Art ein, im zweiten Falle, wo die Bewegung schon vorher begrenzt wird,
muls damit schon eine Grenzlage eingetreten sein.

Geht der Grenzkreis L.y, durch d, so zeigt man auf dieselbe Weise,
dafs immer eine Grenzlage eintritt.

Ist der Grenzkreis k..., Tangentialkreis, so liegen mit der Seite ab
die Eckpunkte ¢ und 4 in demselben Blatte oder solehe Punkte der Seite ed,
unter oder iiber denen in anderen Blittern ¢ und 4 liegen. Bei der Drehung
der Seiten bleiben diese Punkte fest. Entweder lédlst sich ab so weit drehen,
bis es an einen dieser Punkte stilst, womit eine Grenzlage eingetreten ist,
oder es tritt schon vorher eine Grenzlage ein.

Wir betrachten nun die Vierecke ohmne umlaufende Seiten.

Drehen wir die Seite a/ in die Membran hinein, so bewegt sich der
Bogen ab gerade so, als wenn wir den Grenzkreis /., konstuieren wiirden.
Wiirde der Grenzkreis Diagonalkreis werden, so wird auch die Seite ab
schlielslich durch eine der gegeniiberliegenden Ecken gehen, wenn nicht
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schoen vorher eine Grenzlage einfritt. Wiirde der Grenzkreis Tangential-
kreis werden, so wird, da die Seite ¢d auch in die Membran der Seite hinein.
der Seite ab entgegengedreht wird, «b schliefslich auch ¢d beriihren, wenn
nicht eine andere Grenzlage vorher eingetreten ist.

Es fritt also auch in diesem Falle stets eine Grenzlage ein.

i

Bei der zweiten Deutung der Parameter ist also die Bewegung stets
begrenzt.

Wiihrend der Drehung bleibt nun die Membran immer einfach zu-
sammenhiingend. Das Eintreten der Grenzlage kommt einer Zerschneidung
der Membran durch Linien gleich, die zwischen zwei Punkten der Begrenzung
verlaufen und deshalb die Membran in mehrere einfach zusammenhingende
Flichen zerlegen. Diese miissen Kreisbogenpolygone einfacherer Art sein
und sind also Kreisbogenzweiecke und Kreisbogendreiecke.

Wir miissen noch auf die Eigenschaften jeder dieser Grenzlagen

etwas eingehen.

1. Die Grenzlage erster Art. Beriihren sich die Seiten ab und
¢d in der Grenzlage, so bezeichnen wir dies als die Grenzlage (ab, cd).

Sind zwischen ab und c¢d Kreisringe eingehiingt, so kinnen diese in
der Grenzlage herausfallen.

Die Membran zerteilt sich in zwei Dreiecke mit den Winkeln o, g,
v und 0, 4, «. Wir kinnen daher die Grenzlage, wenn die Winkel gegeben
sind, ohne weiteres konstruieren. . Diese Grenzlagen existieren also fiir
beliebige Winkel.

Die Seiten b und ¢d kinnen sich auch mehrmals in mehreren
Blittern iibereinander beriithren. Die ganze Fliiche des Vierecks zerfillt
dann in so viel einfach zusammenhiingende KFlichen mehr. Jedes durch
zwei aufeinanderfolgende Beriihrungen sich abschniirende Flidchenstiick 1st
ein Zweieck mit dem Winkel null, also ein in der Grenzlage herausgefallener
Kreisring.

In der Grenzlage muls, da sie durch Variation nur eines Para-
meters entstanden ist. noch ein Parameter enthalten sein. Bei seiner Ver-
sinderung mige sich etwa der Kreis be lings der Kreise ab und cd, unter
Festhaltung der Viereckswinkel verschieben. Hierdurch. wollen wir bei

g
i



=
&

D2 W. Ihlenbure,

unserer zweiten Deutung der Vierecksparameter den zweiten Parameter
veranschaulichen.

2. Die Grenzlage zweiter Art. Fillt in der Grenzlage d auf ab,
so bezeichnen wir dies als Grenzlage ab(d).

Die Membran zerfillt in ein Kreishogendreieck bed und ein Zweieck ab
mit dem Winkel «. Mit dem Zweieck schniiren sich simtliche an da lateral
angehingten Kreisscheiben von der Membran ab. da ist nicht umlaufend.

Ist von d nach ab polar eingehingt, so fallen alle diese Kreis-
scheiben in der Grenzlage heraus. Diagonale Einhidngungen zwischen d
und 4 werden in der Grenzlage zu lateralen Anhiingungen am Dreieck acd
lings der Seite db. Das Dreieck der Grenzlage hat demmach bei d den
Winkel 0 —«—1-—2puiay, wenn puua die Anzahl der in der Grenzlage
herausfallenden Kreisscheiben bedeutet.

Die Kcke d kann auch noch in mehr als einem Blatt auf die Seite
ab stossen. Jedes durch zwei solche aufeinanderfolgende Stellen sich ab-
schniirende Flichenstiick wird zu einer Kreisscheibe, die demmnach von d
beziiglich ab polar eingehiingt war.

Damit ber einem Viereck diese Grenzlage eintreten kann, muls

d>1+«
sein.  Ist diese Bedingung erfiillt, so kann auch ohne weiteres die Grenz-
lage immer konstruiert werden.

Wenn 6 = 1+ e«+ 2pany 18t, so beriihren sich die Kreise ¢d und
ab im Punkte ¢ in der Grenzlage. Transversale von ed nach ab ge-
machte Einhingungen fallen dann beim ["*lmrg‘ang in die Grenzlage heraus.

In der Grenzlage ist noch ein Parameter enthalten, bei dessen Ver-
inderung der Kreis da in die andern Kreise iibergeht, die ihn in o beriihren.
Bei unserer zweiten Deuntung der Vierecksparameter werden wir diesen
Parameter als den zweiten Parameter des Vierecks betrachten.

3. Die Grenzlage dritter Art. Fallen in der Grenzlage die Eck-
punkte « und & zusammen, so bezeichnen wir dies als Grenzlage (ab).

Ist von a nach bc¢ hiniiber oder von » mnach de hiniiber polar ein-
oehiinet, so fallen diese Kreisscheiben beim ﬁhergang in die Grenzlage
simtlich heraus. Laterale Anhiingungen kinnen sich lings der Seite ab
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auch abschniiren. Diagonale Kinhingungen, z. B. die zwischen « und e,
werden bel dem Dreieck der Grenzlage zu lateralen Anhingungen liings ae.

Damit bei einem Viereck diese Grenzlage eintreten kann, muls
at+g8=1

sein. Der Winkel des entstehenden Dreiecks bei den beiden zusammen-
fallenden KEcken hat die Grifse « +3—1, wenn weder laterale noch polare
Anhéngungen herausfallen.

Ist die obige Ungleichheitsbedingung erfiillt, so existieren im All-
gemeinen (vgl. § 14) unter allen Vierecken mit gleichen Winkeln auch solche,
die in die dritte Grenzlage iibergehen.

Ist «+3 = 1, so fallen transversale von da nach b¢ gemachte Ein-
hingungen beim Ubergang in die Grenzlage heraus.

4. Auf die Eigenschaften der vierten Grenzlage brauchen wir
nicht weiter einzugehen.

Zwei Grenzlagen, die sich nur durch den Parameterwert unterscheiden,

sollen als Grenzlagen von ,gleichem Typus* bezeichnet werden.

ST
S
Konstruktion aller zu gegebenen Winkeln moglichen Vierecke.

Nun kiénnen leicht alle Vierecke konstruiert werden, die es zu ge-
gebenen Winkeln gibt.

Durch Drehung der Seiten um die festen Eckpunkte gehen die Vier-
ecke in die Grenzlagen erster oder zweiter Art iiber. Aber diese Grenz-
lagen kionnen wir nach dem im vorigen Paragraphen Gesagten leicht kon-
struieren, da wir ja die Konstruktion der Kreisbogendrelecke, welche in der
Grenzlage entstehen, als bekannt voraussetzen. Indem wir aus den Grenz-
lagen heraus in umgekehrter Richtung drehen, erhalten wir die Vierecke
selbst, die zu den konstruierten Grenzlagen gehiren.

Um nun simtliche Vierecke zu konstruieren, die es zu gegebenen
Winkeln gibt, haben wir nur sédmtliche fiir diese Winkel miglichen Grenz-
lagen zu konstruieren. Indem wir noch den in jeder Grenzlage enthaltenen
Parameter verindern, erhalten wir die gesamte zweiparametrige Schar der
verlangten Vierecke durch Herausdrehen aus den Grenzlagen.
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Jedes Viereck geht, je nachdem positiv oder negativ gedreht wird,
in zwei Grenzlagen iiber. Konstruiert man also aus siimtlichen zu gegebenen
Winkeln mioglichen Grenzlagen Vierecke, so erhiilt man jedes verlangte
Viereck gerade zweimal. Um jedes Viereck nur einmal zu erhalten, hat
man von den konstruierten Grenzlagen beispielsweise nur diejenigen zu
benutzen, aus denen man durch negative Drehung zum Viereck gelangt
oder hat in der in § 16 niiher bezeichneten Weise zu verfahren.

Bei den Grenzlagen der ersten Art ist es oft schwer, unmittelbar zu er-
kennen, ob man durch positive oder negative Drehung aus ihnen herausgelangt,
bei den Grenzlagen zweiter Art dagegen ist dies leicht. Fillt zum Beispiel
d auf ab, so kann bei Verinderung des Parameters der Grenzlage die
Seite ab dieselbe Anzahl von Umlidufen bekommen wie die Seite db des
Dreiecks der Grenzlage oder noch einen Umlauf mehr (Fig. 51 u. 52). Im
ersten Falle gelangt man durch negative. im zweiten durch positive Drehung
aus der Grenzlage heraus.

Bei beliebig gegebenen Winkeln kionnen stets beide Grenzlagen
erster Art, (ab, cd) und (be, da), konstruiert werden. Die besonderen Fiille,
in denen diese Grenzlagen zur Konstruktion nicht brauchbar sind, werden
wir 1im folgenden Paragraphen besprechen. KEs sind, wenn man aus der
Grenzlage herausdreht, nachtriglich Kreisringe in der Zahl 0, 1, 2, 5 ...
einzuhiingen.

Was fiir Grenzlagen zweiter Art bei gegebenen Winkeln miglich
sind, erkennt man durch Aufsuchen sidmtlicher Bedingungen des Typus
d >1+a DBel Verwendung dieser Grenzlagen ist zu beachten, dafs in den
Grenzlagen polar eingehiingte Kreisscheiben herausgefallen sein konnen.
Es sei beispielsweise die zum Bestehen der Grenzlage ab(d) notwendige
Bedingung Jd > 1+ « erfiillt. Enthiilt die Zahl d —«—1 Vielfache von 2,
so konnen dieselben ganz oder zum Teil anf die herausgefallenen Kreis-
scheiben gerechnet werden. Ist p die Anzahl dieser Vielfachen, so sind
nacheinander die Grenzlagen zu konstruieren, bei denen die Dreiecke bei
d die Winkel:

0—a—1; d—a—3; 0—a—5; ... d—a—1—2p,

bei b und ¢ die Winkel ¢ und y besitzen. Nachtriglich sind dann, wihrend
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wir aus der Grenzlage herausdrehen, noch Kreisscheiben bezw. in der
Anzahl 0, 1, 2... p von d nach ab hiniiber polar einzuhiingen. Auf diese
Weise erhélt man sidmtliche zur Bedingung 6 > 1+ « gehorigen Grenzlagen
zwelter Art. Die bei der Konstruktion noch miglichen Ausnahmefille
besprechen wir im folgenden Paragraphen.

Sl
Ausnahmefille.

1. Man kommt, wenn die Winkel des Vierecks gewissen Bedingungen
oeniigen, bel unmittelbarer Benutzung der gegebenen Regeln zu Grenzlagen,
aus denen man durch Drehung der Seiten nicht herausgelangen kann, mit
deren Hiilfe man also auech kein Viereck konstruieren kann.

Wenn bei der Grenzlage (ab, cd) zwei benachbarte Eckpunkte, z. B.
¢ und b, in den Berithrungspunkt der Kreise ab und cd fallen (Fig. 53), so
léifst sich aus der Grenzlage ein Viereck nur dann konstruieren, wenn der
Parameter der Grenzlage so bestimmt wird, dals auch die Seite cd sich
cerade schliefst (Fig. 54). Wenn ferner zwei gegeniiberliegende Eckpunkte
(z. B. @ und b) in den Beriihrungspunkt der Kreise ab und cd fallen (Fig. 55),
s0 ist es iiberhaupt nicht moglich, ein Viereck zu erhalten.

Wenn wir bei beiden Grenzlagen nun den Beriihrungspunkt der
Kreise @b und e¢d ins Unendliche werfen, so gehen die beiden Dreiecke der
Grenzlage in geradlinige Dreiecke iiber. Dabei werden von den Winkeln
der Dreiecke die Bedingungen erfiillt:

d—cl— 2m=Fd1: 5 y — 2n+1

wo m und » zwel positive oder negative ganze Zahlen bedeuten.’)

Vierecke, deren Winkel diesen Bedingungen geniigen, gehen also
nicht in die gewohnliche Grenzlage (ab,cd) iiber, wenn nicht ab und cd die
Peripherie eine volle Anzahl von Malen umspannen.

Geniigen die Winkel diesen Bedingungen nicht, so kann die Grenz-

lage (ab, cd) zur Konstruktion von Vierecken verwandt werden.

1) Schilling, Math. Ann. 44, 8. 222,
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Fillt bei der Grenzlage zweiter Art d auf ab, so ist es nicht mig-
lich, aus der Grenzlage ein Viereck zu konstruieren, wenn im Dreieck bed
be oder cd oder db sich gerade schliefst, wenn nicht in den ersten beiden
Fillen auch ab sich immer gerade schliefst.

T'ransformieren wir beim ersten Fall #, beim zweiten und dritten d
ins Unendliche, so wird das Dreieck der Grenzlage in allen drei Fillen

geradlinig. Die Bedingung dafiir wird:

(0—a—1)—f—7y = 1+ 2pPar@ + 2Pveca)

beim ersten Fall, wo p., die Anzahl der von d nach ab hiniiber polar ein-
gehiingten Kreisscheiben bedeutet, p..u die Zahl der von d nach be polar
eingehiingten IKreisscheiben. Fiir die drei Fille erhalten wir unter Ver-

wendung analoger Bezeichnungen die Bedingungen:

1) 0—a—p—7y — 2(Pavi@) + Poea + 1)
2) a+t+5—7
3) &—1 +}’—f:"' = ﬂfj‘rabfc;—jhmuu}-

d. p— EI_FJ:dr{rL_}}ﬂbfu'J}

Sobald eine dieser (Gleichungen erfiillt wird, kann die Grenzlage ab(d)
nicht zur Konstruktion von Vierecken benutzt werden.

Geniigen die Winkel diesen Bedingungen nicht, so ist die Grenzlage
zweiter Art zur Konstruktion von Vierecken zu gebrauchen. —

2. Ferner ist der besondere Fall moglich, dals bei Drehung der Seiten
um die festen Ecken gleichzeitig zwei Grenzlagen von verschiedenem Typus
einfreten. Diese so entstehenden Grenzlagen sind also auch noch bei der
Konstruktion der Vierecke zu verwenden.

Dals zwei Grenzlagen erster Art gleichzeitigc eintreten, ist nicht
moglich. Tritt eine Grenzlage erster und eine zweiter Art gleichzeitig ein,
0 miissen zwei Kreise sich nicht nur in einem Punkte, sondern lings
eines Bogens beriihren, so dals die beiden Kreise ganz zusammenfallen
(Fig. 56). Fallen die Kreise ab und ¢d zusammen, so muls die Bedingung

erfiillt sein:
d—a = 2m+1; f—y — 20+ 1,

wo m und » zwei positive oder negative ganze Zahlen bedeuten. Dies sind
aber dieselben Bedingungen, bei denen die gewdhnliche Grenzlage erster
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Art unbrauchbar war. Dieselbe ist also durch diese neue Grenzlage zu
ersetzen.
Dals zwei Grenzlagen zweiter Art gleichzeitio eintreten, ist méglich

auf dreierlei typische Arten:

sl
|

a) d fillt auf ab und gleichzeitig auf bc (Fig. 57). Dann ist:

[f' (8 ﬁ' i = EU? a b (el —[_}J{Jc{-ei] i U

Aus dieser Grenzlage lifst sich aber nur dann durch Drehung ein
Viereck erzeugen, wenn nach Absonderung aller polar eingehiingten Kreis-
scheiben, wie in der Figur. entweder «b allein oder be allein noch um-
laufend ist, oder wenn die Parameter so bestimmt sind, dals «f und be sich
cgerade schlielsen.

b) d fillt auf ab und gleichzeitic & auf ¢d (Fig. 58). Dann ist:

(4 —I— .I'J'} }' '[j: — {jj el (1) _{_F £ -““U}!

Aus dieser Grenzlage Lilst sich aber nur dann ein Viereck erzeugen,
wenn nach Absonderung aller polar eingehiingten Kreisscheiben b und ¢d

beide nicht mehr umlaufend sind (Fig. 59), was sich durch geeignete Be-
stimmung der Parameter erreichen Lilst.

¢) d fillt auf ab und gleichzeitie ¢ auf ab (Fig. 60). Dann ist:

= E(jlanm}——jﬂ.b(r:ﬂ-

a— 3+ e

Aus dieser Grenzlage liifst sich ein Viereck konstruieren, wenn ab
nach Abtrepnung aller polar eingehiingten Kreisscheiben keinmal, einmal
oder zweimal umlaufend ist (Fig. 61-—63). Doch miissen dabei auf dem Kreise
ab die Eckpunkte in der Ordnung «, b, ¢, d oder a, b, d, ¢ aufeinander folgen.

Die fiir die Winkel gefundenen Gleichungen stimmen aber mit den
oben gefundenen iiberein, bei deren Bestehen die Grenzlage ab(d) zur Kon-
struktion eines Vierecks unbrauchbar war. An die Stelle dieser Grenz-
lagen sind also diejenigen zu setzen, bhei denen zwei Grenzlagen gleich-

zeitig eintreten.

Nova Acta XCI, Nr. L. S
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Kapitel 11
Die Freinzungsrelationen.

§ 13.

Prinzip bei der Ableitung der Erginzungsrelationen.

Wir fragen, welches sind die Relationen, welche die Abhingigkeit
zwischen den Umlaufszahlen der Seiten eines Kreisbogenvierecks und den
Winkeln darstellen? Wir ziihlen aber einen Umlauf erst dann, wenn die
canze Peripherie auch wirklich durch den Bogen iibersehritten ist.

Die Umlaufszahlen bezeichnen wir mit wan, e, ®ea, %o

Es bhezeichnet im Dreieck mit den Ecken «, b, ¢ und den Winkeln «, g, v

i

(% —pf—74+1
X :LI

die Umlaufszahl der dem Winkel « gegeniiberliegenden Seite, wobei

)
ad

: l'_-f—.u'.J'_" # _,1 St - R i : L
Iﬂ( ==t | ) diejenige grilste ganze positive Zahl oder Null bedeutet,
= 'J}' —_—— }.i ..I_ l
)

welehe von iiberschritten wird. ")

Die fiir die Seiten dadurch gegebenen Ungleichheitshedingungen
nennt man Erginzungsrelationen.

Lassen wir das Viereck, indem wir Kcken und Winkel festhalten,
durch Drehung der Seiten in eine Grenzlage iibergehen, so kennt man also
fiir die in derselben entstehienden Dreiecke die Ergidnzungsrelationen. Fiir die
Grenzlage lassen sich deshalb leicht die Beziehungen zwischen den Um-
laufszahlen der Seiten und den Winkeln aufstellen. Da nun beim Ubergang
zum Viereck aber sowohl die Winkel, wie auch die Umlaufszahlen der Seiten
erhalten bleiben, gilt die erhaltene Relation ohne weiteres tiir das Viereck selbst.

Indem wir an allen zu gegebenen Winkeln miiglichen Grenzlagen
die Relationen autfstellen, erhalten wir die Ergiinzungsrelationen fiir alle
Vierecke, welche zu gegebenen Winkeln existieren.

Die Vierecke, welche aus Grenzlagen erster Art hervorgehen und
die Vierecke, welche aus Grenzlagen zweiter Art hervorgehen, behandeln
wir besonders.

) Klein, Math. Ann. 37, 8. 585.
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S 14.
Die Erginzungsrelationen der Vierecke, welche aus Gremzlagen
erster Art entstehen.

In der Grenzlage erster Art migen sich a/ und c¢d berithren. Wir
kimnten nun in jedem Dreieck der Grenzlage die Umlaufszahlen fiir sich
zihlen: da wir aber sogleich fiir die ganze Schar der Vierecke, die aus
der Grenzlage erster Art hervorgehen kimnen, die Frgiinzungsrelationen
ableiten wollen, miissen wir einen etwas anderen Weg einschlagen, denn
auf die angegebene Art ergibt sich nicht, wie die Umlauntszahlen der Vierecks-

seiten von dem Parameter der Grenzlage abhiingen.

Wenn wir aus der Grenzlage herausdrehen, so haben wir zunichst
ein Viereck vor uns, bei dem sich von «/ nach ¢d hiniiber transversale

Einhdingungen machen lassen.

Fiir die Vierecke, welche aus der Grenzlage erster Art entstehen,
miissen demmnach dieselben Ergiinzungsrelationen gelten wie fiir die Vier-
ecke, In die sich transversale Kinhiingungen machen lassen. Um die ver-
langten Ergiinzungsrelationen zu finden, kinnen wir also die Relationen

dieser Vierecke ableiten. Wir verfahren dabei folgendermalsen:

Wir denken uns ein Viereck vorgelegt, in das sich von ab nach ed
transversale Einhingunegen machen lassen und transformieren die Kreise ab
und cd in zwei konzentrische.

Wir bewegen, indem wir einen Vierecksparameter auf die erste Weise
deuten, den Kreis be. Die Bewegung ist nach einer Richtung hin unbegrenzt,
denn die Einhiingung eines Kreisringes kommt jedesmal einem Herumfiihren
des Kreises be nmm einen Vollkreis gleich. Bei der Bewegung nach der
andern Richtung tritt aber stets eine Grenzlage ein. Wiihrend das Viereck
sich in dieser Grenzlage befindet, berechnen wir die Umlaufszahlen. Dabei
erhalten wir zwar nicht die Umlaufszahlen fiir die Seiten des Ausgangs-
vierecks, denn bei der Bewegung des Kreises se sind Umlaufszahlen der
Seiten ab und cd ev. verloren gegangen. Da wir aber die Bewegung von
he genan kenmen, lassen sich die verloren gegangenen Umlaufszahlen er-

mitteln, so dals man die Relationen des vorgelegten Vierecks erhalten kann.
H.":
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Wenn wir den Kreis b¢ bis zur Grenzlage verschiecben, so ist die
Grenzlage vierter Art nicht miglich, da sich die Kreise a/ und ¢d imaginiir
schneiden. Auch die Grenzlage zweiter Art ist micht moglich. Fiele z. B.
a auf be, so kinnte der Kreis s¢ nach keiner Richtung unbegrenzt bewegt
werden.

Also ist nur die Grenzlage erster Art (be¢,da) oder eine der Grenz-
lagen dritter Art (a, &) und (e, d) moglich.

Tritt die erste Grenzlage ein, so muls, wihrend das Viereck sich
nahezu in derselben befindet, ein zur Einhiingung von Kreisringen geeigneter
Schnitt, der von der Seite ab nach cd geht, zwischen der von be und da ge-
bildeten Einschniirung hindurchgefiihrt werden. Wir miissen dabei von der
Grenzlage die Eigenschaft verlangen, dals dieser Schnitt vollstindig inner-
halb des von den Kreisen ab und cd gebildeten Ringgebietes hindurch-
cefiihrt werden kann. Die einzigen Dreiecke mit den Winkeln «, 8, 0 und
v, d, 0, die sich zu einer Grenzlage mit dieser Eigenschaft zusammensetzen
lassen, sind aber diejenigen, bei denen

-+ Di<1
y+d <1 1st.

Dies ergibt sich, wenn man die reduzierten Dreiecke aller Typen zu
einer Grenzlage mit der verlangten Kigenschaft zusammenzusetzen sucht.

Alle iibricen Vierecke der betrachteten Art gehen bei der erwiihnten
Verschiebung von be also in die dritte Grenzlage iiber, wobei weder polar
noch lateral angehiingte Kreisscheiben heraunsfallen,

Welche notwendige und hinreichende Bedingung mufls nun zwischen
den Winkeln bestehen, wenn ein Viereck der betrachteten Art, z. B. durch
Zusammentfallen der Eekpunkte ¢ und 4 i die dritte Grenzlage iibergehen
soll?  Offenbar lassen sich dann im Dreieck der Grenzlage nach der Seite
ab hiniiber polare Anhiingungen machen.

Damit nun im Dreieck mit den Winkeln 7 +d—1, «, 3 nach der

Seite «b hiniiber eine polare Anhiingung miglich ist, muls (y+d—1)—ea—3
({?+f! 1)—« s?+_1>

+1 >0 sein, da dann die Zahl E , welche die Um-

9
laufszahl der Seite ab angibt, um 1 wachsen mufs, wenn man y +dJ—1 um

den Betrag 2 vergriofsert. Wenn demnach ¢ und d zusammenfallen, so ist

¥ +o0—ea—pB > 0.
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Diese Bedingung ist mit der Bedingung y +d>1 zum Eintreten der
Grenzlage (¢, d) auch hinreichend. Denn die erste Grenzlage ist dann nicht
mogelich, die Grenzlage (a, b)) ebenfalls nicht, weil dann a¢4pg—y—d >0
sein miilste.

Wir berechinen nun die Umlaufszahlen, wihrend das Viereck sich in
der Grenzlage befindet.

Aus § 9 wissen wir bereits, dals w;. = wqe = @ 18t.

Wenn nun

1) yelodis=a——8 ==
kit

ist, so ist die Umlaufszahl von «b in der Grenzlage gleich E( 5
Verschieben wir jetzt bc in umgekehrter Richtung, so dals aus der

Grenzlage Vierecke entstehen, so wird hierbei, wenn wir immer weiter

verschieben, im allgemeinen zuerst die Umlaufszahl von ab um eine Einheit

zunehmen (Fig. 64). Wiihrend also ¢d noch nicht umlaufend ist, ist die

Umlaufszahl von «b gleich E (T+d;ﬂ_ﬁ) + ¢, wobel im allgemeinen fiir
¢— 0 und = — 1 Vierecke existieren.

Ist aber y +J0—a—@ eine gerade positive Zahl, sodals ab in der
Grenzlage sich gerade schlielst, so ist die Umlaufszahl von «b, wihrend cd
noch nicht umlaufend ist, bestindig gerade um eine Kinheit grifser als in
der Grenzlage, sodals also dann fiir ¢ nur der Wert 1 genommen werden darf.

Hingen wir jetzt Kreisringe ein, so wachsen die Umlaufszahlen
von ab und ¢d immer um dieselbe Anzahl von Einheiten, sodal

Han — Uea —I— J'f"..:l (T _[_d_ﬂ—_'ﬁ) + & th.

5]

Wenn
2) vy+d—a—f3 — 0
ist, so geht bei der Konstruktion des Dreiecks der Grenzlage (¢, d) der
Kreis ab durch die gegeniiberliegende Spitze des Dreiecks, sodafls diese
Grenzlage nicht zur Konstruktion eines Vierecks brauchbar ist. Wir werden
also in diesem Fall, wenn wir im gegebenen Viereck den Kreis verschieben,
auch nicht zu dieser Grenzlage gelangen. ks tritt deshalb ein spezieller
Fall ein. Die dritte Grenzlage tritt gleichzeitiz an den Seiten ab und cd
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ein, sodals ein Zweieck entsteht mit dem Winkel a+p—1 — y+d—1.
Fiihren wir den Kreis be¢ wieder aus der Grenzlage leraus, so nehmen die

Umlaufszahlen von af und e¢d immer gleichzeitie zu. KEs ist also stets:
(4 i - .“'-L‘I.I"

Wenn dann aber die oben abgeleitete Gleichung noch gelten soll,
so ist in dieser ¢ — 0 zu nehmen.

Gehen wir wieder auf die Vierecke zuriick, die aus der Grenzlage
(be, da) entstanden, so finden wir ans Fig. 65 die Bedingung dafiir, dafs
die Seite ab sich beim Herumfiihren des Kreises be friiher iiberschligt als
ed. In der Figur ist der Kreis be noch iiber die Grenzlage hinaus nach dl/
oefithrt, bis ¢ und ¢ zusammenfallen. Es ist, weil im Dreieck cal’ die

Winkelsumme < 1 sein muls,

(1—y—d)+at <1
y+0 —a—p > 0.

Wenn y +d—e—p3 — 0 ist, so miissen auch hier die Seiten a6 und
cd sich gleichzeitig beim Herumfiihren von Z¢ iiberschlagen, sodals also fiir
diese Vierecke die oben erhaltenen Regeln bestehen bleiben.

In dem speziellen Falle der Fig. b4 in § 12, der hier noch zu be-
handeln ist, ist y +d—e«—3 eine gerade Zahl. Die abgeleitete Relation
bleibt hier bestehen. sobald man ¢ =— 1 setzt.

Die Vierecke, die aus Grenzlagen vom T'vpus der Fig. 56 entstehen,
behandeln wir im n#chsten Paragraphen.

Wir fassen zusammen:

[Fiir diejenigen Vierecke, welche aus der Grenzlage (ab, cd)

entstehen, ist:

it i o—p ‘
I. l!l‘ al — ‘If ,:,[—I_ fh.r ('{’ —I_ o J)—r_é; ” he — ?E'“'_rf — {.-}
wenn y+d—a—pB >0 ist.
Eis gibt Vierecke nur fiir e =1, wenn y+d—a— eine
cerade positive Zahl, nur fiir ¢ = 0, wenn y+d—e—g = 0 ist,

sonst fiir e = 1 und fiir £ = o.
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Wir kimnen an dieser Stelle leicht den aus § 5 noch riickstindigen

Beweis erbringen, dals die Winkel der reduzierten Vierecke, bei denen sich

A

von «b nach ed ein Kreisring einhiingen Lilst, und «b und e¢d umlaufend
sind, den Bedingungen e+ 8 <1, y+0 < 1 geniigen miissen. Denn bei den
Vierecken, die aus der dritten Grenzlage entstehen, ist, wenn zwel gegen-
iiberliegende Seiten umlaufend sind, stets ein Kreisring eingehingt. Die
reduzierten Vierecke der verlangten Art konnen also nur auns der ersten
Grenzlage entstehen, bei der a+3<1, y+d< 1 ist.

5.
Die Erganzungsrelationen der Vierecke, welche aus Grenzlagen
zweiter Art entstehen.

e

Wir betrachten als Beispiel die Grenzlage zweiter Art ab(d).

In derselben entsteht ein Dreieck mit den Winkeln:

[}' (L 1 E_P alifd) fr}}'; :r"

Durch Anwendung der Erginzungsrelation des Dreiecks ergibt sich

o
o

demnach:

1, m'_'l'-; T i J 5 Eﬂ}ﬂ.b[’:ij + 2
Mg — j}._.-.-'-[u"j "I" J,-f-i ( = —I-' &
[0 —a— 3
W — }__.( :

L, ‘+" ,:]*
e — I:-(

E'I ol £ —_— {:nll'

el

2P h{-{])

|.'_|.

¥ —d |- 5"_}_}' ab(d) —+ 9)

2

-

Hierin hat p..., nacheinander alle ganzzahligen Werte zu durch-
laufen, fiir die

0 —e—1\ _ :
[ (r B -—Ir; - ——) = Pabid) } () 15T,

A —a—1 : . : : —a—1
l‘f’( = ) soll die grifste ganze nicht negative in -~ enthaltene
s : d—oa—1 . ; ) —g—1
Zahl bedeuten, sodals, wenn —— elie ganze Ziahl 1st, L‘( — -._)
0d—a—1 .
— ——— wird.

»
—
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Im allgemeinen gibt es stets fiir ¢ = 0 und & — 1 Vierecke, die
durch Variation des Parameters der Grenzlage entstehen.

Fiir die in § 12 behandelten Ausnahmefiille gelten jedoch diese Symbole
fiir die Umlaufszahlen nicht ohne weiteres, da sich in der Grenzlage ab(d)
dort keine eigentlichen Kreisbogendreiecke abtrennen. Wir miissen dies
nachher beriicksichtigen.

Die obigen Formeln fiir die Umlaufszahlen zeigen unmittelbar, dafs,
wenn paiey Und ¢ nacheinander die ihnen zukommenden Werte annehmen,
die sich dann ergebende Zahlenreihe jeder Umlaufszahl keine Liicke be-
sitzt, sofern die Umlaufszahlen sich iiberhaupt veriindern. —

Wir stellen nun die zwischen den Umlaufszahlen bestehenden
Relationen auf.

Ist zuniichst:

| 0 —a—1
) &b on H—}’—Ei'i" Ef&'k if ) -2 >0,

dad

<0 findet man durch Hinzufiicen der Bedingung:

dafs a—pB+y—d+2F (iT = ]} <0 ist.

)

Algo ist in diesem Falle fiir jeden Wert von pu
Wap — Padidy T &
Solange nun die Bedingung:
at+ pf—7y— d 4 2Vt +2 >0
erfiillt bleibt, ergibt sich:

ye — U

Ued =— Uap+ B (”'+ﬁ._}r_d) +1—e¢,

=)

—_—

und ferner:

d >0 1st.

wenn im besonderen « 43—~

Wenn dagegen im besonderen «+ g—y—dJ < 0 ist, so ist:

i E0—a—pY o faedf-—=y—0F 2Pt E’) et
Wea + E( ——) = L( 5 +L( = |

9

.- &

— J.J']-'Il'--":-l'_," — Yadh=—£E

Uap — Wea + F (T =5 d;-ﬂ-_ﬁ) e
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Setzen wir in der ersten der beiden Relationen, die zwischen u,, und
w.q bestehen, noch ¢ fiir 1—¢, so ergibt sich:
y—0+42pasy +2 > 0 ist, gilt die Ergiinzungsrelation I

Solange a+p
der Vierecke, die aus der Grenzlage (ab, cd) entstehen.

Ist der Winkel des Dreiecks der Grenzlage bei 4 null, so kinnen
- Kreisringe zwischen ab und cd herausgefallen sein, was die Relationen auch
beriicksichtigen.

Treten nun die in den Fig. 56, 58, b9 gezeichneten speziellen Grenz-

d
9.

lagen ein, so ist nach § 1

a+B—y—0 — 2(Peac)y— Padca)
War =— Pabrd) + &7 Uea — Pedcs) -+ &,

wo beide Zahlen ¢ entweder zugleich 0 oder zugleich 1 sein miissen.
Demnach ist in diesem Falle:

a+3—y—2o
Ueag— Wags — —— _9 E=aaats L

sodals die Relation I bestehen bleibt, wenn wir in ihr ¢ = 1 setzen, sobald
a+ B—y—d eine gerade Zahl ist, dagegen ¢ — 0, sobald « + 3 —y—d = 0 1ist.

Nimmt pasey noch weiter ab, so wird e + 83—y —0 +2pasqy +2 < 0
Weg—

uy. 18t zunichst ebenfalls noch null. Wird schliefslich:

d—a—f3—y—2Pascay >0,

so ist in dem Symbol fiir u,. das Argument positiv, und demnach ist jetzt:

IL. Uap +Upe — E(ﬂ[— J é—? d) -+ &;

Uedg — WUWgag — ().
Tritt aber die in Fig. 57 gezeichnete spezielle Grenzlage ein, so
ist nach § 12:

00— o3 T 2(Pabcay + Poeray + 1)
Ugy — Pabca) + €13 Upe — Poecay + 1 — &,

wo beide Zahlen ¢ entweder zugleich 0 oder zugleich 1 sein miissen.
Demnach ist in diesem Falle:

o) «

|
-2

— War = Wpe

Nova Acta XCI. Nr. 2. 9
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Die Relation II gilt also fiir diese Vierecke, wenn man in ihr
g — 1 BELEL

Wihlt man aber den Fall der Fig. 57 so, dafs ab und he beide sich
gerade schliefsen, so ist dann wa = Puscay; se = Poey Und in II & = 0
Zu setzen. —

Ist die anfangs gestellte Bedingung nicht erfiillt, sondern

a+5~?—t1+21i“(d_g_l>+ﬂ <10,

so ist stets w.. — 0. wu,. 1st zunidchst ebenfalls null. Doch ist nicht not-
wendig wie im vorigen Falle wae = pasa) + &

Wird aber wieder

0—a—fF—7—2Pasa) > 0,
so wird auch wiederum u.; =— pana) + ¢, sodals wieder die Relation II besteht.
Wir fassen zusammen:

Bei den Vierecken, die aus der Grenzlage ab(d) hervorgehen, erteile
man p., nacheinander alle ganzzahligen Werte, fiir die

Vs (ﬂ = 'it = 1) == Pabcay =0 l-"_':t

3

Solange wie
”+Jj_}’_‘h—i"g}}ﬁﬁ{drj_l_'g}[l
ist, gilt die Relation I (8. 62) der aus der Grenzlage (ab, ¢d) ent-
stehenden Vierecke nebst den Bestimmungen iiber die Zahl &

Solange wie dann weiter

dl Ll II..} T 2}'.1'“ (el J :"" 0

ist, gilt die Relation:

T d_ —":;
11. Wap 1+ Wpe — v'F"( _ﬂ 3 -

_—

y)*l"-"::.

for — gy — )
wobei es stets fiir ¢ = 0 und ¢ = 1 Vierecke gibt.
ey Nimmt hier der Reihe nach alle Werte an, fiir welche:

: 2 i _l_-. 4 d__ﬁ_tl — —_ % .
E‘(d_f‘-H)JrE(”__”"’ Al J):v_-uﬂb_zﬁ(“ 7=t 2) gt

2]

-

2
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Fiir diejenigen Werte von p.w, welche keine der obigen
Bedingungen erfiillen, ist

e — Meg — Wn — 0,

und u#,, nimmt alle Werte an, die in I und II nicht vorkommen
kiinnen.

Aus den Figuren 60—63 ergibt sich noch, dals in dem noch iibrigen
speziellen Falle, wo a«a—p3+ y—d eine gerade Zahl ist, die aus diesen Grenz-
lagen konstruierten Vierecke zu der zuletzt erwihnten Art gehtren. Sie
lassen sich auch stets so anordnen, dals die Werte von w,, bei ihnen eine
ununterbrochene Folge ganzer Zahlen bilden. '

Die fiir ., angegebene obere Grenze lifst sich so umformen, dals
WII sagen:

Der grilste Wert von w., ist gleich
= 1 r—28 :
L( = JF——)+E("’——-EE) oder um 1 kleiner.

= 0—a—1 ; :
BlE 0ara) — E( "; I) ergibt sich ferner:

\ 2

.'3_#. —I_ 1 *
oe = 03 Ua = K ('- 14 —) oder um 1 kleiner.
Ude — ().

Fiir pasw = 0 ergibt sich noch:

ﬂ'cd:E(a—l_ﬁ_'g_é.—I_E); Wp e :E(dl ﬂﬂﬁ T)

Uiga — 0.

$ 16.

Die wesentlichsten Eigenschaften der vollstindizen zu gegebenen
Winkeln moglichen Schar von Vierecken.

Wir betrachten jetzt die zweidimensionale Schar sidmtlicher zu fest
cecebenen Winkeln vorhandenen Vierecke.

Wie in § b gezeigt ist, gibt es bei beliebigen Winkeln sowohl stets
Vierecke, bei denen u., und «.. zwar voneinander abhiingig sind, im iibrigen

aber beliebig grols vorgeschrieben werden kinnen, als auch Vierecke, bel
O+
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denen wu., = .. = 0 ist. Ferner gibt es auch stets Vierecke, bei denen
sich w;. und u,, entsprechend verhalten.

Aus der mit Hiilfe der Funkfionentheorie erschlossenen Tatsache,
dals sidmtliche Vierecke ein Kontinuum bilden, folgt, dals Vierecke fiir
simtliche Zwischenwerte der Umlaufszahlen vorhanden sein miissen.

Wir wollen die Vierecksschar so anordnen, dals die Werte jeder
Umlaufszahl eine unterbrochene Folge bilden, fiir alle zusammengehorigen
Wertequadrupel derselben in dieser Reihenfolge Vierecke konstruieren und
die dabei auftretenden zugehirigen Ergidnzungsrelationen angeben. Dann
zeigen wir, dals die in angegebener Weise konstruierte Vierecksschar alle
miglichen Vierecke enthiilt. In der getroffenen Anordnung miissen sich dann
notwendig die konstruierten Vierecke kontinuierlich aneinanderschliefsen. —

Wir wihlen die Bezeichnung derart, dals

y4+0—a—p3g =0
und
d+a—p3—y=>0

ist, was stets moglich 1st.

Zunichst schlielsen sich die Umlaufszahlen aller Vierecke, die aus
Grenzlagen erster Art (ab, cd) konstrniert werden konmen, liickenlos anein-
ander. Man erreicht dies, indem man zunichst O, dann 1, dann 2... Kreis-
ringe einhingt. Auch bei Grenzlagen zweiter Art schliefsen sich, wie in § 15

oezelgt worden ist, die Umlaufszahlen liickenlos aneinander, wenn z. B. bei der

;| ¥ r " . T d_ﬂ_
Grenzlage ab(d) die Zahl p,.., nacheinander die Werte F (—--—T-—]), R

=l

annimmt,

Aus den Grenzlagen (ab, cd) erhalten wir durch Einhingen von Kreis-
ringen Vierecke fiir alle Werte von w,,, die grifser oder gleich

E(d"_ff—"l" 1)+E(}‘~*E’i+ 1)

3

it i

sind. Dieser Wert selbst ist der kleinste, der aus der Grenzlage (ab,cd)
erhalten werden kann, wie man durch Anwendung der Dreiecksrelation auf
die Dreiecke der Grenzlage findet. Zu diesem Wert von u., gehort
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A) Ist dieser Wert von w..> 0, so. ist entweder §—y > 1 oder
«—d > 1. Durch Hinzunahme von y+dJ6—a—pg >0 ergibt sich, dals im
ersten [alle noch d—a > 1, im zweiten noch y—§3 > 1 ist.

Wenn

1. d—ea > 1 und zugleich 3—y > 1 ist, so existieren die Grenzlagen
ab(d) und ed®).

Die grifsten aus der Grenzlage ab(d) sich ergebenden Werte von
. und %.; schliefsen sich ohme Liicke an die kleinsten aus den Grenz-
lagen (ab, cd) erhaltenen Werte an.

Die Kkleinsten aus der Grenzlage ab(d) sich ergebenden Werte von
#.y und w.; sind in diesem Falle:

A

=

Wz — E(

Wenn

2. «—d > 1 und zugleich y—3 > 1 ist, ergibt sich durch Betrachtung
der Grenzlagen ab(c) in genau entsprechender Weise, dals man von den
aus den Grenzlagen (ab, cd) entstehenden Vierecken aus unter Durchlaufung
samtlicher Zwischenwerte der Umlaufszahlen wieder zu Vierecken gelangt,
bei denen #%a.; — . — 0 1st.

B) Wenn in der letzten Grenzlage erster Art bereits w.. = 0 ist, so ist

B—vy <1 und zugleich «—d < 1.

Jetzt kann w,, in dieser Grenzlage erster Art ebenfalls bereits null
oder noch grifser als null sein.

Im letzteren Falle ist wenigstens eine der Bedingungen d—a« > 1;
v—p > 1 erfiillt. Die aus diesen jetzt vorhandenen Grenzlagen zweiter Art
sich ergebenden Umlaufszahlen setzen wieder ohne Unterbrechung die aus
der ersten Grenzlage sich ergebenden Werte der Umlaufszahlen fort.

Existiert die Grenzlage abl(d), so ist der kleinste aus ihr sich er-
't_l{—a"f+;f—d+_2)

5 :

Ist dieser Wert noch nicht null, so muls y—8 >1 sein. Bei den

gebende Wert von w,, gleich E(

Vierecken der nun sicher existierenden Grenzlage ab(¢) wird dann aber der

kleinste Wert von w., = E (jﬁ—t'%?-?—i—(-i) — 0. Zugleich ist auch u.,—0.
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Existiert nicht die Grenzlage al(d), 20 gelangt man durch die Vier-
ecke der Grenzlage ab(c) allein zu Vierecken mit den Umlaunfszahlen
Hoe— 12 e =%

Wir kinnen jetzt sagen:

,Um unter der Voraussetzung:

y+d—a—8 >0

d+te—B—p=0
Vierecke in der Reihenfolge zu erhalten, dals von beliebig grolsen Werten
von u.; und wu.. an bis zu den Werten w., = u.a = 0 die Werte aller
Umlaufszahlen eine ununterbrochene Folge ganzer Zahlen durchlaufen,
konstruiere man zunidchst Vierecke aus den Grenzlagen (ab, ¢d) und hinge
Kreisringe so ein, dals ihre Anzahl mit einer beliebig grofsen Zahl be-
oinnend ununterbrochen die Reihe der ganzen Zahlen bis 0 einschlielslich
durchliuft.

,Kommt bei diesen Vierecken der Wert w., — 0 mnoch nieht vor,
so konstruiere man weiter Vierecke aus sidmtlichen existierenden Grenz-
lagen al (d).

,Existieren diese nicht oder kommt auch bei ihnen noch nicht der
Wert w., = 0 vor, so sind Grenzlagen ab(c) in geniigender Anzahl vor-
handen. mit Hiilfe deren sich die Vierecksreihe dann bis zu Vierecken mit
der Umlaufszahl u,, — 0 fortsetzen lilst.

., Kreisscheiben sind ev. polar bei den Grenzlagen zweiter Art nach-
traglich so einzuhiingen. dals ihre Anzahl die Reihe der ganzen Zahlen
bis O einschlielglich durchliuft.

.Die Konstruktion lilst sich offenbar von den letzten Vierecken aus
in analoger Weise fortsetzen bis zu Vierecken, bei denen u,. und w.. be-
liebig grolse Werte annehmen.*

Fiir die Umlaufszahlen der so konstruierten Vierecksschar gelten

also nach § 14 und 15 zuniichst die Relationen:

!' Wat — Hcd—}_E(?—J__(_j__”__'p')—!_lc; Upe — Uda — ()

€

—

fiir beliebig grolse Werte von u.; bis zum Werte w.s = 0.
Vierecke mit einer Relation vom Typus II kinnen z. B. nicht aus
den Grenzlagen ab(c) entstehen, denn die hierzu notwendige Bedingung
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y—d—a—3 >0 wiirde in Widersprueh mit der Voraussetzung d +a¢—pg—7>0
stehen. Sie entstehen demmach nur aus den Grenzlagen ab(d) und bc(d).

Ist, was wir vorerst voraussetzen wollen,

1) d L 1'9 :-" L:-:" D:.

so gibt es Vierecke mit den Relationen:

¢ : |
I1. Has —+—'H;r,c = E( G 9 : ?)—f—n‘:; Ueg — Uiga — Dj

wo wir u;. alle Werte

Dgu.@,cf:_iE(d _gEB }f)

erteilen. Dies sind dann also die einzigen Vierecke mit Relationen von
diesem Typus.

Sollte die aus Il sich ergebende Wertereihe sich nicht an die aus I
erhaltene Wertereihe anschliefsen, so gibt es fiir die dazwischen fehlenden
Werte von w.. auch noch Vierecke, fiir welche dann auflserdem immer
Y — g — Wai —) 15t

Die Relation II enthiilt bereits die Vierecke, fiir die u., — 0 ist.

Zuletzt gibt es Vierecke- mit den Relationen:

H_[. e — Was —]— E( 15 e e, S

Die aus Il und IIT sich ergebende Wertereihe fiir w,. ist, wenn
notwendig, in entsprechender Weise zu vervollstindigen wie die Werte-
reihe fiir ..

Ist nun
2) d—a—f3—y <0,
so haben wir in § 15 die Relation II zwar nicht fiir diese Fille abgeleitet.
Stellen wir sie trotzdem auf, so reduziert sie sich auf:
Wap + UWpe — E; WUoa — Uga — 0.

Fir ¢ = 1 wird die erste Gleichung befriedigt durch: w., = 1:

wie — 0 und w.s = 07 wie = 1,
EnEYe — ovdurch™u,; — s, — 0:
Im allgemeinen sind Vierecke mit diesen Umlaufszahlen vorhanden.
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Ist jedoch y4+d—a—pg — 0 und zugleich d+a«—p—7y > 0, so sind
fiir ¢ = 0 nur die Vierecke vorhanden, fiir welche

et = = g =D = L Y

Da dieselben aber durch die iibrigen Relationen und Angaben schon
beriicksichtiect werden, geniigt es, ¢ — 0 zu nehmen.

Ist y+d—a—p >0 und gleichzeitig d+a—p—y = 0, so geniigt
ebenfalls ¢ — 0.

Ist y+d—a—8 =0 und zugleich d+a—8—y — 0, so ist nur
¢ — 0 zulissig.

Wir kinnen demnach die Relation II immer aufstellen, wenn wir
die Regel fiir ¢ so fassen:

,In der Relation II ist nur ¢ = 0 vorzuschreiben, wenn wenigstens
eine der Gleichungen y +d—a—8 — 0; d+a—p—y = 0 erfiillt ist, sonst
s n0liand st == 1.k |

Wegen unserer Voraussetzung gibt es keine weiteren Relationen
vom Typus der Relationen I und IIl. Der Voraussetzung wegen treten
aber auch keine Vierecke von der Art weiter auf, wo drei Umlaufs-
zahlen null sind. Denn nach § 15 muls, damit z. B. Vierecke vorhanden
sind, bei denen w;. — w.q =— wqo — 0 und u,, von Null verschieden ist,
v +d—a—p3 > 0 sein.

Die den obigen Relationen geniigenden Wertequadrupel der Umlaufs-
zahlen sind demnach simtliche, die zu den gegebenen Winkeln auftreten. —

Wir haben in diesem Paragraphen bereits gezeigt, wie zu jedem dieser
Wertequadrupel aus einer Grenzlage Vierecke konstruiert werden kinnen.

Wir untersuchen diese Konstruktion noch auf ihre Vollstidndig-
keit hin.

Wir legen die Tatsache zugrunde, dals alle zu gegebenen Winkeln
moglichen Vierecke ein Kontinnum bilden.

Wir geben neben den Winkeln auch noch feste den Ergiinzungs-
relationen geniigende Umlaufszahlen vor. Konstruieren wir Vierecke mit
diesen Winkeln und Umlaufszahlen in der vorher angegebenen Weise aus
einer Grenzlage, so gelangen wir, wenn wir aus dieser heraus bestéindig in
demselben Sinne weiter drehen, schliefslich in eine bestimmte zweite Grenzlage.
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Verindern wir den Parameter der ersten Grenzlage, so idndert sich der
Typus der zugehirigen zweiten Grenzlage nicht, sondern es tritt nichfs als die
Veriinderung ihres Parameters ein. Denn wiirde jene zweite Grenzlage in
eine Grenzlage von anderem Typus iibergehen, <o ist dies der Kontinuitéit
wegen nur iiber eine Lage hinweg miglich, bei der die beiden Grenzlagen
von verschiedenem "I'ypus zugleich eintreten. Dann miissen aber nach § 12
die Winkel eine besondere Gleichung erfiillen, was im allgemeinen nicht
der Fall ist. Geniigen sie aber einer solchen Gleichung, so bleiben wir
bei Verinderung des Parameters immer bei Vierecken, die in dieselben aus-
cearteten Grenzlagen iibergehen.

Umgekehrt hat auch die Verinderung des Parameters der zweiten
Grenzlage stets nur die Veriinderung des Parameters der ersten Grenzlage
zur Folge.

Die Parameter der zusammengehirigen ersten und zweiten Grenzlage
kilnnen wir wegen der fest vorgegebenen Umlaufszahlen nur so weit ver-
indern, bis eine Seite sich gerade schlielst.

Geht nun ein Viereck z. B. in die Grenzlagen ab(d) und ed(®) iiber,
so entsteht auf diese Weise ein Teilkontinuum von Vierecken, das begrenzt
ist von einem Viereck, bei dem al sich gerade schlielst, von den Grenz-
lagen ab(d) und cd () nnd von einem Viereck, bei dem cd sich gerade schliefst.

Bei diesen Vierecken und Grenzlagen hort die Existenzmiglichkeit
tiir die Membrane mit den vorgegebenen Umlaufszahlen und Winkeln zu-
nichst auf.

Kinnten wir nun aus anderen Grenzlagen noch weitere Vierecke
mit denselben Umlaufszahlen konstruieren, so miissen sich diese in die
zuerst konstruierten Vierecke kontinuierlich iiberfithren lassen, was aber
nur iiber solche Vierecke hinweg miglich erscheint, bei denen sich eine
Seite gerade schliefst. Es miilste also ein Viereck mit einer sich gerade
schliefsenden Seite geben, das sich kontinuierlich in zwei verschiedene Grenz-
lagen iiberfiihren léifst. Ein derartiges Viereck gibt es aber nicht, da ein
Viereck mif einer sich gerade schliefsenden Seite nur einen Parameter be-
sitzt (Fig. 45), bei dessen Veriinderung es nur in eine Grenzlage iiber-
gehen kann.

Wir kinnen das Ergebnis der letzten Uberlegung so aussprechen:

Nova Acta XCI, Nr.1 10
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-Alle Vierecke mit denselben Winkeln, die es zu festen, den Er-
giinzungsrelationen geniigenden Umlaufszahlen gibt, lassen sich aus einer
einzigen diese Umlaufszahlen und Winkel besitzenden Grenzlage konstruieren,
wenn dem Parameter derselben jeder miogliche Wert gegeben und um jeden
miglichen Betrag aus der Grenzlage herausgedreht wird.*

Es bleibt noch die Frage, wie wir bei der in diesem Paragraphen
anfangs angegebenen Konstruktion des zweidimensionalen Kontmuums auch
jedes mogliche Viereck nur einmal erhalten. Zweimal werden Vier-
ecke nur konsfruiert, wenn zwel bei der angegebenen Konstruktion zu
benutzende Grenzlagen dieselben Umlaufszahlen besitzen. Von diesen
beiden ist dann also stets eine auszuschalten. —

Es ergibt sich also:

Benutzt man die vorher angegebenen Grenzlagen zur
Konstruktion des Kontinuums, so0o erhidlt man hierbei auch-
simtliche Vierecke, die zu den gegebenen Winkeln existieren.
Benutzt man von zwei Grenzlagen von verschiedenem Typus,
welche dieselben Umlaufszahlen der Seiten ergeben, jedesmal
nur eine zur Konstruktion, so erhilt man jedes Viereck auch
nur einmal.

Wir fassen die iiber die Erginzungsrelationen erhaltenen Ergebnisse
zusammen:

Die Bezeichnung werde so gewihlt, dals

Y +d—a—8 =0
und

d+a—pf—y=>0 1st.

Dann hat man zunichst Vierecke mit den Relationen:

- 9 —I"'!i'_f:__'ll;
l* Math — Ht‘qf_!'}—f-‘ (f 2 ‘J'“E; Hpe — Wagg =— '::L

Hierin hat u., die positiven ganzen Zahlen von + oo bis 0
(einschlielslich) zu durchlaufen. Fiir jeden Wert von wu.. ist

zuerst e = 1, dann ¢« = 0 vorzusehreiben. Wenn y+d—a—p = 0
1st, gibt es nur Vierecke fiir ¢ =0, wenn y4+Jd—e—p eine
gerade Zahl ist, nur fiir : = 1.
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Ferner hat man Vierecke mit den Relationen:

o fdi—"r 3 —1 _
1L Wap + Wae — _L( F; '{)_]_E; heg — Uga — U,

=)

—

R A : E : d—a—f8—1 : S
worin fiir «;. die Werte von O bis E( 5 : f) (einschlielslich)
zu setzen sind. Ist wenigstens eine der Gleichungen y+d—a—p —=0;
d+a—B—y = 0 erfiillt, so 1st nur ¢ = 0 vorzuschreiben, sonst

cibties stets Vierecke fiir ¢ = 0 und ‘s = 1.

Sollte die aus II erhaltene Wertereihe fiir w. sich nicht
an die aus I erhaltene anschlielsen, so gibt es.fiir die da-
zwischen fehlenden Werte von w., auch Vierecke, fiir welche

dann auflserdem 1mmer

Wie — Wed'— UWigqg — () iSt'

Endlieh hat man Vierecke mit den Relationen:

L. %, — Waa+ E (—-- — s = ==

Hier hat u.;. mit 0 beginnend die Reihe der positiven
canzen Zahlen zu durchlaufen, und fiir jeden Wert ist zuerst
— 0, dann ¢ = 1 vorzuschreiben. Awuflserdem gilt in den Aus-

'

nahmefillen fiir ¢ die analoge Regel wie bei L

Die aus II und IIT erhaltene Wertereihe fiir w«,. ist, wenn

notwendig,

die Wertereihe fiir i,;.

in entsprechender Weise zu vervollstiindigen, wie

Hat man unter Benutzung dieser Regeln simtliche zu-
sammengehirigen Werte der Zahlen wai, wie, oy, wae ermittelt,
so existieren fiir jedes dieser Wertequadrupel auch Vierecke,
welche die gegebenen Winkel und die gefundenen Umlaufs-
zahlen besitzen. Zugleich sind diese Vierecke simtliche, die
zu1 den gegebenen Winkeln existieren. Sie bilden in der bei
den Relationen angegebenen Reihenfolge ein zweidimensionales

Kontinuum,.
10*
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Durch eine andere Schreibweise') kann man nach Herrn E. Hilb die
Regel fiir die Erginzungsrelationen noch folgendermalsen vereinfachen, so-

bald mindestens eine Seite wmlaufend 1st:

Man nenne die umlaufende Seite ab. Dann gelten die Relationen:

)

—

fO—a—pF—7
Uy, — I (f S L — Uap I—L)

- g — ¢
e (u = D i, gy s)
_ ) (t 3
A —— E(?’ r 5 L — WUad T I——.&>

wo & im allgemeinen O oder 1 sein kann.

& 17,
Herstellung des Kontinuums aller vorhandenen Vierecke.

Wir wollen jetzt geometrisch das Kontinuum herstellen fiir die
sechsdimensionale Schar aller iiberhaupt existierenden Kreisbogenvierecke.
Wir veriindern jetzt also auch die Winkel. Um ein geschlossenes Kon-
tinnum herzustellen, haben wir aber nur nitig, an den Grenzen unserer
zweidimensionalen Kontinua eine Uberleitung herzustellen, wir brauchen
also nur bei den Vierecken, bei denen transversale Kinhidngungen miglich
sind, kontinuierlich die Winkel zu verindern.

Wir behandeln zuniichst die Vierecke, bei denen sich von ab nach ecd
hiniiber Kreisringe einhingen lassen.

Wir gehen ans von einem Viereck mit den Winkeln 0, 0, 0, 0 (Fig. 66).
Wir kinnen einmal, wiihrend wir den Wert O fiir 4 festhalten, den Winkel «
beliebig vergrifsern, indem wir den Eckpunkt « festhalten und d auf dem
Kreise weiter fiithren (I'ig. 66). Genau so kann man auch ¢ allein wachsen
lassen, wihrend man fiir « den Wert 0 festhilt. Zweitens kann man
hinterher unter Festhaltung der Eekpunkte d und « den Bogen da nach ans-
wirts drehen, wodurch « und ¢ um einen beliebigen gleichen Betrag ver-
grifsert werden kionnen (Fig. 66). Auf diese Weise kann man jeden Wert

') Vgl. die in der Vorbemerkung hereits genannte Note in den Gottinger Nachrichten.
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der Winkel « und J kontinuierlich erreichen. Genau so kann man bei den
Winkeln g und y jeden Wert kontinuierlich erreichen.

Man kann zwischen den zweidimensionalen Kontinua in entsprechender
Weise eine Verbindung durch Vierecke herstellen, bei denen sich von be
nach da hiniiber Kreisringe einhiingen lassen.

Auf diese Weise sind sdmtliche Kreishogenvierecke iibersichtlich in
cin Kontinuum eingeordnet.

§ 18.
Die Eindeutigkeitsfrage.
Wir haben noch die Frage zu erledigen:
Sind zwel Membrane, die in den zwolf Malszahlen, welche den

aleebraischen und Ergiinzungsrelationen geniicen miissen, und dem Kern

iihereinstimmen, identisch?

Sind zwei solche Membrane nicht identisech, so kinnen doch ihre
Becrenzungen, denen dann auch derselbe Umlaufssinn zugeordnet ist, stets
zur Deckung gebracht werden.

Alie Vierecke mit fest gegebenen Winkeln und Umlaufszahlen kinnen
nach § 16 aus einer einzigen Grenzlage unter Abiinderung des Parameters
derselben konstruiert werden.

Bei dieser Konstruktion kinnen die Begrenzungen zweier Vierecke,
die aus Grenzlagen erster Art von gleichem Typus, aber verschiedenem
Parameterwert konstruiert sind, nicht identiseh sein und auch nicht durch
lineare Transformation zur Deckung gebracht werden. Denn wire dies
moglich, .so wiirden die beiden Grenzlagen erster Art, wenn die Vierecke
dann wieder in sie iibergefiihrt werden, dieselben KEcken und demnach auch
den gleichen Parameterwert besitzen.

Verdandern wir in einer Grenzlage zweiter Art deren Parameter, so
bleiben drei Eeken fest, eine Ecke wird verschoben. Die aus zwei Grenz-
lagen zweiter Art von gleichem Typus, aber verschiedenem Parameterwert
konstruierten Vierecke kiinnen also nie in der Begrenzung iibereinstimmen.

Vierecke mit demselben Kern, denselben Winkeln und Umlaufszahlen,
die doch nicht identisch sind, miissen sich also, wenn sie iiberhaupt miglich
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sind, aus ein und derselben Grenzlage mit festem Parameterwert konstruieren

und dureh Drehung um die festen Kcken ineinander iiberfithren lassen.

Messen wir durch den Winkel, um den die Schenkel eines Vierecks-
winkels hierbei gedreht werden, den Betrag der Drehung, so muls dieser
Betrag bei der Drehung von einer dieser Membrane zur andern gleich einem
ganzzahligen Vielfachen von 360° sein, denn nur dann kehrt unter
Erhaltung des Umlaufssinnes ein DBegrenzungskreis wieder in seine ur-
spriingliche Lage zuriick.

Besitzt nun ein Viereck eine oder mehrere umlaufende Seiten, so
erreicht der Betrag der Drehung, durch die es in eine Grenzlage iibergeht,
nie 180°.

Um dies zu zeigen, nehmen wir an, dals 180" erreicht werden kinnen.
ab sei umlaunfend.

Wir wollen den vom Kreise ab umschlossenen Teil der Vollebene,
der bei positiver Umlaufung der Membran zur Linken liegt, als das . Innere®
des Kreises ab, den anderen als das ., Aulsere* bezeichnen,

Die Eckpunkte ¢ und ¢ miilsten nun, wenn der Drehungswinkel 180°
soll erreichen kiomnen, auf verschiedenen Seiten des Kreises ab liegen.

Denn wiirden beide im Aulsern des Kreises ab liegen, so wiirde der
Grenzkreis fiir die Seite ab nicht Diagonalkreis sein kiénnen, aber auch
nicht Tangentialkreis; denn dann miilste der ganze Kreis ed und also auch
die Ecken ¢ und d im Innern des Kreises ab liegen. Demnach miifste sich
der Grenzkreis auf einen Punkt zusammenziehen lassen, was nicht moglich ist.

Wiirden ¢ und d beide im Innern des Kreises ab liegen,-so wiirden
sie. nach Ausfiihrung der Drehung von 180° im Aufsern liegen, was, wie
ehen gezeigt, nicht moglich 1st. ¢ und ¢ liegen also auf verschiedenen
Seiten von ab.

Es moge ¢ im Innern des Kreises ab liegen, d im Aulsern (Fig. 67).
Der Grenzkreis Zup) muls dann notwendig durch ¢ gehen. Wilhrend der
Drehung fiihren wir nun den Grenzkreis mit, indem wir ihn unter be-
stiindiger Beriihrung von «b um die Punkte a und ¢ drehen. TIst die
Drehung so weit fortgefiihrt, dals der Kreis ab durch ¢ geht und nicht schon

vorher eine andere Grenzlage eingetreten, so fillt der Grenzkreis mit dem
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Kreis ¢b zusammen. Damit ist die Grenzlage ab(c) eingetreten und der
Betrag der Drehung noch kleiner als 130"

Stets tritt die andere Grenzlage also ein, ehe der Betrag der Drehung
180" erreicht hat.

Es ergibt sich demnach: Zwei Membrane, welche in den
zwilf Malszahlen nebst den Umlaufszahlen und dem Kern
iibereinstimmen, sind stets identisech, wenn wenigstens eine
Seite umlaufend ist.

Ist aber keine Seite umlaufend, so kann der Drehungswinkel
von einer Grenzlage des Vierecks zur andern grifser als 360° sein. Deshalb
brauchen zwei Membrane der bezeichneten Art dann nicht identiseh zu
sein. Beispiele sind leicht zu konstruieren:

Aus dem in Fig. 34 gezeichneten Viereck konsiruieren wir zwei
neue. Das erste erhalten wir, indem wir an die Seiten ¢ und de, das zweite,
indem wir an die Seiten a6 und ¢d je zwei Kreisscheiben lateral anhingen.
Beide Vierecke stimmen nun in den Winkeln und in den Begrenzungs-
linien, demnach in allen zwolf Malszahlen und 1im Kern iiberein, aber sind
gestaltlich doeh vollkommen voneinander verschieden. Man kann sich auf
dieselbe Weise auns jedem beliebigen Viereck ohne umlaufende Seiten Vier-
ecke der bezeichneten Art verschatfen.



