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PREFACE.

Dans cette Notice sur la vie et les travaux de Laguerre,
j'aurai plus & parler de ses travaux que de sa vie. Son exis-
tence, utile et laborieuse, n’a été ni agitée ni bruyante. Sans
ambition, partagé entre ses devoirs professionnels, les joies
de I'étude et celles de la famille, les seuls événements de sa
vie ont été des découvertes.

Laguerre naquit & Bar-le-Duc, le g avril 1834. Dés le
début de ses études, son talent naissant fut remarqué de ses
maitres; mais il ne devait pas quitter les bancs du lycée sans
avoir montré qu’il était autre chose quun bon écolier.
En 1853, n’étant encore que candidat a 'Ecole Polytech-
nique, il se signala par un travail original.

Dans le programme d’admission & cette Fcole, la place
d’honneur appartient & la Géométrie analytique. Celte
Science se renouvelait alors par une révolution en quelque
sorte inverse de la réforme cartésienne. Avant Descartes, le
hasard seul, ou le génie, permettait de résoudre une ques-
tion géométrique; aprés Descartes, on a pour arriver au
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résultat des régles infaillibles; pour étre géometre, il suffit
d’étre patient. Mais une méthode purement mécanique, qui
ne demande a l'esprit d’invention aucun effort, ne peut étre
réellement féconde. Une nouvelle réforme était donc néces-

saire : Poncelet et Chasles en furent les initiateurs. Grace a
eux, ce n’est plus ni & un hasard heureux, ni a une longue
patience que nous devons demanderlasolutiond’un probléme,
mais & une connaissance approfondie des faits mathématiques
et de leurs rapports intimes. Les longs calculs d’autrefois
sont devenus inutiles, car on peut le plus souvent en prévoir
le résultat.

Laguerre a joué dans cette réforme un réle trées impor-
tant, que son premier travail de jeunesse permettait déja de
pressentir. La théorie des propriétés projectives de Poncelet,
I'une des plus utiles des méthodes modernes, permet de dé-
duire d’une proposition connue une infinilé de propositions
nouvelles. Mais, cn 1853, cetle théorie était loin d’étre
compléte; bien des points, et non des moins importants, res-
taicnt encore a éclaircir : comment pouvait se faire la trans-
formation des propriétés métriques des figures et, en parti-
culier, des relations entre les angles? Le jeune lycéen résolut
du premier coup ce probléme qui préoccupait les fondateurs
de la Géométric moderne; sa solution, simple et élégante,
fut publiée dans les Nouvelles Annales de Mathématiques.

Il entra le quatrieme a 'Ecole Polytechnique. Si son rang
de sortie fut un peu moins brillant, nous ne devons pas nous
en étonner, car il fut a I'Ecole ce qu'il fut dans la vie. Le
monde ne lui apparaissait pas comme un champ clos, ni les
hommes comme des rivaux qu’il faut devancer a tout prix.

Ce qu’il cherchait dans I'étude, ce n’était pas le sucees, mais
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le savoir; malheurcusement, le chemin le plus court vers ces
premiers rangs si ardemment convoités n’est pas toujours le
travail original et libre, qui fait perdre de vue le but auquel
d’autres pensent sans cesse.

Devenu officier d’artillerie et envoyé a Metz, a Mutzig,
puis & Strasbhourg, il ne publia rien pendant dix ans. Il rem-
plissait ses devoirs militaires avec une scrupuleuse ponc-
tualité, et ses camarades pouvaient croire ue sa profession
I’absorbait tout entier. Ils se trompaient. Laguerre poursui-
vait silencieusement les études qu'il avait si brillamment
commencées et accumulait d'importants matériaux.

Quand il revint a Paris, en 1864, pour remplir les fone-
tions de répétiteur i I'Ecole Polytechnique, il lui efit été
facile, en dévoilant les secrets qu'il devait & dix ans de tra-
vail, de publier un important volume de Géométrie qui I'etit
immeédiatement classé hors de pair. Il n’en fit rien. Les idées
générales n’avaient de prix, a ses yeux, que par les applica-
tions particulicres ot elles pouvaient conduire. Il ne com-
muniqua donc ses résultats qu'un a un, avec sobriété, presque
avec avarice.

Difficile & satisfaire, il ne voulait rien livrer que de parfait.
Ce n’est qu’en 1870 qu'il fit, & la salle Gerson, un Cours
public, ot il exposa ses vues d’ensemble sur 'emploi des
imaginaires en Géométrie et dont les premiéres Lecons
furent seules publiées.

Aucune des ressources nouvelles de la Géométric supé-
rieure ne lui fut étrangeére; il en créa quelques-unes; il les
mania toutes avec habileté et bonheur. Les résultats sont
trop nombreux pour que je puisse songer a les analyser ou

méme a les énumérer tous. Sur cent quarante Mémoires
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quil nous a laissés, plus de la moitié sont des travaux de
Géométrie et marquent la place qu’a tenue Laguerre dans ce
mouvement dont j'ai parlé plus haut et d’oti est sortie la
Géomeétrie moderne.

Il s’occupa d’abord de représenter d’une facon concrete
les points imaginaires du plan et de I'espace; c’est ainsi, en
particulier, qu’il fut amené a comprendre le premier le role
important que joue I'aire du triangle sphérique dans la Géo-
métrie de la sphére, et a étendre la théorie des foyers a
toutes les courbes algébriques planes et sphériques.

I’étude des courbes et des surfaces algébriques se rattache
directement a la théorie des formes homogenes et de leurs
invariants; tout théoréme sur ces formes est susceptible, en
effet, d’autant d’interprétations géométriques qu’on peut
imaginer de systémes nouveaux de coordonnées. Laguerre a
créé deux de ces systémes : le premier est applicable aux
courbes tracées sur les surfaces du second ordre; le deuxiéme
est ce qu'il a appelé I'équation mixte et met en évidence les
tangentes qu’on peut mener a la courbe d’un point exte-
rieur. Sa connaissance approfondie de la théorie des formes,
alors naissante, lui permit de tirer de ces deux inventions
tout le parti possible. Parmi ces résultats, je citerai seule-
ment I'étude qu'il fit d’une surface du troisieme ordre, réci-
proque de celle de Steiner.

Les courbes et les surfaces anallagmatiques attiraient a
cette époque l'attention des géométres les plus éminents;
plusieurs de leurs propriétés les plus importantes ont été
découvertes par Laguerre. Il étudiait en méme temps toutes
les courbes du quatriéme ordre, et en particulier I'hypocy-

clotde & trois rebroussements, la cardioide, la lemniscate,
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les cassiniennes planes el sphériques, les biquadratiques
gauches; ses résultats élégants, qu’il établissait toujours par
unc démonstration simple et ingénieuse, font nettement
ressortir les rapports qui lient entre elles ces questions diff¢-
rentes.

A coté de la Géométrie algébrique se développe la Géo-
métrie infinitésimale, & laquelle se rattache I'étude de la
courbure des lignes et des surfaces. Cette branche de la
Science doit aussi beaucoup & Laguerre. Il y a appliqué
tantodt les ressources du Calcul différentiel, tantot celles des
méthodes algébriques qu'il avait créées. Je citerai seulement
ses recherches sur les lignes géodésiques et sur la courbure
des surfaces anallagmatiques.

Le célebre théoréme de Poncelet est une interprétation
géométrique lumineuse de I'addition des arguments ellip-
tiques. Laguerre 'éclaircit encore, en approfondit les cas
particuliers, le rattache aux découvertes de Jacobi, enfin le
généralise et I'étend aux fonctions hyperelliptiques. Le théo-
reme d’addition de ces fonctions, si compliqué sous sa forme
algébrique, est remarquablement simple et élégant sous son
nouveau vétement géométrique.

Je ne puis que signaler en passant une ingénicuse exten-
sion du théoréme de Joachimstahl aux surfaces du second
ordre, et j’ai hiate d’arriver & un Mémoire trop peu connu
ct dont la portée philosophique est trés grande. Ce Mémoire,
qui a pour titre : « Sur les systémes linéaires », a été publié
en 1865 dans le Journal de I’Ecole Polytechnique.

Les substitutions linéaires ont acquis dans I’Analyse une
telle importance qu’il nous semble aujourd’hui difficile de

traiter une scule question sans qu'elles s’v introduisent.
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Laguerre devinait d¢ja, sans doute, P'avenir réservé a cette
théorie et il en développait en quelques pages tous les points
essentiels.

Mais il ne se bornait pas la. Depuis le commencement du
siecle, de grands efforts ont été faits pour généraliser le con-
cept de grandeur; des quantités réelles, on s’est élevé aux
quantités imaginaires, aux nombres complexes, aux idéavx,
aux quaternions, aux imaginaires de Gallois. Le domaine de
I’Analyse s’agrandissail ainsi sans cesse et de tous cOtés;
Laguerre s’éleve a un point de vue d’oti 'on peut embrasser
d’un coup d’eeil tous ces horizons. Toutes ces notions nou-
velles, et en particulier les quaternions, sont ramenées aux
substitutions linéaires. Pour faire comprendre la portée de
cette vue ingénieuse, qu'il me suffise de rappeler les beaux
travaux de M. Sylvester sur ce sujet.

Laguerre applique ces principes a la théorie des formes
quadratiques et a celle des fonctions abéliennes, et il re-
trouve ct compléte sur divers points les résultats de M. Her-
mite. Sans doute, il n’y a dans tout cela qu'une notation
nouvelle; mais qu’on ne s’y trompe pas : dans les Sciences
math¢matiques, une bonne notation a la méme importance
philosophique qu'une bonne classification dans les Sciences
naturelles. Le Mémoire que je cite en est d’ailleurs la meil-
leure preuve. Laguerre touche a toutes les branches de I’Ana-
lyse et force, pour ainsi dire, une multitude de faits sans
aucun lien apparent a se grouper suivant leurs affinités natu-
relles.

Depuis 1874, Laguerre faisait partie du Jury d’admission
i UEcole Polytechnique. Ces délicates fonctions ne pou-
vaient ¢tre confiées & un examinateur plus compétent ct plus
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scrupuleux. Ces juges si redoulés sont jugés a leur tour, et
quelquefois sévérement, par les candidats malheureux ou par
leurs professcurs. Jamais un condamné n’a protesté contre
un arrét de Laguerre. 1l savait mieux que personne distin-
guer le vrai savoir, quelquefois moins brillant, de cette éru-
dition superficielle due & une préparation habile. Aussi
quelle souffrance pour lui quand un candidat, dont il avait
deés I’abord deviné le mérite, se troublait dans la suite de
I’examen et restait au-dessous de lui-méme.

C’est & ce moment de sa vie que j'ai commencé a le con-
naitre et que j’ai pu apprécier, non seulement son rare talent
de géomeétre, mais sa conscience, sa droiture et sa grande
¢lévation morale. Je me rappellerai toujours avec reconnais-
sance la complaisance avec laquelle il mettait au service des
débutants loutes les ressources d’une érudition vaste et stire.

Ses nouvelles fonctions ne détournérent pas Laguerre de
ses recherches géométriques ; c’est a cette époque qu'il créa
la Géométrie de direction. Il est peu d’exemples qui fassent
mieux voir combien I'idée la plus simple peut devenir fé-
conde quand un esprit ingénieux et profond s’en empare. On
peut regarder une droite ou un cercle comme la trajectoire
d’un point mobile; mais ce point peut parcourir sa trajec-
toire dans deux sens opposés : c’est ce qui conduit & consi-
dérer une droite comme formée de deux semi-droites ct un
cercle comme formé de deux cycles. De ce point de vue, les
autres courbes se répartissent en deux classes : les courbes
de direction qui sont susceptibles de se décomposer analy-
tiquement, comme la droite, en deux trajectoires parcourues
en sens contraire, ct celles pour lesquelles une semblable

décomposition est impossible.
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Le parti que Laguerre a su lirer de cetle distinclion
montre qu’elle n’est nullement arbitraire. Elle I'a conduit
en particulier & une transformation géométrique nouvelle
qui promet de n’¢tre pas moins utile que les transformations
déja connucs.

Pour résoudre un probléme nouveau, nous cherchons tou-
jours & le simplifier par une série de transformations; mais
cette simplification a un terme, car il y a dans tout probléme
quelque chose d’essentiel, pour ainsi dire, que loute trans-
formation est impuissante & modifier. De la I'importance de
la notion générale d'invariant que I'on doit rencontrer dans
toute question de Mathématiques; elle devait s’introduire
nécessairement dans la théorie des équations différentielles
linéaires et fournir le moyen d’amener ces équations, par des
opérations convenables, au plus haut degré possible de sim-
plicité.

Cette idée est due aussi a Laguerre, et M. Ilalphen a
montré combien elle était féconde en développant a ce point
de vue nouveau sa théorie des invariants différentiels.

Jarrive a la partie la plus remarquable de I'ccuvre de
Laguerre, je veux parler de ses travaux sur les équations
algébriques. Le théoréme de Sturm permettait déja une dis-
cussion compléte; la méthode de Newton donnait une
approximation rapide et indéfinie. La question semblait donc
¢puisée. Mais ce n’était pas la premiére fois que Laguerre,
abordant un champ ot les esprits superficiels ne croyaient
plus avoir rien a glaner, en rapportait une moisson nouvelle.

La méthode de Sturm, il faut bien le reconnaitre, a été
plus admirée qu’appliquée. Pour obtenir le nombre des

racines réelles d’une équation, on préfere généralement em-
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ployer des moyens détournés propres a chaque cas parti-
culier; on ne pouvait donc trouver de nouveau qu'en dehors
du cas général.

La démonstration classique de la régle des signes de Des-
cartes est d’'une grande simplicité; Laguerre en a trouvé une
plus simple encore. Ce n’etit été la qu'un avantage secon-
daire, mais la démonstration nouvelle s’applique non seule-
ment aux polyndmes entiers, mais encore aux séries infinies.
Ainsi transformé, le théoréme de Descartes devient un in-
strument d'une flexibilité merveilleuse ; manié par Laguerre,
il le conduit 4 des régles élégantes, bien plus simples que
celles de Sturm et s’appliquant a des classes trés ¢tendues
d’équations. Une d’elles, qui, & vrai dire, est aussi compli-
quée que celle de Sturm, a le méme degré de généralité.
Laguerre ne s’y arréte pas d’ailleurs, attiré plutdt vers les
cas particuliers simples par son instinct scientifique.

La méthode de Newton consiste 4 remplacer I'équation a
résoudre par une équation du premier degré qui en dif-
fere trés peu; Laguerre la remplace par une équation du
deuxiéme degré qui en différe moins encore. L’approxima-
tion est plus rapide; de plus, la méthode n’est jamais en
défaut, au moins quand toutes les racines sont réelles. Le
procédé nouveau est surtout avantageux quand le premier
membre de I’équation est un de ces polynémes qui satisfont
& une équation différentielle linéaire et dont le role analy-
tique est si important. Je ne puis non plus passer sous silence
une méthode ingénieuse pour séparer et calculer les racines
imaginaires, mais dont Laguerre n’a pas eu le temps de tirer
toutes les conséquences.

Quelles sont, parmi ces propriétés, celles qui s’¢tendent aux
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équations transcendantes? Laguerre s’en préoccupe et esl
ainsi amen¢ a approfondir la classification en genres des
transcendantes entiéres; personne ne s’est avancé aussi loin
que lui dans cette théorie, 'une des plus difficiles de I’Ana-
lyse.

L’étude des fractions continues algébriques nous per-
mettra sans doute un jour de représenter les fonctions par
des développements beaucoup plus convergents que les séries
de puissances; mais peu de géométres ont osé s’aventurer
dans ce domaine inconnu qui nous réserve bien des sur-
prises; Laguerrc y fut conduit par ses recherches sur les
polyndmes qui satisfont a une équation différentielle linéaire.
De tous les résultats qu’il obtint, je n’en veux citer qu’un,
parce que c’est le plus surprenant et le plus suggestif. D’une
série divergente, on peut déduire une fraction continue con-
vergente : c’est 1a un nouveau mode d’emploi légitime des
séries divergentes qui est sans doute destiné a un grand
avenir.

Tel est ce vaste ensemble de travaux algébriques ct analy-
tiques ou Laguerre a su, chose rare, s’¢lever aux apercus
généraux sans jamais perdre de vue les applications particu-
licres et méme numériques.

Je m’arréte dans cette longue énumeération de décou-
vertes; je n'ai pu étre court, et je n’ai pas méme l'excuse
d’avoir ¢té complet, puisque je n’ai signalé ni les applications
de la méthode de Monge ni celles du principe du dernier
multiplicateur; mais la prodigicuse fécondité de Laguerre
rendait ma tache difficile.

Sl ¢tail vral qu’on ne plt rencontrer la gloire sans la

chercher, Laguerre serait resté toujours ignoré ; mais, heureu-
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sement, ses beaux travaux lui avaient attiré l'estime et
bientdt 'admiration des juges les plus compétents, et il ne
devait pas attendre cn vain qu’on lui rendit justice. L'Institut
lui ouvrit ses portes le 11 mai 1883; peu de temps apres,
M. Bertrand lui confiait la suppléance de la chaire de Phy-
sique mathématique au College de France.

I1 est triste de penser que Laguerre ne put jouir que pen-
dant peu de temps de cette double et légitime récompense.
Il cut encore le temps, cependant, dans les quelques Legons
qu'il fit au College de France, d’exposer sous un jour tout
nouveau cette belle théorie de Pattraction des ellipsoides,
qu'il avait complétée par ses travaux personnels. Il siégea &
peine & 'Académie des Sciences. Les examens d’entrée a
I'Ecole Polytechnique ’en éloignérent d’abord, puis la ma-
ladie 'obligea a quitter toutes ses occupations.

Sa santé, qui avait toujours été délicate, usée par un tra-
vail incessant et opinidtre, était irrémédiablement perdue.
Malgré les soins picux dont Laguerre ¢lait entouré, le mal
fit pendant six mois de continuels progrés. 1l mourut, le
14 aotit 1886, dans sa ville natale, & Bar-le-Duc.

Il sera regretté¢ non seulement de ses amis, mais de tous
les hommes qui s'intéressent a la Science et qui savent com-

bien de secrets il a emportés dans la tombe.

. PoiNcare.
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SUR LA

THEORIE DES EQUATIONS NUMERIQUES.

Journal de Matheématiques pures et appliquces, 3° série, t. IX; 1883,

I. — REGLE DES SIGNES DE DESCARTES.

1. La reégle des signes de Descartes consiste dans les deux pro-
5 <) |
POSI[IOHS suivantes :

F(z) désignant un polynéme ordonné suivant les puissances
de x, le nombre des racines positives de U’équation ¥ (z)= o
est au plus égal aw nombre des variations du polyndme F(z).

Si le nombre des ‘racines positives est inféricur au nombre
des variations du polyndme, la différence est un nombre paur.

Pour établir la premiére proposition, je démontrerai que, si elle
est vraie quand le polyndme qui forme le premier membre de 1’¢-
quation présente (/7 — 1) variations, elle est également vraie quand
ce polyndéme présente m variations. La proposition sera, par suite,
établie dans toute sa généralité, puisqu’elle a lieu évidemment
dans le cas ou tous les termes du polyndme sont de méme signe.

Soit donc

F(z)=Axr—+...+Ma"+ Nzs+...+ Rav

un polynéme ordonné suivant les puissances croissantes ou dé-
croissantes de x et présentant m variations. L'équation

F(z)xr—2=o,

ol o désigne un nombre réel arbitraire, a les mémes racines posi-
tives que I'équation

) F(z)=o.
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et la fonclion qui constitue son premicr membre demeure finie et
continue, quand z croit indéfiniment & partir d’un nombre po-
sitif ¢ aussi petit qu’on le veut. On peut donc appliquer fe théo-
réme de Rolle entre les limites o et =4 %, et’on voit que le nombre
des racines de I'équation (1) est au plus supérieur d’une unité au
nombre des racines de I'équation &~ [z F/(z) — o F(z)] = o,
ou encore de I'équation o

(2) xF(z)—aF(z)=o0.
Les coefficients de cette équation sout respectivement
Alp—a), ..., M(r—a), N(s—ua), ..., R(u—a).

Le polynome I'(z) présentant m variations, supposons que M
et N soient de signes contraires, et choisissons le nombre arbitraire
o de telle sorte qu'il se trouve compris entre les nombres 7 et s (*);
on voit que, dans la suite précédente, les coefficients numériques
des quantités A, ..., M et ceux des quantités N, ..., R sont de
signes contraires.

Le premier membre de I’équation (2) présente donc autant de
variations que la suite

A, ..., M, —N, .... —R,

c’est-d-dire (m — 1) variations; il en résulte que cette équation a
au plus (m — 1) racines positives ct Péquation (1) au plus m ra-
cines positives. La proposition I est donc complétement établie.

Pour démontrer la proposition 11, il suflit, comme on sait, de
remarquer que le nombre des racines positives de I'équation (1) et
le nombre des variations du polynéme I' () sont toujours de méme
parité.

2. La démonstration précédente ne suppose en aucune facon
que les exposants p, ..., r, s, ..., «soient des nombres entiers;
ils peuvent étre fractionnaires ou méme incommensurables.

(*) On pourrait prendre plus simplement « égal & r ou & s; mais, dans quel-
ques applications des considérations précédentes, il est utile de ponvoir, entre
certaines limites, disposer de la valeur de a.
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Ainsi I .
Ainsi Péquation

1 1
xd3— 223 4+~ 27 —1=o0,

présentant trois variations, a au plus trois racines positives; il est
clair, du reste, qu’elle ne peut avoir de racine négative. '

On peut supposer également que I'(z) soit une série ordonnée
suivant les puissances croissantes de z. Si elle est convergente
pour toutes les valeurs positives de z plus petites qu’un nombre
donné a, en cessant d’étre convergente pour x = «, il résulte de
la démonstration précédente que le nombre des valeurs positives
de x, pour lesquelles la série ¥ (x) est convergente et a pour va-
leur zéro, est aw plus égal aw nombre des variations de la série.

De plus, si le nombre des valeurs de x qui jouissent de cette
propriété est inférieur au nombre des variations de la série, la
différence est un nombre pair.

En effet, le nombre des variations des termes de la série étant
supposé fini (ce qu’il faut nécessairement supposer pour pouvoir
appliquer le théoréme précédent), IF(x) est égal a un polyndéme
@ (x) suivi d'un nombre indéfini de termes ayant tous le, signe du
dernier terme de @ (). Pour z = o, la série a le signe du premier
terme de ® (). Quand 2 tend vers la valeur de @, ®(x) tend vers
une valeur finie; fes termes complémentaires, qui sont en nombre
infini, ont tous le signe du dernier terme de ®(x), et leur valeur
absolue va en croissant indéfiniment, puisque la série est diver-
genle pour x = «.

Donc, quand « s’approche indéfiniment de @, la série de ®@(x)
croit indéfiniment en valeur absolue en gardantle signe du dernier
terme ®(2); le nombre des variations de la série et le nombre des
racines considérées sont par suite de méme parité, d’ot résulte
immédiatement la proposition susénoncée.

Des considérations toutes semblables s’appliquent au cas ot
F(x) est une séric ordonnée suivant les puissances décroissantes
de @, et encore & celui ot F(z) est une série procédant a la fois
suivant les puissances croissantes et suivantles puissances décrois-
santes de la variable.

3. Soit

(3) L fry=Agxm-- Ajarmn=la- Agrm=2-, - N2+ Ay
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un polynome entier du degré m; je considérerai la suite des poly-
ndmes

fm(‘z’) = Ay,

Sm—1(x) = Ajx + Ay,

Smea (@) = Ao+ Ay + A,

./1(.1') = Agzm—1+ A1$}'l+2ﬁ~. .. Alll—l
Slx) =Agem +—Ajem—Lla 4+ A, 2+ Ay,

dont le dernier est précisément le polyndme donné.

Les valeurs que prennent ces polyndmes, pour une valeur
donnée de la variable égale a a, se calculent facilement par voie
récurrente; on a, en effet, la relation bien connue

Jila)=a fir(a)+ A,y

et les quantités fn.(a), fn_i(a), ..., fi(a), f(a) se rencontrent
d’elles-mémes quand on veut obtenir le résultat de la substitution

de « dans f(x).

Cela pose, on peut €noncer la proposition suivante :

St a-est un nombre positif, le nombre des variations des
termes de la suite

Snl@)y Fuer(@) Fuoa(@) e fila) fla)

est aw moins égal au nombre des racines de ’équation f(x) = o
qui sont supérieurs a a, et, s'tl est plus grand, la différence de
ces deux nombres est un nombre pair.

Pour la démontrer, je consideére I'identité

LE) — fo(@)amt s fus(@yon=s .+ fi(a) +

S(a)
£ —a’

pour des valeurs de x supérieures & «, le second membre est déve-
loppable en une série convergente procédant suivant les puissances

décroissantes de .z, et 'on a

JS(@)

X —a

— fm (a>wm—1 +fm—1(@)‘z'mﬁ2 —+. ..

Sla) | afla) arf(a)
x ) - 23 T e e s

22

= S1la) -



SUR LA THEORIE DES EQUATIONS NUMERIQUES. 7

Le nombre des valeurs de &, pour lesquelles la série est conver-
gente et a pour valeur zéro, est précisément le nombre des racines
de I'équation f(2) = o qui sont plus grandes que @3 ce nombre,
en vertu de la proposition fondamentale que j’ai démontrée plus
haut, est au plus égal au nombre des variations dusecond membre,
lequel se réduit évidemment au nombre des variations des termes

de la suite
,/.Nl(a% .fm—i(a)a fm-z(a): f’l(a')-, .f(a):

d’ou résulte le théoréme énoncé précédemment.
Comme application, je considérerai I'équation

J(x) = a’%— 323+ 22— 82 —10 = 0.

Elle n’a pas de racines négatives; en calculant successivement
le résultat de la substitution dans le premier membre des nombres
1, 2 et 3, on forme le Tableau suivant :

R fs (). falx). Jalrw). Sitx). flx).
-1 1 —2 — 1 — 9 — I9
-+ 1 -1 -+ 3 — 2 — 14
-3 1 -+6 --19 19 —+137

Tous les nombre relatifs & + 3 étant positifs, on en conclut
d’abord qu’il n’y a aucune racine de 'équation qui soit supérieure
& + 3; de plus, les nombres relatifs & -+ 2 présentant une seule
variation, on est certain qu'il y a une racine comprise entre + 2
et + 3 et quiil n’y en a qu’une. D’ailleurs, les nombres relatifs a
-+ 1 ne présentant non plus qu’une variation, on en conclut qu’il
n’y a qu’une racine supérieure - 1 : ¢’est précisément celle que

. . . B . I
nous avons séparée ; si enfin on considére la transformation en -,

1078 +4- 8t — a3+ 322 —1=o0,

la substitution de +1 donne la suite de nombres 4-10, 18,
+17, 420, + 19, qui ne présente aucune variation. L’équation
n’a donc aucanc racine inférieure & + 1 el, par suite, a unc seule
racine posilive comprise entre —+ 2 el -+ 3.

4. La proposition précédente peut encore s’énoncer d’une aulre
facon.
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Le nombre @ ¢étant positif, il est clair que les quantités
Aoaln’ Ao am -+ Al am—-l’ A() am -+ Ajam—1 A2 am—2,

ont respectivement les mémes signes que les quantités f,(a),
Smei(@), fru_2(a),...5 nous pouvons donc dire que le nombre
des racines de I'équation f(x) = o est au plus égal au nombre des
variations des termes de la suite

Apam, Ajamn—+Ajam—t, ... Ajam+ Ajam—t+4. .+ Apga-+ Ay

En général, P+ Q 4+ R + S +... désignant une suite quel-
conque de termes, jappellerai nombre des alternances de cetie
surte le nombre des variations de la suite

P, P+Q, P+Q-+R, P4+Q-+R+S5,

k3

Cette définition étant posée, le théoréme précédent peut s'é¢-
noncer de la facon suivante :

Soit le polyndme
F(z)=Az*+ BB+ Ca¥+...+ La},

ot le second membre est ordonné suivant les puissances dé-
croissantes de z, le nombre des racines de U'équation ¥ (z) = o,
qui sont supéricures aw nombre positif a, est au plus égal au
nombre des alternances de la suite

Aa*+BaB+ Ca¥—+...+ Lak,

et si ces deux nombres différent, leur différence est un nombre
pair.

La démonstration que j’ai donnée de ce théoréme suppose évi-
demment que les nombres «, B3, v, ... sont entiers et positifs,
mais il est facile de voir que cetle restriction estinutile.

En premier lieu, si quelques-uns étaient négatifs, en multi-
pliant F'(#) par une puissance de x convenablement choisie (ce
qui n’altére pas le nombre des racines positives de I'équation), on
pourrait rendre tous ces exposants positifs.

En second licu, si quelques-uns des nombres «, 3,7, ... ¢taient
fractionnaires, on pourrait les rendre cntiers en changeant x en
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z®, w étant le plus petit commun multiple des dénominatears
des nombres 2, 8, v, .... Laproposition a donc lieu, méme quand
les exposants sont négatifs ou fractionnaires, et, par un raisonne-
ment connu, on en déduit qu’elle subsiste encore lorsque les ex-
posants sont incommensurables.

Rien n’empéche méme de supposer que le nombre des termes
de la fonction F(z) soit illimité, pourvu que la série composée de
ses termes soit convergente pour xz = a.

6. On peut chercher une limite du nombre des racines posi-

2

tives d'une équation f(z)= o qui sont inférieures & un nombre

Sf(z)

a—x
valeurs de = comprises entre zéro et @, est développable en une
série procédant suivant les puissances croissantes de la variable.

hositif @, en considérant 'expression
I ) p

qui, pour toutes les

La marche & suivre est exactement celle que j’ai suivie précédem-
ment et, sans m’arréter aux détails de la démonstration, j’énon-
cerai de suite la proposition fondamentale suivante :

Etant donné le polyndme
F(z)= Az%*+ BB+ Co¥ +...+ La?,

owt le second membre est ordonné suivant les puissances crois-
santes de x et o d’'ailleurs les exposants sont des quantités
réelles quelconques, positives ou négatives, commensurables ou
incommensurables, le nombre des racines positives de ’équa-
tion ¥ (x) = o qui sont inféricures & un nombre positif donné
a est au plus égal au nombre des alternances de la suite

Aa*4+BaB+ Ca¥—+...+ La},

et, st ces deux nombres différent, leur différence est un nombre
pair ().

(') Le cas ou F(z) est ordonné suivant les puissances décroissantes de @
donne également lieu a la proposition suivante :

Le nombre des racines positives de Uéquation F(x) = o qui sont supérieures
a lunite est aw plus égal auw nombre des alternances de la suite

A+B+C+... 1,

el, si ces deux nombres différent, leur difference est un nombre pair.
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Cette proposition subsiste quand le nombre des termes de I (z)
estillimité, pourvu que la séric composée de ces termes soit con-
vergente pour £ = «; le nombre de ces variations sera du reste
évidemment fini, si la série tend, pour x = «, vers une limite dif-
{érente de zéro.

Je mentionnerai, comme cas particulier et a cause de son im-
portance dans les applications, le corollaire suivant :

Le nombre des racines de Uéquation F(x)=o qui sont
comprises entre o et -1 est au plus égal au nombre des al-
ternances de la suite

A+BaCoo L,

et, st ces deux nombres différent, leur différence est un nombre
pair.

6. Soit f(x) un polyndme entier et posons
F(2)=f(ato)=fla)+ fa)+ o flla) ...,

I désignant un nombre positif, il résulte de ce qui précede que le
nombre des racines de P'équation F(z)= o0 qui sont comprises
enlre o et A, ou, en d’autres termes, le nombre des racines de
Péquation f(z)=o0 qui sont comprises enlre « et a -+ /1, esl
au plus égal au nombre des alternances de 'expression

ﬂM+@Nm+?jM@+“”
En posant

Fz)=f(a—z)=f(a) o f'(a)+ 2= f/(a)+...,

on verrait de méme que, /2 étant une quantité positive, le nombre
des racines de 'équation f(x)==o, qui sont comprises entre @ el
@ — h, est au plus égal au nombre des alternances de la suite

élj”(a)%—..“

flay—h f'(a)+

I
On peut donc énoncer cetle proposition :

J(z) étant un polyndme entier, a et h deuxr nombres quel-
conques posilifs ou négatifs, le nombre des racines de l'équa-
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tion f(x)=o0 qui sont comprises entre a et a -+ h est au plus
égal aw nombre des alternances de la suite

fla)+nh f(a)+ %f”(a)—i—...,

et, st ces deux nombres différent, leur différence est un nombre
pair.

Remarque. — Considérons les diverses quantités
. . ’ h2
Jla), Jla)=hf'a), fla)+hf(a)+ = (@), ...

dont la derniére est précisément f(a -+ /L), ct soient respective-
ment P et Q la plus petite et la plus grande d’entre elles; toutes
les expressions

Sl@) =P, flay—Phfla), fla)—P+hf(a) 10 fay, ...

seront positives; il en résulte, si 'on pose f(x) — P =9(x), que
la suite

o(a)+ho(a)-+ {%9”(a)+. .

ne présente pas d’alternance. L'équation f(z) — P =0 n’a donc
aucune racine comprise enlre @ et « + 2 ; on prouverait également
qu’il en est de méme de I'équation f(z)— Q = o; d’o cette con-
clusion importante :

Lorsque x varie depuis x — a jusqu’'a x = a + h, la valeur
du polynéme f(x) demeure constamment comprise entre les
nombres P et Q.

7. Le théoréme précédentn’est qu’un cas particulier d’une pro-
position plus générale, qu’il est facile d’établir directement et que
Pon peut énoncer de la facon suivante :

S () désignant un polynéme entier du degré n, soient w un
nombre arbitraire, « et b deux nombres quelconques ne com-
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prenant pasentre eux le nombre w; cela posé, st l'on désigne
par N le nombre des alternances que présente la suile

(m—af‘)

(1) Sy + (=) /(@) + = )+ ),
quand on y remplace x par a, et par V' le nombre des alter-
nances de cette suite quand on y remplace x par b, le nombre
des racines de Uéquation [(x)=o0 comprises entre a et b est
au plus égal a la valeur absolue de la différence V.—V'. Si
les nombres a et b comprennent v, le nombre des racines com-
prises entre a et b est au plus égal a la somme NV +V'; dans
les deux cas, la différence des deux nombres, si elle existe, est
wun nombre pair.

Pour établir cette proposition, je remarquerai qu'cn posant,
pour abréger,

= /(@),
Ui )+ (0= )/ ),

le nombre des alternances de L1 suite (1), pour une valeur donnée

de z, estle nombre des variations des termes de la suite Uy, Uy, ...,

Ui, U, Ui, .., Uy, dont la dernicre est la constante f(w).

En supposant, pour fixer les idées, @ << b << w, examinons com-

ment peut se modifier ce nombre de variations, quand x croit
d’une facon continue depuis z == a jusqu’a x = 0.

Soit une fonction intermédiaire U;, qui s’annule pour une va-
leur o de & comprise entre ¢ et b; le nombre des variations de Ia
suite ne peut changer si U;_; et Uz, sont de signes contraires.

Or on a dévidemment

i+1
Ui (2) = ——

quantité qui a le méme signe que (). Un calcul facile donne
d’ailleurs

Upa) = 2 piv o,
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Lot Pon voit que Uj(z) et Uy (2) sont de méme signe. Si donc
Ul: (o) et Uy (=) sont positils, Uj(2) est également posmf cl

(x), étant croissant pour x = 2, passe du neoatlfau positif, ce
qui fait perdre deux variations a la suite considérée. Si, au con-
traire, U;_, (=) et Uiy, (2) sont négatifs, U;(xr) passe du positif au
négalif, ce qui fait perdre également deux variations. Il ne peut
donc y avoir que des variations perdues, et en nombre pair, si
I'une des fonctions intermédiaires s’annule quand x varie depuis
z = ajusqu'a x == b.

Quand la fonction U, = f(z) s’annule, on voit qu’il y a Lou-
jours une variation perdue; la proposition est donc démontrée
dans le cas ot @ et b sont tous deux inférieurs & w, et une démon-
stration entiérement semblable & la précédente s'établira facile-
ment dans les autres cas.

Remarque 1. — Si le nombre arbitraire o est supposé infini-
ment grand et positif, les fonctions Uy, Uy, U,, ... ont respective-
ment les mémes signes que les fonctions f(z), f'(x), f'(z),
et 'on retrouve ainsi le théoréme de Budan.

veey

Remargue II. — Le nombre o étant une limite supéricure des
racines de I’équation, la proposition précédente donne le nombre
exact des racines de ’équation lorsque toules les racines sont
véelles et que les nombres @ et b sont inférieurs & w. La méme
chose a licu, toutes les racines de I'équation étant réelles, lorsque
w est une limite inférieure des racines et que « et b sont supé-
rieurs a .

8. La méthode que j’ai employée ci-dessus, pour obtenir une
limite dunombre des racines de I'équation f(z ) = o, qui sont su-
périeures & un nombre positif ¢, repose sur la remarque suivante,

@)

a savoir que l’équation . =0 aces mémes racines et que le

f()

développement de suivant les puissances décroissantes de x

est convergent pour toutes les valeurs de z superleures aa.
: . . . ,
Il est clair que jaurais pu faire également usage du développe-
J(z)
(z—a)r

arbitraire, et il est méme facile de prouver que 'on obtiendrait

ment de 'expression » ot p désigne un nombre entier
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ainsi, en général, une limite plus approchée. En désignant, en effet,
par ®(z) une série procédant suivant les puissances entiéres (crois-
santes ou décroissantes) de z, on démontrera aisément que, o dé-
signant un nombre positif’ quelconque, I'expression ®(z)(z — a)
(laquelle est généralement une série, mais qui peut accidentelle-
ment se réduire a un polyndme entier) présente au moins autant
de variations que la série ®(z); la démonstration est entiére-
ment semblable a celle du lemme de Segner, sur lequel repose la
démonstration que ce géoméetre a donnée de la régle des signes de
Descartes.

Il en résulte réciproquement que, I'(z) désignant un polyndéme
entier ou une série procédant suivant les puissances entiéres (crois-
santes ou décroissantes de z) ct o désignant une quantité quel-
F(x)

r — o

conque positive, le développement de 'expression présente,

au plus, autant de variations que le développement de I'(2); on
peut ajouter que, si les nombres de ces variations sont différents,
leur différence est un nombre pair.

La méme chose a évidemment liea st 'on considére 'expres-
F(x)
¢(#)
décomposable en facteurs de la forme 2 — 2, « étant réel et po-
sitif.

Ayant fait cette remarque importante, je considére I'expression

JS(@)

(x —a)r
sitif et p un nombre entier arbitraire.

sion plus générale » ot o(2) est un polynéme quelconque

» ol f(z) désigne un polyndéme entier, @ un nombre po-

Soient  le nombre des racines de I'équation f(x) = o, qui sont
supérieures & @, et V le nombre des variations que présente le
développement de I'expression précédente, suivant les puissances
décroissantes de z; il résulte, des propositions énoncées ci-dessus,
que 7 est au plus égal a V (leur différence, s’il y en a une, étant
d’ailleurs un nombre pair); le nombre V ne peut que diminuer
quand le nombre entier p augmente : il ne peut pas d’ailleurs dimi-
nuer au-dessous d'une certaine limite, puisqu’il doit étre toujours
supériear a n.

Le point essentiel dans cette méthode, pour en déduire le
nombre n avec le plus d’approximation possible, serait de déter-
miner exactement cette limite du nombre V, lorsque p grandit
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indéfiniment; mais cette recherche parait présenter de grandes
difficultés.

Je ferai, de préférence, usage de la proposition suivante :

v . . x g .
St Uon met la fraction (}f—i;—)p sous la forme suivante :
Azt Brbo. Lo | S B A
r—a (r—a)? (z — a)p

ot les exposants %, 3, ..., hvont en décroissant (h pouvant étre
négatif), ce qui d’ailleurs peut se faire d’une infinité de ma-
nieres, le nombre des racines de équation f(x)=o qui sont
supérieures aw nombre positef a est au plus égal au nombre
des variations des termes de la suite

A, B, ..., Ly 2 B, ... f

et, st ces deux nombres différent, leur différence est un nombre

pair. .

Sotent, en effet, n le nombre des racines de 'équation proposée

qui sont supérieures a @, ct V le nombre de variations que pré-
S(z)

sente le développement de — suivant les puissances décrois-

(x —a)r
santes de x, on a, comme je I'ai démontré,
n=V.
Désignons maintenant par V,, lenombre des variations de la suite
A, B, ..., LA

et par V, le nombre des variations que présente le développement
en série de I'expression
K[ B £

1 } - ot —
() ac—a_'_(.z'——a)? (x—a)r’

on aura évidemment
V=V,+V,.

11 résulte de ce qui précede que Vi est au plus égal au nombre
des variations que présente le développement du produit par
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(z — a) de Pexpression (1), ¢’est-a-dire au nombre des variations
du développement de
# ¢
3&4-—-:—-——‘+.,.»‘;———£ ;

r—a (x —a)? (2 =~ a)P—1
en désignant par V(A, ;3) lec nombre des variations que pré-
sentent les deux quantités A et D (nombre qui est d’ailleurs zéro
ou 'unité), par V, le nombre des variations que présente le déve-
loppement de I'expression

B (08 E)

—

t — ..
xr—a (z —a)? (ac——a)l’—l’

on aura donc

VIZV(R, B) -V,
ct, de méme,

Va2 V(B €) -V,

V, désignant le nombre des variations que présente le développe-
ment de 'expression

€ ful £

' I .

7 ——. ..t i
r—a (x —a)? (r —a)p—2’

d’ott 'on déduira sans peine
VLSV B) £ V(B €) ... V(& 1),
¢t de 1d résulte immédiatement la proposition énoncée.

9. L’application du théoreme précédent se fait de la facon la
plus simple dans le cas ot @ est égal a I'anité, cas auquel se ra-
meéne aisément le cas général par un changement de variable, el
en faisant usage d’un algorithme qui a déja été emplové par Horner
et par Budan.

Cet algorithme consiste a former successivement, et par voie ré-

currente, les différents coefficients des développements de Sl

x—1
ACIEAC))

(@ —1)2 (x—1)3
“Soit, pour fixer les idées,

» -+ suivant les puissances décroissantes de z.

J(2) = 225 = ag &% == Ay X3 - A3 X2+ A, X A Ay
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on écrira d'abord (Tableau A) les coefficients de cette équation
(les coelficients des puissances qui manquent étant remplacés par
des zéros), en les faisant suivre d’une suite indéfinie de zéros.
Au-dessous, dans une premiére ligne horizontale, on écrira une
suite de nombres a@,, «,, @,, ..., dont le premier est a,, chacun
des suivants étant formé en additionnant e terme précédent avec le
terme de la suite précédente qui se trouve dans la méme colonne
verticale, en sorte que @, = o~ %y, @y== @~ %, ...; ON VOIL
ainsi qu’a partir du terme «, les termes suivants a;, g, @, ...
sont tous égaux entre eux. Les nombres ainsi obtenus sont, comme

il est facile de le voir, les coeflicients du développement de 5(_%)[

suivant les puissances décroissantes de .

Au-dessous, dans une deuxiéme ligne horizontale, on écrira une
suite de nombres by, b\, ba, ... déduits des nombres a4, a,, a., ...
comme ceux-cil'ont été de oy, %y, #,, ..., en sorte que

by = a,, by = by ay. by = b+ a,,

ces divers nombres sont les coefficients du développement de

/() . . o
m suivant les puissances décroissantes de z.

En poursuivant et observant la méme loi, on formera une suite
de lignes horizontales

cy ¢ €y cy oy
([0 (ll d-z (13 d,

ey €1 €y €3 e,

dont les divers termes donneront les coefficients des développe-
S(z) S(z) S (=)
(& —10p° (w—1)"" (x—1)p
croissantes de x.

ments

» +-+» sutvant les puissances dé-

S1, en particulier, on considére les nombres «;, b,, ¢;, d.,
ey, fo, il est aisé de voir qu’a des facteurs numériques preés po-
sitifs, ils sont égaux a f(1), f'(1), f'(1), f" (1), /7" (1), /(1) est
dans le but de former ces nombres d’une facon commode et rapide
que Budan faisait usage du Tableau précédent, et il résulte de son
théoréme que le nombre des variations, présenté par la suite de
ces termes, donne une limite supérieure du nombre des racines

2
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de I'équation qui sout supérieures a 'unité. Mais on peut faire
usage de ce Tableau d’'une maniére souvent plus avantageuse.

TABLEAU A.

a, a, a, o, o, a, 0 0 0
a, ay s a; a, as g ay ag
by by by by b, b b b:  bs

Cop «o C1 oo Cy +. C3 Cy Cy Cg Cr Cg cee
dy .. dy .. dy .. dsy .. d, d; d d4 dy
€y (2} €y €3 €y €y €g €1 €g o

Jo oo Sron oo fs fo S s fi s
o &1 &2 &3 0 & & &1 &8s

En se reportant, en effet, a la facon dont a été construit ce
Tableau, on voit sans peine que l'on a les identités suivantes :

f(.Z‘) _ 9 C3 ba az
————<x_l)3—-00x —'_C1x+02+x—l+(.T—I)2+(.Z‘—-I)3,
‘f(z') do d3 dg,

Al =dyx+d — + = A+
(x—1)* oA z2 2w —1)
Cy bs an

22 (x —1)2 + 2 (@ — 13 | x(@x— 1)+’

+

d’our résulte, en vertu du théoréme énoncé ci-dessus, que le nombre
des racines de I'équation f(x) = o, qui sont supérieures a 'unité,
est au plus égal au nombre des variations que présente chacune

des deux suites
co, €1, Cay, €3 by, a;
et
dl)y diy (127 dv‘h d-’w Csy b67 aq

D’une fagon générale, sil’on convient d’appeler diagonale prin-
cipale la diagonale qui renferme les nombres a;, b, ¢;, d., e,
JSo et qui donne (a des facteurs numériques prés positifs) les va-
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leurs de f(x) el de ses dérivées pour x ==1, on peut énoncer la
proposition suivante :

Itant formé le Tableau A, si on suit une ligne horizontale
quelconque jusqi'a ce que on atteigne ow que U'on dépasse le
terme correspondant de la diagonale principale et qu’ensuite
on parcoure le Tableau obliquement et parallélement « cette
diagonale jusqu’a la premiére ligne horizontale, le nombre
des racines de Uéquation f(x)=o, qui sont supérieures a
Punité, est an plus égal au nombre des variations que présen-
tent les termes du Tableaw que 'on a rencontrés successive-
ment pendant ce parcours; et, st ces dewx nombres différent,
leur différence est un nombre pair.

in se reportant au Tableau A, on voit ainsi que le nombre des
racines positives supéricures a 'unité est au plus égal au nombre
des variations que présentent les termes de la suite

fu, flv fz: fsh e, ds, c5 br o asg.

10. Quelques exemples ne seront pas inutiles pour éclaircir ce
qui précede.

LExemple 1. — Soit I'équation x* — fx + 6 = 0; pour avoir
une limite du nombre des racines supéricures & 'unité, on for-
mera le Tableau suivant :

[ o —j 6 ¢
[ I —3 3 3
i 2 I 2

I .. 3 ..2

La diagonale principale donne les termes 1, 3, — 1, 3, qui pré-
sentent deux variations; 'application du théoréme de Budan in-
diquerait donc la possibilité de deux racines.

Mais la suite 1, 3, 2, 2, 3, formée en suivant la troisieme ligne
horizontale jusqu’au terme + 2 et en remontant parallélement i la
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diagonale, n’offre aucune variation; I’équation n’a donc aucune
racine supérieure a I'unité.

Pour voir si elle a des racines inférieures & I'unité, considérons
?

. 1
la transformée en —
63— fjart+1=0;

on formera le Tableau suivant

qui montre immédiatement que l'équation proposée n’a pas de
racines positives; application de la régle dessignes de Descartes
a la transformée en — 2 fait voir d’ailleurs qu’elle a une seule

racine négative.
Exemple 11. — Soit I'équation
2 — 53 4-1902 — 150 + 9= 0,

qui n’a évidemment aucune racine négative. Pour avoir une limite
du nombre des racines supérieures a 'unité, nous formerous le

Tableau suivant :

1 —5 12 —1d g o
I —A4 s —7 2% 2
1 —3 5 —o o) ‘
11— 3 T .

I —1 2

I ..0

Les termes de la diagonale principale 1, —1, 3, — 2, 2 offrent
ici qualre variations, et par suile Vapplication du théoréme de
Budan permet de croire a existence de qualre racines; mais, la
suite 1, 0, 2, I, 0, » ne présentant aucune varialion, on en conclut

que I'équation n'a aucunc racine supérieure i 'unité.
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Pour rechercher les racines inférieures a 'unité, je considére la
’ T
transformée en 2
9rt— 15X - 1222 —5x +1=0,

qui donne le Tableau suivant :

Comme la suite g, 3, 9, 10, 2 n'a pas de variations, on voit que
I’équation dennée n'a pas de racine positive inférieure a I'unité;
toutes ses racines sont donc imaginaires.

Exemple 111. — Soit P'équation z* — 3 2%+ g — g = o, la
transformée en — x,
r*+ 3 —9gxr —9 =o,
montre immédiatement qu’elle a une seule racine négative. Pour

avoir une limite du nombre des racines positives supérieures a
I'unité, je forme le Tableau suivant :

I —3 0 9 —9

1 —2 —2 7 —2 —2 —2 —2 —O
1 —1 —3 4 2 o —2 —1

1 o —3 1 3 3 I

1 1T —2 —1 ) 5 .

T 2 0 —I 1

T .. 3 3 2 .

Les termes de la diagonale principale présentent trois variations,
mais, la suite
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n'en présentant qu'une, on voit que Péquation proposée a une
seule racine supérieure a l'unité.
A I'égard des racines posilives inférieures & 'unité, je considé-
o) ’ v

. . 1
rerai la transformée en o

9t — Qa3+ fr—1=0,

qui donne le Tableau suivant :

9 —9 4 1
9 o 1 3

d’ott I'on conclut que Iéquation n’a pas de racines inféricures a
I'unité.

11. Soit f(x) un polyndme entier; en désignant par o une
quantité positive et par m un nombre entier arbitraire, considé-
rons le développement, suivant les puissances croissantes de z,
de la fraction

oy

N ®
Soit V le nombre des variations de ce développement; il résulte
de ce qui préceéde que le nombre V ne peut que diminuer quand le
nombre m augmente; il est d’ailleurs, an moins, égal au nombre p
des racines positives de I'équation f(x) = o, qui sont inféricures
a w. Cela posé, faisons croitre indéfiniment les nombres w et m,

m . .. ,
de telle sorte que le rapport - ail pour limite un nombre donné
1,

positif 53 — ayvanl pour limite €%, on peut énoncer la pro-

position saivante :

s désignant un nombre positif, le nombre V des variations
que présente le déceloppement de e*t [(x) suivant les puis-
sances croissantes de x ne peut que diminuer, quand = aug-
mente, et (L est aw moins égal au nombre p des racines posi-
tives de Uéquation f(x) = o.
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Soient
J(r)=ay-+~a,x 4+ a,x* ...+ a,z"
et
. x? x3
ez‘xf<él'):r\o+f\1-'l‘+ﬂg —— Ay i PR
1.2 r.2.
on trouve alsément
Ay = ay, Al=ags + ay, Ay= @y32+20a,35 4+ 2as, .

et, en général,
Ai=apsi4+ia 371+ {({— 1) a3 2+ (i —1) (I —2)azsi—3 4. ...

Dot Pon voit, 5 étant posilif, que A; est de méme signe que

Pexpression
A3t == iy 3l (1 —1) @y 502 4= (L —1) (L —2)as 3" 3 +—. ..}
st donc on forme le polynome

F(z)=ayz"+ a; 3" \o 4+ a,z»2z(x—1)+...

—apr(r—i).. . (x—n-1),

le nombre V est égal au nombre des variations de la suite

F(o), F(1). F(2), ....
ha
Posons 2=~ et, en changeant & en =
(O] [0}

Pl(z)=ag+arx + arz(r —w) +~azr(r—w)(zx—2w)4+...

(A)

-!—a,zr(r—w)...(x-—n—[m),
V est aussi égal au nombre des variations de la suite
®(0), P(w), P(2w), ....

En désignant par p’ le nombre des racines positives de I'équa-
tion ®(z) = o, ona dlailleurs VZp'; d'ot, en vertu de la relation
V;p’ [

P >p-

Ainsi 'équation @ ()= o0 a au moins autant de racines posi-

tives que Péquation f(r) = o0 en particulier,si I'équation f(.r) =o
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a loutes ses racines réelles et positives, il en est de méme de
I"équation

Pt (x)=o.

Je remarquerai, de plus, que, V étant dans ce cas égal a p, la sub-
stitution dans ®(z) des nombres o0, w, 2w, ... doit précisément
donner p variations; d’ou il résulte que, 7 désignant un nombre
entier quelconque, équation ®(x) = o0 a, au plus, une racine
comprise entre {w et (-4 1)w.

Posons, par exemple,

nin-—1)

Sle)=(+z)Vt=1-+nr+ ——— 2%, ..+ 27,
1.2
on aura
nin—ri
P(r) =t1-+-nr+ ———r(r—w)+...
[

%—x(’x—w)...(x—n—lw).

Oun voit que Uéquation ® () = o0 a toules ses racines réelles
{ |

et, de plus, qu'on peut les séparer toutes en substituant dans le

polyndme @ () la suite des nombres

0, w, 2w, 3w, ....

12. Comme je Uai démontré, le nombre V des variations des
termes du développement de ¢3 f(x) est au moins égal au nombre
p des racines positives de Péquation f(x)=o0; ce nombre ne
peut d’ailleurs que diminuer lorsque z prend des valeurs de plus’
en plus grandes. On peut se demander si, pour des valeurs suffi-
samment grandes de 3 (et, par conséquent, pour toutes les va-
leurs plus grandes), V sera précisément égal a p.

Supposons, ce qu'il est toujours permis de faire, que I'équa-
tion f(a) = o n'ait pas de racine nulle. De ce que j’ai établi plus
haut, il résulte, en supposant z positif, que V est au plus égal au
nombre des racines positives de I'équation @ () =0, o ®(x)
représente le polyndme qui figure dans 'égalité (A) (n° 11).

Soit wf@(w) le discriminant de ce polyndme ; le nombre entier
k sera généralement égal & zéro, saufle cas ot I'équation f(w) =0
a des racines égales. Désignons par , un nombre positif infé-
vieur & la plus petite racine positive de 'équation ©(zx)= o, et
faisons varier par degrés insensibles o, depuis o Jusqu’a o, 1.7é-
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quation @ (z) = o n’ayant jamais de racine nulle, puisque a, est
différent de zéro, aucune racine négative ne pourra devenir posi-
tive; les racines qui étaient imaginaires pour » = o ne sauraient
devenir positives, car elles ne le pourraient qu’en devenant
égales deux a deux, ce qui est impossible, puisque w est plus petit
que oy. 1l pourrait se faire, si 'équation f(x)=o0 a des racines
égales, que certaines racines positives multiples devinssent imagi-
naires; dans tous les cas, p/ désignant le nombre des racines posi-
tives de I'équation @, (z) = o, ott ®, () désigne ce que devient
le polynéme ® (z) quand on y remplace w par oy, on a p'Zp.

Or, ona VZp'et, par suite, Zp; d’autre part, V< p; de la ré-
sulte V.= p; ainsi le nombre o, ayant été choisi comme je l'ai dit

. I .
plus haut, si 'on pose 3= —, on est assuré que pour cette valeur
wy

de z (et pour les valeurs plus grandes) le nombre des variations
que présente le développement de e () est exactement égal au
nombre des racines positives de I'équation f(x) = o.

Ce théoréme subsiste évidemment si cette équation, contraire-
ment & ce que j’al supposé, avait des racines nulles.

De 1a résulte une méthode entierement différente de celle de
Lagrange et de celle de Sturm pour déterminer exactement l¢
nombre des racines positives d’une équation.

Cette méthode exige seulement le caleul du discriminant /0 (o)
du polynéme ®(z); mais, ce polyndéme étant une fonction de la
variable o, le calcul de ce discriminant ne laisse pas que d’étre
trés pénible.

On a ensuite & déterminer une limite inférieure w, des racines
positives de I’équation 8 (w) = o et, cela pos¢, le nombre des va-
viations de la suite indéfinie

®;(0), Py(wy), Pi(20y), ...

donne exactement le nombre des racines positives de I'équation
proposée.

Bien que ce procédé ne soit guére pratique, j'ai cru cependant
devoir le mentionner, eu égard au petit nombre des méthodes qui
permettent de déterminer le nombre exact des racines d’une équa-
tion qui sont comprises entre-deux limites données.
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II. — Sur LES EQUATIONS DE LA FORME

A F(uyz) + Ay F(o2)+. ..+ A, F(a,2) = o.

13. Soit

F(z)=ay+ a1+ ayz>+...

une série indéfinie ordonnée suivant les puissances croissantes
de z, dans laquelle je suppose tous les coelficients positifs ou nuls,
le premier étant différent de zéro.

Considérons I'équation

(1) S(x)=AF(@2) +AF(z)+...+ A, F(a,2) = o,

ot les z; désignent des quantités positives que je supposeral ran-
gées par ordre décroissant de grandeur, en sorte que 'on ait

oy >ty > Ay > e > gy > g

Cela posé, st nous développons en série le second membre de
I ) Pl
Péquation (1), nous aurons

S@)=ap(A 1+ Ay+...-A,)
F o (Ay 2+ Asay .o N a,)e
-y (Aqad+ Aya} . o Ajyad)a?
Saz(Aad 4 Agad . - Ay al) o’

T et et e e e ey

et il résulte de la regle des signes de Descartes que le nombre p
des racines positives de 'équation (1) [¢’est-a-dire le nombre des
quantités positives qui annulent f(x) et pour lequel le dévelop-
pement en série de cette fonction est convergent] est au plus
¢gal au nombre des variations que présentent les termes de la
série indélinie

/ Al Ay =4 Ay,
(A) Aqay -+ Agay oo Ay,
' Apad +=Aozd o= Ny,
Vot Ce e

Pour avoir une limite supéricurc du nombre de ces variations,

arrétons cette série au terme de rang’,

Az v Aol o N
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ct désignons par V' le nombre des variations que présentent ces
{ -+ 1 premiers termes.

En désignant par V" le nombre des variations de la série indé-
o

finie
A11€+A21§ —0—.-.—1—-:\”,’15” A1’1§+1+Ag_’lf;"l—l—-..—FAndffl, ey

on a évidemment V=V’ V",
Or la seconde série se composant des valeurs que prend la

fonction
®(x)= Aol o+ Ayaba .+ Ayadaf,

lorsqu’on y fait successivemenl z=o, r=1, r=2, ..., le
nombre des variations des termes de cette série est au plas égal au
nombre des racines positives de I’équation ®(z) = o, ou encore
au nombre des racines supérieures a Punité de l’équétion

(2) Apal B8 Nyl 398 % L A ad 5% = o,

que 'on déduit de la précédente en posant e¥= z.

Les nombres positifs oy, 2,, ..., 2, allant en décroissant, il en
est de méme des exposants loga,, loga,, ..., loga,; il en résulte,
en vertu d'une proposition démontrée plus haut (n° 3), que le
nombre des racines de I'équation (2) qui sont supérieures i
"unité est au plus égal an nombre des alternances de la suite

Agad 4= Agah - - Ay ad,
En désignant par R le nombre de ces alternances, on aura donc
VER et VSV R:
d’olt encore

PV + R

[ 4. Considérons, en particulier, le cas ot I'on arréte la série (A)
ason premier lerme; il résulte de ce qui précede que p est au plus
¢gal au nombre des racines de I'équation

A\ S8 A St - A, EE % = o

qui sont supérieures a 'unité, et on peul énoncer cetle proposi-
tion importante :
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Le nombre des racines positives de ’équation
AF(oyz)+ Ay F(ux)+.. . +A,F(apz)=o,

ot les quantités oy, oy, ..., o, sont des quantités positives ran-
gées par ordre décroissant de grandeur, est auw plus égal au
nombre des alternances de la suite

Al Ag Az . A
15. On aurait pu, d’une fagon plus générale, considérer I'équation
AF(yz)+ A F () +. .+ A, F(a,2)=®(2),

ot ®(z) désigne un polyndéme entier. Mais je crois inutile de
m’étendre sur ce sujet; ce que j'ai dit plus haut suffit pour faire
voir de quelle maniére on pourrait Lraiter celte question.
b
II. — Str LVEQUATION / et d(3) dz=o.
“a

16. Appliquons les résultats précédents au cas ou I'(z)=e; le
développement de cette fonction est, comme on le sait, convergent
pour toutes les valeurs de la variable el ne présente que des coeffi-
cients positifs.

Soit I'équation

(1) Ajeshd - Ayeat -\, e%¥ = o,

ot les nombres oy, o), ..., &, vont en décroissant et sont, du
reste, positifs on négatifs.
Cette équation a évidemment les mémes racines que 1'équation

suivante
Ajetbramde o\, elhrode Asl'xi—ﬁn}-%' =0,

ol & désigne un nombre positif arbitraire que I’on pourra toujours
choisir de telle sorte que les nombres (k4 a,), (k-4 as), ..,
(k + @, ) soient tous positifs.

En appliquant le théoréme du n° 14, on voit que I'équation (1)
a au plus autant de racines positives que la suite

(A) Vb At A

présente d'alternances.
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Supposons maintenant que les nombres o, ay, ..., a, soient
les différents termes d’une progression arithmétique dont la raison
soit trés petite et dont le premier terme et le dernier terme soient
respectivement — « et — b; je suppose @ << b. Les coeflicients
Aoy Ay, ... étant completement arbitraires, on voit que I'équation
peut, quand la raison de la progression tend vers zéro, se mettre
sous la forme

b

(2) [ e=3xd(z)ds = o,

<

ol @ (z) désigne une fonction entiérement arbitraire, continue ou
discontinue d’une facon quelconque, pouvant par exemple étre
nulle dans autant d’intervalles qu’on le veut.

D’autre part, le nombre des alternances de la suite (A) est au

x
plus égal au nombre des racines de l’e’quationf ®(x)dx = o,
a

qui sont comprises entre a el b (il pourrait lui étre inférieur au
cas ou cette équation aurait dans cel intervalle des racines d’ordre
pair de multiplicité); d’ou la proposition suivante :

Le nombre des racines de Uéquation (2) est aw plus égal au

x
nombre des racines de Uéquation O(z)dr =0, qui sont
)

a

COI?’Zpl"l'S(?,S entre a et b.

On peut évaluer autrement le nombre des alternances de la
suite (A); partageons a cet- effet I'intervalle compris entre «
et b en intervalles tels que, dans chacun d’eux, la fonction ®(x)
ne soit pas constamment nulle, soit continue et de méme
signe.

On pourra, en posant ainsi

12

f e—*xd(z)dz
« ’

a, as
= [ e—mdn(z)dz—;—[ e By (2)ds+. . o et d,(3) ds,
“a

a ap

énoncer la proposition suivanle :
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Le nombre des racines positives de Uéquation (2) est aw plus
égal au nombre des alternances de la suite

[d)i(x)dx—.—[ Dy(x)dr +. . ~;—/<I>,L(ar)dx

“a,

17. Comme application des théorémes précédents, posons a = o,
b=wet

ay
P — Sl STl 3
( ) 1(“0) ] 1 ) I(\O‘/L) ’
ol les o; désignent des nombres positifs quelconques et I' la fonc-
tion eulérienne de seconde espece.
»
L’équation f e ®(5)= o devient
Y

@y @y p
B )
%o % a%n

et j'observe que le nombre de ses racines positives est précisément
égal au nombre des racines positives de 'équation

(1) Ao x% - Ay %= . A @y X% = 0.

X
D’autre part, I'équation [ O (r)dr = o devient
<0

ayx%o ayrd a,x*n

(2) —+ 4.+ =0

T(ag+1)  T(a-+1) I'(ap—+1)

et il résulte de la proposition précédente que le nombre des ra-
cines positives de I’équation (1) est au plus égal au nombre des
racines positives de I'équation (2).

18. Considérons I'équation du degré n
(1) Ao+ AT+ Ay X2~ .. Ayt = 0,
que je mettrai sous la forme
Ay W - A 21O - @y 2O @, 20 = o,

olt w désigne un nombre positif ou nul.
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Il résulte de ce qui précede que U'équation (1) a au plus autant
de racines positives que 1'¢quation

ay N a, r " ayar? - At
T 3 ’ e T = 0
FMw-+1)  T(w-+2)  I'(w-+3) T(w—+7n-+1) ’
ou encore que I'équation
a\r ay a,

(2) o +(Lo—i—l)(_w+2)+"'+((o—&—l)((u+2). c(wn) =0
w désigne, comme je I'ai dit, une quantité positive quelconque ou
76ro.

La méme chose a lieu & I'égard des racines négalives, comme il
est facile de le voir en considérant les transformées en — z. En
particulier, on peut énoncer cette propriété importante :

Si Uéquation (1) a toutes ses racines réelles, I’équation (2))
a également toutes ses racines réelles.

19. Soit le polyndéme @y + @y x + arx*-+ ay.x*; formons le
produit
e (ay+ arxr + a2+ azxd) = U+ Ujs+ Uyz2+...,
ot les U; sont des fonctions de 5. Comme il est aisé de le prouver,
on a généralement dd% = U;_y, en sorte que toutes les fonctions
d’indice inférieur & U; sont les dérivées successives de celle-ci.

On a évidemment

agxt a; xi--1 . a?xi—? . azxi—3 .
T loa.d o (i—1) 1. (i—2) | L.a...(i—3)’

d’ou P'on voit que I'équation U;= o a autant de racines réelles dis-
tinctes de zéro que ’équation
a,x a, x? ay a3

@+ 1f~7,+(i~9,)(i~1) - (i —2)(t1—1)1 =

Or cette équation a, en vertu du théoréme précédent, toutes
ses racines réelles si £ — » est plus grand que zéro, et si 'équa-
Lon g a, & - do 1 = @y 0% = o a elle-méme toules ses racines
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réelles. L’équation U;=o a donc également toutes ses racines
véelles, si 7 est > 2, et la méme proposition a lieu a I'égard des
équations Uy, = o, U= o, puisque U, et U, sont les deux pre-
miéres dérivées de Uj.

Cette démonstration s’étend d'elleeméme a un polynéme de
degré quelconque; d'ot le théoréme suivant, qu'il est aisé, da
reste, d’établir directement :

Soient f(z) un polynéme quelconque décomposable en fac-
teurs réels du premier degré et

F(a) =exf(x) = Uy+ Uz + U2+ . .}

U; désignant un des coefficients quelconques de ce développe-
ment, U'équation en s
U;=o

a toutes ses racines réelles.

20. I'(x) désignant, comme plus haut, la fonction e3® f(x),
posons

F(ax+ h)=c3rexxf(x+h) =Vi+ Viz + Vox2-+. . .;
Vi désignant un quelconque des coefficients de ce développement,
posons Vi=o(3), en sorte que Vi_;=¢'(z), V4 == o"(3), ..

I'équation o(z + ¢) == 0 a, quel que soit z, toutes ses racines réelles
et elle peut s’écrire

12 tk
©(z)+ to' (&) ¢ (F) e k) (5) =
7 (3) ‘(>T1.2‘() T2 kT (s)=o0
ou
. 12 N 1k
Vk+tVI;—1+ Vk—z—i—...ﬁ—%—v(,:o,
1.9 1.2...k
ou encore
F®(h) FU-0( h) 2 Fl=2( ) ik
7 = ... ? —
Vo ko (k=) tea via. . (h—a) +I‘2“.kl‘(ﬁ) 0,

ou enfin, en changeant /i en x, ¢ en ; et en chassant les dénomi-
nateurs,
k(k —
F(a) + kF' ()¢ + A= D) F'(z) e
1.2 ’
k(k— i — 9
LM 1)(( 2)
1.2.3

~w
1

() B34+ FW () tk = o;
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et I'on voit que celte équation en ¢ a, quel que soit .z, toules ses
racines réelles.
Si donc on écrit le systéme suivant

F(x)+ tF'(x)=o,
F(x)+2tI"(x)+ ©2F'(x)=o,
F(2)+ 3t F(2)+32F () + 8F"(2) = o.

on voit que, pour toute valeur de &, ces équations ont leurs racines
rvéelles. 1l en serait de méme des équations

F(2)+(F (@) =0, F(2)+ 2l (2)+2F"(z)=0, ...,
F(2)+ tF"(x) =0. F(@)+2F"(2)+ 2FY(z)=0, ...;

la dérivée I'(z) ayant pour valeur ¢3*[ f(z) + = f'(x)] et I'équa-
ton f(x)- zf(x)=o ayant toutes ses racines réelles, il est
clair, en effet, que I/(x) est une fonction de la méme espéce que
F(z), et il en est de méme de toutes ses dérivées.

21. Les propositions précédentes s’établissent du reste trés fa-
cilement, quand on les suppose démontrées, dans le cas ou F(z)
est un polyndme entier; il suffit de remarquer que e f(z) peut

N S . A F AN .
étre considéré comme la limite du polyndéme {1+ == x ui
poly —) f(z), q

est décomposable en facteurs réels du premier degré.

La méme chose a lieu a 'égard de la fonction e~ +=* f(z), ol
je suppose u positif; cette fonction peut étre, en effet, considérée
comme la limite de <1-— Z—L—Z—Zy (1—(— %)llf(x), mais les proposi-
tions précédentes ne s’appliqueraient pas a une [onction de la
forme e?@ f(x), si le polyndme o () était d’un degré supérieur
au second, ou si, étant du second degré, le coellicient de x? était
positif.

Ces remarques trés simples trouveront d’utiles applications dans
la théorie des fonclions transcendantes.

22. Ln eflcciuant un changement de variable, le théoréme éta-
bli au n* 18 peut s’énoncer ainsi qu’il suit :

Léquation

(1) (o= Ay ¥ == Ay T2 4. . .~ @, 77 =0

(98
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ayant toutes ses racines réelles, il en est de méme de ’équation

az a,x? asad

“ot o+ 0 - (z+w)(22+w) - (24 w)(24+w)(3z+ w) A

.=o,

ot a et v désignent des quantités positives quelconques, la
derniére pouvant étre nulle. De la résulte que, élant donnée
une équation ayant toutes ses racines réelles, on peut en déduire
une infinité d’autres qui jouissent de la méme propriété; en ap-
pliquant une seconde fois le théoréme précédent, on voit, par
exemple, que I'équation

a r : a2
(a4 w)(d+ov)  (24+0)(2a+w)(d+w)(od+w)

ay—+

. azz?
(r+w)(22+w)(3a+w)(d+ w)(24 +w')(3ad+ 0)

e =0

a toules ses racines réelles, o' et o' étant assujetties aux mémes
conditions que « et .

Soit, en général, ®(z) un polynéme d’un degré quelconque dé-
composable en facteurs réels du premier degré et ne devenant
négatif pour aucune valeur positive de la variable, en sorte que
0 (z) soit de la forme

O(x) =axP(ar+ DY (adx+ ) (a"x -+ b)),

)
les nombres p, ¢, ¢', ¢’, ... étant des nombres enticrs ou étant
égaux & zéro, a, &, a’, ... et b, b', 0", ... étant des nombres po-
sitifs, on verra aisément par ce qui précéde que I'équation

a,x? azxd a, _
81 6(2) " BMe= 83 T emela... en

o+ o 0
o(1)
a toutes ses racines réelles.
Mais on peut donner une plus grande généralité a cette propo-
sition; I'équation (1) ayant, en effet, toutes ses racines réelles, il
en est de méme de I'équation

o+ a\x -+ ay 2 + asx’
LL.=o.
T i w (1+w)(1+2w) (‘l+m)(l+2(v))(1+3(u)+ ’
par suite de 'équation
ayx a, x? g’
Ay —+ =0,

(|+w)2+(1+w)2(1+2w)2+(1+10)2(1—1-2(1))2(1_\_30))2'*"-'
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o8]

et en général de Péquation
ayxr a»x? asx?
a, - -+ “+...=o0,

Ttk (w4 20) | (I--0)f (120 (1+ 30k
ol & désigne un nombre entier quelconque.
Faisons maintenant croitre indéfiniment le nombre arbitraire

. . T . .
pOSltlfL—o et le nombre entier %, de telle sorte que Aw ait pour

.. 1 . “ep ,
limite log 7’ g désignant un nombre positif quelconque égal ou
inférieur a I'unité.

L’équation précédente deviendra

nin4-1)

Q-+ qr -+ ay@?r+azqtri . . +a,qg * axrt=o,
etelle aura toutes ses racines réelles; il en est de méme de I'équa-

. . xr
tion obtenue en changeant q en w? el xr en —,
w

g+ A OT -~ A2+ A3+ ..+ a, W rh=,.
w désigne une quantité réelle quelconque, dont la valeur absolue
est au plus égale a 'unité.
Des considérations que je viens d’exposer résulte immédiate-
ment la proposition suivante :

L’équation (1) ayant toutes ses racines réelles, I’équation

a +a1(ox @y whz? " azwdzs ’ N @, zn o
e T e(me(2)  eme(»)eE3) T e)e(2)...e(n)

a également toutes ses racines réelles; ©(z) désigne un poly-
ndéme entier quelconque satisfaisant aux conditions ci-dessus énon-
cées et w une quantité réelle quelconque, dont la valeur absolue
est égale ou inférieure a unité.

23. Soit, comme application de ce théoréme, 'équation

nin—i
—1) r2om L natl 4 it = o]

(1+a)t=1+4+nzr + P

o el O(x) conservant la méme signification que ci-dessus, je
poserai

nwzr n(ln—1) whr? W pn
e A+t —
(1) 1.2 0(1)0(2) O(1)0(2)...0(n)

Fla)=1-+
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Les polyndmes de cette forme jouissent des propriétés remar-
quables suivantes :

1° L'équation F'(z) = o a toutes ses racines réelles.

2° Les diverses dérivées de I () s’expriment au moyen de po-
lyndmes de la méme espéce.

On a, en effet,

nw w3z n—i)(n—a2 wsx?
[1—1—(n—1)~————— -i—( ) )

F(x) = E16) 0(2) 1.2 0(2)0(3)
(n—1)(n—2)(n—23) w133
- 123 e(z>®<3>e<4>+“‘]

Si donc on pose O(x +1) = H(x) et

n—nwe n—1i)(n—a w*z?
(n—nwz  (n—1(1—2)

(@) =1+ =7 1.2 H(1)H(2)
(n—0)(n—12)(n—3) w93
- T.2.3 N H()I(3)
il vient
W(x)= @ll(-%¢(w2x);

or ®(z) est un polynéme de la méme espéce que F(z), puis-
que H(z) est décomposable en facteurs linéaires réels du pre-
mier degré et n’est jamais négatif pour aucune valeur positive

de z.
Ce que je viens d'établir pour la premiére dérivée subsiste en-

core évidemment pour les dérivées suivantes.
3° Si Pon pose, en séparant la partie réelle de la partie imagi-

naire,
F(im)=V(z)+ i W(z),

les équations V(z)=o0 et W (z)=o0 ont toutes leurs racines
réelles et, plus généralement, @ désignant une constante réelle

uelconque, 1'équation
q que, Leq

V(z)+aW(z)=o0

a toutes ses racines réelles.
Pour le démontrer, il suffit de remarquer que cette équation
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peut s’écrire

nwx n(n-—1) wtz?
e @(1)(1"_ 1.2 0(1)06(2)
n(n—r1)(n—2) w3 . .
- 1.2.3 e o6 T

et que I’équation

[1— n(n—r) z?+ n(n—[)(/l—'z)(n——~3)xa+.“]
1.2 1.2.3.4

1.2.3

+a[nm—wx3+...]:o

a toules ses racines réelles, quelle que soit la constante réelle a;
, . .o, . « ‘
c’est, en effet, I'équation qui détermine tang - quand on se donne

tanga.
En particulier, si 'on fait @(x) =z et w =1, on a

nx n(n—1) a2
Py B =
1.2 1.2

n(n—i)(n—o) a3 an
_—a Y +-o.+ —
1.2.3 1.2.3 1.2.3...1

polyndme qui se présente dans plusieurs questions importantes
d’Analyse ().

En faisant, en second lieu, @ (z)=1, ona

n(n —I)w,*ngi_ n(n—r1)(n—2)

. wIZ 4. .. i
1.2 1.2.3

Fylz)=1+nwr-+

les polyndmes ainsi définis satisfont a I’équation suivante
poly

F.(z) =nowF,(»z).

24. Un cas particulierement intéressant est celui ot, dans
b
l’équationj e¢* 0(3)ds = o, on suppose que O (z) soit un poly-

12

(*) Voir a ce sujet un Mémoire de M. Tchebychef (Melanges mathematiques
et astronomiques, t. II, p. 182, Saint-Pétersbourg, 1859), ma Note Sur linte-

* e *d, R L , .
grale [ ¢ pe x(Bulletm de la Societ¢ mathematique, t. VII, p. 72) et une
v

Note de M. Halphen, Sur une série pour developper les fonctions d’une variable
(Comptes rendus des séances de {’Acacdémie des Sciences, g oclobre 1882).
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nome entier dont la forme change successivement lorsque la va-
riable 5 croit depuis @ jusqu’a b.
Cette ¢quation peut se mettre alors sous la forme suivante

et fy(x) + eh T fi(z) ... enxfy(z)=o,

les «; désignant des conslantes et les f; des polyndmes entiers.
Pour examiner le cas le plus simple, sotent 2, ay, ..., 2, des
quantités réelles quelconques rangées par ordre croissant de gran-
deur et ay, @y, ..., a, des quantités réelles quelconques; posons,
pour abréger,
Po = .
P = dy—— dy,

P = by -+ @y -+ s,
Prn= Qo+ a1+ ay—~. . .= a,,

et considérons I'équalion

%, oAy % P
[ e pyds+ e~ p s+ / e py ds .+ / e, ds =o.
oy Jao

%y oy

1

En effectuant les intégrations, il est aisé de voir qu’elle devient
simplement

age %X - aye%T 4y e %t 4, A ape%E =0}

et le nombre p de ses racines positives est le méme que celul des
racines de I'équation

@y 5% 4+ ) 3% 4 Ay 3% =, . .+ a, 5% =0,

qui sont comprises entre o et -+ 1. Cette équation résulte en eflel
de la premiére quand on y pose V= z.

On sait d’ailleurs (n° 16) que le nombre p est au plus égal au
nombre des alternances de la suile

o, % %y v
[ Po (1:+f p,ds—!—[ pads +...+/ pads.

- Rt ARt A

d’ot les propositions suivaules :
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Les nombres oy, oy, oy, ..., w, élant rangés par ordre crois-
sant de grandeur, le nombre des racines de I’équation

1 Ay 3% = Ay 5% - @y 5%t . @y 3% =0
0 1 2 3

qui sont comprises entre o et +1 est au plus égal au nombre
des alternances de la suite

(2)  polay—ag)+pi(da—2)+. .. pp—i(dp—%p—y)+pr.» (1),
Ol Poy Pry Pay « - - » Pu Ont la signification donnée ci-dessus.

Et encore (ce qui est le méme théoréme sous une autre forme) :

St les nombres wy, oy, 09, ..., o, sont rangés par ordre dé-
croissant de grandeur, le nombre des racines de ’équation (1)
qui sont plus grandes que Uunité est au plus égal au nombre
des alternances de la suite (2).

25. Jai fait voir plus haut (n° 14) que le nombre des racines
positives de I'équation

(1) AoF(apz)+ A F (@) + A F(oa2)+. ..+ ApF(apz) =0
était au plus égal au nombre des racines de I'équation
Apslogs% - Ay glosti - 4 A, 5108% = o,

qui sonl supérieures a l'unité; d’ailleurs les nombres loga,,
logay, ..., loga, vont en déeroissant.
Posons maintenant

Po= AO-
Pr1= Ao—i—Ai.
pPar= Aj+ A+ A,

Pr=Ac+ A+ Ay + Ay

il résulte, de ce qui précede, que le nombre des racines posi-

(*) D’apres la définition des alternances d’une suite, il est clair que le nombre
des alternances de la suite @ - b + ¢ -- d.o est le nombre des variations des
termes de la suite

a, a-+b, a-+b+c, d,
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tives de Uéquation (1) est au plus égal au nombre des alter-
nances de la suite

%n

T L,
” - Pn

% %y
polog= +pilog= +.. .+ pyilog
%o %y “n—1

IV. — SUR LES EQUATIONS DE LA FORME

Ay N ay | s , An

: +... =
(—a)» " (z—a)» (2 —ay)w T (=)

26. Soit I'équation

@y 2 o,y a,

-+ el ———— =0
N N T e — (7)o (—a)» 7

ou les nombres oy, oy, ..., 2, sont rangés par ordre décroissant
de grandeur et w un nombre positif arbitraire.

Choisissons un nombre positif 4 assez grand pour que toutes
les quantités &+ oy, kK 42y, ..., k 42, soient posilives el for-
mons la transformée en y = + £,

o + o o
[y —(k+a)]e [y —(hk+a)]e 770 [y —(k+a)]®

o

ou, pour abréger U'écriture,

) . y . ) ap,
> 7 T 7 T T =
(y—a)®  (y—aw)® (y — an)®

Cette équation peut s’écrire

@y a, [
2 ; -+ 7 —+. + 7 =0
( ) (l_ao)w (l.-— “1>w <I an>m
\ e Y Y
Soit

<1‘—1)_w:l+ﬂl“‘:“‘l\]_f_“‘j‘—];—}“o.:]?(L);
Y/ J e Y e

'équation précédente peut se mettre sous la forme
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ol le premier membre cst convergent pour toutes les valeurs de y
plus grandes que o.

Silon observe maintenant que tous les coefficients M; sont po-
sitifs, on établira, comme ci-dessus (n° 13), que le nombre des
racines de 'équation (2) qui sont supéricures a o, est au pluas
¢égal au nombre des racines de I'équation

Qo LB %y - @y ZIEX -, @, 208% = o,

qui sont supéricures & 'unité; ce nombre est donc au plus égal au
nombre des alternances de la suite

Ay +ag—+...~+a,.

D’ailleurs le nombre des racines de ’équation (2) qui sont su-

périeures & o, c’est-a-dire a o, + A, est précisément égal au
nombre des racines de Péquation (1) qui sont supérieures i o,.

Nous pouvons donc énoncer la proposition suivante :

Les quantités oy, oy, ..., o, étant rangées par ordre décrois-
sant de grandeur, le nombre des racines de l’équation

Qo ) @y an _

; +ee.t =
(.r—ao)wﬁ_(z'—m)w (T — dp )@

qui sont supérieures c a, est au plus égal au nombre des alter-
nances de la suite
Ay~ Ay~ . o= Ay

Le nombre des alternances est pair ou impair, suivant que les
deux quantités a, et (ay+ a,-+... -+ a,) sont de méme signe ou
de signes contraires; il ‘en est de méme du nombre des racines de
I'équation supérieures a o,, comme on le voit en substituant suc-
cessivement dans le premier membre de 'équation + o et la quan-
Uité oy ¢, ot ¢ désigne une quantité infiniment petite. Ceci ne
s'applique pas au cas ot 'on aurait @g—+ @y ... 4+ @, = 0; ce cas
¢carté, on peut dire que :

St le nombre des racines de Uéquation supérieures a oq et le
nombre des alternances de la suite formée par les coefficients
different, leur différence est un nombre pair.
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28. Laissant de c6té, pour l'instant, le cas général, je m’occu-
perai en particulier de I’équation

ay ay as An

(1) + 4 —2 " =0,

xr — dg xr — a, T — oy x—a,

Dans l'intervalle compris entre o; et @;,,, intercalons deux nom-
bres £ et &, de telle sorte que les nombres

(A) Oy ooy Oiy & B g, .., On

soient rangés par ordre croissant ou décroissant de grandeur, et
faisons la substitution

Xt
= *\ETI
d’ou I'on déduit
(_2—E
X = g

Aux quantités de la suite (A) correspondent les quantités sui-

vantes :
’ r ’
Aoy eevy Qg X 0y Ujpg,y Uy,

qui seront rangées par succession de grandeur ().

(*) Il est bon de préciser ce que jentends par la. Des quantités sont dites
rangées par succession croissante ou décroissante de grandeur si une quantité
variable, qui varie toujours dans le méme sens, prend successivement les valeurs
des termes de la suite de ces quantités, en passant par Uinfini si cela est néces-
saire

Ainsi les quantités

A4y, —3, 0, -1

sont rangées par succession croissante de grandeur, et les quantités

I, o, —1, -5

par succession décroissante de grandeur.
Au lieu deranger les quantités sur une ligne droite, on peut les ranger ainsi:

0 41 -1 Y
-3 \
‘ /
+4
+5
™
*o0 =]

sur un cycle (cercle parcouru dans un sens déterminé).
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On voit aisément que toutes les quantités o, sont positives :
o. est donc la plus grande d'entre elles; 'équation (1) devient, en
effectuant la substitution indiquée ci-dessus,

Xty T
Xe—¢

X —1
ou cncore

E ay. ay 1
X(§ — ) — (& — az) E—oap X —ap

Or, «; étant le plus grand des nombres «; qui sont lous po-
sitifs, en appliquant la proposition démontrée précédemment, on
voit que le nombre des racines de I’équation

ar I
R —

(2) =0
. . roe \ ’ ) \ . .

qui sont supéricures a oy, c’est-a-dire le nombre des racines de

Péquation (1) qui sont comprises dans Vintervalle (§, ;) ('), est

au plus égal au nombre des alternances de la suite

a; aj—1 QAi—2 Ai+2 A+

! L .

E— oy E— iy

29. Comme application, considérons I'équation

z+9 @X4+1  x T—1 x—2

I T 2 1 T
4 NET Y

(1)
Les quantités
—92, —1I, 0, =1, —+2

élant rangées par succession de grandeur, nous aurons a consi-
dérer les cinq intervalles

(=2, —1), (=1, 0), (0, +1), (41, +2), (42, —2),

dont le dernier renferme 'infini.

(') Des quantités «, $, ..., J, v, ..., T, w étanl rangées par succession de
grandeur, j’appelle intervalle (%, w) celui des intervalles déterminés par ces deux
nombres qui ne renferme aucun des autres nombres. Cet intervalle peut renfer-
mer Pinfini si X et @ sont de signe contraire; ainsi, étant donnée la suite

a

=4, 3. 0, b1,

Pintervalle (-~ 4, — 3) renferme Pinfini.
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En désignant par § une quantité réelle quelconque, nous dédui-

sons, de ce qui précéde, les conséquences suivantes :
1° § étant dans l'intervalle (— 2, — 1), le nombre des racines de
I'équation (1) qui sont comprises entre § et — 2 est au plus égal au
nombre des alternances de la suite
14 14 1

E+2+E—2_E—I

et le nombre des racines qui sont comprises entre §et — 1, au
plus égal au nombre des alternances de la suite
1 2 1 14 14

—— + -+ .
E+1

Tt T E—a2 T Era

En particulier, faisons, dans la premiére suite, §=—=—1—¢,
¢ désignant une quantité infiniment pelite positive; la suite de-
vient

14 1
f— = 4+ o =24
J 2
comme elle ne présente pas d’alternance, on en conclat que I'équa-
tion (1) n’a pas de racine dans Uintervalle (— 2, — 1).
2° & étant dans l'intervalle (— 1, o), le nombre des racines de
I’équation qui sont comprises entre & et — 1 est au plus égal au
nombre des alternances de la suite

1 -+ 14 -+ 14 1 2
E+1 E+2 E—2 t—1

et le nombre des racines qui sont comprises entre £ et o au plus
égal au nombre des alternances de la suite

2 1 1 14 1
(2) T 1 -+ : 4z - — o
E o E—1 Et—a2  E+2  f1
Faisons, en particulier, dans la premiére suite, x =—z¢; la

suite devient
—I+7 =7 1—®;

comme elle présente deux alternances, on voit que lintervalle
(—1, 0) comprend deux racines ou n’cn comprend pas.
3° £ étant dans Uintervalle (o, -+ 1), le nombre des racines de
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I'équation (ui sont comprises cntre o ct £ est au plus égal au

nombre des alternances de la suite

2 1 14 14 1
) E_E+I+E+2+E—-2—E—l’

et celui des racines qui sont comprises entre § et —+ 1, au plus
égal au nombre des alternances de la suite
1 14 14 I

E T s T s T

Faisons, par exemple, £ =1 — ¢, la premicre suite devient

1 14
92—~ & — 14+ x%;
2 3 4 »
elle présente deuxalternances : donc I'équation a dans I'intervalle
(0, +1) un nombre de racines égal i o ou a 2.
On arrive 4 la méme conclusion en substituant dans la seconde

suite -4 ¢; elle devient, en effet,
+1—7 47 —1+x%,

et cette suite présente également deux alternances.

4° & étant dans lintervalle (41, + 2), le nombre des racines
qui sont comprises entre § et +-1 est au plus égal au nombre des
alternances de la suite

Lo 2 T 14 i 14
E—x E b+t Era2 E—2

et le nombre des racines qui sont comprises entre § el + 2, au
plus égal au nombre des alternances de la suite

14 14 1 2 T
s TEha Erad Tr T E—1
Al o

£

Faisons, par exemple, dans la deaxieme suite E=1+4c¢, elle

devient

comme elle ne représente aucune alternance, I'équation n’aaucune
racine dans 'intervalle considéré.
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5° Considérons enfin l'intervalle (4 2, — 2) qui contient I'in-
fini; & étant dans cet intervalle, le nombre des racines qui sont
comprises entre Eet 4+ 2 est au plus égal au nombre des alter-
nances de la suite

I 14

TR T

14

TE T

vy

~

et le nombre des racines qui sont comprises entre § et — 2, au plus
¢égal au nombre des alternances de la suite

14 1 2 I ) 14 .
2—%—2—5—!—1—‘_%_—&-—1-1—&-—2

Faisons, par exemple, dans la deuxiéme suite, £ = 2 +-¢, elle
devient

-+ 1 — I+ 0,

o\

1

3
et, comme elle ne présente aucune alternance, I’équation proposée
n’a aucune racine dans l'intervalle (+ 2, — 2).

30. L’équation précédente ne peut donc avoir de racines que
dans les intervalles (— 1, o) et (0, +1).

Faisons £ = — % dans la suite (2), elle devient

_—— e D — —

8 4.4 4.4
4 P4, 144
3 7 It 5

- 47

et présente une alternance; I’équation a donc une racine et une
. 3 .
seule comprise entre o el — - et, par suite, une et une seule com-
4
. 3
prise entre — — et — 1.
4
. . . 3 .
En second lieu, faisons, dans la suite (3), £ = 7, elle devient
4

4 4.4 4
4 4./ 14.
7 11 3

wl o
|

comme elle ne présente qu'une alternance, il en résulte que

. 3 . . .
I'intervalle (o, - ) comprend une seule racine etil en est de méme,
4

par suite, de I'intervalle <%7 1).
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On voit ainsi que 'équation proposée a toutes ses racines

\ . . 3 .
réelles; la premiére est comprise entre — 1 el — T la deuxiéme
3
4

3 O .
entre — > et o, la troisiéme entre zéro et -

4
enlre 4- get—{— I.
4

» et la quatriéme

Cest ce qu'il est, du reste, aisé de vérifier, 'équation mise sous
forme entiére étant

(222—1)(727—4) =0 (1).

(*) Ce Mémoire formait les premiers Chapitres d’un Traité que Laguerre se
proposait de publier sur la théorie de la resolution des équations numeriques.
La plupart des propositions qu’il renferme avaient été déja exposées autre part
par ’Auteur, mais d’une facon moins compléte. C’est pourquoi, afin d’éviter des
répétitions et de présenter les résultats sous la forme & laquelle Laguerre avait
donné définitivement la préférence, nous avons cru devoir placer ce Mémoire en
téte des contributions relatives a la théoric des équations,en dérogeant & la régle
que nous nous sommes imposée de classer suivant Pordre chronologique les tra-
vaux relatifs & un méme sujet. E. R.



SUR LE ROLE DES EMANANTS

DANS LA

THEORIE DES EQUATIONS NUMERIQUES.

Comptes rendus des séances de I’Académie des Sciences,
t. LXXVIIT; 1874.

On peut toujours considérer un polynéme algébrique, fonction
de la variable , comme provenant d’une forme homogéne f(z, y),
dans laquelle on a fait )» = 1; dans lout ce qui suit, je supposerai
que la variable » et les variables analogues ', 7, 7/,... que je
pourrai introduire soient toutes égales a 'unité.

1. Le premier é¢manant de la forme f(x, y) est le polyndme

d ’ Al . ’
£ 1{04— n & ; les autres émanants s’obtiennent en opérant sur la
(

d .
forme donnée avec le symbole A = < ek (ly>’ et, pour abré-

ger, je les désignerai par la notation A‘j(x ). Ils jouent un role
lmportant dans la théorie de I'équation f(z, y)=o0, el, a cel
égard, j’énoncerai d’abord le théoréme de Rolle sous la forme

suivante :

Etant donnée une équation de degré m et a coefficients réels
Sz, y)=o, si 'on pose, pour abréger,

et (14 1),
o & désigne une quantité réelle quelconque,
1° Deux racines consécutives de la proposée contiennent
toujours un nombre impair de racines de Uéquation Q = o;
2° St toutes les racines de la proposée sont réelles, toutes
celles de Uéquation Q@ = o sont également réelles et séparent
celles de la proposée.
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Je ferai remarquer que Uon peut remplacer I'équation @ = o
par I'équation

av 40 (dRaT _ vy
xd& 4 d, dz dn dt dy )7

dont deux racines sont en évidence, les autres pouvant étre déter-
minées par la résolution d’une équation du degré (m — 2).

2. Soit une équation, de degré m, f(z, y) = o, a coeflicients
réels ou imaginaires; représentons, avec Caachy, ses m racines
par m points du plan que nous appellerons les points racines;
nous aurons les propositions suivantes :

Tutorime 1. — Etant donné un cercle quelconque contenant
tous les points racines de U’équation, et étant pris wn point
quelconque & en dehors de ce cercle, toutes les racines d’une
quelconque des équations

Alf(z,y) = o,

que l'on obtient en égalant & séro un émanant de l'équation
proposée, sont également contenues dans Uintérieur de ce
cercle.

Remargue. — Sitoutes les racines de la proposcée étaient en
dehors du cercle, le point £ étant situé en dedans, Loutes les ra-
cines des équalions, obtenues en égalant les émanants a zéro, se-
raient également en dehors du cercle.

Tutorive 1. — Si¢ deux points du plan &, & satisfont & la
relation
e’ d‘l R i‘f—
dt T dy !

tout cercle mené par ces deux points (passit-il méme par un
certain nombre de points racines, pourvu qu’il ne les contiennc
pas tous) contient aw moins un point racine; il y a en outre au
moins un point racine a ’extérieur de ce cercle.

Remarque 1. — La méme proposition a licu si les deux points
¢ et & satisfont & Pune quelconque des équations

71 LN\,
(\E/—(([—c+‘q'(([—r> ‘/(E,'I‘>:(>.
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Remarqgue 1. — En particulier, le cercle décrit sur EE comme
diamétre contient au moins un point racine; si § est une valeur
suffisamment approchée d’'une racine z, de la proposée, ' sera
lui-méme trés voisin de &, et le cercle § ayant £’ pour diamétre
contiendra nécessairement la racine x; il résulte méme de ce qui
précede que cette racine s’écartera trés peu du diamétre. On peut
rapprocher ce résultat de la méthode d’approximation donnée par
Newton.

3. Cauchy a donné, dans son théoréme sur les contours, rela-
tivement aux racines imaginaires, I’équivalent du théoréme de
Sturm. Les théorémes beaucoup plus élémentaires, mais non
moins importants, de Rolle et de Descartes, n’ont pas, jusqu’a
présent, été étendus au cas des racines imaginaires. Les proposi-
tions précédentes, quoique trés simples, pourront peut-étre jeter
quelque jour sur cette question; dans tous les cas, elles mettent
indubitablement en évidence le role fondamental que jouent dans
cette théorie les contours circulaires.



SUR UNE FORMULE NOUVELLE PERMETTANT D'OBTENIR,

PAR APPROXIMATIONS SUCCESSIVES,

LES RACINES D’UNE EQUATION

DONT TOUTES LES RACINES SONT REELLES.

Comptes rendus des séances de I’Académie des Sciences,
t. LXXIX; 1874.

1. Dans ce qui suit, A ct B désignant deux quantités quel-
conques, j'appellerai AB lintervalle rempli par I'ensemble des
valeurs que prend une variable qui, partant de la valeur initiale A,
atteint en croissant constamment la valeur finale B. On voit que,
si A est plus grand que B, l'intervalle AB contient la valeur == oc.

Cela posé, on ala proposition saivante :

Tutorime. — FKtant donnée une équation, de degré n,
JS'(x)= o, donl toutes les racines sont réelles, supposons que l’on
att déterminé deux nombres A et B, tels que Uintervalle AB
comprenne une seule racine & de U’équation proposée; si ’on
prend, dans cet intervalle, un nombre a arbitraire, tel que
J'(2)
sott comprise dans le méme intervalle, la racine § est néces-
satrement comprise dans U'intervalle ba, les quantités a et b
étant déterminées par les formules

L (21— M)/ (1) — nf(2)
@ =4S T T )+ (a— M) [ () () =/ ()]

et
— . (a—B)f'(2)—njf(x) .
b= 2t/ S ) + (1 — B) L)) (2) =32

2. Cette méthode differe, comme on le voit, profondément de

celle de Newton, en ce qu’elle utilise non seulement les proprié-
tés de Uéqualion dans le voisinage de la racine cherchée, mais
encorce la facon dont elle se comporte pour des valeurs assez éloi-
gnées de cetle racine.



SUR LA

RESOLUTION DES EQUATIONS NUMERIQUES

DONT TOUTES LES RACINES SONT REELLES.

Comptes rendus des séances de I’Acadeémie des Sciences,
t. LXXIN; 1874,

1. Etant données deux quantités réelles quelconques A et B,
j'appellerai intervalle AB Pensemble des valeurs ue prend une
quantité variable partant de la valeur initiale A et acquérant,
aprés avoir crit constamment, la valear finale B. En représentant
A et B par deux points d’un axe fixe, ayant respectivement ces
quantités pour abscisses, on voit que, si A est plus grand que B,
I'intervalle AB renferme le point situé a I'infini.

Je désignerai aussi par cercle AB la portion du plan limitée a
la circonférence décrite sur AB comme diamétre et renfermant
I'mtervalle AB; en sorte que, si A est plus grand que B, le cercle
AB s’étendra a I'infini.

Enfin je dirai que deux quantités A" et B limitent les racines
d’une équation, lorsque, des deux intervalles AB et BA, I'un ren-
ferme toutes les racines réelles de 1'équation, tandis que aatre
n’en renferme aucune; qu'elles les séparent, lorsque chacun de
ces intervalles enferme au moins une racine réelle de 1’équation.

2. Cela posé, considérons une équation du degré n

(I> f(xv.}/)zo(l)’

ayant toutes ses racines réelles; en désignant par H son hessien
et en représentant, pour abréger, n*(n —1)H par — A, on sait
que A restera toujours positif, quelle que soit la valeur de la va-
riable, et 'on pourra énoncer les propositions suivantes :

(%) La variable y, que yintroduis ici, pour I'homogénéit¢ des formules, est
¢gale & unité ainsi que les variables analogues »' et .
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Tutorime 1. — Quelle que soit la valeur réelle attribuée a
la variable &, si deux quantités réelles x et x' satisfont a la
relation

)
) (o1 —yan—ytage (o Gy ) (0 Gy ) =

ces deux quantités séparent les racines de Uéquation (1).

Tutorive 1. — Ktant données deux quantités quelconques
zetx', ces deux quantités limitent ou séparent les racines de
Péquation (1), suivant que ’équation (2), en y considérant §
comme U'inconnue, a toutes ses racines imaginaires ou bien a
des racines réelles.

3. Le théoréme I peut étre mis sous une autre forme plus com-
mode dans les applications. Si, donnant & & une valeur réelle fixe,
nous faisons varier simultanément x et ' de fagon a satisfaire
a I'équation (2), nous voyons que les deux points z et 2’ forment
sur I'axe deux divisions en involution, dont les points doubles
(nécessairement imaginaires) sont donnés par I'équation

, £ a4 daf
21T, — Ve )2PA 4+ 4+ =~ ) =o.

En appelant m le point de 'axe dont P'abscisse est &, représen-
tons par M le point du plan dont les coordonnées rectangulaires
sont

9

igf‘;—é
REaE

Lorsque m se déplacera sur I'axe, le point M (que jappellerai
le point adjoint & m) décrira une courbe (M), dont tous les points
jouissent de la propriété suivante :

Tutorkme 1. — S¢, par un point guelconque de la courbe
(M), on mene deux droites rectangulaires entre elles, les deux
pointsouw elles rencontrent ’axe séparent les racines de la pro-
poscée.

4. Concevons maintenant que on ait déterminé un intervalle
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AD contenant une seule racine o de la proposée et un point M de
la courbe (M) situé dans le cercle AB : on pourra toujours le
faire, si Pon a une valeur suffisamment approchée de la racine;
car, & mesure qu’un point dc 'axe se rapproche de cette racine,
le point adjoint s’cn rapproche lui-méme indéfiniment. Menons,
par le point M, deux droites respectivement perpendiculaires a
MA et MB, et rencontrant 'axe aux points @ et b; d’apres le théo-
réme I, la racine « est comprise dans les intervalles Aa ct 6B,
ct, par suite, dans Vintervalle ba qui lear est commun.

On obtient ainsi deux limites de la racine d’autant plus rap-
prochées que le point M est plus voisin de la racine. La condition
nécessaire et suffisante pourl’application de cette méthode est que
le point M soit situé dans le cercle AB; dans la pratique il sera
plus commode d’employer un autre critérium.

5. Soit, a cet effet, m un point de Paxe ayant pour abscisse &,
ct 7/ un autre point de I'axe ayant pour abscisse la valeur & dé-

duite de la relation & [(ZT{ + Y _ o.

dt

Je dis que, si le point m est compris dans I'intervalle AB, la
méthode précédente peut toujours étre employée. On vérifie, en
effet, facilement que la circonférence décrite sur mm’ comme dia-
métre passe par le point adjoint M; par hypothése, cette circon-
férence est située dans le cercle AB: il en est donc de méme du
point M.

Le critérium précédent est d’une application plus facile que le
premier; il conduit, en outre, & un procédé parfaitement régulier
pour approcher indéfiniment de la racine cherchée.

On établira, en effet, facilement la proposition suivante :

Tutorime 1V. — Ayant déterminé un intervalle AB com-
prenant une seule racine o de Uéquation proposée, soit b une
quantité prise dans Uintervalle AB, et telle que la quantité
g — /(B

J(3)
sons, pour fizer les idées, que, quand wune variable décrit dans
le sens direct Uintervalle AB, elle passe par la valeur B avant
n/(3)

soit elle-méme comprise dans cet intervalle; suppo-

de passer par la valeur 3 —
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Cela posé, en appelant m le point dont U’abscisse est 3 et M
le point qui lui est adjoint, nous ménerons par M une perpen-
diculaire ala ligne MB et coupant I’axe au point m,. De méme,
par le point M, adjoint aw point m, nous ménerons wne droite
perpendiculaire ¢ M, B et coupant {’axe au point ms.

En continuant ainst, nous déterminerons sur I’ axe une série
de points m, my, maq, ..., m; et la série des points adjoints M,
M,,M,, ..., M.

Les valeurs des abscisses des points m, m, ma,..., m; for-
meront une suite de quantités s’approchant infiniment de la
valeur o de la racine et toujours dans le méme sens.

Pour avoir, quand on sarréte & un terme quelconque de la
série, m; par exemple, une limite de Uerreur commise, il suf-
Jira de mener par le point M;_, une perpendiculaire & la droite
MA, et de prendre son point d’intersection n; avec ’axe; la
racine o sera nécessairement comprise entre les points m; et n;.

6. Les considérations et les constructions géométriques dont,
pour plus de clarté, je me suis servi dans tout ce qui précéde de-
vront, dans les applications, étre remplacées par des formules
analytiques.

J

On obtiendra ainsi, en particulier, celles que j’ai données
bri¢vement dans une Note que j’ai eu 'honneur de présenter ré-
cemment & "Académic (24 aolit 1874) (').

(") Cest la note de la page 51 du présent volume; d’ailleurs cette note, ar-
ticle actuel ct le Mémoirce suivant sont, cn quelque sorte, inséparables.
L. R.

- > © GO



SUR LA

RESOLUTION DES EQUATIONS NUMERIQUES.

Nouvelles Annales de Mathématiques, 2° série, t. XVIL; 1878.

1. Soit une équation algébrique de degré n et a coefficients
réels ou 1maginaires; en prenant ~ Ppour inconnue, elle peut s’é-

crire sous la forme suivante
S(@y)=o,
J désignant un polyndme homogéne et du degré n parrapport aux

., x
quantités x el y; ou encore, en posant 5 = 7

F(z)=/(51)=o0.

En prenant d’une facon arbitraire, dans un plan, deux droites
rectangulaires pour axe des abscisses et pour axe des ordonnées,
je conviendrai, suivant I'usage habituel, de représenter une quan-
lité imaginaire o -+ 37 par un point ayant o pour abscisse et {3
pour ordonnée.

Cela posé, 5= = étant une quantité imaginaire quelconque

Y
représentée par le point m du plan, jappellerai point dérivé du
point m le point p représentant la quantité { = _é; déterminée par
i

I'équation
¢Sy +afy=o.

On déduit de cette équation

f’
7 Sy
4 R

/.,r

b}
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~3

ou, en vertu du théoréme sur les fonctions homogénes,

. F(=).
S )

Lorsque 'on considére 5 comme la valear approchée d’une ra-
cine de I'équation FF(Z) = o, en désignant par 5’ la valeur que Uon
en déduit pour cette racine, par la méthode de Newton, on a

. F(a),
TTF(E)

d’ott cette conclusion : Si m est un point du plan représentant
une valeur approchée d'une racine de I'équation F(Z) = o, cl si
la valeur approchée de cette racine, que I'on en déduit par la mé-
thode de Newton, est représentée par le point 7/, le point p dé-
rivé du point m s’obtient en portant dans la direction mn?, et a
partir du point 72, une longueur égale a n > mm'.

2. Jétablirai d’abord la proposition suivante :

Tutorime 1. — Etant donnée une équation algébrique du de-
grén, st Uon prend un point m arbitrairement dans le plan et
si Uon désigne par . le point dérivé du point m, tout cercle
passant par les deux points m et p., s’il ne passe pas par toutes
les racines de ’équation, contient aw moins une de ces racines;
et, dans ce cas, une aw moins des racines est située a ’exté-
rieur du cercle.

Pour démontrer cette proposition, je remarquerai que, o, 3,7, 6
désignant des quantités imaginaires quelconques, les différents
points représentés par I'expression

7 = ﬂa

Y+ ol

quand on donne a ¢ toutes les valeurs réelles possibles, sont si-
tués sur un méme cercle, et que, pour deux valeurs imaginaires
quelconques de ¢, les points représentant les valeurs correspon-
dantes de 5 sont situés du méme cOté par rapport au contour du
cercle, ou de cotés différents, suivant que, dans les valeurs de la
variable ¢, les coeflicients de¢ ¢ sont de méme signe ou de signes
contraires.
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Cela posé, 5 = z ayant une valeur quelconque et § étant déter-
Y

miné par I’équation

b,
7 [l
I'expression
gtz MYy
Ty =

quand on y donne & ¢ toutes les valeurs réelles, représente un
cercle passant par le poinl; m représentant s, puisque, pour ¢ =oo,

x ’ . oy 7
onaZ= ;; ce cercle passe également par le point dérivé . repré-

sentant ¢, puisque, pour { =o0,0na

g

—

On voit ainsi, a cause de I'indétermination ‘de X, que Pexpres-
sion précédente représente, pour des valeurs réelles de ¢, les dif-
férents points d’un cercle quelconque passant par les deux points
m et et, d’aprés ce que j’ai dit plus haut, pour démontrer la pro-
position énoncée, il suffira de prouver que I'équation

P(E=2) <,

tx ~+ hj%

si elle admet des racines imaginaires, admet au moins une racine
ou le coefficient de ¢ est positif et une racine ot ce coefficient est
négatif.

L’équation précédente peut s’écrire ainsi :

Sz —=Afy ty +hfy)=o,
ou, en développant suivant les puissances de ¢,
(1) Atn4-Ben—24 Cir—34...=o.

Le cocfficient de ¢*=* dans cetie équation est égal & zéro; un
calcul facile montre, en cffet, qu’il est égal &

WSSy =S Sy

De la résulte que la somme des racines de U'équation (1) est nulle;
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cn désignant donc par @ + b7, @' + ', ... ces racines, on a

E(a+bi)=o,
d’out
2bH =o;
et, par suite, si toutes les valeurs de b ne sont pas nulles, il y a
au moins deux de ces valeurs qui sont de signes contraires, ce qui
démontre la proposition énoncée.

3. Tutornime Il. — Ktant donnés un cercle quelconque qui ren-
ferme toutes les racines de Uéquation f(X,Y)= o et un point
= 7%, sttué en dehors de ce cercle, tous les points 5= e défi-
nis par Uéquation

Efe+ 71f,y =0,
sont sttués dans Uintérieur du cercle.

En effet, 5 désignant 'un quelconque des points ainsi définis,
 est son point dérivé; si s n’était pas situé¢ dans Dintérieur du
cercle, par les deux points 5 et § qui lui sont tous deux exlérieurs,
on pourrait mener un cercle renfermant dans son intérieur le
cercle donné et, par suite, toutes les racines, ce qui est contraire

a la proposition précédente. Le théoréme est donc démontré.
On démontrerait de méme la proposition suivante :

Etant donnés un cercle quelconque a Uextérieur duquel
sont situées toutes les racines de ’équation

S(XY)=o,
et un point { = _%, situé dans Uintéricur de ce cercle, tous les
points 5= —j—/, définis par ’équation
§fat+ufy=o0
sont situés a Uextérieur de ce cercle.

4. Etant donnée une équation de degré n, I'(5)=o, et m étant
le point représentatif d'une valeur s, approchée d’une racine de
cette équation, désignons par m' le point représentatil de la valeur
approchée de cette racine que donne Ja méthode de Newton. Le
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point w dérivé de m s’obtient en portant, a partir de m dans la di-
rection mm', une longueur égale & n >< mn?, et tout cercle pas-
sant par les points m et p. contient au moins une racine de 1'équa-
tion.

En particulier, le cercle décrit sur 7 p. comme diamétre contien-
dra une racine, et, si m est suffisamment voisin de la racine, m sera
trés voisin de m/ et par conséquent de w.; le cercle dont je viens
de parler aura donc un rayon trés petit et contiendra la racine
cherchée.

Dans tous les cas, on peuat énoncer la proposition suivante :

Quelle que soit la quantité =, il y a aw moins une racine de
léquation ¥ (z) = o dont la différence avec Uexpression

- Fis)
F'(s)
. . F(z)
a un module moindre que (n — 1) fois le module de Fis)"

IT.

Examen du cas ou toutes les racines de I’équation
sont réelles.

5. Considérons une équation du degré n, F'(5) = o, ayant toutes
ses racines réelles.

Soit la courbe dont I’équation est v = F(z), prenons un point
quelconque M sur cette courbe et par ce point menons une paral-
lele al’axe des w et la tangente & la courbe. Soient respectivement
P et T les points ot ces droites coupent I'axe des 5; portons sur
cet axe, a partir du point P et dans la direction PT, une longueur
P17 égale a n < PT.

Du théoréme I et de interprétation géométrique de la méthode
de Newton, on déduit immédiatement la proposition suivante :

La courbe dont Uéquation est w =¥ (z) rencontre au moins
une fois Uaxe des z entre les points T et 'T".

6. Cette propriété¢ n’est qu'un cas particulier d’une propriété
heaucoup plus générale.
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Convenons, comme précédemment, de représenter une quantité
imaginaire quelconque 2 -+ 3¢ par un point d’un plan ayant res-
pectivement ¢ et 3 pour abscisse et pour ordonnée relativement a
deux axes rectangulairves arbitrairement choisis.

L’équation I'(z)=o0 ayant toutes ses racines réelles, ces di-
verses racines seront représentées par divers points de I'axe des
abscisses.

Cela posé, j’énoncerai d’abord la proposition suivante :

La condition nécessaire et suffisante pour qu’une équation
F(3) = o ait toutes ses racines réelles est que chaque point du
q
plan et son point dérivé soient situés de part et d’autrede l’axe
des abscisses.

En effet, si un point m et son point dérivé w se trouvaient d’un
méme cOté relativement a 'axe des abscisses, on pourrait, par les
deux points m et ., faire passer un cercle situé enti¢rement d’un
méme cOté par rapport a cet axe. L’équation, en vertu du théo-
réme I, aurait donc au moins une racine imaginaire, ce qui est
contraire a I'hypothése.

Réciproquement, si I’équation a des racines imaginaires, on
peut trouver une infinité de points dont les points dérivés sont si-
tués du méme coté relativement & 'axe des abscisses.

11 suffit pour le démontrer de remarquer que, quand un point 7
du plan tend vers une racine { de I'équation, le point dérivé u
tend vers la méme racine; en prenant m suffisamment rapproché
de {, on pourra évidemment faire en sorte que le point dérivé
soit situé¢ du méme coté relativement a 'axe des abscisses.

La proposition précédente est donc entiérement établie.

7. La droite =3 désignant 'axe des abscisses ( fig. 1), soit M
un point quelconque du plan et o son point dérivé. Comme je
viens de le faire remarquer, les deux points M et u sont situés de
part et d’autre de 'axe des abscisses; menons par ces points un
cercle quelconque, et soient H et K les points ot ce cercle coupe
laxe «.

En vertu du théoréme I, lc cercle renferme au moins une racine,
et comme, par hypothése, toutes les racines de I’équation sont
rvéelles, cette racine cst comprise entre les points H et K.
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Les points M ct p restant fixes, on peut faire varier le cercle,
et 'on obtiendra ainsi une infinité de segments analogues a HK et
tels que chacun d’eux renfermera au moins unc racine. Soit I le

Fig. 1.

=

point de rencontre de M avec I'axe ; au point I, ¢levons une per-

-
pendiculaire TP, telle que IP” = MI > p1.

Les divers segments dont je viens de parler sont vus du point
sous un angle droit.

A chaque point M du plan correspond donc un point P, défini
comme je viens de le dire et jouissant de la propriété énoncée
dans la proposition suivante :

Si, par le point P, on méne deux droites rectangulaires
quelconques interceptant sur Uaxe un segment RS, ce segment
renferme auw moins une racine de Uéquation et en renferme
aw plus (n —1). '

En considérant diverses positions du point M, on obtiendra au-
tant de positions du point correspondant P. 1l est facile de se
rendre compte comment ces points P sont distribués dans le plan.

Supposons, pour fixerles idées, que I'équation soit du troisi¢me
degré et désignons par «, b, ¢ (fig. 2) les points qui, sur 'axe o/,
représentent les racines de I'équation.

Sur chacun des trois segments ab, bec et ca comme diamétres
déerivons une demi-circonférence : nous obticndrons ainsi trois
arcs de cercle formant une sorte de triangle curviligne ac' b’ c b a.

En examinant la figure, on verra facilement que deux droites
rectangulaires quelcongues passant par un point situ¢ dans Pinté-
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rieur de ce triangle interceptent sur I’axe un segment renfermant
au moins une racine de ’équation et en renfermant au plus deux.
Au contraire, si I'on prend arbitrairement un point en dehors de
ce triangle, on peut toujours par ce point mener deux droites

Fig. 2.

b

rectangulaires interceptant sur ’axe un segment ne comprenant
aucune racine de I'équation ou les comprenant toutes.

Tous les divers points P couvrent donc unc portion du plan
comprise toul entiére dans le triangle curviligne ac'ba'cl/ a, et il
est facile de voir que la courbe qui la limite est tangente aux
cercles aux poiuts «, b, ¢ et a un rebroussement en chacun de ces
points.

Dans la fig. 2, cetle portion du plan a été couverte de hachures.



REMARQUES SUR QUELQUES POINTS

DE LA

THEORIE DES EQUATIONS NUMERIQUES.

Nouvelles Annales de Mathematiques, »° série, 1. XVII; 1878,

1. Etant donné un polyndéme f(z), du degré n, on sait le réle
important que joue sa dérivée f'(z) dans la résolution de I'équa-
tion f(z)=o.

Dans la plupart des cas, on peut remplacer cette dérivée par le
polynéme

9(2)= Oh—a) f(2)+nf(a),

qui renferme une constante arbitraire A et qui, quel que soit 7,
est généralement, ainsi que la dérivée, du degré (n —1).

2. Supposons, par exemple, qu’en effectuant sur f(x) et o(x)
lopération du plus grand commun diviseur, en changeant de
signe tous les restes, nous formions une suite de polyndmes
J> @ ¢1, 92, ..., analogues & ceux que I'on forme, dans la mé-
thode de Sturm, en prenant pour point de départ les polyndmes f
et f'.

Sans entrer dans les détails de la démonstration, on voit claire-
ment que, si 'on fait varier z, la suite des termes f, v, o, ... ne
peut perdre de variations que quand f(x) s’annule. Dans ce cas,
I'expression
S'(z)

S(z)

:]9(_.:;2:’2—*_()\—_1‘)

A

~

passe évidemment du positif au négalif si >, et du négatif
au positif si z << 7.



SUR LA THEORIE DES EQUATIONS NUMERIQUES. 65

D’ou la proposition suivante, due a M. Hermite (') :

Si, dans la suite des polynémes f, o, ©y, 9, ..., on substitue
deux nombres o et 3 (2<B3), Uexcés du nombre des variations
de cette suite pour x == o, sur le nombre des variations de cette
suite pour x =B, est égal & Uexcés du nombre des racines de
Péquation f(z) == o, comprises entre et s et plus petites que 'k,
sur le nombre de ces racines qui sont plus grandes que .

Il'est clair que la proposition précédente peut servir aux mémes
usages que le théoréme de Sturm, en ayant soin, lorsque 'on veut
déterminer le nombre des racines réelles comprises entre o. et 3, de
substituer le nombre A dans la suite, si A est compris entre zet 3.

Je remarquerai maintenant que l'on peut toujours déterminer A
de telle sorte que le polyndme o (z) s’abaisse au degré (n —2).
On aura, par suite, une division de moins a faire que dans Uappli-
cation de la méthode de Sturmj ce qui, dans certains cas, pourra
étre plus avantageux.

3. Je prendrai, comme second exemple, la séparation des ra-
cines d’une équation du cinquitme degré.

M. Maleyx, qui a, dans ce Journal, publié plusieurs Notes inté-
ressantes sur la séparation des racines (?), a remarqué que les ra-
cines de I'équation du cinquiéme degré pouvaient étre séparées en
résolvant deux équations du deuxiéme degré.

Le procédé suivant sera peunt-étre plus commode dans la pra-
tique.

En désignant par f(z) un polynéme du cinquiéme degré, dé-
terminons A de telle sorte que le polynome

o) = (h—a) f/(2)+5 ()

s’abaisse au troisiéme degré ; puis effectuons la division de / par .
Nous obtiendrons I'équation

S =920 +R,

ot Q et R sont des polynomes du second degré.

Memoire sur l’équation du cinquiéme degre, p. 31.

(l
(%) Nouv. Ann, 2° série, t. XI, p. 404, et t. XIIT, p. 385,

)
*)

N
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En remplacant ¢ par sa valeur, la relation précédente peut
s’écrire

S@=5Q)= 0 —2)Q f(z)+R;

on en conclut que les racines de f(z)= o sont séparées par les
racines des équations

z—A=o, Q=o, R =o,

dont une est du premier degré et les deux autres du second seule-
ment.
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Nouvelles Annales de Mathématiques, 2° série, t. XVIII; 1879.

4. Pour appliquer cette proposition (?) a la recherche du
nombre des racines positives de I’équation

(4) S(@)=o,

ol f(z) désigne un polynéme entier, je choisirai un polynéme

o(x), assujetti & la seule condition que le développement de ﬁz;
suivant les puissances croissantes de z ne renferme qu’un nombre
limité de variations.

Cela posé, A désignant le plus petit des modules des racines de
I'équation o(x)== o, ce développement est convergent pour toutes
les valeurs positives de x plus petites que A et est divergent
pour z = A; il s’annule d’ailleurs pour toutes les racines posilives
de I'équation (4) qui sont inférieures a A.

On peut donc énoncer cette proposition :

Le polynéme ¢ (x) satisfaisant a la condition ci-dessus énon-
cée, le nombre des racines positives de l’équation f(x)= o,
dont la valeur est inférieure a A, est aw plus égal au nombre

des variations du développement de f ) suwant les puissances

crotssantes de x, et, s'il {ut est mferzeur la différence est un
nombre pair.

5. En considérant seulement les cas les plus simples, soit d’a-

(*) Nous avons supprimé les trois premiers numéros de ce Mémoirc qui ne
sont que la reproduction des pages 3, 4 et 5 du présenl Volume. E. R.
(*) C’est la proposition dont I'énoncé est imprimé en italiques a la page 5.
E.R.
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bord ¢(x)=p—z, p désignant un nombre quelconque positif.
Soit n le degré de f(x); en désignant par P un polyndéme du

degré (n — 1), on aidentiquement

f(_x)=P+ Sp) —.:P+f(p)<i+ %4— f—i—l—)
pP—z prP—z P P P

On voit que tous les termes de ce développement ont, a partir
du coefficient de 2, le méme signe. D’ailleurs, ce développement
est convergent pour toutes les valeurs positives de z inférieures
a p; donc le nombre des racines positives de I'équation f(z)= o,
dont la valeur est inférieure a p, est au plus égal au nombre des
variations que présentent les termes du développement de pi(%
dont le degré ne dépasse pas n.

Comme il s’agit seulement d’obtenir les signes des termes de ce

développement et que p est positif, on peut remplacer I'expres-

sion fz) par J(pz) » ou encore par la suivante :
p—a pi—2z)

fl—(_pi) =flpx)(1 +x + 22+ 25+ ...);

d’ou cette proposition :
Etant donnée Uéquation
Ao+ Ayar—1 A2+, ..+ A, gz +A,= o,

le nombre des racines positives de cette équation, dont la va-
leur est inférieure au nombre positif p, est auw plus égal au
nombre des variations de la suite

Agpt =+ A pt=t Agpn=24- .. = Ay 5 p2+ Ay p + Ay,
Ayl Agp 2 L 4+ A, op2 - A, p+ Ay,
Ag])""“’+. o+ An_g[ﬂ -+ A”__ip -+ An,

Ap—ap?4 App + Ay,
An—lp -+ An,
Ag;

et, s'il lui est inférieur, la différence est un nombre pair.



SUR LA REGLE DES SIGNES DE DESCARTES. 69

6. En désignant toujours par p un nombre quelconque positif,
faisons en second lieu

¢(@z)=(p—a)%

On a identiquement, P étant un polynéme entier du degré

(n—2),

Sy o S )
(p— )2 (p—x)} p—=
_p ﬂ]_) ,S(p)
=v AP
Tf(m[ f(P)]
r’ J(p)
gl
s 4]
JS(p) S' @7 s
-+ Pn+3[n Pf([) ]x ...

Le nombre des variations du second membre se compose d’a-
bord des variations du polynéme entier Q, formé des termes du

développement de f( ) - dont 'exposant est inférieur a n, et en-

suite des varlatlons des termes de la suite

S B0 TN (7.3
Py TN Ry 2y’

Comme ces termes vont loujours en croissant, la suite ne peut
présenter qu’une variation, et elle la présentera effectivement si le

nombre n — p § () est négatif.

Au lieu du developpement de (—Pf(?w;—)?, on peut évidemment

considérer le suivant :

(_——I/(—PZ))Z =f(px)(1+ 20 +322+ 42°+...)

el énoncer cette proposition :
Liant donnée Uéquation

f(z'): Agl‘"—F 1'\1‘1'”""1 - Agﬂ}”’mz—i—- o A,L_2$2+ A,,_lx - Alt)
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st hdésigne le nombre des racines de I’équation
S(@)=o

positives et inférieures au nombre positif p, et p. le nombre des
variations des termes de la suite

Appr—taalopt2a. 4+ (n—2)Ap_oap2+(n—1)A 1 p + nAp,
Aopr=2-. . (n —3)Aap?+(n— 2)App +(n—1)A,,

i\ndzj)? - 2An—1P +—3A,,
Apaip+2A,,
A/u

le nombre ' est au plus égal au nombre (v 1), et leur diffé-

: . L. ., "(
rence est un nombre impair St la g/uantlte n—p f [7) est pPo-

Jp)

sitive ou nulle; la différence est zéro ou un nombre pair si
cette quantité est négaltive.

7. Soient p et ¢ deux nombres positifs quelconques assujet-
tis & la seule condition que ¢ soit plus grand que p; faisons

o(z)=(p—x)(q — =)

(x

~——~f—l—— est convergent pour
(p—2)(q—=)

toutes les valeurs positives de x inférieures a p, et 'on a identique-
ment, P désignant un polynéme entier du degré (n — 2),

Le développement en série de

S(2) _p. S v Sl
(p—2)(qg —2x) ¢q—p p—x q—pgqg—x
oy fp) [q J(9)]
=P - JN L AN
- qg—p g Lp J(p)
RAVN KAAC Dl D
S Lp? J(p) ]
IAC.2) KA T/
q* Lp /(p;]
Sy gt fa)] .,
-+ (/u-o—l _p/H—l , f(ﬁ) z
j.(/l)) "qzz—l—? . ((/)F ol e )
-+ g2 | pr2 f([))_J z e g
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Le nombre des variations du second membre se compose d’a-
bord des variations du polyndme entier Q, formé des termes du
S(x)
(p—x)(q—w)
et ensuite des variations des termes de la suite

développement de dont 'exposant est inférieur a n,

g Sl gt Sl g fg),
rt o flpy preto f(p) o prtr f(p)

Or, % étant plus grand que 1, les termes de cette suite vonl tou-

jours en croissant et ne peuvent présenter qu'une variation; elle se

" S
rr Sp)

Sil’on se reporte a ce que j’ai dit plus haut, on peut donc énon-
cer la proposition suivante :

En désignant par f(x) un polynéme entier du degré n, et
par p et g dewx nombres positifs arbitraires, mais dont le se-
cond soit supérieur au premier, sotent A le nombre des racines
positives de U’équation f(x)= o qui sont inférieures & p, et j.
le nombre des variations du polyndme formé des termes du dé-
veloppement de

présentera si est négatif.

S(=) ,
(p—2)(qg—=)

dont Uexposant est inférieur a n; le nombre . est au plus égal
auw nombre () +1), et leur différence est un nombre impair st
la quantité

q" _ /(q)
r* f(p)

est positive ou nulle; elle est zéro owu un nombre pair st cette
quantité est négatioe.

B e



SUR LA

DETERMINATION D’UNE LIMITE SUPERIEURE

DES RACINES D’UNE EQUATION

ET SUR LA

SEPARATION DES RACINES.

Comptes rendus des séances de I’ Académie des Sciences, 1. LXXXIN; 1879 (1).
Nouvelles Annales de Mathematiques, 2° série, t. XIX; 1880.

I.
1. Tiant donnée une équation du degré m
(1) J(x)=o,

dans laquelle le coefficient de z™ est supposé positif, Newton a fait
connaitre une méthode trés élégante pour obtenir une limite
supérieure des racines positives de cette équation; elle consiste,
comme on le sait, & déterminer une quantité @ qui rende positives
toutes les fonctions

S@), fl(@), @) . i), ().

L’application de la méthode de Newton ne laisse pas que d’étre
assez longue dans la pratique, le calcul numérique des termes de la
suite

(2) fla), fi(a), ... fm=t(a), fr(a)

étant d’autant plus pénible que la connaissance de quelques-uns
des termes de cette suite ne facilite en aucune facon le calcul des
aulres termes.

2. En posant

S(z)=Agxm+ Ajgm—t 4 ayxm=24. . . +A,_1z+ A,,

(1) L’article des Comptes rendus se compose des n°s 3, 7, Yet 10 du présent Mé-
moire. E. R.
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je considérerai la suite des polyndmes

Jm(z) = Ay,
fm—i(x') = Ajz + Ay,
(3») fm—?(x):Ao-’l‘g—l—Alx—i—Ag,
Si(z)=Agem—t4 Ajam=—2a = Ay,
S(z)=Aqzm+Ajzm—...+ Ap_12 + A,

dont le dernier est précisément le premier membre de Péquation
proposée.

Les valeurs que prennent ces polyndmes pour une valeur don-
née de la variable égale & « se calculent aisément par voie récur-
rente; on a, en effet, la relation bien connue

/‘i(a) = (‘L‘f[_H ((l)—'— Am—is

et les quantités
f/n(a)y j.lll—i(a)7 ) f‘l(a>) .f(a)

se rencontrent d’elles-mémes quand on veut obtenir le résaltat de
la substitution de @ dans f(x).

Cela posé, si un nombre positif a rend positifs tous les poly -
némes de la suite (3), ce nombre est une limite supériewre des
racines de ’équation f(z)= o.

On a, en cffet, identiquement,

S(z)=(x— a)| fm(a)emV+ finq(a)zem=2+.. .+ fi(a)]+ f(a),

et il est bien clair que, sous les conditions énoncées ci-dessus, le
polyndéme f(x) a une valeur positive pour toutes les valeurs de x
supérieures & a; on peut méme ajouter que, pour ces valeurs,
J(x) va toujours en croissant avec z, d’oti il résulte que a est une
limite supérieure des racines de I'équation f(z)= o et de I’équa-

tion f'(z)=o.

3. Pour trouver une limite supérieure des racines de I'équa-
tion (1), on essayera donc d’abord la racine o de I’équation

f/ll"‘l(x): Agz 4+ A= o,
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et l'on calculera de proche en proche les diverses expressions

Sm—2 (%), fm—s(a), ...

ce sont, du reste, les nombres que I'on a & calculer quand on veut
trouver la valeur de f(a).

Si tous ces nombres sont positifs, « est une limite des racines
de 'équation proposée; sinon, on essayera le nombre entier con-
sécutif et P'on poursuivra les opérations jusqu’a ce qu’on arrive a
un nombre 3 tel que tous les nombres intermédiaires qui se pré-
sentent dans le calcul de f(3) soient tous positifs.

4. Comme application, considérons I’équation
PP )
S(x)=ab—102"— 3223+ 72— 5002 — 120 =0,

a laquelle est appliquée la méthode de Newton dans ' Algebre de
M. Briot (').

En cherchant le résultat de la substitution de 10 dans f{z), on
rencontre le nombre suivant

— 32;

10 est donc trop faible.
En substituant 11, on obtient les nombres

1, -1, —a2aI;

ce dernier nombre étant négatif, 11 est trop faible.
En substituant 12, on obtient les nombres

+1, —+92, —8;

12 est donc trop faible.
En substituant 13, on obtient les nombres

“+1, —+=3, -7, 1183 — 500, 13(1183 — 500)—120;

tous ces nombres étant positifs, on en conclut que 13 est une li-
mite supérieure des racines de 'équation proposée. Clest précisé-
ment la limite enticre & laquelle conduit application de la mé-
thode de Newton.

(1) Lecons d’Algébre, 8¢ édition, p. 298,



1

SUR LA DETERMINATION D'UNE LIMITE SUPERIEURE DES RACINES.

~1

I

5. Les signes des termes de la suite (3), dont les valeurs se
présentent d’elles-mémes quand on caleule la valeur numérique
de f(a), peuvent servir & déterminer une limite supérieure du
nombre des racines de I'équation, supérieures au nombre a, ce
nombre étant d’ailleurs supposé positif.

On a, en effet, la proposition suivante :

St a est un nombre positif, le nombre des variations de la
suite (3) est au plus égal au nombre des racines de Uéqua-
tion (1) quisont supérieures a a, et, s'il est plus grand, la dif-
Jérence de ces deux nombres est un nombre pair.

Pour la démontrer, je considére I'identité

JS()

xr—a

fla)

:f,,l(a)x"l‘l+f,,l_1((¢)x"l"2+. . .+f1((l)+ :;—:—:l

pour des valeurs de & supérieures a «, le second membre est dé-
veloppable en une série convergente procédant suivant les puis-
sances décroissantes de z, et 'on a

s 'xﬂTxZ_L :f”l(a)xm—l +fm—1 a)zmT24-, ..
() N
' +fi(a)-+ ‘f(Ta)%"—aé‘(za)—!—————az‘iga_)ﬁ'—'..‘

Comme je I'ai démontré dans une Note antérieure, Sur la régle
des signes de Descartes ('), le nombre des racines de I'équa-
tion (1) qui sont supérieures a « est au plus égal au nombre des
variations de la série qui compose le second membre de la rela-
tion (4). Ce nombre est d’ailleurs le méme que le nombre des va-
viations de la suite (3); la proposition est donc démontrée.

6. Comme application, je considérerai I'équation
(5) 23— 3234+ a*—8xr —10 = 0,

étudiée par Briot dans ses Legons d’Algebre (p. 326).

(") Page 3.
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En calculant successivement le résultat de la substitution dans
le premier membre de I'équation (1) des nombres o, 1, 2 et 3, on

forme le Tableau suivant :

z. Si(x). FACAR Ja(z). Ji(z). S ().

0 -1 —3 -+ 1 — 8 — 10

+ 1 +1 — — 1 — 9 — 19

+ 2 -1 —+ 1 —+ 3 — 2 — 14

+ 3 1 +6 + 19 “+ 49 “+137
Tous les nombres welatifs a 4~ 3 étant positifs, on en conclut

d’abord que + 3 est une limite supérieure des racines de I'équa-
tion (5); c'est le résultat auquel arrive Briot en groupant les
termes du premier membre de I'équation de la fagon suivante :

(23— 33— 8xr—10)+ 2.

De plus, les nombres relatifs & +4- 2 présentant une seule varia-
tion, on est certain qu’il y a une racine entre + 2 et + 3, et qu’il
n’y en a qu'une; Briot arrive aussi & cette conclusion en étudiant
la dérivée de I'équation proposée.

D’ailleurs, les nombres relatifs & -1 ne présentant non plus
qu’une seule variation, on en conclut qu’il n'y a aucune racine
entre -1 et -+ 2; et, comme il est évident que, quand x varie
entre o et -+ 1, le premier membre de I'équation (5) demeure né-
gatif, on voit que cette équation a une seule racine positive com-
prise entre 2 et -+ 3.

I11.

7. Des considérations semblables permettent de déterminer une
limite supérieure du nombre des racines comprises entre deux
nombres positifs a et b.

Soit, en effet, I'équation

(1) Sflx)=o.

Supposons @< b et effectuons la division de f(x) par le tri-
noéme (z — a)(x — b); en désignant par Mz -+ N le reste de la
division, nous obtiendrons un résultat de la forme suivante :

i Ma -+ N
(z —a)(x—0b) (v —a)y(z—b)

o(2) -+
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Mettons la fraction Mz N sous la forme
(x —a)(z—0b)
A B

+.._._.—
z—a z—0

oti, comme il est facile de le voir,

A____i(i) et B:'f(b)'
T b—a . b—a’
la relation précédente devient
S LA B
(x——a)(m—b)w?(m)_‘_x——a_'_x—b
- A 1 B 1
A e
_ 1z
x b

Pour toutes les valeurs de # comprises entre « et b, la fraction
1

—est développable suivant les puissances décroissantes de z,
12
x

I
€

— —

b
effectue ces deux développements, le nombre des racines de 1’é-

et la fraction

suivant les puissances croissantes de z. Sil’on

quation (1) comprises entre « et b est, comme je I'ai montré
dans ma Note déja citée, au plus égal au nombre des variations
présentées par la série ainsi obtenue; on peut d’ailleurs remar-
quer que tous les termes dans lesquels z a un exposant négatif

. . A :
ont le méme signe que > et que tous les termes dans lesquels «

un exposant supériear a (m — 1) ont le méme signe que — B.
D’ou la proposition suivante :

En désignant par a et b deux nombres positifs dont le plus
grand soit b, effectuons la division de f(x) par (x — a)(xz —b);
sotent ©(x) le polyndme du degré (m — ») qui constitue la par-
tie entiere du quotient, et Mz + N le reste de la division. Dé-
composons la fraction

Mz + N

(x—a)(x—b)
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en éléments simples, en sorte que 'on ait

Mz + N A B

(x—a)(w—b):x—«a—‘_‘"c—b‘

Soit b(x) Uensemble des termes dont le degré est inférieur

amdans le développement de

sutvant les puissances crols-
z—0b

santes de x.
Cela posé, si on ordonne suivant les puissances décroissantes

de z le polyndme
o{x)=4+

-

(%)

. . N . . A
et st Uon ajoute ala suite de ce polyndme le terme ot le nombre

des variations que présente la suite ainsi obtenue est aw plus
égal au nombre des racines de U’équation (1) qui sont comprises
entre a et b, et, st ces deuxr nombres sont différents, ils dif-
Jerent d’un nombre pair.

7. L’application de la proposition précédente, qui n’exige guére
que la division de f(x) par (x — a)(x — b), me parait devoir
étre plus facile que celle de la méthode due a Budan et & Fourier,
laquelle exige le calcul pénible des nombres

S(a), f'(a), J'(a),
7o), JCb) J(0), ...

el

Comme application, je considérerai I'équation
f(z)=ab— 323+ 22— 8xr—10 =0,
que j'ai déja traitée plus haut.

Pour avoir une limite du nombre des racines comprises entre
-1 et + 2, je divise f(&) par 22— 32 + 9.

On a
f(z) ‘ Sx— 924
T = 3 e T e
x?— 3z + N T xr—3x 9
) T 11
:.;c3—|—5x2+/|;v+7+—9 -t
—t x—a

, ] . . .
‘n développant — e suivant les puissances croissantes de z,
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I'ensemble des termes du quatriéme degré dansle développement est

- —
s | gak
16 32

74—t =t

-2
7x  Ta?
2 4

Sinous considéronsmaintenantlasuite des termes de 'expression
- R = Tc
:ka—i—(l‘—l—l (23 )t (L4 Y414+,

32 16 4 2 o

comme elle ne présente aucune variation, nous en concluons que
I’équalion proposée ne renferme aucune racine entre -+ 1 et -+ 2.

8. Jajouterai encore, pour éclaircir ce qui préceéde, une se-
conde application.
Sott I'équation

S(x)=ap—Sxrt—16x’+ 1ear— gz — 5 = o,

qui a été considérée par M. J. Petersen dans sa Théorie des
équations algébriques (V).

En substituant successivement o et —+- 1 dans le polynéme f(x)
et dans ses dérivées, on déduit du théoréme de Budan que I'équa-
tion proposée n’a aucune racine comprise entre les limites consi-
dérées ou qu’elle en a deux, et 'on peut trancher la difficulté en
substituant, comme le fait M. Petersen, un nombre intermédiaire
et en metlant en usage une régle due & Fourler.

Appliquons la méthode exposée ci-dessus et effectuons la divi-
sion du polynéme

xd— St — 1623+ 1222 — g — 5
par 2*-— x; on trouve aisément

x8— St —1b62d + 1222 —9gxr— 5
=(x*— fx2—20x —8) (22— 2)— 172 — ),

bl \
d’ott
25— 52" —162° + 1222 — 9 — 5
xr:—ux
170 =45
=3 — fa2— 200 — 8 —-L ——
x2—
29 5
—=ad—fat— 20 — § — 4 =3
x—1 x

(') Theorie der algebraischen Gleichungen, p. 202,
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22

ce qui donne, en développant suivant les puissances crois-

xr—1
santes de z et en ne retenant du développement que les termes
d’un degré inférieur a celui de z?,

N 5
23— [ 22— 202 — 8 4 29 —+ 222 + 2222+ 20.2° 4+ 202"+ 7’

ou, en ordonnant,

" « E D
20x% -+ 2323 + 1822+ 22 + 14 + et

Cette suite ne présentant aucune variation, nous en conclurons
que I’équation proposée n’a aucune racine comprise entre o et - 1;.
c’est le résultat auquel conduit Papplication de la régle de Fourier.

Iv.

9. Il y aura souvent lieu de faire simultanément usage du théo-
réeme de Budan et du procédé de la division. 1l est facile, du reste,
d’imaginer des cas trés étendus ol ce procédé est plus avantageux
que 'emploi du théoréme de Budan.

Pour en donner un exemple, j’énoncerai d’abord, sous la forme
suivante, la proposition que j’ai démontrée plus haut :

En désignant par a et b deux nombres positifs, soit
8 /5,
Co—\'— CqZ‘ S I o C/,l_g rm—2

la partie entiére du quotient du polyndme f(x) par
(z—a)(x —Db), et considérons la suite

S(a), J(b)—b(b—a)Cy,
() UB)— 02(b — a)Cyy ...
(j(]))— bm=1(b—a)Cp—a, [(h);

le nombie des racines de Uéquation
S(x)=o0

qui sont comprises entre a et b est auw plus égal aw nombre des
vartations des termes de cette suite, et, si ces deux nombres
sont différents, leur différence est un nombre pair.
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10. Cela posé, proposons-nous le probléme suivant

Etant donné un polyndme entier S(x), déterminer deux li-
mites entre lesquelles demeure comprise la valeur de ce poly-
néme, lorsque x prend toutes les valeurs comprises entre les
deux nombres posttifs a et b.

Il est clair que ce probleme peut s’énoncer ainsi qu’il suit :

Trouver deuzx nombres « et 3 tels que, pour ioutes les va-
leurs de ) inféricures & = et pour toutes les valeurs de cette va-
riable supérieures & 3, U’équation

Slz)— X =0

nait pas de racine réelle comprise entre a et b.

L’emploi du théorétme de Budan ne pcut, en géncéral, éire
d’aucun secours pour la détermination de ces nombres; car, st
P’on considére les deux suites

f(a)— )‘7 f/((l), /*//(a))

et

f(b)"‘)‘: f’(b% f”(b>a R

on voit que, quand 'ensemble des termes f'(a), f"(a), ... et
I'ensemble des termes f'(0), f"(0), ... ne présentent pas le
méme nombre de variations, il est impossible de déterminer ) de
telle sorte que les deux suites précédentes offrent le méme nombre
de variations : ce qui serait nécessaire pour pouvoir conclure du
théoréme de Budan que I"équation f(z)— ) =0 n’a aucune ra-
cine réelle comprise dans 'intervalle considéré.

Jemploierai ici la méthode de la division, et, en désignant
comme ci-dessus par

Co+ Crr +.. .4 Cppgzn—2

la partie entitre du quotient de f(x) par (x —a)(x — b), jere-
marque d’abord que ce polyndme est aussi la partic cnticre du

quotient de f(z)— ) par (z — a)(x —b ).
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La suite que nous avons a considérer devient ainsi

Slay—=1y J(by—h—b(b—a)Cy,
(6) F(O)— X —02(b—a)Cy, ...,
F(B) =X —bm=1(b—a)Cpy, [(b)— .

Désignons respectivement par 2 et par 3 le plus petit et le plus
grand des termes de la suite (5); si 'on donne a X une valeur
quelconque inférieure & «, tous les termes de la suite (6) sont po-
sitifs, d'ou il résulte que l'équation f(z)— k= o n’a aucune ra-
cine réelle comprise entre @ et b lorsque X est plus petit que .
On prouverait de méme que cette ¢quation n’a aucune racine réelle
comprise entre ces limites lorsque A est plus grand que 2.

Dot la proposition suivante :

Lo valeur que prend le polynéme f(x), quand x varie de-
puis a jusqu’'a b, demeure toujours comprise entre les nombres
a et fﬂ

V.

11. Jai démontré précédemment qu’étant donnée une expres-
p [ P
sron entiére
Sflz)y=Axm+Ban+ CxP+...,

ol les termes sont ordonnés suivant les puissances décroissantes
de z, sil'on forme les polynomes

Po(a) = Ay,
Py (2) = Ajxm+ Ban,
Py ()= Az + Bz + Car,

I I cee e e ceeeeny

le nombre des racines de I'équation f(z)= o qui sonl supérieures
au nombre positif @ est au plus égal au nombre des variations que
présentent les termes de la suite

Do(a), Pi(a), Py(a), ....

La démonstration supposait évidemment que les exposants
m, n, p, ... ¢élaient des nombres entiers et positifs; mais il est
facile de voir que cette restriction est inutile.
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En premier lieu, si quelques-uns étaient négatifs, en multipliant
J(x) par une puissance de x convenablement choisie (ce qui n’al-
térerait pas le nombre des racines positives de I'équation), on
pourrait rendre tous ces exposants positifs.

En second lieu, si quelques-uns des nombres m, n, p, ...
étaient fractionnaires, on pourrait les rendre entiers en changeant
z en z®, w étant le plus petit commun multiple des dénomina-
teurs des nombres m, n, p, .... Par un raisonnement connu, on
en déduit que la proposition subsiste encore lorsque les expo-
sants sont incommensurables.

Rien n’empéche méme de supposer que le nombre des termes
de la fonction f(z) soit illimité, pourvu que la série composée de
ces termes soil convergenle pour & = .

On peut donc énoncer la proposition suivante :

LEiant donnée ’expression
flx)=Axm+Bxr+ Caor+...,

ot le second membre est une série ordonnée suiwant les puis-
sances décroissantes de x et convergente pour x = a, le nombre
des racines positives de {’équation

fl@)=o

qui sont supéricures aw nombre positif a est aw plus égal au
nombre des variations que présentent les termes de la suite

Py(a), Pi(a), Py(a), ...,

et, st ces deux nombres sont différents, leur différence est un
nombre pair.

Le nombre de ces variations sera du reste évidemment fini, si

la série tend, pour x =a, vers une lmite différente de zéro,
puisque, pour une valeur suffisamment grande de 7, les termes

Du(a), Puig(a), Pupa(a), ...

doivent avoir le méme signe que /().
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12. Semblablement, étant donnée une expression
f(xy=A+Ba” 4+ Can+Dar+...,

ot le second membre est une série ordonnée suivant les puis-
sances croissantes de x (les exposants m, n, p, ... pouvant étre
d’ailleurs entiers, fractionnaires ou irrationnels) et convergente
pour une valeur positive de z égale a @, formons la suite des po-
lyndmes

Po(x)=A, P (zr)=A+Ban, Py(z)=A + Bam+4 Can, ....

Cela posé, le nombre des racines positives de Uéquation f(x)= o
qui sont inférieures & a est au plus égal au nombre des varia-
tions que présentent les termes de la suite

(I’O(a)a (I’l(a)a (Pz((l), LR

et, st ces deux nombres sont différents, leur différence est un
nombre pair.

VI.

13. Je donnerai encore, en terminant, une application de la
régle des signes de Descartes aux équations que Pon obtient en
égalant 4 zéro les dénominateurs des réduites de la fonction e®.

On appelle, comme on le sait, réduaite de rang n de la fonction

e une fraction

dont les deux termes sont des polyndmes de degré n, tels que le
développement de cette fraction suivant les puissances croissantes
de x coincide, jusqu'au terme du degré 2 n inclusivement, avec le
développement de e* ('); on peuat poser, par conséquent,

F(z)er= ®(x)+ R,

R désignant une série ordonnée suivant les puissances croissantes
de z et commencant par un terme de I'ordre de z2#+!,

(1) Sur ces réduites, vorr notamment le Mémoire de M. Hermite Swr la fonc-
tion exponentielle, p. |.
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On a d’ailleurs

n(n—1
F(x)=a"— n(n +1)r—!+ (—Zrﬁ)(zz+1)(/z+tz)x'L‘2—...,

en sorte que le polyndme F(z) ne présente que des variations; par

suite, I’équation
F(x)=o0

ne peul avoir que des racines positives.

Le polynéme ®(z), étant égal a I'(— z), ne présente que des
permanences. J'observe maintenant que la série R satisfait a '¢-
quation différentielle
dzy

x —

d
g —(z +49on) j}:;'—&— ny =o.

Cette série est de la forme

DI m
A,

ol m doit prendre loutes valeurs entiéres depuis 272 41 jusqu’a
I'infini. En substituant cette expression dans I'équation différen-
ticlle, on voit aisément que 'on a identiquement

Sm(m—1)Apamt—ImA,(z"+2nzm1)+ nEA,,zm= o,

d’ot la relation suivante :

m—n

A = A
et (m—on)ycm—+1) "

La fraction
m-—n
(m—on)(m-—+r1)

étant positive pour toutes les valeurs de m supérieares a 2n, on
en conclut que tous les termes de la série R ont le méme signe.

Par suite, le polyndme @ () et la série R n’ayant que des per-
manences, on voit que le développement de e” I'(z) présente au
plus une seule variation ; I'équation

e P(r)=o,

qui a les mémes racines que 'équation I'(z)= o et dont le dé-
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veloppement est d’ailleurs convergent pour toutes les valeurs de
la variable, a donc, en vertu de la régle des signes de Descartes,
une racine positive au plus; P'équation IF(2)= o ne peut avoir du
reste que des racines positives.

D’ou la conclusion suivante :

St le nombre n est pair, l’équation F{x)= o a toutes ses ra-
cines imaginaires.
Si ce nombre est impair, elle a une seule racine réelle ().

(*) Quelques parties, d’ailleurs peu étendues (p. 75, 76 et 83), du présent tra-
vail se trouvent, au fond, dans le Mémoire placé en téte de ce Volume; nous
avons cru cependant devoir les conserver, pour ne pas rompre la suite des idées.
Nous estimons, en cffet, qu'il faut avant tout conserver le caractére de l’ccuvre,
méme au prix de quelques redites. E. R.

L



SUR UNE
METHODE POUR OBTENIR PAR APPROXIMATION

LES

RACINES D'UNE EQUATION ALGEBRIQUE

QUI A TOUTES SES RACINES REELLES.

Nouvelles Annales de Mathématigques, 2° série, t. XIX; 188o.

I.

1. Quand on a une valeur suffisamment approchée d’une racine
d’une équation, la méthode d’approximation de Newton et la mé-
thode des parties proportionnelles fournissent toules les deux
des moyens commodes et rapides d’approcher inddéfiniment de
cette racine. La principale difficulté consiste a obtenir cette pre-
miére valeur approchée que l'on doit prendre comme point de
départ.

Je ne crois pas que, si 'on considére la question dans toute sa
généralité, il y ait beaucoup a ajouter a ce quel'on sait déja; il me
semble que le probléeme doit étre posé différemment et de la fagon
sulvante :

Une équation étant donnée (ou, st ’on veut, un type d’¢é-
quations étant donné), trouver une méthode qui conduise de la
Jacon la plus sire et la plus rapide aux valeurs approchées
de ses racines.

La Note qui suit a pour objet de donner une solution de ce pro-
bleme dans le cas ou I'¢quation proposée est algébrique et a
toutes ses racines réelles. Les équations de ce genre se présentent
du reste, comme on le sait, trés fréquemment dans un grand
nombre de questions importantes de I'Analyse.
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1.
2. Soit
(1) flx)=o0

une équation algébrique du degré n, et =, B, vy, ... ses différentes
racines; on a l'identité

(2) f’(r)_ 1 - 1 - 1 .

Slo)  w—a z—8 x—v

Si & est une valeur suffisamment approchée de la racine o, la

quantité qui figure dans le second membre de cette relation

Xr — %
N . ., 1 1
est tres gl‘ande, tandis que les autres quantités ;-—ﬁ, ————(: e
) _ 7 — ~

ont des valeurs beaucoup plus petites; on aura donc sensiblement

S(z)
J(o) " wv—a

et de cette formule on déduit une valear approchdée de o qui ne
differe pas, comme il est aisé de le voir, de la valeur donnée par la
mdéthode d’approximation de Newton.

Je ne chercherai pas ici & corriger cette méthode en essayant
d’obtenir une valeur approchée des termes négligés

I I
e
je prendrai plutdot comme point de départ 'équation suivante, que

Pon obtient en dérivant U'identité (2) :

Jr—=fr" I 1 ) 1

On en déduit que, z désignant une racine quelconque de I'équa-
tion (1), on a
! =
(r—a)? -~ VE

En convenant donc, pour plus de clarté, de représenter les dif-
) 1 1 ) L

férentes valeurs que peul preadre la variable x par des longucurs

juc i I S >

portées sur une droite & partie d'one ovigine fixe, on voit que, si
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Pon représente par un point M une valeur arbitraire atiribuée a z
ct si I'on porte de part et d’autre du point M une longueur égale
en valeur absolue a

f
ST

aucune racine de I'équation (1) ne peut se trouver entre les extré-
mités N et N’ des segments ainsi déterminés, en sorte que les ra-
cines de celle équation seront ou supérieures au nombre déter-
miné par le point N' ou inféricures au nombre déterminé par le
point N.

3. Cette propriété n’est évidemment qu'un cas particulier d’une
propriété plus générale et renfermant une constante arbitraire.

Toutes les fois, en effet, qu'une proposition relative a des poly-
ndmes entiers ne comprend pas uniquement dans son énoncé des
covariants (simples ou multiples de ces polyndmes), elle est un
cas particulier d'une proposition plus générale, dans I'énoncé de
laquelle n’entrent que des covariants, et cette proposition plus gé-
nérale peut se déduire immédiatement de la proposition particu-
licre dont je viens de parler (').

C’est ce que je pourrais faire ici; mais, pour étre mieux com-
pris dans un premier exemple, je suivrai une autre marche et par-
tirai de I'identité suivante, ou § désigne une quantité arbitraire ct
ou le signe I s’étend a toutes les racines de I'équation (1) :

iy -ylm e

r

=(f{—=z 22(7?—/ -+ -—T)E il
:(E—«aﬁ)zz_—j—#+ 2 3——.1‘)5‘-. “+ n
G ) ff a2 — )
J?
_ I+ E—=2)f P (=22 [(n—1) /= nff"]
nfz

(1) Qest de la méme facon qu’en Géométric tout théoréme dans lequel la
droite de I'infini ou les ombilics du plan jouent un rdle particulier est un cas
particulicr d’'un théoréme plus général dans lequel les ombilics sont remplacés
par deux points quelconques du plan. 11 est du reste, comme on le sait, trés fa-

6*
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Pour transformer cette relation, j'introduirai la fonction f(.z, y)
homogene des deux variables « et y, qui se rédait a f(x) quand
on y fait = r; en supposant donc que cetle variable soit toujours,
dans la suite des calculs, remplacée par 'unité, jaurai

S(z)=jf(z,p)
et, en vertu du théoréme des fonctions homogénes,
nf+(E—a)f'=Efh+ -

Le polynome (n — 1) /" — aff" ne differe que par un facteur
purement numérique du covariant de f(z, ) que Pon désigne
sous le nom de hessien; jele représenterai par la letire H, en sorte
que la relation précédente pourra s’éerire

(3) 2(950—__.0;)2:(E/.}ﬂ;‘f‘;‘);;;(&_"‘ﬁ”\’gnl

4. En représentant par P le second membre de cette égalité

(P est évidemment toujours positif, et il en est de méme, comme
on le sait, du covariant H), je consideére les deux racines X' et X"
de ’équation

que Pon peut éerire
(o —X)m( - X)=o.

S8i, dans le premier membre de cette équation, on remplace X
par la valeur d’une racine quelconque « de I'équation (1), on ol-
tient un vésultat positif; car, en vertu de I'identité (3), on a évi-

xr — %L

On conclut de la que toutes les racines de I'équation (1) sont

demment

cile de passer du théoréme particulier au théor¢me général; j’ai le premicr résolu
cette question, rclativement aux relations angulaires, dans ma Note sur la theo-
rie des foyers (Nowvelles Annales de Matheématiques, p. 57; 1853).



RACINES D'UNE EQUATION ALGEBRIQUE QUI A TOUTES SES RACINES REELLES. g

comprises dans l'un des intervalles compris entre les nombres X/
et X" ().

Si, au contraire, on remplace X par z, on obtient un résultat
négatif, d’ott Pon voit que celui des deux segments déterminés par
les points X" et X" qui renferme toutes les racines est celui en de-
hors duquel est situé le point x.

5. Supposons, pour fixer les idées, que o et 3 désignent deux
racines consécutives de I'équation (1) (« étant <) et que nous
donnions & z une valeur arbitraire comprise entre ces deux ra-
cines; désignons par X’ et X” les deux racines de I'équation (4),
X/ étant la plus petite des racines.

1l suit de ce qui préceéde que X/ et X" sont situés, quelle que
soit la quantité &, de part et d’autre du point z, et que toutes les
racines sont ou supérieures a X' ou inférieures & X'; X/ et X'
sont donc respectivement des valeurs approximatives des racines
a et 3 plus approchées que la quantité z dont on est parti.

Plus généralement, on peut dire que :

Si lUon désigne par x une quantité prise arbitrairement
dans Uintervalle compris entre deux racines consécutives o. et
B de Uéquation (1), et par X' et X" les deux racines de Uéqua-
tion (4), les quantités

a, X', =z, X, B

sont placées par ordre croissant ou décroissant de grandeur (*)
quelle que soit la quantité &.
En particulier, si 'on suppose § = o, I'équation (4) devient

S /i
@=Xp~ 7

etl'onretrouve la proposition que j’ai démontrée tout d’abord (n°2).

(*) On peut passer de la valeur X' & la valeur X” sans passer par linfini, ce
qui donne un premier intervalle; le second intervalle comprend la valeur infinie
de la variable ou, si Pon veut, le point situ¢ a Pinfini sur la droite dont les dif-
férents points représentent les valeurs de la variable.

(2) Si,en particulier, on considére la plus petite racine « et la plus grande ra-
cine 3 de Péquation, on doit les regarder comme consécutives, Uintervalle qui les
séparc comprenant la valeur infinic de la variable.
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Pour établir la proposition générale, il suffit méme de la suppo-
ser démontrée dans ce cas particulier; en introduisant en effet,
pour Phomogénéité, des variables Y et 7, égales a l'unité, I'équa-
tion (4) peut se mettre sous la forme suivante

EY — X7 \2_ (Efetnfi)2+(Ey —na)H
zY —Xy /) nf? ’

ot 'on voit clairement qu’elle ne renferme que des covariants de
la forme f(x, y). Si donc la proposition énoncée est vraie pour
une valeur particuli¢re de &, elle est vraie (puisque, pour emprun-
ter le langage de la Géométrie, elle est projective) pour toute
autre valear de la méme variable.

I1I.

6. Il résulte des considérations précédentes que, z désignant
une quantité prise arbitrairement entre deux racines consécutives
« et § de I'équation proposée, on peut trouver une infinité de sys-
téemes de nombres X' et X" jouissant de la propriété que X’ soit
compris dans I'intervalle 2 et X” dans 'intervalle 2 3.

Comme on peut donner a £ des valeurs arbitraires, on peut re-
chercher quelles sont les valeurs de X’ et de X” qui se rapproche-
ront le plus de o et de {3, et il suffit évidemment de résoudre la
question dans le cas particulier ot 2z =0; de la on passera sans
difficulté au cas général.

En posant
n(n—i)
—_— C

1.2

f(m):axrz_|_n[)$lz—l+ =2,
on trouve aisément que
H=n2(n—1)(02—ac)r2n=2 . .

et qu'en faisant x = oo la formule (4) devient

n(at +0)2+n(n—1)(b2— ac)
a? ’

vy

—X)2=

(

d’ott I'équation suivante, qui détermine les valears de X,

(n-~1a2g2-+2a(nb + aX)i

= n2b2— n(n—1)ac — a?\r*=o.
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Les valeurs extrémes de X s’obtiendront en exprimant que cette
équation a ses racines ¢gales; elles seront ainsi déterminées par la
relation

(nb+aXp—(n—n[n2b2—n(n—1)ac— a?X2]= o,

qui peut s’écrire, Loutes réductions faites,

a2X2+2abX +(n—1)ac—n(n—2)b=o,

d’ou I'on déduit

X:——bz(n~—l)\//)‘-w (l(’,’
a

et, d’aprés ce que j’ai démontré plus haut, 'une de ces valeurs est
une limite supérieure des racines de I’équation proposée, I'autre
en est une limite inférieure (1).

7. Cette proposition n’est évidemment qu’un cas particulier
d’une proposition plus générale relative a une valeur arbitraire
de z, le cas que je viens de considérer correspondant a x = cc.

(*) Cette proposition peut s’établir directement de la facon suivante. En dési-
gnant par a, 6, v, ... les racines de I'équation f(x) = o, par s, la somme de ces
racines ct par s, la somme de leurs carvés, on a évidemment

Y(x—a)=nzt—2s,x+S,.
En désignant par « 'une quelconque des racines, on a donc
(®—a)<nx*— 28,2 -+ 8,3
d’ott Pon voit que le polynome
(n—nx+2(x—s)x+s8—x&

a toujours une valeur positive. Ses facteurs sont donc imaginaires, et I'on a, pour
toute racine de Iéquation,

(n—1) (53— o) —(x— 5,7 > 0
par suite, ’équation
(n=0)(s,—z)—(z —s, =0

détermine deux limites des racines de Péquation (1).
Elle peut s’écrire
2 2 —
ngi—as,x+si—(n—r1)s,=o,
ou
axt+2abxr+(n—1)ac—n(n—2)0"=o0

n*b*—n(n—1)ac,

. nb
en remplacant respectivement s, et s, par leurs valeurs o et N 5

a
c’est, sauf la notation, I’équation obtenuc plus haut par unc voie différente.

6**
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Pour la trouver, je mettrai la relation précédente sous la forme
(5) (naX +nb)2— n2(n —1)2(02— ac)= o,
et je considérerai ’équation suivante
(6) (NS Y2 —(n—0)(Xy —Yaz)2ll = o,

qui ne renferme que des covariants de f(x, y).

Je remarque que, quand on y fait x == =, clle sc rédait i 'équa-
tion (5); sans autre démonstration, on peut donc en conclure
que :

Si lon donne, dans Uéquation (6), ¢ la variable x une va-
lewr comprise entre deux racines consécutives o et 5 de {’équa-
tion (1), de ses deux racines X' et X', 'une est comprise entre
a et z et Uautre entre x et B.

Ces quantités sont d’ailleurs, de toutes celles que {’on peut,
en donnant & § toutes les waleurs possibles, déduire de Uéqua-
tion (4), celles qui approchent le plus des racines o et 3.

Pour résoudre U'équation (G), J'y fais, pour simplificr I'écri-
ture, Y =y =1, et, aprés I'avoir écrite de la facon suivante

[nf (N —2)f P=(n — 1) (X — )2,
j'extrais la racine carrée des deux membres.

On en déduit

() = a2 = n(n—1) ff"

A X —u nf

8. La formule qui précede résout complétement la question
suivante :

Etant donné un nombre arbitraire x, déterminer, sans tdi-
tonnement et par une suite d’opérations réguliéres, des va-
leurs de plus en plus approchées de la racine immédiatement
supérieure a z ou de la racine qui lui est immédiatement in-
JSérieure.

Si. par exemple, on veul délerminer la racine immédiatement
supéricure a .2, on tivera de fa formule (7) une valeur convenable
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de la correction X — z, en prenant le radical (qui détermine le
signe du second membre) avee un signe contraire a cclui de /3 en
partant de cette nouvelle valeur ou, pour faciliter les substitutions,
de toute autre valeur comprise entre x et X, on continuera les
opérations, qui permettront ainsi d’approcher indéfiniment de la
racine cherchée.

Quelle que soit la valeur z dont on parle, cetle méthode n’est
jamais en défaut comme peut’étre la méthode de Newton, et, dans
le cas ot la méthode de Newton peut étre employce avee siireté,
elle donne toujours une approximation plus grande.

Supposons, pour fixer les idées, que nous appliquions la mé-
thode de Newton au nombre x en vue d’obtenir la racine immé-
diatement supérieure; la correction est égale a

quantité positivc, ctlona ff"> o.
La correction proposée est égale a

nf
— (=12 fr—n(n—1 ’)‘3'/"/"”)

ou le radical doit avoir le méme signe que /.

Or, ff" étant positif, il est clair qu’en valeur absoluc le dénomi-
nateur est plus petit que zf”; la correction proposée est donc su-
péricure & celle qui résulte de la formule de Newton, ct, comme
elle demeure également inféricurce & U'exces de la racine cherehée
sur le nombre z, clle est plus avantageuse.

v,

9. Pour éclaircir, par quelques exemples, les considérations
qui préccdent, je consideére d’abord I'équation

JS=ad 322 — i@ - 5,

et je me proposc de caleuler la racine immdédiatement supéricurc

a 2.
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L’équation étant du troisieme degré, la formule de correction est

I e Vi i
Nz 3f

On trouve aisément les valeurs suivantes
f:—9> j":77 ‘/‘”:IS)
d’ott 'on déduit

- 27 ~
N—2= ——-*—— =0,635
7 -4 /1168 Y

et la valeur approchée X = 2,0655; la véritable valeur étant, avec
. , . v y . f
trois décimales exactes, 2 , 6069, Ierreur est plus petite que 7S

La méthode de Newton estici inapplicable et conduit a la valeur

2+ = =3,28....

N1 10

10. Je considérerai I'équation
a3 —7x ~—7 =0,
en me proposant de calculer sa plus grande racine.

On peut, comme je I'ai montré plus haut (n° 6), prendre pour
limites des racines les quantités

— b (n—1) Vb — ac
a

Dans le cas actuel, on an=3, a =1, b:oetc:—-%; on

-
=+ 7.
__2\/

La plus grande racine est donc inférieure a

‘/223,055....

Pour abréger les calculs, je substituerai immédiatement le
nombre 3,05; si, en effet, il était trop faible, la suite des calculs
I'indiquerait en amenant une correction positive.

Ona

en déduit les deux limites

S =0,022623, J'= 20,9075, S"'=18,3,
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b
d’on
0,067875

X =3,05— - = 3,0489154. . .,

20,9075 4+ /1745,635

valeur dont les cinq premicres décimales sont exactes et qui est
approchée par excés.

11. Soit encore I'équation X, == o qui définit le polyndéme de
Legendre du degré 25 on sait que les racines de cette équation
sont toutes réelles et comprises entre — 1 et —1.

Proposons de trouver une valeur approchée de la plus grande
racine de cette équation; en la désignant par o et en prenant — 1
comme point de départ, on trouve aisément

Nu()=1,  Xp(y= MY,

n(n—r)(n-+1)(n-+2),

X,;z(l): 3

la formule () donne

nin —%1)#\/(n —1)2n*(n 1) nX(n—1)2(n 1) (n--9)
2 4 -

g -——1 n

n:— i
n—-r1r—{(n—i / —
(n—ny/ =
- bl
2

A =T - o T
/nﬁ—;—n

n—!—[——(/z——l)\/ —_—
2

La quantité o cst approchée par exets. Si, comme exemple,
nous faisons 72 = 7, il vient
1 X
U= e = 0,0460. .
fa valeur de la racine, calculée avec quatre décimales, est, d’apres

Gauss (1),

0,9191.

() Methodus nova integralium valores per approzimalionem inveniendi
(Clruvres de Gauss, t- 11, po1g5)
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Si Pon employait la correction de Newton, on trouverait pour va-
leur approchée

1:1——%:0,9643...;

on voil qu’clle s’éloigne notablement de la véritable valeur.

V.

12. Un autre exemple plus intéressant est fourni par I'équation

, o, . T
du degré n qui détermine cos .
21

Celte quantité est la plus grande racine de I'équation

7

fla)y=1— ;“I—Z(l—x)%— n(n—r) (n—+1)

1.2 I.3 (G—=p
_n(n—n)(n—2) ll(n—l—l;)(il—f- 2)(1_‘%)3_1_“': 0.
1.2.3 1.3.5

Cherchons-en une valeur approchée o, cn prenant 'unité pour
point de départ.
On a

n:(n2—i)

JW=1, f)=mr, f(O)= 3

La formule (7) donne donc

n2—+- \ ne(n—u)? i — 1) (n 1‘)’-’(71 Ll

o 3

ct enfin
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I
ou, en posant xr = o’

Tr a2

(8) COs - =1 — - .
2 5 —
r-(r—1)
=g/ %5

. . . . n, T
13. Cette formule approximative nest justifiée que si ~ estun

nombre entier égal ou supérieur & 2. On peut cependant Pem-
ployer pour toutes les valeurs de x comprises entre o et 1.
Pour donner une idée de 'approximation qu’elle comporte, je
transcris ici, pour un certain nombre d’arcs, les valeurs des cosi-
nus correspondants calculés au moyen de la formule (8), et en
regard leurs véritables valeurs. Dans celles qui sont exprimées en
décimales, les quatre premiers chiffres décimaux sont exacts.

YValeur du cosinus Valeur exacte
calculée du
Angles, pat la formule (8). cosinus.
0
[ S, 1 T
18 00,9312 0,9511
10 0,866 0,8660
5 i I
| \/;. ‘/_2_
T 0,5873 0,5878
(31 P ! !
p) 2
T 0,2)591 0,2588
L8 1O O (8]

Je ferai remarquer que, quand l'angle est compris entre o” et
45° ou entre 60° et go°, la valeur calculée est supérieure a la va-
leur exacte; elle lui est inférieure quand 'angle est compris entre
45° et 6o°.

St Pon posc

la fonction V differe trés peu de 'unité quand & varie de o & +1.
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Elle s’en écarte le plus pour x = o; on aalors, comme il est facile

de le voir,
=2
V= —""=1,00731....

4V/6

Le maximum de 'erreur commise en employant la formule (8)

est environ 0,0003.

VI.

14. La méthode que jai exposée ci-dessus présente des avan-
tages incontestables sur celle de Newton; toutefois, elle exige
Pextraction d’une racine carrée et la substitution dans le polyndme
J"(x) de la valeur approchée de la racine.

L’extraction de la racine carrée n’augmente guére les calculs
lorsque I'on peut employer les logarithmes. Quant a la substitu-
tion dans la dérivée seconde, il est facile, dans un trés grand nombre
de cas, d’en obtenir le résultat.

Il existe en effet une classe nombreuse d’équations, ayant toutes
leurs racines réelles, qui jouent un role important en Analyse [a
celte classe appartiennent notamment les polynomes de Legendre,
les polyndmes définis par I'expression cos n(arccosx), etc.] et
qui jouissent des propriétés suivantes :

En premier lieu, en désignant par V, le polynéme qui forme
le premier membre d’une de ces équations et par n son degré, V,
s’exprime linéairement en fonction de V,_, et de V,,_s.

En second lieu, V), et V), s’expriment d’une facon trés simple
quand on connailt V,etV,_,.

Pour trouver le résultat de la substitution d’'un nombre donné «
dans V,,, on calculera successivement et par voie récurrente le ré-
sultat qu’on obtient en effectuant la substitution dans Vi, Vy,. . .,
Vou_i, Vi cela posé, les valeursde V), (2) et V), (2) s’en déduisent

presque sans calcul.

VIIL

13. J’ai montré précédemment qu’on pouvait obtenir une infi-
nité d'intervalles ne renfermant aucune racine d’une équation don-

née qui a toules ses racines réelles.
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On peut déterminer également une infinité d’intervalles renfer-
manl au moins une racine d’'une telle équation.

Pour abréger, je dirai que deux nombres A et A’ séparent les
racines d'une équation lorsque chacun des intercalles compris
entre ces nombres renferme au moins une racine, et qu’ils ne les
séparent pas lorsque P'un des intervalles renferme toutes les ra-
cines, landis que Pautre n’en renferme ancune.

Cela posé, j’ai donné sans démonstration (') la proposition sui-
vanle :

St Uon désigne par z une quantité réelle arbitraire, les

nombres & et ¥ qui satisfont a la relation

(9) (E—a)(E—a) (S 2= ff")
’ +(E+E—ox) ff -+ nfr=o.

et dont U'un est arbiiraire, séparent les racines de U'équation
S(X)=o
Le nombre n désigne ici, comme ci-dessus, le degré du poly-
noéme f(X).

16. Pour démontrer ce théoréme, je remarque d’abord que, en
désignant par y, 7 et 1/ des quantités introduites pour rendre les
expressions homogénes et dont la valeur soit égale a I'unité, la re-

lation précédente devient
&Sy )E S0 )+ 8y —20)(Fy — 24/ )l = o,
H représentant, comme plus haut, le covariant
(n—1)f2—nff".

La relation, sous cette nouvelle forme, ne renfermant que des
covariants de f(X,Y), la propriété énoncée est projective; il suf-
tit done, pour I'établir, de la démontrer pour deux valeurs parti-
culiéres des variables indépendantes z et &'

Je supposerai z =« et F—o.

(") Swur la résolution des équations qui ont toutes leurs racines reelles
( Comptes rendus des séances de !’ Academie des Sciences, t. LXXIX, p. gg6).



102 ALGEBRE.
Alors, si l'on fait
o . . nin—1) o
f(X)= aX?+ nbXn-1+ — eXn-24- L.
I'équation (g) devient

abt =(n—1)ac— nb?,
d’ott

. b
E:(?l—l)%—-llay

et, en désignant par «, 3, ..., o les racines de /= o,

a4 B2 - o2

0

"
L= ——
? P4

[l faut maintenant prouver qu’une racine au moins de I’équation

est comprise entre o et E et que toules les racines ne sont pas com-
prises dans cet intervalle.

Pour fixer les iddes, je supposerai § positif et je distinguerai
deux cas :

1° Si toutes les racines sont positives, & est une valeur moyenne
entre les quantités

o2 IG‘Z w2
—y Ty ottty
% 4 [0
? A : !
¢est-a-dire
o} .
Uy 2 ceey WX

il en résulte qu'une an moins de ces racines est comprise entre o
et £ et une au moins en dehors de ces limites.
La proposition est donc démontrée.

2° Si quelques racines sont négalives, soient

o N
Ly Oy e, A

les racines positives de 'équation; on a évidemment

La quantité £ érant supérieure a la valeur moyenune des racines po-

sitives, I'une au moins de ces racines est comprise dans inter-

valle o, &; toutes ces racines peuvent méme y étre comprises, mais

il y a au moins une racine négative en dehors de cet intervalle,
La proposition subsiste donc encore dans ce cas.
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17. 11 résulte de ce qui précede que, si les quantités Eet & ne
séparent pas les racines de I'équation /= o, 'équation (9)a toutes
ses racines imaginaires, et que, si elles les séparent, cetle méme
équation a nécessairement des racines réelles. Mais je ne m’éten-
drai pas davantage sur ce sujet; quant aux applications que I'on
peut faire de ce qui précéde a la résolution par approximation
d’une équation ayant toutes ses racines réelles, je renverrai a la
Note insérée dans les Comptes rendus des séances de UAcadé-
mie des Sciences et que j’'ai rappelée plus haut.



SUR L’APPROXIMATION

DES

FONCTIONS CIRCULAIRES

AU MOYEN DES FONCTIONS ALGEBRIQUES.

Comptes rendus des séances de I’ Academie des Sciences,
t. XC; 1880.

1. Les équations dont toutes les racines sont réelles consti-
tuent a bien des égards, dans I'ensemble des équations algé-
briques, une classe particulicrement importante, et les problemes
qui s’y rattachent sont souvent susceptibles de solutions simples
auxquelles échappent les cas les plus généraux.

Je rappellerai, par exemple, comment le théoréme de Fourier
sulfit, dans ce cas, pour déterminer le nombre des racines com-
prises entre deux nombres donnés. Des faits analogues se pré-
sentent dans la recherche de la valeur approchée des racines, et
je mentionnerai notamment la proposition suivante :

I'n désignant par [(x)= o une équation dont toutes les ro-
cines sont réelles et par o une quantité arbitraire, les deuzx va-
leurs de x déterminées par ' équation

T = f(%)= y/(n—[)zf’?(z)——/z(n— O () f"(2)
xro—a nf(x)

sont respectivement comprises entre a et les deux racines de
léquation proposée qui avoisinent .

La quantité qui figure ici sous le radical est, & un facteur numé-
rique prés, le hessien du polynome f(x) et a, comme on le sait,
une valeur toujours positive.

De la résulte, pour les racines des équations qui jouissent de la
propriété indiquée, une méthode d’approximation spéciale qui
permet, avec toute sdrelé et sans discussion préalable, d’appro-
cher indéfiniment de la racine immédiatement supérieure ou im-
médiatement inféricure & un nombre donné. L'approximation est
notamment plus grande que celle fournie par la méthode de New-
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ton, surtout quand les racines sont resserrées dans un intervalle
assez éLroil.

2. Parmi les équations qui ont toutes leurs racines réelles, il
convient méme de distinguer celles dont le premier membre est
un polyndme satisfaisant & une équation linéaire du second ordre,
et, pour le montrer par un exemple, je considérerai ceux qui ont
é1é étudiés par M. Hermite dans sa Note Sur un nouveau déve-
loppement en série des fonctions (Comptes rendus des séances
de U Académie des Sciences, 8 février 1864).

Soient 2 et 3 deux racines consécutives de I'équation U, = o;
elles comprennent une racine A de I'équation U, , = o, et le po-
lynéme U, ., satisfait & I'équation

(1) Uhri—axUpry+(n-=1)Upiy = o.

De la proposition que j’ai énoncée plus haut on déduit aisé-
ment, si on remarque que U, est égal, & un facteur pres, a U,

. n -1 U/L+1(a) )Y
‘+\/ n U)z+1(5‘><

et
__\/ n—\—I ",,+1(3)\)
n U/H—l(p)/ )

On a d’ailleurs, en vertu de 'équation (1),

U’;H»l(l) — U’/II—H(‘S\) —_ 1 .
. Upsr(2) U/I-H(Ie) n+1’
il en résulte

a—:——'_<); et B— _>)\,

Vn
et par suile
— > —

On peuat ainsi, sans former Péquation aux carrés des diflé-
rences et en s’appuyant seulement sur I'équation différentielle &
laquelle satisfait U, ., trouver une limite inféricure de la diffé-
rence entre deux racines consécutives de I'équation U, = o.

3. Comme deuxié¢me application, je considérerai I'équation
Jlx)y=1-—coss —n?(1—x)

n(n--1yn(n-t1)
’ [ |‘3_~(I )
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. A ., -
dont la plus grande racine est cos P Cette quantité étant voisine

de l'unité, je partirai de la valeur initiale 415 on trouve aisé-

ment
. n2(n2—
J=1—coss,  po=n, =0T
d’otr la valeur approchée suivante :
. aq
" 2sin? —
2 COS — =1— .
(2) -

aon(n 41 o
n—|—(/1—1)\/ — ( ) si sin2 =
D)

Cette formule donne une solution dun probléme intéressant de
Géométrie élémentaire : Partager approximativement, avec la
régle et le compas, un arc donné en n parties égales.

On voit, en effet, que le second membre ne renferme qu’un ra-
dical carré et d’autre quantité transcendante que cosa.

<l

Je ferai, en particulier, 2 = % dans la relation précédente: on

[¢5])

en déduit

?n(gn—r)

)IL—(IL—I)\//

el jobserve que cette formule approximative, établie pour des
valeurs entiéres de n, peut étre évidemment encore cmployée
(sauf vérification) pour des valeurs quelconques de 7 supérieures

P'unité; en y faisant, par exemple, n=2%, on obtient pour
c0s30° = sin4o0” la valeur rationnelle %, ou, en décimales,
0,642857.... La véritable valeur étant 0,642788.... Perrear
commise est plus petite que 0,00007.

Le calcul précédent détermine approximativement le coté de
Pennéagone régulier ¢toilé; on voit qu’il est sensiblement égal
aux ! du rayon. Ln prenant cette valeur dans un cercle ayant un
rayon de 1™, 'erreur commise surla longueur du c¢6té est plus pe-

tite que + de millimétre.

Je ferai encore, dans la formule (2), 2= =, d'on
P

II( )II—I

= n)\/
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1
et, en posant & = 7

<

3 COS;:I
(3) -

a2
1’—5~(_m~1)\/2—§—f

. n, 1 . .
Cette formule n’est justifiée que pour z = Son étant un entier

au moins égal 8 2; mais, si 'on remarque qu’elle donne des résul-
tats exacts pour z =1 el = 3, on en conclut qu’elle doit donner
une assez grande approxination pour toutes les valeurs de 2 com-
prises entre o el 4 1.

Pour donner une idée de I'approximation qu’elle comporte, je
transcris ci-aprés une Table donnant, pour un certain nombre de

T =+ . ,
valeurs de l'angle - la valeur des cosinus calculés au moyen de

la formule (3) et leur véritable valeur; quand ces quantités sont
exprimées en décimales, les quatre premicres décimales sont

exactes.
Valeur du cosinus Valeur exacte
calculée du
Angles. par la formule (3). cosinus.
o
O et . I I
LS I e 0,9877 0,9877
[ T 0,9512 60,9511
2 0,9137 0,9135
30 vviii e . 0,8662 0.8660
JOveiiiiia .. 0,766t 0,7660
- I I
KR T e . — —
Vo Vo
70 T 0,6428 0,6428
X AN voe.. 0,5878 0,5878
I 1
6o oo - -
2 2
7O e 0,3422 0,3420
Bk e 0,2591 0,2588
8o..... e 0,1739 0,1736
B 0,0874 0,0872

Q0 vt o o



SUR QUELQUES

PROPRIETES DES EQUATIONS ALGEBRIQUES
QUI ONT TOUTES LEURS RAGINES REBLLES.

Nouvelles Annales de Matheématiques, t. XIX; 1880.

I.

1. Je considérerai d’abord l'équation qui détermine tang —
q 5%

quand on connait tanga.
On a, d’aprés la formule de Moivre
» P y

% R AN ..
cos —l—|—Lsm—— = COS% -+ L SsIn%
7 n

et

% ..o\ ..
COS — — 7 81n — = COSAL— 1SIN%;
n n

on en déduit

n

% ..
COS — ~+~ L sin — .

n n cosa —+ ¢ sinx

=

% coss — I sina

a4 ..
COS — — 1 8In —
n n

:.Z',

a
ou, en posant tang -

I+ ix\” 1-+itanga
1—iz/)  1—itanga

(M

On voit immédiatement que cette équation ne peut avoir des
racines égales; pour démontrer que toutes ses racines sont réelles,

je remarquerai que, pour chacune d’elles, on a
mod (1 + {x)= mod(1 — iz);

de cette identité on déduit aisément la réalité de .



SUR QUELQUES PROPRIETIES DES EQUATIONS ALGEBRIQUES. 109

Suapposons, en effet, que z puisse avoir la valeur imaginaire

o+ (7; on aurait
mod (1 — § + a?)=mod(1+ B —az)
ou bien
(1—Br+a2=(1+ B)2+ a2,

ce qui est évidemment impossible si {3 est différent de zéro.

L’équation (1) a donc toutes ses racines réelles et inégales ().

2. Les mémes considérations permettent de démontrer une
importante proposition, due a M. Hermite (2) et que 'on peut
énoncer de la facon suivante :

Sotent o+ 31, v+ 8l, «v.y A wi des quantités imagi-
naires, dans lesquelles les coefficients de ¢ ont tous le méme
signe; st l'on pose, pour abréger,

I(z—a—Bi)=(z—a—Bi)(d—y—230)...(0— X — i)
=F(2)+ i®(x),
l’équation
pE(z)+g®(z)=o,
oupetq désignent des nombres réels arbitraires, a toutes ses

racines réelles.
Cette équation peul se mettre sous la forme suivante

(P — i) —a— i)+ (p+ip)U(z — 2} B =o,
d’ott I'on déduit
(2) modIl(z — 2 — B¢) = mod (2 — o + B7),

et il est aisé d’en conclure que x est nécessairement réel.

(') Voir a ce sujet deux Notes de M. Biehler : Sur une application de la me-
thode de Sturm et Sur quelques €quations algébriques qui ont toutes leurs
racines reelles (Nouvelles Annales de Mathématiques, 2° série, t. XIX, p. 76 et
149).

(%) Sur lindice des fractions rationnelles (Bulletin de la Société mathéma-
tique, t. VII, p. 13r).

M. Biehler est arrivé en méme temps au méme théoréme, qu’il a démontré dans
une Note Sur une classe d’équations algébriques dont toutes les racines sont
réelles, insérée au Journal de M. Borchardt, t. 87, p. 350.
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Ayant, en effet, tracé dans un plan deux axes rectangulaires OX
et OY, je représente, suivant I'usage ordinaire, la quantité imagi-
naire X + Y7 par le point dont les coordonnées sont X et Y.
Soient A, G, ..., L les points qui représentent les quantités
o+ B,y 64, ..., A4 pi; les nombres 8, 8, ..., u ayant tous
le méme signe, ces points sont tous situés d'un méme coté de
Paxe OX, au-dessus de cet axe par exemple; quant aux points
AL, oo L, quireprésentent les quantités conjuguées o — 3,
Y—0i, ..., h— i, comme ils sont symétriques des premiers
relativement a 'axe OX, ils sont situés au-dessous de cette droite.

Cela posé, en désignant par P le point représentatif de z, I'é¢ga-
Lité (o) peut s’écrire ainsi qu’il suit :

PA.PC...PL = PA".PC'.. . PL".

Or, si z était imaginaire, le point P serait situé en dehors de
I'axe OX, au-dessus de cette droite par exemple, et 'on aurait

PA < PA/, PB < PB/, R PL < PL/,

inégalités incompatibles avec la relation précédente.
La quantité x est donc nécessairement réelle et la proposition
est enlierement démontrée.

3. Parmi les conséquences que I'on peut en déduire, je men-
tionnerai la suivante, a cause de sa simplicité.

Soit f(x)= o une ¢quation algébrique ayant Loutes ses racines
réelles; en désignant par o, p et ¢ des quantités réelles quel-
conques, si 'on pose, pour abréger,

F 4+ wi)=T(z)+ i®(r),
Iéquation

pPE(z)+q®(x)=0

a également toutes ses vacines réelles.

IT.

4. Quand, une équation algébrique étant ordonnée suivant les
puissances croissantes de la variable, la suite des termes présente
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des lacunes, on peut, comme on le sail, en déduire aisément une
limite supérieure du nombre des racines réelles de I’équation.

Cette conséquence immédiate de larégle des signes de Descartes
a de nombreuses applications; en voici quelques-unes trés simples
qui présentent quelque intérét.

Soit f(x)==o0 une équation algébrique du degré n et ayant
I
J(=)
croissantes de x. Soient I' () la série que ’on obtient ainsi et ® (x)
I'ensemble des termes de cette série dont le degré ne dépasse

toutes ses racines réelles; développons suivant les puissances

pas m.
Par définition, le polyndme ®(z) du degré m cst tel que le dé-
veloppement de la différence —/—;—“ — @ (x), suivant les puissances

croissantes de z, commence par un terme d’un ordre supérieur
a m; on en déduit facilement I’égalité suivante

1= f(2)P(x)+ 2P P,

ot P désigne un polyndéme et p un nombre entier supérieur a m,

d’ott encore
flz)yP(x)=1—2rD.

Considérons maintenant I’'équation

f(z)®(z)=o,
ue l'on peut écrire
q p
1—aP P =o.

Cette équation présentant une lacune de (p — 1) termes entre le
premier et le second terme, le nombre de ses racines imaginaires
est au moins égal & (p — 2), et par conséquent au moins égal a
(m —1), puisque p est plus grand que m. Ces racines appartien-
nent toutes aux deux équations f(z)=oel ®(z)==0; la premicre
a d’ailleurs toutes ses racines réelles et laseconde est du degré m,
d’olt 1l suit que, ayant au moins (7, — 1) racines imaginaires, elle
ne peut avoir qu'une seule racine réelle, ce qui aura lieu si elle
est de degré 1mpair.

Les considérations qui précedent s’appliquent au développe-

N . 1 N .. . .
ment de I'CXPI‘CSSIOD === ou g (1e51gne un 1’)()]]1‘)1‘0 entier post-

Vo)
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tif quelconque et f(x) un polynéme décomposable en facteurs
réels du premier degré.

Désignons par ®(x) I'ensemble des termes de ce développe-
ment dont le degré ne dépasse pas m; le premier terme de la série

étant d’un ordre supérieur & m, on en conclut aisément I’égalité
1= flx)®?(x)+ 2P P,

ot P désigne un polyndme et p un nombre entier supérieur a m.
Cette égalité peut s’écrire

1—aP P = f(x)P7(x),
et 'on en conclat, comme précédemment, que I’équation
flz)®1(z)=0

a au moins (m —1) racines imaginaires; ces racines ne pouvant
appartenir qu’a Péquation ® ()= o, celle-ci, qui estdu degré m,
a au plus une racine réelle.
. A . 1 .- .
Jaurais pu considérer I'expression ——— , ol 7 et ¢ désignent
[/ (@)]7

deux nombres entiers positifs quelconques, puisque, si f(z) est
décomposable en facteurs réels du premier degré, il en est de méme

de f7(z), et de la, en passant au cas ou la fraction ;— tend vers un

nombre incommensurable quelconque, j’énoncerai la proposition
suivante :

En désignant par w une quantité positive quelconque (com-

mensurable ou incommensurable), si l’on déceloppe sui-

I
See)
vant les puissances croissantes de z et si l’on désigne par ®(x)
Uensemble des termes de ce développement dont le degré ne
dépasse pas m, quel que soit le nombre m, l'équation ®(x)=o
a aw plus une racine réelle.
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3. Comme application, je poserai
x\p
f(.Z‘) - (I - ;> >

on voit, par ce qui précéde, qu'en désignant par ®(x) I'ensemble

’ ’ 7 —P 14

des termes du degré m dans le développement de <1—— ﬁ) , 'é-
p

quation ®(x)=o0 a au plus une racine réelle, quel que soit le
nombre positif p. Si, maintenant, on fait croitre indéfiniment p,

, . z\-» .
Pexpression (1—— = a pour limite e”.
P
D’oti la proposition suivante :

St lon égale & zéro ’ensemble des m premiers termes de la
série suivant laquelle se développe e®, I'équation ainsi obtenue
a au plus une racine réelle.

Cette proposition peut, du reste, se démontrer trés aisément
en s’appuyant sur le théoréme de Rolle (voir notamment le Cours
d’Analyse de UEcole Polytechnique de M. Hermite, année
1867-1868); mais il résulte, en outre, du théoréme démontré
plas haut, que, si f(z) est un polynéme décomposable en fac-
teurs réels du premier degré, le développement de 'expression

ex
Je(x)
jouit de la méme propriété, quel que soit le nombre positif w.

6. Les considérations qui précédent s’appliquent entiérement a
un cas plus général et plus important; mais, avant de I’aborder, je
crois devoir rappeler quelques définitions.

En désignant par V(z) un polyndéme entier en 2 ou une série
()
F(z)
une fraction rationnelle dont le dénominateur est du degré n et le
numérateur du degré m, on dit que cette fraction est une réduite
de V(x)sile développement en série de la différence

ordonnée suivant les puissances croissantes de z, et par

D (x)
F(z)

V(z)—

commence par un terme de Pordre de o7+t
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Il est facile d’obtenir ces réduites; multiplions, en effet, V(x)
par un polyndme F(z) du degré n et renfermant, par suite,
(n+1) indéterminées. En développant le produit ainsi obtenu,
nous obtiendrons d’abord un polynéme du degré m, ®(x), puis
une série de termes contenant 2™ en facteurs, et nous pourrons
disposer des (n + 1) coefficients indéterminés de fagon & annuler,
dans le développement, les coefficients de x4, gmt2 ., gmwte;
il suffira, en effet, pour cela, de trouver des valeurs de (n —+1)
inconnues satisfaisant a 7 équations linéaires sans second membre,
et 'on sait qu’'un pareil systéeme d’équations admet toujours au
moins une solution dans laquelle les inconnues ne sont pas toutes

nulles en méme temps. Les polynomes F () et ®(x) étant déter-
minés comme je viens de le dire, il est clair que la fracticn qF—)(i)

(%)
est une réduite de I'(z).

Cela posé, f(z) désignant un polyndme décomposable en fac-
P(2x)
F(z)
sorte que, ®(z) étant du degré m et I'(x) du degré n, le déve-
loppement de

teurs réels du premier degré, soit une réduite de f(x), en

ﬂ@—%%

commence par un terme de 'ordre (m -+ n —+1).
On aura évidemment, en désignant par P un polynéme entier,

F(flf')f(z') - (p(.iv)z xm+n+1 P,
d’ou
()@t P = F () f(2).

Or, le terme du degré le plus élevé dans @ () étant du degré m,
on voit que I'équation

(I)(x)+ pm+n+1p — o

a au moins (7 ~—1) racines imaginaires, et, comme ces racines
appartiennent a 'équation F(z) f(z)= o et que f(x)= o a toutes
ses racines réelles, on en conclut que I'équation F () = o, qui est
du degré n, a aun plus une racine réelle.

On obtiendrait un résultat analogue en considérant les réduites
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F—v) du développement de la fraction —— et I'on établirait faci-

f(

lenient que U'équation ® ()= o0 a au plus une racine réelle.
En particulier, posons d’abord, en désignant par p un nombre

S=(1=2)"

Si nous faisons croitre indéliniment le nombre entier p, nous en

entier arbitraire,

conclurons que les dénominateurs des réduites de e? ont au plus

un facteur réel du premier degré; nous voyons, en outre, que la

méme proposition a lieu a I'égard des réduites de I'expression

e*o(x), oup(x) désigne un polynéme décomposable en facteurs
réels du premier degré.

Semblablement, en posant

N

o= (=5

et en faisant croitre indéfiniment le nombre entier p, nous voyons

que les numérateurs des réduites de e* ont au plus un facteur réel

du premier degré, et la méme proposition a lieu a I'égard des nu-

mérateurs des réduites de I'expression ——, ot o(x) désigne,
:

¢(@)

comme ci-dessus, un polynéme quelconque décomposable en fac-
teurs réels du premier degré.

Comme je viens de le montrer, si 'on considére une réduite
®(z)
F(x)

F(z)= o ont au plus une racine réelle.

quelconque de la transcendante ¢, les ¢quations @ (z)=o et

Il ne sera peut-éire pas inutile de montrer comment on peut fa-
cilement former les polyndmes I' () et ® ().
A cetelfet, je considérerai 'expression I () e et poserai

F(z)esx = EA,@p.

Le polynéme F(z) étant du degré n, je remarque tout d’abord
que Appp, qui est du degré (m —+n), est divisible par 52, En déri-
vant par rapport & z ’équation précédente, on a d’ailleurs
F(z)est= SN axr-1,
d’ou
YA rr=3Arr;
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et 'on en conclut que chacun des coefficients A, est la dérivée
par rapport & 5 da coefficient qui le suit dans la série.

Je remarque maintenant que, I'(z) étantle dénominateur a’une
réduite de e?, le développement de F(z)e* manque des termes
en T gm0 gmtes pous les coefficients

Apprrs Am+2, sy Amtn

s'annulent donc quand ony fait z=r1. Par suite, A,,,, ainsi
que ses (n—1) premiéres dérivées, s’annule dans la méme hypo-
thése; Ay, est donc divisible par (z — 1)%. J’ai montré plus haut
que ce coefficient était du degré (m —+ n) par rapport a la lettre 5
et qu'il était divisible par z™; il est donc égal, a un facteur nu-
mérique prés (que 'on peat prendre arbitrairement), a z™(z —1)”.

Ainsi, une propriété caractéristique du polyndéme I (x) est que,
dans le développement de I'(z)e® suivant les puissances crois-
santes de z, le coefficient de 2™*" est (sauf un facteur numérique)
(5 — 1)

En supposant donc ce facteur égal a ;

I
2.3...(m~+n) et en po-

sant
Flz)=ay+ a1z + aya?—+.. .,

on obtiendra facilement ’égalité

o 3ME 4 ay(m+4- n)smtn—l e qy(m 4+ n)(m + n —1)emEe= 4|

= gMm+n__ pgm+n—1_ ’M___L) gm+n-=2__
I.2 ’
d’ott 'on déduit
1 P n @ n(n—ri) 1
oY T’ T 0 (mn)(man—1)
et '
n n(n—1 1
F(z)=1— r 4+ ( ) z?
m-n 1.2 (m—+n)(m-+n—i)
n(n—r1)(n—a2 1
_n( )( ) 234 ...
1.2.3 (m—+n)(m—+n—i1)(m-+n—2)

Quant au polynéme ®(x), je remarquerai, pour le déterminer,

. F , . . .
que la fraction F(z) est une réduite de e et que cette fraction
P(z)
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tend vers I'unité quand « tend vers zéro; on a donc, en appliquant
la formule précédente,

m . om(m—1) T

P(x)=1+ x?
(@) T m4nT 1.2 (m-+n)(m-+n—ri)
m(m—1)(m—2) T PN
1.2.3 (m-+n)(m—+n—i)(m-+n—a2)

8. Considérons en particulier les réduites principales, c’est-
d-dire celles ot m = ny on a alors ()

_ z n(n—ri) 1 .
Fla)=1— > T zn(zn—l)a?
_ n(n—r1)(n—2) I .
1.2.3 an(2n—r1)(2n—2)
et
d’(x):l—l—f—l—n(n—l) ! x?
2 1.2 2n(2n—1)
n(zz——l)(‘rz——z) I 2,
1.2.3 2n(2n —1)(2n—2)

en sorte que @ (z)=F(—x).

Ayant
X — ;‘)Ej§+(‘xm+1) (2)
on en déduit
z = log g% -+ (@2n+t)

et, en égalant les dérivées des deux membres,

L — =—71(2%").

En désignant par o, 3, v, ... les diverses racines de ’équation
F(z)= o, onvoit aisément que les racines de 'équation ®(z)= o

(*) Sur ces polynoémes, voir le Mémoire de M. Hermite Sur la fonction expo-
nentielle.

(%) Je désigne ici et dans tout ce qui suit par (x7) une série ordonnée suivant
les puissances de x et commencant par un terme de 'ordre z7.
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sont — o, — 3, —~., ... 'écalité précédente peut donc s’écrire
) ? i? o) l

[}
Z 1 Z T N
— :__I_IL(Z"?H)
€Z — U £ 4 o

29
DFma T,

En désignant par S_, la somme des inverses des puissances pi™™e
des racines de I'équation I (2 )= o, on en déduit, en développant
le premier membre en série,

ou encore

281+ 28 322+ oS szt ... =1+ (22n),

d’ou les relations suivantes, qui caractérisent entiérement le poly-
nome I'(x):

. I
S__1: 2—7 5‘3: 0, S__o:: 0, coey S——(zlz——l):O (1)

(') Sur cetie question, voir ma Note Sur un probléme d’Algébre (Bulletin de
la Socicteé mathematique, t. V; 1877
(Vest la Note suivante, pages r1g-122. E. R

S GG



SUR UN

PROBLEME D’ALGEBRE.

Bulletin de la Sociéte mathématique de France, t. V; 1877.

1. En désignant par Sy la somme des puissances d’ordre p des
racines de I'équation de degré n, f(x)= o, on peut se proposer
de déterminer le polynéme f(z) connaissant Sy, Sy, ..., Sap_y.

Comme on a ainsi n équations de condition pour déterminer les
coefficients du polyndme, il est clair que le probleme est générale-
ment déterminé. Il peut se faire néanmoins quil y ait une infinité
de solutions; car, si 'on satisfait & la question, ce qui, dans cer-
tains cas, sera évidemment possible, en prenant pour f(z)un po-
lynéme de degré inférieur a n, en désignant par ¢(2?) un poly-
ndme quelconque ne renfermant que des puissances paires de ,
on y salisfera aussi en remplacant f() par f(z)+ o(z*)x™, les
coefficients de ¢(z?) et 'exposant m étant du reste arbitraires,
pourvu que le degré de I'expression précédente soit égal a n.

2. Pour poser d’une facon plus précise le probléme a résoudre,
je I'énoncerai ainsi :

Déterminer un polynéme f(x), de degré égal ou inférieur
an, jouissant de la propriété énoncée et tel, que f(z)et f(— x)
naient aucun facteur commun.

11 est facile alors de démontrer que sile probléme a une solu-
tion, le polyndme f(z) est parfaitement déterminé.

A cet effet, posons f(— x)=¢(x); d’apres ce que je viens de
dire, la fraction j% sera irréductible. Soient de plus «, b, ¢,. ..

les racines de I'équation f(2)=o, on aura é¢videmment
9’(9«)_]”(17)_2 1 _2 T —oa
olz) J(z) z+a r—a z*— a?

28, 2S; 28,1 1
- ] T T Ty T\ panz )7
- N\
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. . 1 ot oy : P,
I'expression <x—"l> désignant, en général, sans que je me préoccupe
des valeurs des coefficients, une série développée suivant les puis-

1 ’ s N
sances de - et commengcant par un terme d’un degré au plus égal &

— nm.

En intégrant 'équation précédente entre les limites x et w0, il
viendra

o(x) _[Ss S | San—1 , R
logf(x)_ Zl—x— Tym T (2n——1)x“3”~1]—r(m2”+‘)’

ou, en posant, pour abréger,

\V — i - S3 S‘l/z—l

x 33 (2n —1)a2n-1

et en passant des logarithmes aux nombres,

(1) e”":%—\—(\ﬁm)-

3. La détermination du polyndme f(z) est donc ramenée a la
question suivante :

Déterminer une fraction rationnelle irréductible dont le dénomi-
nateur et le numérateur soient d'un degré au plus égal a n, et qui
soit ¢gale au développement de €2V, en négligeant les termes d’un

1
a2n

ordre supérieur & celui de — . Il faut, en outre, qu'en désignant

par f(z)ce dénominateur, le numérateur de la fraction soit égal
a f(— «); mais, comme je le ferai voir, il n’y a pas a se préoccu-
per de cette condition, qui sera satisfaite d’elle-méme si la pre-
miére condition est remplie.

Je démontrerai dlabord qu’il ne peut exister qu’un seul poly-
néme f(x) qui y satisfasse; en effet, si f;(x) était une autre solu-
tion, on aurait évidemment

o(z)  o(r) 1
/(@) ﬁw><ﬂ“J’

d’ot

#@) i) —f(@) 21V = f) frl) i )

relation évidemment impossible, & moins que le premier membre
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ne soit nul; car c’est un polyndme entier en z, tandis que le se-
cond membre (s’il n’est pas nul) se développe suivant une série

1 .
commencant par un terme en -, puisque chacun des polyndmes f(x)
z J

et fi(x) est d’un degré au plus égal & n.
La relation précédente ne peut donc avoir lieu que sil'on a

o(z)fi(z)—flz)e1(x)=0
o1 (2) _ o(x)

v —_— bl
Silz)  flz)
et, si 'on suppose ces fractions irréductibles, f, () ne doit diffé-
rer que par un facteur constant de f(x).

ou encore

Ce polyndme n’étant pas d’ailleurs, par hypothese, divisible
par z, on peut supposer que le terme constant qui y entre est égal
d Punité; il est alors complétement déterminé.

4. Cela posé, il est facile de prouver que, la fraction irréduc-

. o(x 1. ., .. . , ,
tible 727“; ayant été déterminée par la condition ci-dessus énoncée,
o(x)estégal & f(— ).

En effet, W ne renfermant que des puissances impaires de x,
en changeant z en — 2 dans Iéquation (1), il viendra

2w — L e(—=7) < ! >

e2 ”_/(__x)—'— 2+l

d’oli, par une transformation facile,

paw _ S(=2) ( ! >;

'_(?(_ x) + p2nt1

\
le polynéme ¢ (— x), d’apres ce que je viens d’établir, ne peut dif-
férer que par un facteur constant de f(x); d'ailleurs, >V, pour
=0, se réduit a 'unité; donc le premier terme de ¢ (— ) est
aussi 'unité et, par suite,

o(—z)=f(z).

5. Le probléme est donc entiérement ramené & trouver un poly-
ndéme f(z), de degré au plus égal & n, et satisfaisant a I'équation (1);
mais on peut supposer que f(x) soit effectivement de degré n, en
faisant abstraction de la condition imposée jusqu’ici, & savoir que
o(x) et f(z) sont premiers enlre eux.
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Effectivement, si f(z) était d’un degré m << n, il suffirait de mul-
¢(2)
J(@)
traire de degré (n — m) pour obtenir une fraction satisfaisant & la
relation (1) et dontle dénominateur soit du degré n.

Nous poserons donc f(z)=1+ax~+ bz*+...+ lz"; a,b,...,1
désignant n coefficients indéterminés, et nous exprimerons que le

tiplier les deux termes de la fraction ar un polyndéme arbi-
p p poly

L e2W - LI I
produit eV f(z) manque des termes en 27 73’ 70 us dousaurons

ainsi, pour déterminer les n coefficients inconnus, n équations li-
néaires avec second membre. 4

Généralement, le déterminant de ces équations étant différent
de zéro, elles fourniront pour les coefficients des valeurs bien dé-
terminées; le polyndme f(a) sera donc effectivement du degré n.

Si le déterminant est nul, il se peut que le probléme n’ait pas de
solution; s’il y en a une infinité, on déterminera 'un quelconque
des polyndmes f(x) satisfaisant aux équations, et I’on en déduira
le numérateur correspondant ¢(z); on réduira ensuite la frac-

jiz; a sa plus simple expression : le dénominateur de la frac-

tion irréductible ainsi obtenue sera la solution cherchée, et son

tion

degré sera inférieur a n.

6. Ilest clair que 'on peut remplacer I'expression eV par toute
autre expression dont le développement coinciderait avec elle jus-

1 . .
qu’aux termes de 'ordre de Per inclusivement.

o e . , . . . 14+ 2z\™
Ainsi,sil’on developpeenfractloncontmuel’expressmn(I x) ,

ot m désigne un nombre quelconque, et si 'on forme Ia réduite
dont le dénominateur f(x) est de degré n, lesracines de 'équation
J(x)=o jouiront dela propriété queles sommes S, S;, ..., Sy,
solent toutes égales & m.

7. Lesrésultats obtenus dans cette Note peuvent s’énoncer ainsi :

Les coefficients d’un polynéme de degré 2 s’expriment rationnel-
lement en fonction des fonctions symétriques Sy, Sy, ..., Sy, des
racines de I'équation f(x)=o. Cest ce qu'il est facile du reste
de vérifier au moyen des formules de Newton, au moins pour de
petites valeurs du nombre 7.

e D



SUR LA

DETERMINATION D’EQUATIONS NUMERIQUES

AYANT UN NOMBRE DONNE DE RACINES IMAGINAIRES.

Comptes rendus des s¢ances de I’Académie des Sciences, t. XC; 1880.

I est treés facile de former des types d’équations ayant toutes
leurs racines réelles, et de celles-1a on déduit, comme on le sait,
par les moyens les plus élémentaires, un nombre indéfini d’équa-
tions qui ont toutes leurs racines imaginaires ou du moins ne
peuvent avoir qu'une racine réelle.

Il est moins aisé de former des équations ayant un nombre dé-
terminé de racines réelles et un nombre déterminé de racines
imaginaires; I'étude des polyndmes entiers qui satisfont & une
équation différentielle du second ordre fournit néanmoins un
grand nombre de solutions de ce probléme.

Pour en donner un exemple, je considérerai I'équation

&y
dz?

dy

+(x—+1) e

z —my = o,

a laquelle satisfait le dénominateur f,, de la mime réduite de la

. © e—Zdx
e e e &
o/ :I.

On a, comme on le sait (1),

transcendante

m2(m —1)?

/’m — M m2apm—1 4 — =2
* 1.2

ST e

- .1.2.3...mx +1.2.3...m.

crdz (Bulletin de la Societe mathe-

L
() Voir ma Note Sur Uintegrale [
v

matique de France, t. VII, p. 72).
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et 'équation f,,= o a toules ses racines réelles, inégales et néga-
tives. Deux polyndmes f,, et f,,, ot m et n désignent deux nombres
entiers différents (je supposerai m > n), ne peuvent, d’ailleurs,
avoir de racine commune.

Cela posé, des deux identités

z‘f,;n"—(x -+ I)flm = nlf
et

z o+ (z+1)f,=nfp
on déduit aisément I’égalité suivante,
eV 4(2 +1)V =(m—n)fmfo
ol j’ai posé, pour abréger ’écriture,

A% =fllf;IL_‘flllf;2‘

L’équation V = o a, du reste, toutes ses racines inégales; car,
si un nombre o annulait & la fois V et sa dérivée, il annulerait évi-
demment un des polyndmes f,, et f, sans annuler I'autre; en sup-
posant qu’il annule f,,, il devrait annuler également f',, ce qui
est impossible, puisque I'équation f,, = o a toutes ses racines
inégales.

De la relation précédente on déduit

v .X' = (]77/ - n) /’/Lfai’if_nflllf;l o

v xr—1,
En désignant, avec Cauchy, par la lettre I I'indice d’une fonc-
tion et par € une quantité positive trés petite, j’en tire 'identité

—e

5= T o= 7l —coeo]

—a

ot le premier membre est, au signe prés, le nombre o des racines
négatives de I’équation V = o, puisque le facteur  demeuare né-
gatif dans l'intervalle considéré. Dans le second membre, on peut
négliger le terme —(z +1), qui ne devient jamais infini pour
aucune valeur finie de la variable, ainsi que le facteur positif

(m—n).
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On a d’ailleurs, d’aprés une proposition fondamentale due a

Cauchy,

.f"lfﬂ fnfm—fmfn
I FuFm—Fufn T [ T Swe

il suffit, pour le voir, de remarquer que le rapport

Snfm—Jmfn _(m—nyzmrr—t4. 4(m—n).1.2.3...m.1.2.3..

Jmfn M 41.2.3...m.1.2.3...n

est négatif pour z = — oo et positif pour z =—e.
Les polynémes f5, et f, étant premiers entre eux, on a

— €
f/zf/m_fmf’n — fm . ;I,
f//zfn fm f/z

—00 —0 —0
d’ou
p=m—n-—I.

En désignant de méme par § le nombre des racines positives de
I'équation V=10, on a

. :*fx_vzf IS
v f/lfm jmjn,
+2 +E

ce nombre se réduit a

SnSm=fmFn
I fmfn

uisque le rapport conserve le méme signe pour
q PP p

Jnfm—JmSn
fm n
x = ¢ et pour z =oo. Il est, du reste, égal a zéro, puisque I’équa-
ton f, f,= omn’a pas de racine positive.
On en conclut que I'équation V = o n’a pas de racines réelles
positives, et, comme elle a seulement m — n — 1 racines réelles

négalives, elle a 2n racines 1maginaires.
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EQUATIONS ALGEBRIQUES

DONT LE PREMIER MEMBRE SATISFAIT A UNE EQUATION LINEAIRE
DU SECOND ORDRE.

Comptes rendus des séances de I’ Académie des Sciences, t. XC; 1880.

1. Les équations algébriques dont le premier membre satisfait
d une équation différentielle linéaire du second ordre jouissent de
propriétés particuliéres qui, pour la solution d’un grand nombre
de problemes, fournissent des méthodes tout a fait spéciales.

En me bornant ici au cas ou elles ont toutes leurs racines
réelles, je prendrai pour point de départ la remarque suivante.

En désignant par F(z)= o une équation algébrique de degré n,
dont toutes les racines sont réelles, et par o une quelconque de
ces racines, sil’on pose, pour abréger,

M) _ gy,

xr — &

il est clair que I'équation f(ax)= o a également toutes ses racines
réelles; par suite, son hessien

(n—2)f(z)—(n—0)[(2)f" (%)

ne peut avoir une valeur négative, et en particulier I'expression

(n—2)f2(a)—(n—1) f(2) f"(«) est positive ou nulle.

On a d’ailleurs, comme il est facile de le voir,

2

E"(a) gy — E ()
— et Si)=—=

J@)=F(x),  f(2)
d’ott I'inégalité

3(n—2)F"(a)—4(n —)F'(2)F"(2)Zo0.

Supposons maintenant que le polynome I satisfasse a I'équa-
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tion différentielle linéaire du second ordre
Py'+Qy'+Ry = o;
il satisfait également & I'équation
Py"+(Q+PH)y"+(R+Q)y' -+ Ry =o,

que l'on déduit de la premiére par dérivation, et de la résultent,
en faisant z = o, les deux relations suivantes,

Py F"(a)-+ Qo F'(a)= o,
P, F/’I(1)+(Q0+ PB)FI/(a)_;_(RO—i— Q/O)F’(:z): o,

ou l'indice o indique ce que deviennent les coefficients quand on
y a remplacé z par o.

Elles donnent des valeurs respectivement proportionnelles a
F'(a), F"(a), F"(2), et I'on en conclut sans peine que le polyndme

n—+2

Q = PR+ PQ'— QP'—

Q2
a une valeur positive ou nulle quand on y remplace # par une ra-
cine quelconque de I'équation F(2z)= o.

Si donc on suppose que Q ne soit pas positif pour Loutes les va-
leurs de z, on déduira de la des limites entre lesquelles sont
comprises les racines de cette équation.

Je ferai remarquer en passant que, si Q avait constamment une
valeur négative, on en conclurait avec certitude que l'équation
proposée a des racines imaginaires.

2. Comme premiére application, je considérerai les polyndmes
U, étudiés par M. Hermite dans sa Note Sur un nouveau déve-
loppement en série des fonctions (Comptes rendus des séances
de U’ Académie des Sciences, t. LVIII), et qui satisfont a 1'équa-
tion différentielle

y'—axy' -+ ny =o.

. n—+ 2
On trouve sans peine @ = n — 1 — ——— z2; ona donc, pour
4(n—u)
toutes les racines de I’équation U, = o,
n 2
n—1 - x22

)

T i(n—1)
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et 'on voit que la valeur absolue de la plus grande racine est au
2(n—1)
Vnaa

Il est facile d’obtenir, du reste, une limite plus rapprochée et
en méme temps une limite de la valeur absolue de la plus petite

plus égale a

racine. En supposant d’abord n pair et égal 4 am, je poserai
z2=2E, en sorte que U,(x) se transforme en un polyndéme V, du
degré m en &, satisfaisant a I'équation différentielle

A2
2&—@}—; (—5) +my_0,

on a alors
m =2

Q=o9mt— 9 —
: 4(m—n)

50 —&y

et I'on en conclut, en remplacant £ par sa valeur 22, que les va-
leurs absolues des racines de I'équation U,= o (lesquelles sont
deux & deux égales et de signes contraires), sont comprises entre
les deux racines positives de 'équation

(ma+2)z*—2(4m>—3m + 2)22+9gm—6 =o.

En y faisant successivement m =1 et m = 2, on obtient les
équations
J(x2—1)2=0 et f(xt*— 6224 3)=o,

qui déterminent exactement les racines des équations Uy=o0 et
[J/, == O.
Supposant en second lieu n impair et égal & 2m 1, et posant

n()

eneore 22=§, je remarque que est un polynéme V, du de-

gré m en £ et satisfaisant & 1’équat10n différentielle
d
E d"’ —i—(3——§)7);—l—my=o,
et I'on en conclut immédiatement que la valeur absolue des racines

de I'équation Ugpyy= o (abstraction faite de la racine zéro) est
comprise entre les deux racines positives de 'équation

(m—2)rv—o(4m2—m +6)xr2+33m — 6 = o.
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Pour 72 =1 elle devient

J(x2—3)t= o,
ct pour m =»

J(zv—10x2-+-15)= o0}

dans ces deux cas, elle donne les valeurs exactes des racines des
équations Uy=o0 et Uy = o.

3. Comme second exemple, je considérerai les polyndmes de
Legendre X,, qui satisfont a I'équation différentielle

(22— 0)y"+oxy' —n(n—+1)y =
On a

\
nnt2) ,

Q=(n—1)(n-+2)— )

n—1
d’ott 'on conclut que toutes les racines de I'équation X,,= o sont
inférieures en valeur absolue a

-9
(n—1) \/n(nzﬁ—').)'

En effectuant, comme plus haut, la substitution z2= £, on peut
déterminer une limite plus approchée et en méme temps une limite
de la valeur absolue de la plus petite racine.

En supposant d’abord n pair et égal a 2m, on trouvera sans
peine que les valeurs absolues des racines de I'équation X,,, = o
sont comprises entre les deux racines positives de I’équation

m -+ 2

7_(T'T)(3x?—— 2+om(am+1)(x*— x2)+ 62*— 422+ 2 = o.
4 -

Pour m =1 elle devient

(B3x2—1)2=o,
cl pour m = 2
352 — 3022+ 3 = o0;

dans les deux cas, elle donne exactement les racines des équations
X,=ocel X, = 0. Pour m = 3 elle devient

9

292" — 39822+ 21 = o,
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dont les racines positives sont 0,2373... et 0,9335...; les valeurs
absolues de la plus grande et de la plus petite racine de I’équation
X, = o sont, d’aprés Gauss, 0,2386. .. et 0,9325....

En second lieu, si 2 est impair et égal & 2m 1, on trouve que
les valeurs absolues des racines de 1'équation X, ,=o sont
comprises entre les deux racines positives de 'équation

m -+ 2

(m—l)

(ba2—3)2—+2m(2m—+ 3)(2'— 22)+102*— 1222+ 6 = o.

Pour m =1 elle devient

&

et pour m =
63— joz2+15=0;.

dans les deux cas, elle détermine exactement (abstraction faite de
la racine & = o) les racines des équations Xy =0 et X; = 0. Pour
m =3, elle devient

6372 — 67822 93 = 0,

dont les racines sont 0,40231... et 0,950...;les valeurs absolues
de la plus petite et de la plus grande racine sont 0,4058... et

0,04092. ...

4. Lexpression Q, que jai considérée précédemment, jouit
d’une propriété remarquable qui mérite d’étre signalée.

Soit un polynéme, de degré n, F(z), satisfaisant a I'équation
diflérentielle du second ordr

Py"+ Qy'+ Ry =o;

en désignant par «, 3, v et ¢ des constantes arbitraires, il est clair
que (y 4 bI3LaY <u + E,) est également un polynome entier du de-

gré n par rapport a &. Ce polyndme, que jappellerai f(£), satisfait
a une équation différentielle du second ordre qu’il est facile de
former.

De I'équation

2

1
W
g

-2
o
I3



3

SUR LES EQUATIONS ALGEBRIQUES.
on tire en clfet, en posant, pour abréger,
h=f¢—a0 et B

dx /;

g
dx

d’ou les relations suivantes :

,_ dy e , dry et o3 dy
Y= YT awmnt’E &

On en conclut que 'expression F( =5
'\( 1 0
différentielle

b2 Be3 g2
Pet d?y <2Po, ’ Qv>ﬁ/_q_R)/:07

T\ e T

et, en posant
y=c"u, .

que le polynome J (&) satisfait a 'équation

Pz d2u [QSQ—z(n—— P853] du

T | Do |

DR .2

+[11(/L-1)%-/LQT%+I{] iw=o,

que jécrirai, pour abréger éeriture, de la facon suivante :

Adu d__u
P T

En désignant par o () 'expression

n -2 2

1 ’
= P — D — ————— (
prepy = ap' = o0
on trouvera sans peine la relation suivante :
w(f)=Q(x).

En particulicr, st @ et @ sont des polyndmes de méme
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(ce qui a lieu dans le cas le plus général), et si, & cause de I'ho-
mogénéité, on introduit les variables » et 4, on voit que le poly-
néme w (&, 1) se déduit du polynéme Q(z, y) par la substitution

‘Z‘Z“.’)‘Fpga

¥ =+ 0k

Q joue donc 1ci le role d’un covariant
J

B SN



THEOREMES GENERAUX

LES EQUATIONS ALGEBRIQUES.

Nouvelles Annales de Mathematiques, 2° série, t. XIX; 1880.

I

1. Soient a et A les affixes de deux quantités imaginaires x
et X, lies entre elles par la relation linéaire

ax—+ B
A= N
Y.Z‘—{—-O

ol a, 3, v et ¢ désignent des quantités imaginaires quelconques;
il est aisé¢ de voir que, quand le point @ décrit un cercle (ou une
droite), il en est de méme du point A. Je m’appuicrai fréquem-
ment sur cette propriété trés simple, qui se rattache immédiate-
ment & la théorie bien connue de la transformation par rayons
vecteurs réciproques.

2. Dans tout ce qui suit, la variable Y et les quantités analogues
¥y My -.. sont égales & 'unité et uniquement introduites pour
I’homogénéité des formules; je les remplacerai méme souvent par
P'unité lorsqu’il n'y aura lieu de craindre aucune confusion.

Cela posé, soit I'équation

(1 ./.(X',Y)ZC%

ou f(X, Y) est un polynéme homogene et du degré n par rapport
a X et Y. Désignons par « I'affixe d’'une quantité imaginaire quel-
conque z et par « l'affixe de la quantité £ qui est déterminée par
I’équation

(2) Ef 0 f) = o
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On peut énoncer la proposition suivante :

Tout cercle passant par les points a et o. renferme au moins
une racine de ’équation (1); il ¥y a aussi au moins une racine
a Uextérieur de ce cercle.

Exceptionnellement, toutes les racines peuvent se trouver sur
la circonférence du cercle; si cette circonférence, du reste,
passe par (n —1) des racines, elle passe nécessairement par la
nieme pacine.

Pour démontrer cette proposition, je remarquerai que, la rela-
tion (2) quilie entre elles les quantités § et = étant projective, il
suffit de I’établir pour une position particuliére du cercle et des
points @ et .

Je supposerai donc que le cercle se réduit a I'axe des abscisses et
que I'on az = et £ = o; la relation (2) se réduit alors a

b=o,

et, comme b est la somme algébrique des racines, on voit que, st
toutes les racines ne sont pas réelles (c’est-a-dire si elles ne sont
pas toutes situées sur I'axe des abscisses), 'une au moins doit &tre
située au-dessus de cet axe, tandis qu’une autre est située au-
dessous.

La proposition est donc complétement démontrée.

3. Plus généralement, considérons les divers émanants
Efur0ty B St 280 oy 102f)e.
‘53.}0134’_ 3‘2274.f‘l7l£’y+ 3Tl ng.;/cly5+ Tlgf‘/},fli‘
du polynéme f.
Soient O I'un quelconque de ces émanants, £ et 2 deux quanti-
tés quelconques liées par la relation

(3) 0 = o;
on a le théoréme suivant :
Tout cercle passant par les points z et & renferme au moins

une racine de Uéquation (1); il ¥ a ausst au moins une racine
a extérieur de ce cercle
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Pour le démontrer, je remarquerai que, @ étant un covariant
de f, il suffit de I’établir pour une position particuli¢re du cercle
et des valeurs particuliéres de z et de &. Je supposerai, comme
précédemment, que le cercle se réduit a I'axe des abscisses et que
'onax=—wetE=o0.

En considérant par exemple, pour plus de simplicité, 'éma-
nant du troisitme ordre, el en posant

n(n——l)cm"*? " n(n—un(n— 2)dm

s,
1.2 1.2.3 ’

J=axr+ nbzn-1+

la relation (3) devient

a4 3bR - 3el— d=o,

d’ot l'on déduit d = o; et de la résulte immédiatement que, si
I’équation proposée n’a pas toutes ses racines réelles, il y a an
moins une racine imaginaire dans laquelle le coefficient de ¢ est
positif et au moins une dans laquelle il est négatif, ce qui consti-
tue précisément le théoréme que je veux démontrer.

En supposant en effet que, dans toutes les racines imaginaires
de I'équation (1), les coefficients de ¢ eussent le méme signe, et en

posant, pour abréger,
f=F -+ id,

il résulterait d'une remarque importante faite par M. Hermite et
M. Biehler que I'équation pF +- ¢ ® = o aurait toules ses racines
réelles, quels que fussent les nombres réels p et ¢.

Faisons, ce que I'on a toujours le droit de faive, @ =1, et, met-
tant en évidence la partie réelle des autres coefficients, posons

b=0-+p'd c=xy+'t e =c-21, R

il vient, en remarquant que d est nul,

(n —
pE+q@® =prr+n(pd-+qi)r—t+ n“\lTl.‘iTI)(p*r gy )z
(4) )
n(n—i)(n—a)n—3) ! )
’ - 1254 (pe+qehan+....

Or on peut toujours trouver deux nombres p et ¢ qui ne soient
pas nuls en méme temps et tels que on ait
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mais alors 'équation manquerait des deux termes consécutifs en
2" et 2"7%; ce qui est impossible, puisqu’elle a toutes ses ra-
cines réelles.

Ce raisonnement serait en défaut siles coefficients de z” et x"~!
dans (4) s’annulaient en méme temps; mais on aurait dans ce cas
'= o, et cela ne peut avoir lieu, puisque (' est lasomme de quan-
tités ayant toutes le méme signe.

La proposition est donc entiérement établie; je ferai encore ob-
server, comme précédemment, que, dans certains cas particuliers,
toutes les racines peuvent se trouver sur la circonférence du
cercle.

4. On déduit du théoréme précédent une conséquence impor-
tante.

Soit K un cercle (ou une droite) quelconque tracé dans le plan;
il le divise en deux régions distinctes. Supposons qu'une de ces
régions renferme toutes les racines de I'équation (1) et que le
point & soit situé dans l'autre région; je dis que toutes les racines
de I'équation ® = o sont situées dans la région limitée par le cercle
et qui renferme toutes les racines de I'équation (1).

En effet, si 'une des valeurs de & satisfaisant a Péquation @ = o
était située dans la méme région que le point z, par les deux
points z et £ on pourrait faire passer un cercle tangent a K; la
portion du plan limitée par ce cercle et ne renfermant pas K de-
vrait renfermer au moins une racine de I’équation (1), ce qui est
impossible, puisque toutes les racines de cette équation sont com-
prises dans la région qui ne renferme pas le point z (').

11

5. Il résulte de la proposition précédente que, sil'équation (1)
a toules ses racines réelles, 'équation ® = o (ou I'on considére
P'une des variables z ¢t £ comme inconnue, tandis qu’on attribue
a I’autre une valeur réelle arbitraire) a toutes ses racines réelles.

(*) Jai énoncé pour la premiére fois les théorémes précédents dans une Note
Sur la théorie des équations numérigques, insérée dans les Comples rendus des
séances de U’Academic des Sciences, t. LXXIX, p. 996.
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En particulier, I'¢quation
& frat 2l iy +fla=0

a toutes ses racines réelles, quelle que soit la valeur réelle attri-
buée a z, et de la résulte immédiatement cette proposition impor-
tante que j’ai eu plusieurs fois occasion d’employer :

St Uéquation f—=o a toutes ses racines réelles, le hessien du

polynéme f
Say— S Sy

a toujours une valeur positive ou nulle.

6. On voit aussi que, si 'équation (1) a toutes ses racines
réelles, il en est de méme de I'équation E/’l—l—fy: 0.

Réciproquement, si, quelle que soit la valeur réelle attribuée
a &, cette derniére équation a toutes scs racines réelles, il en est
de méme de I'équation (1).

Pour établir cette proposition, je remarquerai d’abord qu’en
posant ' = § £+ £, équation ' = o ayant par hypothése toutes
ses racines réelles, 'expression F2 — I, I7,: a toujours une valeur
positive, quelle que soit la valeur de &.

Or on a

Foo = 8f0 + [y
Wy =&/ ey Sy

Flo =& fht iy

el, quand on fait £ = z, ces expressions ont des valeurs respecti-

2

il N 2 ) " 1 [ 4
vement proportionnelles & fr., fu, et fr: (1), dou il résulte que
112 o e . Lo ) ..
. "2 fys a toujours également une valeur positive.
Cela posé, étudions comment varient les racines de I'équation
F = o quand £ varie depuis — o jusqu'a + .

En désignant par £ la dérivée de £ par rapport & x, on a

&St b Say=0,

(') Ceci supposc ¢videmment 2 > 2.
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puis, en vertu de la relation E/’L—}—f'): o,
ES2 =SSl uey=(—=0)( o2/ y2—T"H);

or de la résulte que &' est toujours négatif.

Ainsi, quand £ croit de — 0 & + w0, les diverses racines de 1é-
quation I = o vont toujours en décroissant.

Elles ont toujours d’ailleurs des valeurs distinctes (si 'on sup-
pose, ce que 'on peut toujours faire, que 'équation /= o n’a pas
de racines égales); car, si, pour deux valeurs différentes de &, I'é-
quation I' = o ¢était satisfaite par la méme valeur de 2, on aurait
a lafois

Efe+Sy=o0
et '
Eferfr=0,

ce qui exigerait que l'on efit en méme temps .= o et /| =o0; or
cela est impossible, puisque I'équation f= o n’a pas de racines
égales.

Pour fixer les idées, supposons n = 4, et solent, pour § = — oo,
%, 3 et v les racines de I'équation F = o; quand £ varie de — oo
a 40, la racine de Péquation I = o dont la valeur initiale est a
va constamment en décroissant, passe de — o0 & -+ oo el acquiert
finalement la valeur y; la racine dont la valeur initiale est 3 va
constamment en décroissant et acquiert finalement la valeur . De
méme, latroisiémeracine décroit constamment depuis v jusqu’a 3.

La variable & croissant constamment depuis — o jusqu’a +- oo,
il y a nécessairement un instant ot elle a la méme valeur que la
troisiéme racine; i ce moment, £ étant égal a x, on a

Eforfy=afo+[y=nf=0;

d’otr il suit que cette valeur de £ est une racine de I'équation (1).

L’équation (1) a ainsi une racine comprise entrey et ; on
prouverait de méme qu’elle en a une comprise entre § et o, une
autre entre o et — o et une derniére entre -- oo et v; elle a donc
loutes ses racines réelles.

7. Comme application, je considérerai I'équation

X3 pr g o= o
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Pour que cette équation ait toutes ses racines réelles, il faut et
il suffit, d’aprés ce qui précede, que I'équation

EBx2+p)+opr+3qg=o0

ail toutes ses racines réelles, quelle que soit la valeur de &.
De 1a résulte que
p*—3p&—9q¢

doit toujours étre positif; ce qui exige que 4p? + 27¢? et p soient
négatifs. On retrouve ainsi 'équation de condition bien connue

ipP+279*<o.

111,

8. La propriété du hessien d’un polyndéme f décomposable en
facteurs réels du premier degré, que j’ai mentionnée plus haut,
a savoir qu'il a une valeur constamment positive, est un cas parli-
culier de la proposition suivante, qui a d’utiles applications.

St le polyndme fest décomposable en facteurs réels du pre-
mier degré et st l'on attribue a la variable z une valeur ima-
ginaire quelconque o + (i, le coeflicient de i dans toutes les
racines de Uéquation @ = o est de signe contraire @ celui de {.

Cette proposition est un corollaire immédiat d'un théoréme gé-
néral que j’ai démontré plus haut (n° 4).
En particulier, si Pon fait # = o + i dans 'expression

le coefficient de 7 dans le résultat de la substitution est de signe
contraire & celut de B.
Il en est de méme des diverses expressions

p_ =0/ (=)

S ' A

buisque, quand 'équation /= o a toules scs racines réelles, les
1 [ue, q { . )
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équations ['=o, f'=o0, ... (') jouissent de la méme pro-
priété.

9. Comme application, en désignant par f un polynéme décom-
posable en facteurs réels inégaux du premier degré et par a et b
deux constantes réelles arbitraires, je considérerai I’équation

T z—a
ya b

En substituant successivement dans le premier membre de cette
équation — o, puis les racines de I'équation /= o et enfin +- oo,
on constate aisément qu’elle a toutes ses racines réelles si b est
<o et quelle a au plus deux racines imaginaires si b est > o.

Dans ce dernier cas, désignons par « -+ 7 une de ces racines;
il résulte de ce qui précede que, si 'on remplace & par cette va-
leur dans 'expression

le coefficient de 7 dans le résultat de la substitution doit étre de
signe contraire & .
Or, en vertu de I'équation (4), elle se réduit a

nb

xr—a

&

et, en faisant 2 = o + 7, &

nb

Sy T

ou le coefficient de ¢ est

e

nb
(@ —a)2+ B2
comme je l'avais trouvé directement, que 1'équation (4) ne peut

Ayant donc 1— <C 0, on en déduit tout d’abord
) ?

avoir de racine imaginaire que si b est > o.

(') Ici, ainsi que dans tout ce qui suit, je désigne par /7, f”, /™, ... les déri-
vées de f prises par rapport & la variable 2.
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On voit en second lieu que, si b est > o, et si I’équation a
deux racines imaginaires, elles sont renfermées dans U’inté-
rieur du cercle dont I’équation est

(X —a)+ Y2=nb.

11 est remarquable que la position de ce cercle ne dépende pas de
la valeur des racines de I'équation f=

10. Considérons une équation f = o a coefficients réels ou ima-
ginaires; sotent p, p/, p’, ... les coeflicients de ¢ dans ses racines
ct B un nombre quelconque égal ou supérieur au plus grand de ces
coefficients. Tragons dans le plan la droite paralltle a I'axe des
abscisses et dont 'ordonnée a pour valeur {3; on voit que toutes
les racines de I'équation /= o sont situées au-dessous de cette
droite ou sur cette droite, et, en vertu d'une proposition énoncéce

ci-dessus, 1l en est de méme des racines des équations
.f =0, jw: 0, fm: 0,
On en conclut que, si dans les expressions

of o (n—vy o (a—o)f"

— 70

a ‘ VA S

on remplace z par la quantité 2+ 37, ot « désigne un nombre
réel arbitraire et B le nombre défini ci-dessus, le coefficient de ¢

ey

dans les résultats obtenus est inférieur a {3.

Soient F = o une équation quelconque de degré n et o+ i
celle de ses racines pour laquelle le coefficient de 7 a la plus grande
valeur; en posant, pour abréger,

F .
= /.

r—a—080
on voit que, dans les expressions

(12—1)/(1—~ 1)
/(1——)L) ’
(n—2)/"(z+3510)

SO R S A S S A
e S B0 ’

e

) PPN ey

lc cocefficient de ¢ est plus petit que B.
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On trouve aisément d’ailleurs
S la+B)=T" (2+ B0y,
n2
S (a+ ;95):7 (2 By

"

Sz B = -3—(1+ Boy,

d’oti la conclusion suivante :

Erant donnée Ué¢quation du degré n
F =o,
désignons par o+ 3i celle de ses racines (V) pour laguelle le

coefficient de i a la plus grande valeur; cela posé, les coeffi-
cients de i dans les expressions

Fl(a+8d)  F'(z+Bi)
F(z+ 8¢ F(a+Bi)

B

SONt tous postLifs.

11. Comme application, je me propose de montrer que le poly-
néme du degré n, étudié par M. Hermite et qui satisfait a 'équa-
tion différentielle linéaire du second ordre

(5) S —wf' - nf=o,

a toutes ses racines réelles.

Cette proposition bien connue peut s’établir par les considéra-
tions les plus élémentaires; je crois néanmoins, dans cette question
importante de la détermination de la nature des racines d’unc
équation, qu'il est utile d’étudier toutes les méthodes qui peuvent
conduire au résultat.

Supposons donc que I’équation f'= o ait des racines imaginaires,
et soit o + 37 celle d’entre elles pour laquelle le coefficient de ¢
est le plus grand. Je remarquerai tout d’abord que, 1'équation

(') Plus exactement : "une quelconque des racines pouwr lesquelles le coeffi-
cient de i a la plus grande valewr. I pourrait se faire en effet que plusicurs
racines ne différassent que par leur partic réclle.
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ayant ses coefficients réels, les racines sont conjuguces deux a
deux; par suite, 3 a unc valeur positive.
Jobserve ensuite que expression

S (a+ B0
se reduit a
1
a8

en vertu de 'équation différentielle (5).
Or, le coefficient de 7 dans celte expression est le nombre essen-
;%, ce qui, d'aprés la proposition énoncée
;

plus haut, est impossible. L’équation a donc toules ses racines
réelles.

tiellement négatif

La mé¢me démonstration s’applique au polynome de Legendre
X, qui satisfait & 'équation différentielle

(22— 1) f"+ozf —n(n-+1)f=o.

En conservant les mémes notations que ci-dessus, on voit en-
core que, en verta de cette équation différentielle, Pexpression

S (a4 B

Je 1)
se rédult &

1 — (2 -+ Bi)?

ot le coefficient de ¢ a le signe de I'expression

— B+ 22 §2)

et, celte quantité étant essentiellement négative, il en résulte que
les polyndmes X, ont toules leurs racines réelles.



SUR UNE

PROPRIETE DES POLYNOMES X DE LEGENDRE.

Comptes rendus des séances de UAcadémie des Sciences,
t. XCI; 1880.

1. Eiant donné un polynéme entier I'(x), on sait que I'on peut
tonjours, en désignant par A, B, ..., H, K, L, ... des coeffi-
cients constants, poser identiquement

F(z)=AX,,+ BX,+.. .+ HX, + KX;+ LX;+. ...

Je supposerai que les nombres entiers m, p, ... soient rangés par
ordre croissant de grandeur; cela posé, on peut énoncer le théo-
réme suivant :

Le nombre des racines positives de ’équation F(z)= o, qut
sont égales ou supérieures a ’unité, est au plus égal au nombre
des variations que présentent les termes de la suite

(1) A, B, ..., H K, L

Pour établir cette proposition, je ferai voir que, si elle est vraie
quand la suite précédente présente (n — 1) variations, elle subsiste
encore quand le nombre des variations est égal a 2 la proposition
sera ainsi démontrée, puisqu’elle est évidente quand tous les coef-
fictents sont de méme signe.

A cet effet, en supposant que la suite (1) présente n variations
et que H et K soient deux coefficients consécutifs et de signes

. . . . F(x .
contraires, je considére 'expression )‘{—), qui s'annule en méme
s

temps que F'(z) etdemeure finie et continue pour toutes les valeurs
d F(z) __ J(=)

de x égales ou supérieures a I'unité; en posant — = Lt
8 p ) e posant T X, Xz’

on déduit du théoréme de Rolle

(F=()+1 ()

(") Ici, comme dans tout ce qui suit, je désigne par («) le nombre des racines
de 'équation « = o qui sont égales ou supéricures a 'unité.



SUR UNE PROPRIETE DES POLYNOMES X,, DE LEGENDRE. 145
On a d’ailleurs
~ , )
f(‘T) =X A\X’mxx_ XsX/n)y

des deux équalions

(22— 1)X), +22X,=p(p+1)X,
et
(22— 1) X5+ 22X = s(s +1)X;,

ou p désigne un nombre entier quelconque, on déduit

(2 (X, = XX = [ p(p 1) (s + 01X, X
d’ou
i e pe) = X0,
ou
P(z)y=A[m(m +1)—s(s+1)]X,,+...
+UH[r(r+1)—s(s+D]X,+L[t(t+1)—s(s+1)]X;+....

Or, si I'on considére les signes des coefficients de cette expres-
sion, on voit qu’ils différent de ceux de la suite (1) en ce que le
coefficient de X; est annulé et que tous les coefficients précédents
conservent leur signe, tandis que le signe des coefficients suivants
est changé; la suite de ces coefficients présente donc exactement
(n — 1) variations, et I'on a, par hypotheése,

(®)Sn—1.

De I'équation (2) on déduit d’ailleurs, en s’appuyant sur le théo-
réme de Rolle et en remarquant que I'équation X;= ¢ a toutes ses
racines inférieures & I'unité,

(S)2(D);

et des inégalités précédentes on conclut facilement
(FYsn;

la proposition est donc entiérement établie.

2. Si Pon transforme 'expression du polynome IF'(x) en chan-

io
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geant les signes de tous les polyndomes de Legendre qui sont d’un
degré impair, on voit que :

Le nombre des racines négatives de U'équation ¥F(x)=o,
dont la valeur absolue est égale ou supéricure a l'unité, est
auw plus égal au nombre des variations de la transformée.

On en déduit que :

Si Uéquation a toutes ses racines réelles et si leur valeur
absolue est égale ou supérieure a l’unité, le nombre des racines
positives est égal aunombre des variations du premier membre
de cette équation et le nombre des racines négatives aw nombire
des variations de la transformée.

St la suite des polyndmes de Legendre présente une lacune
de (2. +1) termes, U'équation a au moins o racines qui sont
imaginaires ou dont la valeur absolue est plus petite que
Uunité.

St un terme mangue dans la suite des polyndmes de Le-
gendre et si les termes avoisinants sont de méme signe, Uéqua-
tion a deux racines imaginaires ow dewx racines dont la va-
leur absolue est plus petite que "unité.



SUR LA SEPARATION

DES

RACINES DES EQUATIONS

DONT LE PREMIER MEMBRE EST DECOMPOSABLE EN FACTEURS REELS ET SATISFAIT
A UNE EQUATION LINEAIRE DU SECOND ORDRE.

Comptes rendus des séances de I’ Académie des Sciences, L. XCII; 1881.

1. Les méthodes connues pour effectuer la séparation des ra-
cines d'une équation sont, méme dans le cas ou elle a toutes ses
racines réelles, & peu prés impraticables lorsque son degré est un
peu élevé.

Le probléme peut étre posé de la facon suivante : Etant don-
née une quantité arbitraire £, trouver un nombre o tel que I’in-
tervalle compris entre Eeta renferme au plus une racine de
Uéquation.On en obtient une solution facile dans le cas ou, I'équa-
tion ayant toutes ses racines réelles, le premier membre satisfait
une équation linéaire du second ordre.

Considérons, en effet, une telle équation

(1) f(W)ZO,

dont le premier membre est un polyndéme da degré n satisfaisant
a Péquation différentielle
dry dy
P2+ 0Q—~-+Ry=
dr? Q dx y=9o
el posons

Flx,8)=12(n—1)P2—10(2r — %)PQ
4 (z —E2[(n+1)Q2—4(n—2)(PR +PQ--QP"].

Pour une valeur donnée de &, le polynome I acquiert une va-
leur négative quand on remplace x par la valeur d’une quelconque
des racines de I'équation (1), sauf les deux racines qui avoisinent
£. Pour ces deux racines, le polynéme peut avoir une valeur po-



148 ALGIDRE.

sitive; il est d’aillears toujours positif pour x == &, si Pon suppose
que £ n’annule pas P. Je ferai remarquer aussi que F est toujours
négatif si 'on remplace § et z par les valeurs de deux racines
quelconques de I'équation (1).

D’ou la proposition suivante :

Sil'on donne & & une valeur arbitraire n’annualant pas P, Péqua-
tion F(z, £)= o a toujours au moins deux racines réelles; en dé-
signant par z' et 2" celles de ses racines qui avoisinent §, on peut
affirmer que chacun des intervalles compris entre les nombres 2/
et £, & et 2" renferme au plus une racine de Péquation. La simple
substitution des nombres z/, £ et " fera donc connaitre exacle-
ment le nombre des racines comprises dans ces intervalles.

La méthode précédente exige la résolution au moins approchée
d’une équation qui, généralement, est d’un degré supéricur au
second; mais il est toujours possible d’éviter cette résolution en
se donnant la quantité z (que l'on peut, saul certaines restrictions
indiquées dans chaque cas particulier par la discussion du poly-
néme F, choisir arbitrairement) et en résolvant I'équation I' = o
par rapport a la quantité &, qui n’y entre qu’au second degré.

2. Comme exemple, je considérerai le polyndome U,, étudié
par M. Hermite, et qui satisfait & 'équation
dzy dy

et~ T A T T

On trouve aisément

F(a,§)=i2(n—1)+122(t —2)
+(E—2)2[(n+D22—4(n—r1)(n—2)].

Désignons par A la plus grande racine de I'équation U,= o,
2(n —r)
Jn + 2
par B la racine qui la précéde immédiatement; cela posé, si & est
compris entre — B et -+ B, 'équation I = o a ses quatre racines
2(n—1)
Vi
il est facile d’obtenir une limite inférieure de la quantité B, on

> et

laquelle, comme je 'ai montré ('), est inférieure a —

> ety comme

réelles. La plus grande est comprise entre A et ———

(1) Notes sur la résolution des equations numeriques, p. 66.
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voit que l'on peut déduire de la une limite supéricure de A. La
2(1 —1
_(*_) et J— A;
V42
quant aux deux autres racines « et 3, I'une a une valeur supérieure,
'autre une valeur inférieure a celle de &, et 'on est assuré que les
intervalles compris entre les nombres 2 et &, § et  renferment au

plus petite racine est de méme comprise entre —

plus une racine de I'équation U, = o.
Donnons & # une valeur arbitraire comprise entre — A et - A,
et soient, pour cette valeur de z, & et & les racines de I'équation

du second degré en &
F(‘Ta E) =03

on peut également affirmer que chacun des intervalles compris
entre £ et &z, z et & renferme au plus une racine de I'équation
proposce.

3. Les considérations qui préceédent s’appliquent entiérement
aux équations dont le premier membre est une série indéfinie,
satisfaisant a une équation différentielle du second ordre et qui
peut étre regardée comme la limite d’un polynéme entier ayant
tous ses facteurs réels. Il suffit, dans tout ce qui précéde, de sup-
poser n infiniment grand.

De pareilles équations s’offrent, par exemple, quand on égale a
zéro les transcendantes de Bessel et certaines fonctions circu-
laires.

Considérons, comme application, 1’équation

cos yaz = o,
dont les racines sont

ct dont le premier membre satisfait & I'équation différentielle

. ' _
dx—|~——+y o.

Un calcul facile donne
F(z,t)= 4822+ (§ — x)*(9 — 8x),

et, comme vérification d’une des propositions précédentes, on
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peut remarquer que celte expression doit avoir une valeur néga-

. . . 2
tive si l'on y remplace respectivement x et £ par les nombres g ot

g2 . . . , . -
2, qui satisfont a I’équation cos \/2%‘ = o.

8
On a donc I'inégalité
8wk ,
46/ +7—"*(9—ﬂ'2)<07
d’ott
3 3
R g o> )
474
et
‘/3() 12,

e 5 D —



SUR UNE EXTENSION

DE LA

REGLE DES SIGNES DE DESCARTES®.

Comptes rendus des scances de ’Academie des Sciences, t. XCII; 1881.

3. Soit

flry=Axr+Brr 1+ Cx24+...=o0

une équation du degré n.
En posant
ffz =A,
Sn—1=Aa + B,
Jn-a=Aa?> -~ Ba + C,

S =Aar+ Bar-t+ Car-2+...,
on voit que le nombre des variations de la suoite

(4) fm f/l—l} f/zA27 L] f27 ,/I: /

est une limite supéricure du nombre des racines de I'équation
J(z)= o, qui sont plus grandes que le nombre positif a (?).

On peut obtenir une limite plus précise, en prenant pour point
de départ une régle due a Newton et qui a été 'objet de beaux
travaux de M. Sylvester.

Formons, en effet, la suite

.]L.;_)La f)/‘lz—1_2f.n,fn—27 2f5—~2_3/;1—1,/./:—157 ceey

O o) Sy fa frr () 1 oy nfr—(n - Dyaffr,

quise compose d’un nombre de termes précisément égal au nombre
des termes de la suite précédente.

(*) Nous avons supprimé les deux premiers numéros de cette Note, qui ne sont
que la reproduction de propositions déja données (p. 27 et 28). E. R.
() Ce théorcme a été déja démontré a la page 6. E. R.
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On démontrera aisément la proposition suivante :

Le-nombre des racines de Uéquation f(z)= o, qui sont su-
périeures & a, est au plus égal au nombre des variations de la
sutte (4) qui correspondent a des permanences de la suite (3).

Cetle régle sera souvent d’une application plus commode que
celle de M. Sylvester, puisqu’elle exige seulement le calcul des
nombres fy, fu_s, ..+, f1, /5 dont la valeur s’offre d’elle-méme
quand on calcule le nombre f(a).

Comme application, je considérerai I’équation

x3—ox2+3x—3 =o.
Cette équation ne peut avoir de racine négative. En substituant

. 1 .. L.
+ 1 dans la transformée en S0 on voil immédiatement qu’elle n’a
pas de racine inférieure & 4 1. En substituant + 1 dans le pre-
mier membre de I’équation, on obtient la suite

-1, —1t, +2, —I,

qui présente trois variations; I'équation peut donc avoir une ou
Lrois racines positives.
Mais, si l'on forme la suite auxiliaire

“+1, —3, +5, —+11I,

on voit qu’il n’y a qu’une seule variation de la premicre suite a
laquelle corresponde une permanence dans la seconde.

L’équation proposée a donc une seule racine réelle qui est su-
périeurc a I'unjté.

i © D G



SUR LA SEPARATION

RACINES DES EQUATIONS NUMERIQUES.

Comptes rendus des séances de I’Académie des Sciences, t. XCII; 1881,

1. On peut trouver aisément un grand nombre de théoréemes
qui fournissent une limite du nombre des racines d’une équation
qui sont comprises entre deux nombres donnés. Il semble méme
que cette multiplicité de propositions obscurcisse la question plu-
tot qu’elle ne I'éclaircit; c’est, en effet, un probléme difficile &
résoudre que de déterminer, une équation étant donnée, quelle
est celle des régles dont 'emplot est le plus avantageux. Je crois
néanmoins que leur étude est de la plus grande importance; dans
la pratique, les équations se présentent en effet sous des formes
bien différentes, et chaque forme d’équation donne lieu & des
théorémes spéciaux dont chacun présente des avantages particu-
liers.

Jen ai déja donné un exemple en montrant comment la régle
des signes de Descartes s’étend au cas ou le premier membre de
I'équation est exprimé au moyen des polynémes de Legendre ou,
plus généralement, anu moyen de polyndmes satisfaisant a unc
équation linéaire du second ordre. Voici, dans le méme ordre
d’idées, quelques propositions trés simples et qui peuvent étre de
quelque utilité.

2. Soit, en désignant par © une quantité positive quelconque et
par

Loy A1y, Ay, ey Ap—2y An—t

des quantités réelles quelconques rangées par ordre croissant ou
décroissant de grandeur,

Flz)= ;—— 4 e .,
N ) (1‘__10)(0_' (@ — 7))
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Cela posé, § désignant une quantité quelconque comprise entre o,
et oy, le nombre des racines de I’équation I (2) = o, qui sont
comprises entre § et Giprs est au plus égal au nombre des alter-
nances de la suite

Aiy Ai+2 -+ A 1 Ay .
(=) (E—a2)® 7 (2 —a)® (@ — )

Comme application, considérons I'équation

En désignant par ¢ une quantité infiniment petite et en substi-
tuant successivement — o, 2 -+, 5 —¢, -4, on trouve les
sulles sulvantes :

o 1 5 1 1__ _
1 =1, 1 3 % 3y x, 1 1.

Comme elles ne présentent aucune alternance, on en conclut que

la proposée a toutes ses racines imaginaires.
3. St w est une quantité positive quelconque, I’équation
a+br+cr(r—w)+dr(r—ow)(r—20)+...=0
a aw moins autant de racines positives que U’équation
a—+br+cxi+drd+...=o0 (1)

Soit, par exemple, le polyndme hypergéométrique du degré n

Floymi— 22 pt—1) r(r—uw)
' a2 ) (% —+T)
n(n—uy(n—o) r(r—uw)(r—oswn)
1.9.3 a(%—4+1)(%+2) e

ol o et w désignent des quantités positives quelconques; il ré-
sulte de la proposition précédente que I’équation F(z)=o0aau
moins autant de racines positives que I'équation

n x nin—ri) x? nin—un(n-—292) x
T 1.2 a(z-1) "1.2.3 1.2.3

(') Voir page 23. . R.



-

SUR LA SEPARATION DES RAGINES DES EQUATIONS NUMERIQUES. 155

Or cette derniére a ses n racines réelles et positives, comme on le
voit aisément par I'équation différentielle

Ay dy .
T —r(x—x)%—rny_o,

a laquelle satisfait son premier membre. L’équation F(z)= o,
qui est également du degré n, a donc toutes ses racines réelles et
positives (1).

(') Nous supprimons la fin de cette Note, qui n’est que la reproduction des
pages 11 et 2. E. R.




SUR

LES EQUATIONS ALGEBRIQUES

DE LA FORME 0 A1 +——AL:0(1)-

xr—a, x—a x—a,

Comptes rendus des séances de U’ Academie des Sciences, t. XCIII; 1881.

3. Soient £ et & deux nombres arbitraires ne comprenant aucune
des quantités ag, @y, @s, ..., et tels que les nombres

r
ceey Gya, @iy, & E, @, Qiq, ..

forment une suite croissante ou décroissante.

Le nombre des racines de I’équation proposée, qui sont com-
prises entre Eetf, est au plus égal au nombre des variations des
termes de la suite

Ay Ai+1 Ajrs , Ai—1
; + 57 7 e )
§—a; E—aip E— e g — &i—
Ay A | A i—1
T T 57 N —
E—a; E— i £ — s e,
A; , Aiyg , Ao Ajq
-+ - ... n — 3
E—a E—ai E— i E— i
e e e e ey
A [ A [~+1 A [+2 A [—1
Lo e

E—a; E— @iy E— @i E— aiy

Jajouterai la remarque importante qui suit :

Si Pon désigne repectivement par P et par Q le plus petit et le
plus grand des nombres compris dans le Tableau précédent, la
valeur de la fonction

Ao A [ _An
r—ay, x—a r—ap,

demcure toujours comprise entre P et Q, lorsque x varie entre £
et &.

(*) Nous avons supprimé les n° 1 ct 2 de cette Note, qui ne sont que la repro-
duction du théoréme démontré a la page 41. E. R.
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4. Les considérations précédentes trouvent une application
immédiate, lorsque le polyndome du degré n, qui forme le premier
membre d’une équation, est déterminé par les valeurs qu’il prend
pour (n 1) valeurs de la variable.

Pour en donner un exemple simple, soit le polyndme « déter-
miné par les conditions que, pour les valeurs de z égales a a,
a--hy, a+2h, ..., a+ nh, il prenne respectivement les va-
le urswg, wy, usy ..., u,; onaura, en supposant £ positif, la pro-
position suivante :

Le nombre des racines de Uéquation u= o, qui sont infé-
rieures a a, est au plus égal aw nombre des alternances de la

suite
n(n-—1
rr—n,

—...Fu,,
1.2

wy— nuy —+
et le nombre des racines, qui sont supérieures « a - nh, est
égal au plus au nombre des alternances de la suite

n(n—i1
Up—NUp_q+ (—I9—> Up—r =1 .. =+ Uy.

5. Lorsque I'on suppose que les quantilés @, @y, @z, ... sont
en nombre infiniment grand et infiniment peu différentes les unes
des aulres, on obtient diverses propositions intéressantes relati-
vement aux équations de la forme

b p
VAC I

k)
a

ou f(z) désigne une fonction quelconque de 5, continue ou dis-
conlinue, et A une quantité constante.

1o

On peut aussi considérer d’une fagon plus générale I’équation

b
S
l(z_x)wd A

ot w désigne un nombre positif quelconque. Les intégrales qui en

~

constituent le premier membre se présentent, comme on le sail,
dans plusiears questions importantes de 'Analyse. Mais je ne sau-
rais ici m’élendre sur ce sujet, sur lequel j’aurai I'occasion de re-
venir, si I'Académie veut bien me le permettre.

i B D



SUR

LES EQUATIONS DE LA FORME
EIHbe—sz(z)dz:o(l).

Comptes rendus des séances de I’ Académie des Sciences,
t. XCIII; 1881.

(*) Nous supprimons enti¢crement cette Note, qui n’est que la reproduction de
propositions déja données (p. 24, 25, 28, 29, 30, 31, 38 et 39). E. R.



SUR

L'INTRODUCTION DES LOGARITHMES

DANS LES CRITERIUMS QUI DETERMINENT UNE LDMITE SUPERIEURE DU NOMBRE
DES RACINES D'UNE EQUATION
QUI SONT COMPRISES ENTRE DEUX NOMBRES DONNES (1) .

Comptes rendus des séances de I’ Académie des Sciences, t. XCIII; 1881,

2. On peut, dans un grand nombre d’applications du théoréme
du n°® 23 (p. 39), éviter 'emploi des logarithmes.
Considérons, par exemple, 'équation

(1) Ao+ Ayt Ngzte+. ..+ Azt = o,

Ol gy, @y, @y « .., @, désignent des nombres croissants arbi-
traires, rationnels ou irrationnels. ‘

Si on pose z=¢77, le nombre m des racines positives de
I'équation (1), qui sont comprises entre zéro et un, est égal au
nombre des racines positives de I'équation

Np et A e—) 4 Aye—td 4. . Ay et = o,
ou encore, o désignant une quantité arbitraire, de I'équation
Aopuo—an"r_‘_ Ajelo—a)y = Ayelo—ady o 1o\, elw—a)y = o,
Supposons le nombre o tellement choisi que toutes les quantités

W— Ay, W— Ay, W—(y, .., O-—a,

soient positives.
En faisantapplication de la proposition précédente et en conser-
vant les mémes notations, relativement aux quantités po, pi, ..., pu,

(*) Nous avons supprim¢ le n® | de cette Note, qui n’cst que la veproduction du
théoréme du no 25 (p. 39). E. R.
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on voit que m est au plus ¢gal au nombre des variations de la suite

log & log " 4 pylog 2N
0(7' 9 )0 e 1 —_— seey
Po °w—ay Pol0s T T gUJ'—‘[Lg
e e e e ,
polog % 1 pylog S S e B
1 T T T e e 1—1 o . 2 ne
00— ay ° w—day ! °w—a,

Si nous donnons i w une trés grande valeur, on a sensiblement

w—a; Qe —a;

log =
W — &y w

D’ou la proposition suivante :

Le nombre des racines positives de Uéquation (1), qui sont
inférieures a Uunité, est au plus égal au nombre des varia-
tions de la suite

Po(ar— @), polay— ay)+ p1(as— ay),
Polar— ag) =+ pr(as— ay)~+ pa(az— az),
polay— ay)~+pi(as— ay)+...4 proi(@n— Ap—1);, Pa,

proposition que, dans ma précédente Communication ('), javais
déduite de la considération de I'intégrale
g

/ e—3x [ (z)da.
0

3. Unec autre application importante du théoréme fondamental
se rencontre dans I'étude des équations de la forme

Is A» Pl
\0 1\1 2 4 XIL

'

T _I-_ﬁvl
x—ay X—a; Xx— x — ap,

jai déja donné des regles permettant de déterminer une limite du
nombre des racines qui sont comprises entre deux nombres don-
nés; mais celles que 'on obtient, en suivant la voic que je viens
d’indiquer, sont presque aussi simples et beaucoup plus précises
dans un grand nombre de cas.

(") Voir page 38. L. R.



SUR LA DISTRIBUTION, DANS LE PLAN,

DES

RACINES D'UNE EQUATION ALGEBRIQUE

DONT LE PREMIER MEMBRE SATISFAIT A UNE EQUATION
DIFFERENTIELLE LINEAIRE DU SECOND ORDRE.

Comptes rendus des séances de U’ Académie des Sciences,
t. XCIV; 1882.

1. 11 est important, dans un grand nombre de questions, de dé-
terminer, au moins approximativement, dans quelle région du
plan sont situées les racines d’une équation algébrique. La mé-
thode suivante peut étre employée utilement dans un grand
nombre de cas, et notamment quand le premier membre de’équa-
tion satisfait & une équation différentielle linéaire du second
ordre.

Elle repose sur la proposition suivante, qui résulte immédiate-
ment des théorémes que j’ai donnés dans mes Notes sur la réso-
lution des équations numériques.

Soit f(«) un polyndéme du degré n, et

X & o 2(n—1) fl(x),
x f//(w> 2

supposons que I'une des racines de I’équation
(1) S(z)=o

soit & 77, et désignons par M l'affixe de cette quantité; dési-
gnons de méme par M’ I'affixe de la quantité X quand ony fait
x =54 71. Cela posé, si par M on fait passer un cercle (ou une
droite) tel que une des régions du plan déterminées par ce cercle
ne contiennc aucune racine de 'équation (1), le point M’ est né-
cessairement dans 'autre région.

Pour montrer, par un exemple simple, I'usage que 'on peut

11
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faire de cette proposition, je considérerai le polyndme, de degré
n, f(z) qui satisfait & 'équation du second ordre

zf'(x)—(x+2n)f'(z)+ n f(z)=o,

et qui est le dénominateur de la réduite de degré n de e®.
En vertu de cette équation différentielle, pour toute racine de
I’équation (1),
f(z)= o,

on a
x(x—+—2)
20 + &

X =

Siz=E& -+ niest la racine de I'équation (1), dont le module
est le plus petit, on aura, par suite de la proposition énoncée ci-

dessus,

dot £ << —(n +1) et, a fortiori, mod(x)> n —+1.
On en conclut que le module d’une racine quelconque est plas

grand que 7 4 1.

2. En désignant par m une quantité réelle quelconque, consi-
dérons toutes les droites paralleles ala droite qui a pour équation
mn -+ § = o. Supposons que celte droite se meuve parallélement
a elle-méme, le point ou elle rencontre I'axe des § se déplacant
toujours dans le méme sens vers 'extrémité positive de cet axe.

Soit & = § ++ n ¢ la premiére des racines de I'équation (1) qu’elle
rencontre pendant ce déplacement. Il est clair que toutes les
autres racines sont situées d’un méme cOté de cette droite et dans
la région qui ne contient pas le point § = —co. Il en résulte que

si, pour cette valeur de z, on pose

X = En—i— '0057
on a
m(te—1)-+(5—E&)> o.

Un calcul facile donne
B2 ank

Faanprt

bh—ft=—no(n—1)

217,
T,u—*‘f‘:-—?(/l—l) (:—_‘-ma
N |
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d’ont
B2 2 ank +amnn <o.

Construisons le point A dont les coordonnées sont §=—2n
et 1 =o0; on voit que équation £+ 7>+ 27 (& + mn)=o0 est
celle d’un cercle passant par le point A et 'origine des coordon-
nées; la tangente a l'origine est d’ailleurs la droite § 4 my = o.

D’ou la conclusion suivante : Tout cercle passant par les points
O et A renferme au moins une racine de I'équation; si, par les
divers points racines de I'équation contenus dans ce cercle, on
méne des perpendiculaires au diamétre passant par I'origine O, et
si I’on considére celle de ces droites qui est la plus éloignée du
point O, toutes les racines sont situées d’'un méme coté de cette
droite et dans la région du plan qui contient le point O.

Soit w le point diamétralement opposé a O sur ce cercle; ce
point est situé sur la droite AA’ élevée perpendiculairement en A
al’axe des §; si 'on meéne par w une droite perpendiculaire 4 O o,
toutes les racines seront a fortiord situées d’un méme coté de
cetle droite; elles sont donc situées dans l'intérieur de la courbe
enveloppée par cette droite lorsqu’on fait varier le rayon du cercle,
courbe qui n’est autre que la parabole P ayant O pour foyer et
AA’ pour tangente au sommet.

On peut encore limiter davantage la portion du plan qui con-
tient les racines. Ce sera, si I’Académie veut bien me le permetire,
ga-
lement les résultats auxquels on parvient en appliquant la méthode
précédente aux polyndémes hypergéométriques F(— n, 8,7, ),
qui satisfont a 'équation différentielle du second ordre

I'objet d’une nouvelle Note, dans laquelle je communiquerai é

d> d
x(x—x)gg—}—[ya-(n——lﬁ-—x)x] I};—i—nﬁ.y_—_o,

3. En conservant les désignations dont j’ai fait usage dans ma
Note précédente, considérons un cercle passant par les points O
et A et coupant en N la parabole P. La droite menée par N per-
pendiculairement au diamétre du cercle jouit évidemment de la
propriété que toutes les racines de I'équation (1) sont situdes d’un
méme cOté de cette droite. Lorsqu’on fait varier le rayon du cercle,
cctte droite enveloppe unc courbe P’ passant par le point A et
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contenant toutes les racines; de cette courbe P, on déduira de la
méme maniére une infinité d’autres courbes P”, P”, ... jouissant
de la méme propriété et qui auront pour limite une courbe = ca-
ractérisée par les conditions suivantes :

1° Elle passe par le point A;

2° Si N désigne un de ses points et si 1'on construit le cercle
déterminé par les points O, A et N, la tangente & la courbe au
point N est perpendiculaire au diamétre de ce cercle qui passe
par le point O.

D’ou I'équation différentielle suivante :

dr, anT
= = g
s g2+ 72+ an

dont I'intégrale est, en coordonnées polaires, p = k—onw,
sin w

La constante arbitraire & se détermine par la condition que la
courbe passe par le point A, et Pon voit que I'on doit faire £ = o.

D’otu la conclusion suivante :

Les racines de l'équation f(x)= o sont toutes situées en de-
hors du cercle tracé autour de 'origine avec un rayon égal a
(n 1), et toutes situées dans I'intéricur de la branche de courbe
transcendante que I'on obtient en faisant varier @ depuis — = jus-
qu’a 4 = dans ’équation
— 27t W
= She
4. La méthode précédente s’applique a I'équation dont le pre-

mier membre est le polyndme hypergéométrique
F(—n,ap—n-+1,2),

qui satisfait & Péquation linéaire du second ordre

z(1—x) (f{;;;ﬂ—[(n—l——a)x—i—ﬁ— IZ—}—I]{%—{—IZM}’:o,

Je considérerai seulement les racines pour lesquelles le coeffi-
cient de 7 est nul ou positif, en sorte que, w = § + 7,i désignant
une quelconque de ces racines, on ait 7, < 0. Cela posé, en faisant,
pour abréger, p.=n — 1, on oblient sans peine le Tableau sui-
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vant, oil, en regard des conditions auxquelles satisfont les nombres
et 3, Jai placé les limilations correspondantes relatives & Eetn.

B—a<o,p—0B<oiieiiiennnn. ... 7=o0, louteslesracinessont réclles
A+t <0, —3 <0 idem
<0, 3 —&<C0oiiiineianin idem
B<o, Brm ... P m0d2w>%
B<<o, B2 modw >1
2 2 w BZ
B<o,B2(B—ct— @), mod? m—l>({3—a-—p)‘l
))
B<o, B> (B—a—p)eient modw_[>1
A0, 82 0% modw < i
G2
a>0,B2< ai il he i mod?m<:x—Z
— o — ")2
a>0,2<(B—a—p) e mod?(w —1)< (B——Z—Z—E—
a>o0,@2>(B—a—w)2.. ... mod(w —1)<1
(07
B—a=p>o0,02<(B—a—p)2... mod(w__[><1
2 2 w gz
B—a—p>0,82>(8 —a—p)2... mOd_(w—I><(§—a——p)?
B—a—pu>o0,2<(f—a—p)... mod(ew—1)>1
, —— )2
—a—p>o0,2>(B—a—p)2.... I‘Tlodz(w-«I)>&—Zz—&
G — B 8
e R e
3 h \/(T:'r*)i(B:{i)
B—a—op>o0,(B—m(a+ >0 pmems < e
'r o -+ a—8
p+=B <o, (2 4+ i) (a—B8)>o0...... 224_‘7A2<—‘/( .BH'*)—(H )

5. Tels sont les premiers résultats auxquels conduit la méthode
exposée ci-dessus relativement aux polyndémes hypergéométriques.

Pour obtenir des limitations plus précises, il serait nécessaire
de construire et de discuter des courbes du troisiéme et du qua-
triéme ordre.

Je ferai observer a ce sujet que la méthode proposée est, a pro-
prement parler, une méthode d’exhaustion, qui permet de limiter
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de plus en plus la portion du plan occupée par les racines. Dans
le cas général, la difficulté des constructions el la complication
des calculs bornent bientdt les résultats que I'on peut obtenir;
mais, par une équation particuliére, on peut, sans trop de diffi-
cultés, pousser assez loin la limitation cherchée et, au besoin, faire
usage de constructions graphiques et d’une épure.

e QO Q e oo



SUR QUELQUES

EQUATIONS TRANSCENDANTES.

Comptes rendus des séances de I’ Académie des Sciences,
t. XCIV; 1882,

1. Les théorémes de Rolle et de Descartes s’appliquent aux
équations transcendantes; mais il n’en est pas ainsi des consé-
quences si simples, si nombreuses et si importantes que l'on dé-
duit de ces deux propositions, relativement aux équations dont le
premier membre est un polyndéme entier; elles ne subsistent
qu’exceptionnellement.

L’étude des équations cosz = o et sinxz = o n’a pas appelé I'at-
tention sur ce point: les fonctions transcendantes cosz et sinz
jouissent en effet de toutes les propriétés des polyndmes entiers;
mais il n’en est plus de méme quand on considére la fonction ho-
lomorphe G(x), inverse de la fonction I'(x) de Legendre et in-
troduite dans I’Analyse par M. Weierstrass.

Dans sa remarquable thése: Sur le développement en séries
des intégrales eulériennes, M. Bourguet a donné en particulier
le développement de G(z) suivant les puissances croissantes de z
et I'étude de ce développement a révélé des irrégularités singu-
lieres tant dans les signes des coefficients que dans leur valeur
numérique.

Il semble donc de quelque intérét d’étudier quelles sont les pro-
priétés élémentaires des équations algébriques qui s’appliquent
aux équalions transcendantes; et a cet égard je distinguerai les
fonctions transcendantes holomorphes, dont les facteurs pri-

x
. = z .
maires sont de la forme ¢* <1 — ;) et dont le type général est

x
= x
et Il e*(1— = )
o

Pour abréger, je les appellerai transcendantes du genre un, les
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transcendantes du genve zéro étant celles dont les facteurs pri-
maires ne renferment pas d’exponentielle.

2. Cela posé, en désignant par IY(z) une transcendante du pre-
mier genre et en me bornant au cas oa I'équation F(z)=o0 a
toutes ses racines réelles, j’énoncerai les propositions suivantes :

Toutes les dérivées de I'(z) sont également des transcen-
dantes du premier genre et les équations

F'(x)=o, E'(2)=o,

ont toutes leurs racines réelles (*).

En désignant par o une quantité réelle quelconque, si I'on pose

Flz +wi)=U-+1V,

Péquation AU + 1V = o a, quelles que soient les quantités réelles
Aet u, toutes ses racines réelles.

En désignant par @, + @,z -+ ayz*+. .. le développement de
F(z), on a les inégalités

3 > 9 3 > > n-+1 >
ay—2alyy= 0, (Zé*‘;(tj([gzo, ey (Z,"l——-—n— Ap41Qp—1=0, oy
théoréme déja énoncé par Newton dans le cas ot I'(2) est un po-
lyndme entier.

En appliquant cette derniére proposition a la transcendante
G(x) et en désignant par a,, @s, ..., a, les valeurs des coeffi-

o | ki 2 9

cients de son développement, on voit que, si

n-—+1I

aj— IL | Gnrr@n—yq|

est négatif, @, et a,_, sont affectés de signes contraires. Cette
circonstance se présente fréquemment, a cause méme des irrégu-
larités que présente la suite des valeurs numériques des coefficients
et de la de nombreuses vérifications des Tables calculées par
M. Bourguet, tant pour le développement de G(z) que pour celui

c,
de & Gl et de Gla) .
(> —+1) x(x—+1)

(*) M. Hermite avait déja démontré [ Sur Uintégrale eulerienne de deuziéme
espéce (Journal de Borchardt, t. 90)] que G' (&)= o a toules ses racines réelles,
et sa démonstration, qui s’appuic sur la méthode de Plana, s’étend d’elle-méme
au cas d’une transcendante quelconque du premier genre. A cetle occasion,
M. Hermite m’a dit tenir de M. Genocehi que la méthode généralement attribuée
a Plana appartient cn réalité & I' Chio.
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3. lin désignant, comme ci-dessus, par I'(z) une transcendante
du genre un et ayant toutes ses racines réelles, soit

Ay AT = Ay Ty~ Ay T3+ ..

le développement de ——

1‘( )’
Posons, n étant un nombre entier quelconque,
ayxh a1 a a2 Ap—y &
o(z)= — ! L e L L
: [.2...1 (IL—I) 1.2 I

on démontrera aisément que chacune des équations

//I

o(@)=0, o(x)=o0, ¢'(z)=0, "(z)=0, ...

a au plus une racine réelle.
En particualier, si n est pair, 'équation o(x)=o0 a toutes ses
racines imaginaires (1), et par suite @, et a, sont de méme signe.

Sil’on pose —— iz = f(z), on en déduit que Loutes les fenctions

( )
S@), (@), fr(@), ...

sont de méme signe, quelle que soit la valeur réelle attribuée a la
variable.
On voit aussi que, dans le développement des diverses fonctions

xT(2), x(x—+1)T(x),
z(x+1)(z+2)l (), z(z-+1)(xr-+2)(x+3)(z), ...,

les coefficients de toutes les puissances paires de x sont positifs.
En posant, avec M. Bourguet,

z(z +1)T(2)=By+ Bix + Bya2+...,

on en conclut aisément que, pour toutes les valeurs paires de i,
les quantités

2B;+ By, 6B[+5Bl'_.1—|—Bl'_2, 2,’;B5+26Bi.<1—|—9B,‘_2—i—Bl‘_,g,

(') Il en résulte nécessairement que équation
QG+ QT ~+. ..+ A, xr" =0

a ¢galement toules ses racines imaginaires.
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sonl positives. L.a méme chose n’a pas lieu pour les valears im-
paires de ; les signes des quantités précédentes varient alors
d’une fagon irréguliére.

Toutes ces quantités tendent du reste trés rapidement vers zéro,
et I'en déduit de la un moyen de calculer de proche en proche les
valeurs approchées des coeflicients.

La relation 6B+ 5B,; -+ B;; > o donne, par exemple, quand
on y remplace By; et By, par leurs valeurs,

Biy > 0,00000190646;
la valear donnée par M. Bourguet est
Bis = 0,000001 gob 49.

Les considérations qui précédent suffisent pour mettre en évi-
dence le réle important que joue, dans la théorie des équations
transcendantes, la notion des facteurs primaires, dont on est re-
devable a M. Weierstrass.



SUR LA DETERMINATION DU GENRE

FONCTION TRANSCENDANTE ENTIERE.

Comptes rendus des séances de 1’ Académie des Sciences,
t. XCIV; 1882.

1. Un grand nombre de propositions relatives aux équations
dont le premier membre est un polyndme entier s’étend au cas o
le premier membre est une fonction transcendante enticre, lorsque
cette transcendante est du genre o ou du genre 1 ().

F(z) désignant une fonction de cette espéce, on peut, par
exemple, affirmer que deux racines consécutives de 1'équation
F(2)= o0 comprennent une racine de la dérivée et n’en com-
prennent qu’une; ou, si P'on veut encore, que deux racines de
la dérivée comprennent une racine de Péquation proposée et
n’en comprennentqu'une; d’oti en particulier cette conséquence :
si, en substituant dans I'(2) deux racines consécutives de la déri-
vée, les résultats obtenus sont de méme signe, I’équation F(z)= o
a des racines Imaginaires.

Pour démontrer cette proposition, je ferai remarquer, en sup-
posant, pour simplifier, que F(z)= o ait toutes ses racines réelles
sans avoir de racines égales, que la fonction (')

F2(2)— F(z)F"(2)

(*) Voir ma Note Sur quelques eguations transcendantes, insérée dans les
Comptes rendus, séance du 23 janvier 1882.

() Plus généralement, I () désignant une transcendante du genre zéro ou du
genre 1, les équations

Fla)+22F (a)+ F'(a)x*= o,
F(a)+ 3zl (a)+ 32*F"(a)+ F"(a)z* = o,
F(a)+ 4z F'(a)+ 62 F (a)+ {F"(a)x?+ FY(a)zi = o,

ont toutes leurs racines réelles, quelle que soit la quantité réelle @, si F(x)=o
a Lloutes ses racines réelles.
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a toujours une valeur positive pour une valeur réelle quelconque
de z. En désignant par « et  deux racines consécutives de
F'(x)==0,0na

F(a)F'(2)<o et F(B)F(B)<o,

F(a)F(B)F()F(B)> 03

d’ot

on a du reste, en vertu d'une propriété connue,
F”(O()F”(ﬁ)< 0;
F()F(B)<o,

on a donc également

ce qui démontre la propriété énoncée.

2. Considérons I'équation 1+ z sinz = o, qui a évidemmnient
une infinité de racines réelles; les deux premiers termes du déve-
loppement du premier membre étant 1 + z* et ces termes présen-
tant une lacune entre deux coeflicients positifs, on voit que cette
équation a nécessairement aussi des racines imaginaires, si l'on est
assuré que le genre de son premier membre ne dépasse pas 1.

On voit par ces exemples qu’il peut étre de quelque utilité de
savoir déterminer le genre d’une fonction transcendante; et, a cet

gard, on peut énoncer la proposition suivanle :

S (=)

Fs)en’ ot n désigne un nombre entier, tend

wvers zéro quand z croit indéfiniment, la fonction f(z) est du
genre n.

St le rapport

Pour le démontrer, imaginons un contour S entourant l'origine

O des coordonnées et tel que, le point M décrivant ce contour,

I'angle que fait avec I'axe des z le rayon vecteur OM aille tou-

jours en croissant; soit o la plus petite valeur de ce rayon vectear
et considérons I'intégrale

I f'(z) ds

2w Jg f(5)3"% 53—

(")

qui est prise le long de ce contour.

() Je tiens de M. Hermite, a qui j'avais communiqué ces résultats, qu’il les
avait obtenus de son coté et par la méme voie; je signalerai aussi a ce sujet une
Note récente de M. Mittag-Leffler Sur la theorie des fonctions uniformes d’une
variable, insérée dans les Comptes rendus, séance du 20 février 1832.
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Elle tend vers zéro lorsque le rayon vecteur minimum p croit
indéfiniment; sa valeur est égale a la somme des résidus de

"(z T . . . . ., .
PAC) , relatifs aux infinis de la fonction située dans 'in-
f(z)s" z—x
térieur du contour; ces résidus sont d’ailleurs : pour z = 2,

Sz) |
j.(‘Z’)KL"“
pour 5= o,
—9(z)
Z-/L ’

ol A s . .
o () désignant un polynéme de degré (n —1); pour une racine o

de f(z)=o,

T
a”(a——x).

On déduit de 1a
AT o(x) T ]
Wﬁhm zn +Ea”(x—a) ’
ou encore

L —tim o)+ P |

xrn—1 rn—2 I ¥
~_llm[o(x)—(-2< a’ W-J——T—&_“x—a ’

d’oli, en intégrant entre les limites o et z, et en désignant par @ ()

un polynéme du degré n,

roox? o v
Slz)= limgq'(.r)+z<&+9—o@+...+na'.)n (I-— §>.

a

Cette expression montre que f(z) est effectivement unc transcen-
dante du genre n et met en évidence ses facteurs primaires.

3. Sil'on suppose, en particulier, que I'(z) soit de la forme
et (x) fi(x)+ @ag(x)fz(x)_;_ eag(x)fg(w)_F.

ot fi(z), fo(zx), f3(x), ... désignent des polyndmes entiers et
iy Az, A, .- . des constantes quelconques réelles ou imaginaires,

F'(z)
z F(x)
La transcendante I'(z) est donc du genre 1; 1l en est ainsi en

on voit aisément que lim = 0, pour z = .

particulier de la fonction 1 4 zsinz, et 'on voit cffectivement
que I'équation 1 +4- 2 sinz = o a des racines imaginaires.

e 0



SUR LES

FONCTIONS DU GENRE ZERO

BT

DU GENRE UN (1),

Comptes rendus des séances de I’ Académie des Sciences,
t. XCV; 1882.

Soit ®(z)=As+ A,z +...+ A,2" un polynéme entier du
degré n, dans lequel les coefficients Ay, Ay, ..., A, sont des
fonctions du nombre n. Supposons que, n croissant indéfiniment,
®(z) ait pour limite une série I'(z) convergente pour toutes les
valeurs de la variable; supposons en outre que ®(z)= o ait, pour
Loute valeur de n, ses racines réelles et de méme signe (il suffit
méme que P'on puisse assigner un nombre p, tel que cette pro-
priété ait lieu pour toute valeur de n supérieure a p); je dis que
F(z) est égale au produit d’une fonction entiére du genre zéro
par une exponentieile de la forme e+, ou a et b désignent des
quantités constantes.

Soient, en effet, oy, @5, ..., @, les racines de I’équation
®(x)= o que je supposerai, par exemple, toutes positives ct ran-
gées par ordre de grandeur, en sorte que I'on ait a;SaySay, ...
ona le A quantité qui tend vers une limite {inie p, et 'on

a; Ay !
conclut que, 8;, B2, ... désignant les racines de F(z)= o,

T s : Lo A 2
EB—: a une limite finie au plus égale a o (*).

(*) Sur ces dénominations voir, dans les Comptes rendus, ma Notle du 23 jan-
vier 1882, Sur quelques équations transcendantes, et le Cours professé a la Sor-
bonne par M. Hermite en 1881-1882, p. 72.

(*) Elle peut étre moindre; en posant en effet <1)(z):(1—.7;)<1— ‘z)n, on
n

. . ) ) Y 1
a p =2 ct, relativement aux racines de I'(x) = ¢~ (1 — &), 3 T=0
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i=n
() 1 . :
PDOsOns — — -
Posons Bz) E ) dans le développement, consi
i=1

dérons les termes qui correspondent aux valeurs de «; inférieures
a un nombre fixe arbitraire &; en désignant par M, 'ensemble de
ces termes et par Ry les autres termes, on peut écrire

(1) — (g%z%:l\]/,.—l— Ry.

1=n i=n i=n

N ! I 5
= —+ 2 ——2-+.Z"
A A

i=k i=k i=k

égalité ou le dernier membre est une série convergente pour toute
valeur de 2 comprise entre zéro et ;. En désignant par o le

i=n
I .
nombre E Soona d’ailleurs
i
i=k
i=n
T 1
E?‘;<Gk;ﬁ—g7 e
N 2 l
=k

Pour toute valeur de z positive et plus petite que oz, on en con-

. N . G/b. .

clut que Ry, qui est plus grand que oy, est plus petit que —

T

il est donc de la forme %9/ » 0 désignant un nombre compris
T

entre zéro et un.

T .. .. . . .

2(— ayant une limite finie, il existe une fonction entiére du
2

genre zéro, Gy(z), qui a pour racines les quantités 3o, 3y, ...,

que je supposerai rangées par ordre croissant de grandeur; posons

=

Gy(x) I
- Gy(x) _gp[—-x’

et distinguons dans ce développement’ensemble des fractions par
lesquelles B, est < k; j'appellerai Py 'ensemble de ces fractions.
Cela posé, il est clair que si, dans 1'égalité (1), on fait croitre n
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F(z)
F(z)
a pour limite Py, Ry ayant pour limite une fonction R} qui est,

indéliniment, le premier membre a pour limite — et que My

o’y
e

294
entre zéro et un et o la limite de o4 quand n croit indéfiniment.

On a donc I'égalité

comme Ry, de la forme

» ot § désigne un nombre compris

LD
- F(a)

= P;+ R}

faisons maintenant croitre indéfiniment le nombre positif £; par
définition, Py a pour limite
_ go(x)
Go ()

et Ry a pour limite la limite de &, laquelle est un nombre positif
finic; on a donc

_Fe) _ Gy

F(z) Go(z)
d’oti, en intégrant,
F(x)=e-0x+7G,(x).

Cette égalité, étant vérifiée pour toutes les valeurs positives
inféricures au nombre o, qui peut étre rendu aussi grand que l'on
veut, subsiste pour toutes les valeurs de z; ce qui démontre la
proposition énoncée.

En particulier, on fait voir aisément que, si I’équation

Ay+ ax+...+a,x*=o0

a toutes ses racines réelles et de méme signe, il en est de méme
de I'équation

Qo+ qax -+ qgray 4. ..+ ¢"?a,x" = o,

lorsque ¢ est un nombre plus petit, en valeur absolue, que I'unité.
11 en résalte qu’en posant

x 1(n—r1) | [x\? AN
d)(x)=1+zzq<ﬁ>+’——(l‘2 )q*<l—l> —|—...+(_7"-<£> ;

I"équation @ (z)=o a toulcs ses racines réelles et de méme signe.
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En faisant croitre indéfiniment le nombre n, on a

qta® qoxs q16 ot
._|_. —_—
1.2 1.2.3 1.2.3.4

F(x)=1+ gz + ey
et 'on en conclut que la transcendante F(z) est de la forme
e Gy (z), ou Q désigne une fonction de ¢ et G,(x) une fonction
entiére du genre zéro.

On démontrerait de méme la proposition suivante :

St ®(x)=o0 a, quel que soit n, toutes ses racines réelles
2 q q ) B
F(z) est égal au produit d’une fonction entiére du genre un
8 P
par une exponentielle de la forme e ttrte oi a, b et ¢ dé-
signent des quantités constantes.

s § GG —e

12



SUR LE

GENRE DE QUELQUES FONCTIONS ENTIERES.

Comptes rendus des séances de I’Académie des Sciences, -
t. XCVIII; 1885.

1. Je considére une fonction entiére I () du genre n, et je sup-
pose que I'équation F(z)= o ait toutes ses racines réelles, ou,
du moins, ait un nombre limité de racines imaginaires.

Soient By, 81, .+ ., Bz lesracines imaginaires de cette équation ;
je suppose, pour fixer les idées, que le nombre des racines réelles
négatives soit limité et, en rangeant toutes les racines réelles par
ordre croissant de grandeur, je les désigne par a,, s, .. ..

En posant

F,n(x):ea1x+asx’+‘..+anxn<l_ {%) (1— é)“(““ %>H<I‘- %>}

1

ou les @; désignent des quantités variables dépendant de la valeur
du nombre entier m, on a évidemment
F(z)=1imF,,(z)

et
F(z)=limF,(z).

F,(z) est une fonction de la forme

2 .
EOy XAy X3ty 2™ (I)m (,Z‘),

ou @, (z) est un polynéme entier.
Les racines de 'équation @, ()= o sont les mémes que celles

de ’équation
Fl () N
Fm(fl')

ou encore de I’équation

@+ 237 .. .+ na,zt!

m
I 1 1 1
e o —+—E =o0;
z—081  w—g x— B , x — o
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cetle équation, mise sous forme entiére, est du degré
(k+m-+~n—r).

Elle a (m — 1) racines réelles respectivement comprises entre
les nombres o et a,, o, el oy, a3 et oy, ..., et qui, quelle que soit
la valeur attribuée au nombre entier m, demeurent comprises
entre des limites parfaitement déterminées; ces racines, je les dé-
signerai par les lettres

Tty Y25 sy ey Ym-1-

Les /i -+ n antres racines peuvent étre réelles ou imaginaires,
et la valeur de leur module peut croitre indéfiniment avec le
nombre m; elles sont essentiellement en nombre limité, et je les
désignerai par les letires

~ 5 ~
Oty O2, «evy  Ofp

On a donc, en désignant par A, un nombre dépendant du

k+n

@ . . .
Le facteur I[ <1— {;‘.) a pour limite un polyndme entier W(x),
1A
1

nombre entier m,
m—1 k+n

B ()= A <[- %>H<I—

1

718

dont le degré est au plus (A4-n); il peut éire d'un degré
moindre, si plusieurs valeurs de 8; croissent indéfiniment aveo le
nombre m.

On aura donc

m—1
F(2)= lim Iy (2) = W(@)lim et e+as e terayan A, <,_ £> ,
1 Vi
et, comme chacune des quantités y; demeure comprise, quel
que soit le nombre entier m, entre deux limites déterminées,
il est clair que la limite du produit
m—1 ’

2 x
Am Ehy T4y X3+ ety 2" I I <I —_—
i ‘(1'

1

est une fonction enti¢re du genre n.
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D’oti cette conclusion importante :
La dérivée I'(z) est une fonction entiére du genre n.

2. L’équation ®,,(x)= o ayant au plus k + n racines imagi-
naires, on voit, a la limite, que I'équation

F(z)=o0

a également, au plus, & + n racines imaginaires; ce nombre étant
essentiellement limité, il en résulte que F"(z), F"(z), ..., et en
général toutes les dérivées de I'(x) sont du genre 7.

La démonstration précédente suppose expressément que le
nombre des racines imaginaires de ’'équation F(z)= o est limité;
il est probable, toutefois, que le théoréme subsiste encore, méme
dans le cas ou elle a une infinité de racines imaginaires; mais,
jusqu’a présent, je n’ai pas réussi a en obtenir une démonstration
rigoureuse.

3. On établirait, comme ci-dessus, la proposition plus générale
qui suit :

F(z) désignant une fonction entiére du genre n, n’admet-
tant qu’un nombre limité de facteurs imaginaires, la fonction
suivante :

80 F(2) - 0; F'(2)+ 0, F"(2) ...+ 0, FW a,
ot h désigne un nombre entier quelconque, et ©,, O, ..., 0,

des polyndmes entiers & coefficients réels ou imaginaires, est
une fonction entiére du genre n.



SUR LES

VALEURS QUE PREND UN POLYNOME ENTIER

LORSQUE LA VARIABLE VARIE ENTRE DES LIMITES DETERMINEES.

Comptes rendus des séances de l’Académie des Sciences,
t. XCVIII; 1884.

1. 1l est souvent utile dans certaines questions d’Analyse, no-
tamment dans la recherche de la valeur approximative des inté-
grales définies et des racines des équations algébriques, de déter-
miner des limites entre lesquelles demeure constamment comprise
la valeur d’un polynéme F(z), lorsque la variable varie entre deux
limites données.

En supposant les nombres & et 7 positifs, Cauchy a donné la
régle suivante : Si 'on pose, en mettant en évidence les termes
positifs et les termes négatifs de F(z),

F(#)=Fo(2)—Fi(2),

la valeur de F(z), lorsque z varie depuis £ jusqu’a 4, demeure
constamment comprise entre les nombres

Fo(&)— Fi(n)
et
Fo(n) — Fi(8).

Cette régle, dont I'exactitude est évidente, donne généralement
des limites beaucoup trop écartées; on obtiendra des résultats
plus précis par la méthode suivante, que, pour plus de clarté,
j'exposerai d’abord en considérant un pelynéme du quatriéme de-
gré.

2. Etant donné le polynéme entier

Fr)=a—+bx+ cx?+ dod+ ext
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et deux nombres positifs £ et 4, olt je suppose 7, > &, formons la
suile des nombres

Fo=a -+ bt +ck2+dE -+ ekt
Fi=a-+b7n + ctq+ dE2n + ef3,
Fo=a-+ b7+ cn?+ din? + ef27?,
Fy=a-+by+cn2+dnd +ely?,
Fo=a+bn-+cn2+dnd +enk,

dont la loi de formation est évidente.

Cela posé, la valeur du polyndéme F () demeure, lorsque 2 va-
rie depuis £ jusqu’a 7, constamment comprise entre la plus petite
et la plus grande des quantités Iy, Iy, Fo, Iy et I, ; J’ajoute que
le nombre des racines de I’équation F ()= o, qui sont comprises
entre £ et 7, est au plus égal au nombre des variations de la suite

FU’ Fia F2¢ F37 F,

.
En général, soit le polyndme entier
o) ) J
F(z)=apz"+ ara? 4~ @@ 2 4. . .+ Ap1 @ + Ay,

formons, par voie récurrente, les quantités suivantes :

Qt):aOv Ql:QO€+ala Q2+ ngza?.a ey Q/L:Q/L——Iz"‘a'n

el

P,=Qu Ppa=Py+(1—E8)Qu1, Ppo=Pu 1+ (n— &)'A Qusy .y
Po=Pi-(n —£)7""1Qq;

en supposant § et 7 positifs el n > £, on peut énoncer les deux
propositions suivantes :

Le nombre des racines de l’équation F(x)—= o qui sont com-
prises entre & et 1, est au plus égal au nombre des variations

de la suite
P0> Pla P‘Z-, LR I)IL‘U Pll

et la valeur du polynéme ¥ (x), quand z varie depuis § jus-
qu'a i, demeure constamment comprise entre la plus petite et
la plus grande des quantités P,.

Soit, par exemple,

F(o)=a%— oz’ a3 — 322+ fao — 2;
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si 'on pose § =1 et 4 = 2, on aura le Tableau suivant :

Coefficients de 'équation... 1 — 2 I 3 +4 —a
Valeurs des Q;.vvuvvvvvon.. I — 1 o —3 41 —I
Valeurs des Py oo ovvvvvvvss 2 —14  —6  —6 o —I

d’oti 1l résulte que I'équation F(z)= o a une seule racine com-
prise entre 1 et 2 et que la valeur de ce polyndme, quand x varie
depuis 1 jusqu'a 2, demeure comprise entre les mnombres
— 14 et + 2; larégle de Cauchy donne les limites — 4o et + 41.

En considérant encore le méme polyndme, faisons §=2 et
7 = 3, nous aurons le Tableau suivant :

L — 2 “+ I —3 “+4 —2,
I o -+ 1 —1I —+2 —+2
91 —+10 “+10 —+1 +4 “+2

d’oltl’on voit que I'équation F'(x) = o n’a aucune racine comprise
entre 2 et 3, et que la valeur de ce polyndme, quand 2 varie de-
puis 2 jusqu’a 3, demeure toujours comprise entre 41 et 491,
les deux valeurs extrémes étant d’ailleurs + 2 et + gr.

La régle de Cauchy donne dans ce cas les limites — 143 et
-+ 236.

3. Les résultats précédents subsistent encore, en en modifiant
légerement 1’énoncé, dans le cas oi F(2) est un polynéme de la

forme
g+ A X%+ Qg% 4. . . A, 2%,

les quantités a; étant des nombres positifs quelconques, entiers,
fractionnaires ou incommensurables; ils s’étendent donc au cas ot
F(x) est une fonction transcendante de la forme

Ajetor - Ajeta® . . .+ Apednx,



SUR QUELQUES POINTS

THEORIE DES EQUATIONS NUMERIQUES.

Acta mathematica, t. IV; 1884.

1. Dans tout ce qui suit, & moins que je n’en averlisse expres-
sément, je désigne par £ un nombre positif ou nul et par 7 un
nombre quelconque supérieur a £.

Cela posé, en considérant le polynéme entier du degré n

f(2)=az?+ a1x"=14 a2 + ...+ ap1 @ + ap,

J’y rattacherai le polyndme du méme degré ¢ (x) défini par I'éga-
lité suivante

o Yy = DD =S () | e =] @),

x — 1 zn—¢

En posant, pour abréger,
U(z) = Poar + Pyan—1+4 Pygr—2 4 .., 4+ Py_ya + Py,

il est aisé de déterminer les coefficients P;.
Si, par exemple, on fait

f(2) = ayx® + a12% + a,x + as,
un calcul facile donne

Py=a, 03+ a; 1%+ ayn + a;,
Py = aotn® +a; 72+ axn + as,
Pa=a,8%n + ar &n + ayn -+ as,
Py = aof® + a8 + axl + as.

La lot de formation de ces coefficients est évidente et s’étend aisé-
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mentau cas d'un polynéme d’un degré quelconque ; les coefficients

extrémes sont /(1) et f(§).

2. Le calcul des nombres P; s’effectue de lafacon la plus simple
par la méthode suivante : que Pon forme d’abord, et par voie ré-
currente, une suite de nombres Q; déterminés par les relations

Qo = ay, Q1 =£Qo+ a4, Q=EQ+as, ..., Qu==E8Qpq+ay,

les nombres P; seront donnés par les égalités

P,=Qu, Pn—lzpn""(”fl—g)Qn—h Pro=Pr1+1(q1—8)Qun-s ...,
Py=Py+nn=1(n —£)Q,.

3. La propriété fondamentale du polynome ¢ () peut s’énoncer
ainsi :

Le nombre des racines de U'équation f(x)=o, qui sont
comprises entre les quantités § et n, est au plus égal au nombre

des variations du polynéme (x), et, si ces deux nombres dif-
Jferent, leur différence est au nombre pair.

Pour la démontrer, je remarque que, de P'égalité (1), on dé-
duit
(E—n)@f(zn) _ a1 f(n)
e—n)(@n—8~ 1—w Ty
3

Pour toutes les valeurs de x comprises entre ; el l'unité,

EF(E)
n

1
—

est développable en une série convergente ordonnée suivant
I

@y —§

rie convergente ordonnée suivant les puissances décroissantes de z.
Effectuant ces développements, on a Iégalité

E—m)zf(zn) _
(z—1)(20—8)

les puissances croissantes de x, et

développable en une sé-

e S(0) @24 f (). 2t - ()

LG

z 72 a?

la série double qui compose le second membre est convergente

£

pour toutes les valeurs de x comprises entre > et 'unité, et le
: n
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nombre de ces valeurs, pour lesquelles elle s’annule, est évidem-
ment égal au nombre m des racines de I'équation f(z) = o qui
sont comprises entre £ et 7. D’ou il suit que ce nombre m est au
plus égal au nombre des variations que présentent les termes de la
série; ce nombre des variations se réduit d’ailleurs au nombre
des variations du polynéme ¢ (). Il suffit pour le faire voir de
remarquer que, le premier terme de ¢ (z) étant f(n).z", son
coefficient est le méme que celui de tous les termes précédents et
que le dernier terme étant £(&), il est de méme signe que tous les
termes qui suivent. De la résulte immédiatement la proposition
que je voulais démontrer.

4. Soil, comme application, I'équation
) PP y Leq

(2) 23— ozt + 23 — 32% + fxr — 2 =o0.

En posant £ = o0 et 7, = 1, on formera le tableau suivant :

Valeurs des coefficients... -1 —2 -+ 1 —3 -+ 4 —2
Valeurs des Q;.o.ocvvvvny 1 —2 + I —3 -+ 4 —2
Valeurs des P;o.vvovvnne. —1 —2 o —1 +2 —2,

d’ott 'on conclut, puisque la suite des P; présente deux variations,
que 'équation (2) a au plus deux racines comprises entre zéro
et + 1.

Faisant maintenant £ = 1 et 1, = 2, on a ce tableau :

-+ I — 2 —+ I —3 =+ 4 — 2
-+ 1 — 1 o —3 + 1 — 1
—+ 2 — 14 —6 —6 o —1;

la suite des P; présentant une seule variation, on voit que I'équa-
tion a une seule racine comprise entre -+ 1 et -+ 2.
En faisant § = 2 et = 3, on a les suites

4+ — 2 4+ 1 —3 +4 —a
-+t o + 1 — =+ 2 -+ 2
-+~ 91 -+ 10 -+ 10 —+1 -+ 4 -+ 23

la derniére ne renfermant aucunc variation, on en conclut que
I"équation n'a pas de racine comprise entre + 2 ¢t —+ 3.
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Pour § =3 et 1, = 4, on a le tableau suivant :

Coefficients..... -1 — 9, -+ I —3 -+ 4 — 2
Qivvvvinnviins 1 “+1 —+ 4 -+9 -+ 31 -+ 913

il est inutile ici de calculer les valeurs des P; : j'ai en effet dé-
montré (') que le nombre des racines supéricures a <ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>