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Ueber die Theorie der symmetrischen S-Functionen mit

einem einfachen Nebenpunkte.
(Mit einer Figurentafel.)

Von
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Einleitung.

In der vorliegenden Arbeit mdchte ich den Hauptinhalt der Unter-
suchungen wiedergeben, die ich in meiner Habilitationsschrift: ,,Geo-
metrisch-analytische Theorie der symmetrischen S-Functionen mit einem
einfachen Nebenpunkt“®) veroffentlicht habe, wegen der Einzelheiten
der analytischen oder geometrischen Ableitungen sei dagegen auf diese
ausfithrliche Darstellang verwiesen.

Unter emem gewohnlichen Kreisbogendreieck werstehen wir einen
einfach zusammenhingenden Bereich in einer Ebene oder auf einer Kugel,
der, allgemein 2w reden, won drei ein Dreieck bildenden Kreisbogen
begrenzt wird und in seinem Innern keinen Verzweigungspunkt und auf
seimem Rande mit Ausnakme der Ecken keinen Windungspunki**) ent-
hdll. Es sei ein specielles Kreisbogendreieck mit den Ecken a,, b,, ¢,

und den Winkeln %n, —g— T, —;— 7 gegeben (Fig. 1). Die Ecken sollen

bei positivem Umlaufen in der Reihenfolge ¢,, b,, @, cyklisch auf
einander folgen. Wir denken die Kreisbogenseite ¢, b, iiber den Eck-
punkt b, hinaus lings ihres Kreises als Einschnitt in den Bereich

Fig. 2.

hinein fortgesetzt. Den so entstehenden neuen Bereich stellt die Fig, 2
dar, in der wir der besseren Uebersicht wegen die beiden Ufer des
Einschnittes etwas von einander getrennt gezeichnet haben. Der Bereich

besitzt in den Kcken a,, b,, ¢, bez. die Winkel %:n:, —g-z, %z Der
Endpunkt d, des Einschnittes soll als ,einfacher Knotenpunkt® be-
zeichnet werden. Unser Bereich ist gleichfalls von Bogen nur dreier
Kreise begrenszt; wir nennen ibn ein ,,Kreisbogendreieck mit einfachem
Knotenpunkt,

¥) Nova Acta Leopoldina, Halle a./S. 1897, Bd. 71, pag. 207—300. Diese
Arbeit soll in der Folge karz als ,,Habilitationsschrift® citirt werden,

**) Unter einem Windungspuukte anf dem Rande eines Kreisbogenpolygons
versiche ich allgemein den Scheitel eines Winkels, der entweder von z ver-
schieden ist oder aber, falls er gleich = ist, von zwei sich beriihrenden Kreisbogen
.gebildet wird. -
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Aus diesem Beispiel schopfen wir folgende allgemeine Definitionen:

Ein Punkt auf dem Rande eines von Kreisbogen begrenzien Be-
reiches st stets dann und wur dann als ein ,einfacher Knotenpunkt® zu
bezeichnen, wenn die in d, susammenlaufenden Kreisbogen der Begrenzung
demselben Kreise angehoren und den Winkel 2m mit einander bilden.

Allgemein gesprochen verstehen wir unter einem ,Kreisbogendreieck
mit einfachem Knotenpunkt® einen einfach zusammenhingender Bereich,
der von Bogen dreier Kreise begrenzt wird und in seinem Inmern keinen
Versweigungspunkt, auf seinem Rande mit Ausnahme eines einfachen
Knotenpunkies d, und dreier Ecken a,, b,, ¢, mit den Winkeln im,
un, v keinen Windungspunkt besitzt®).

Wir wollen die auf der positiven Seite der Axe des Reellen ge-
legene Halbebene eines Argumentes z kurz als die ,,Halbebene P«
bezeichnen. Die Aufgabe, die i

b oo o0 RS

bogendreiecks mit den Winkeln

Ay, p,m, vym abzubilden, dass Fig. 3.

die Ecken des letzteren bez. dreien auf der Begrenzung der Halb-
ebene P gelegenen , singuliren Punkten a, b, ¢ entsprechen, wird
bekanntlich durch die Schwarz’sche s-Function gelost. Dieselbe ldsst
sich definiren als Particularlosung der folgenden gewdhnlichen Dif-
ferentialgleichung dritter Ordnung:

dis d?s \ ?
) 4 _ s fd# ) 1
s 2| ds | T —a)(e—biz—0)
dz dz
Ji—i# (@a—b)(a—q) 1—us® (b—c)(b—a) 1—9,? (c—a)(c—Db)
2 ima T3 Z2—b + 2 z2—¢ ]

Die Grossen 4,, g,, v, nennen wir die den singuliren Punkten a, b, ¢
zugehdrigen ,,Exponenten®.

Es soll die Aufgabe dieser Arbeit sein, diejenigen ,,symmetrischen
S-Fumctionen® néiher zu studiren, deren jede die Halbebene P so auf
die Fliche eimes Kreisbogendreiecks mit einfachem Knotenpunkt wnd
den Winkeln Az, px, ve abbildet, dass den singuliren Punkien a, b, ¢
der Halbebene P die Ecken aq, b, ¢, des Kreisbogendreiecks entsprechen.
Der Knotenpunkt d, stellt das Abbild eines gleichfalls auf der Axe des
Reellen gelegenen vierten singuliren Punktes d dar. Letsteren be-
zeichnen wir als ,einfachen Nebenpunki. Der zu ihm gehorende

¥) Ist ein Winkel des Kreisbogendreiecks rein imaginar, so ist die ibm ent-
sprechende Ecke verloren gegangen und an ihre Stelle ein sich unendlich oft
swischen den zwei betreffenden Kreisbogen der Begrenzung windendes Kreisband
getreten,

31¥
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Exponent ist gleich 2 entsprechend dem Winkel 2z des Bereiches
im Punkte d,.

In seiner Arbeit ,,Ueber einige Abbildungsaufgaben*“*) hat Herr
H. A. Schwarz die allgemeine Aufgabe behandelt, die Fliche einer
Halbebene auf die Fliche einer von Kreisbogen begrenzten Figur
abzuobilden. Nach dem allgemeinen, daselbst abgeleiteten Resultate
muss die dies leistende Function S(2) einer Differentialgleichung der
folgenden Form gentigen:
) e C = 15}
wo R(z) eine noch zu bestimmende rationale Function von # bezeichnet.
In der genannten Arbeit des Herrn H. A. Schwarz sind bereits alle
Miitel angegeben, die Function R(2) zu berechnen. KEs geschieht
dies mit Hiilfe der Reihenentwickelungen der S-Function in der Nihe
der singuliren Punkte. Man findet, wie wir nicht niher ausfihren
wollen:
1

@) B == e=0 z—d)
_[1 —2 @—Yla—oga=d 4 1—u ¢—90—a0—d)
2 z2—a 2 Z2—0b

1—2 (c—a)(c—b)(c—2@ 3 (d—a)([d—b){d—e¢

+15 ( )(2-'«—0)( )_?( )(z—d)( >+A].

Die von z unabhiingige reelle Grosse A, der accessorische Parameter,
ist eine Functiorr des Nebenpunktes d, die im § 2 bestimmt wird.

Wenn wir im Beispiel unserer Fig. 2 den Einschunitt in den Be-

reich lings des zugehorigen Kreises weiter und weiter fortsetzen, so

wird schliesslich der Knotenpunkt &, die

™ Seite a, ¢, im Punkte ¢,* erreichen (Fig. 4).

} In diesem Augenblicke zerfillt der Bereich

in ein Kreisbogendreieck'ghne Knotenpunkt

a,bye,* mit den Winkeln 7, 2z, 2,
das zweite Grenzdreieck, und in ein Zwei-
eck ¢, ¢,* mit zwei gleichen Winkeln 32'—

Was wird bei diesem Grenziibergang aus
unserer abbildenden Function S, die wir
als Function von 2 und d aufzufassen haben? Es liegt zunichst nahe
zu vermuthen, dass sie in der Grenze ihren Sinn verliere. Doch dies
trifft keineswegs zu. Anstatt indess die betreffenden allgemeinen Re-
sultate meiner Arbeit bereits hier anzufithren, ziehe ich es vor, um

Fig. 4.

#) Journal fiir reine und angewandte Mathematik, Bd. 70 (1869), p. 105—-126;
Ges. Abhandlungen Bd. II, p. 78, Berlin 1890.
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sogleich eine Vorstellung von dem Verhalten der S-Functionen bei
dem erwihnten Grenziibergang zu gewdhren, im ersten Paragraphen
ein einfaches Beispiel zu behandeln.

Gerade wegen der bei diesem Grenziibergang hervortretenden
besonderen Eigenschaft diirften es die S-Functionen verdienen, dass
ithnen neben dem Interesse, das die neuen Functionen als solche er-
wecken, in noch hoherem Masse Aufmerksamkeit geschenkt wird.

§ 1L
Das specielle Beispiel 2 =1, p=2, v =1.

Man versehe die schlichte Ebene der complexen Variabeln S lings
der Axe des Reellen vom Punkte d, = — ¢, wo ¢ den Ungleichungen
0< o < oo geniigen mbge, bis nach -4 oo mit einem Einschnitt.
Der so entstandene Bereich
(Fig. 5) sei als specieller Fall (S)-Ebene

eines Kreisbogendreiecks mit
einfachem Knotenpunkt ange- \%\“\k\\x
<

sehen, und zwar mobgen als
Ecken der Punkt b, = oo und

die anf dem positiven Ufer des Fig. 5.

Einschnittes | liegenden Punkte

a, =0, ¢, =1, ferner als Knotenpunkt der Punkt d, gelten. Den
Winkeln an den Ecken a,, b,, ¢, entsprechend sind die Exponenten
i, w, v bez. gleich 1, 2, 1.

Wir stellen uns die Aufgabe, die auf der positiven Seite der Axe
des Reellen gelegene Halbebene () (Fig. 6), die wir in der Folge kurz
als Halbe!oene B bezgichnen Wf)llen, Halbebene 5 der (z)-Ebene.
so auf diesen Bereich abzubilden,

i bez. d \
i i Bk B o e S
der Begrenzung der Halbebene ()
entsprechen. Da die Abbildung auch
in der Umgebung der Punkte O und 1 eine conforme ist, so besitzen
letztere nicht mehr singunliren Charakter; doch ist unserem Zwecke
diese Eigenart des ausgewihlten Beispiels nicht nachtheilig. .
Die abbildende Function S(z) wird durch die Formel gegeben:

o0

Fig. 6.

®3) S=[WT+e—vVaz+Vel —o,
die inverse Function durch die Formel:
L VSFe—Ve

“) T Vite-Ve
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Den Wurzeln o und Y14 o ist das positive Vorzeichen zu
geben. S+ ¢ in der letzten Formel hat fiir alle Punkte des Be-
reiches der Fig. 5 eine nicht negative zweife Coordinate und fiir die
Punkte seiner auf der positiven Seite der Axe des Reellen gelegenen
Halbebene eine nicht negative, fiir die Punkte seiner auf der negativen
Seite der Axe des Reellen gelegenen Halbebene eine nicht positive
erste Coordinate.

I. Es mbge jetzt der Einschnitt des Kreisbogendreiecks der Fig. 5
sich mehr und mehr zusammenziehen, bis schliesslich der Knoten-
punkt d; mit der Ecke a, zusammenfillt.

Dementsprechend ergiebt sich:

3 im 8= s = 2%
=0

Das Kreisbogendreieck mit Knolenpunkt ist ohne irgend welche
Singularitit in ein solches ohme Knotenpunkt iibergegangen; dasselbe
besitzt die Exponenten A, = A+ 1=2, py=p=2, vy=v=1 und
sei als erstes Grenzdreieck bezeichmet. Enisprechend wird die abbildende
Function s, = x* d. h. diejenige s-Function, welche die Halbebene P
in der bestimmien Weise auf das erste Grenzdreieck abbildet.

II. Der Einschnitt mdge sich lings der Axe des Reellen in den
Bereich hinein weiter und weiter fortsetzen, bis schliesslich der Knoten-
punkt d, die Ecke b, erreicht, d. h. ¢ mége oo werden. In diesem Augen-
blick ist unser urspriinglicher Bereich in das Kreisbogendreieck a, b, ¢,
ohne Knotenpunkt mit den Exponmenten 1,=24=1,pg,=p — 1=1,
v, == v =1 (d. h. in die auf der positiven Seite der Axe des Reellen ge-
legene Halbebene) und in die auf der negativen Seite der Axe des
Reellen gelegene Halbebene zerfallen. Es ergiebt sich fiir endliche

Werthe z:
(/T e s

1

e

Lésst man ferner erst  und dann ¢ unendlich werden oder um-
gekehrt, so wird S entschieden unendlich. Dagegen lisst sich kein
bestimmter Grenzwerth S angeben, wenn man z und o gleichzeitiy
gegen oo convergiren lidsst. _

Noch klarer gestattet der enisprechende Grenziibergang in der
Formel (4) diese Verhiltnisse zu tiberblicken. Uns interessiren allein
diejenigen Werthe, die S innerhalb des Bereiches der Figur 5 annehmen
kann. Wir wissen, fiir die Punkte S auf der positiven Seite der Axe

des Reellen ist dem reellen Bestandtheile des Ausdrucks I/§+ 1 das
positive Vorzeichen zu geben. Fiir sie wird daher:

(3% lim S = lim x.

o=w =%
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]/§+ 1—1
(4" lim 2 = lim —2

== esz%—'—l—"l

Fiir die Punkte S auf der negativen Seite der Axe des Reellen ist dem

==

reellen Bestandtheile des Ausdrucks ]/? -+ 1 das negative Vorzeichen
zu geben. Fir sie wird daher:
4" lim 2 = so.

g=®

Das Eigenartige des zweiten Grenziiberganges beruht demmach geo-
metrisch darin, dass die Punkte der negativen Halbebene der Figur 5
in der Grenze ithr Abbild simmitlich in demselben Punkte x == oo finden,
wilrend die Punkte der positiven Halbebene den gleichwerthigen Punkten
der Halbebene B entsprechen.

Das in der Grenze bleibende Dreieck a,b,¢,, d. h. die auf der
positiven Seite der Axe des Reellen gelegene Halbebene, ist also der
allein noch in Betracht kommende Theil des zerfallenden Bereiches
der PFigur 5. Dementsprechend beriicksichtigen wir auch analytisch
nur die fiir endliche Werthe z gefundene Grenzfunction lim S=s,=2
und vervollstindigen sie durch die willkiirliche Festsetzung, dass dem
Werth z = oo allein der Werth S == oo entsprechen soll.

Auch bei dem zweiten Grenzitbergang geht das Kreisbogendreieck
miat Knotenpunkt, freilich unter Abschwiirung eines Theiles des Bereiches,
in ein solches ohme Knotenpunkt, das zweite Grenzdreieck, vber, dasselbe
besitzt die Exponenten Ay=2A=1, gy=p—1=1, v,=v=1
Die abbildende Function wird s, = x, d. h. diejenige s-Function, welche
die Halbebene B in der bestimmien Weise auf das zweite Grenzdreieck
abbildet.

Dem Knotenpunkt d, entspricht der im Intervalle von — oo bis 0
der Axe des Reellen in der ()-Ebene gelegene Nebenpunkt:

__ K
® 1= Ve

Dem Uchergang vom ersten Grenzdreieck zu den Kreisbogendreiecken
mit Knotenpunkt bis zum gweiten Grenedreieck entspricht die continuirliche
Wanderung des Nebenpunkies d auf der Aze des Reellen vor 0O bis — oo.

Die Formel (3) vermittelt also den Uebergang von der Function
s, = «* zur Function s, =z, der abgesehen von der Umgebung des
Punktes z == co durchaus stetig ist.

In ihrem Gesammtverlauf bildet die Function S die schlichte Ebene
des Argumentes z auf die zweiblittrige Riemann’sche Fliche mit zwei
einfachen Verzweigungspunkten an den Stellen d, und oo ab. Wird
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o unendlich, so vereinigen sich beide Verzweigungspunkie unter gleich-
zeitiger Abschniirung des einen Blatles*).

*) An die Stelle des Parameters ¢, der den Ungleichungen 0L 9< +
gentigt, fihren wir einen Parameter p ein vermdge der Gleichung:
(p—1p
4p
und setzen in Uebereinstimmung mit den fiir ¢ giiltigen Ungleichungen fest, dass
p den Ungleichungen 12> p >0 geniigen soll. Dann nehmen die Formeln (3)
und (5) folgende einfache e Gestalten an:

(3% S=pa?— (p—1)z,

Q=

r—1 1
(5% d= TR
Da indess die besonders wichtige Formel (4) durch Einfiilhrung von p nicht
wesentlich einfacher wird, haben wir im Text von letzterer keinen Gebrauch
gemacht,
Die Formel (3¥) giebt jedoch Anlass, folgende allgemeinere Function zu
betrachten:

(3%%) 8, =pz*t — (p—1)a*,

woselbst % eine beliebige, positive ganze Zahl sei. Fir jeden Werth von p
innerhalb des fiir diese Grosse festgesetzten Intervalles bildet die Function S,
die Halbebene B gleichfalls auf ein Kreisbogendreieck mit einfachem Knotenpunkt
ab. Letzteres besitzt wieder die Ecken @y =0, b=, ¢ =1 und die Ex-
ponenten A==, p=mn-1, »=1. Der zugehdrige Nebenpunkt ergiebt sich

as,
als Waurzel der Gleichung —&f =0 durch die Formel:

n.(p—1)

(i d = %.

&™) (n+1).p

Die Formel (3%¥*) vermittelt in ganz entsprechender Weise wie im Falle n =1
des Textes den Uebergang von der Function s, , = 2"+ zur Function s, , = 2"

dadurch, dass p von 1 bis 0 stetig abnimamt. In ihrem Gesammtverlauf bildet
die Function §, die schlichte Ebene des Argumentes z auf die (n--1)-blittrige
Riemann’sche Fliche ab, die im Punkte o einen (u-1)-fachen, im Punkte 0

n® ) ( » ‘l)'u-H
(5 SV a
zweigungspunkt besitzt. Wird p = 1, so vereinigt sich der einfache Verzweigungs-
punkt d, ohne weitere Singularitit mit dem n-fachen Verzweigungspunkte 0 zu
dem (n-{-1)-fachen Verzweigungspunkte an der Stelle 0. Wird dagegen p = 0,
§0 vereinigf. sich der einfache Verzweigungspunkt &, wmier gleichzeitiger Ab-
schniirung eines einzelnen Blottes mit dem (n-1)-fachen Verzweigungspunkt o,
80 dass eine x-blittrige Riemann’sche Fliche mit den beiden n-fachen Ver-
zweigungspunkten 0 und o tbrig bleibt. Die Function S, vermiitelt daher, wie
wir auch kurz sagen kénnen, den Uebergang von der (n+1) blattrigen Riemann'-
schen Fldche mit den beiden (n—+1)fachen Vermveigungspunkten 0 und o zu der
n-blatlrigen Biemann'schen Fliche mit den beiden n-fachen Verzweigungspunkien
0 und .

einen n-fachen, im Punkte dy = — einen einfachen Ver-
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§ 2.
Analytische Definition der S-Functionen mit einfachem Nebenpunkt,

Wir bezeichnen die reellen Theile der in der folgenden Unter-
suchung auftretenden Grossen 4, g, » (mit oder ohne unteren Index)
mit 4, @', v’, ibre imagindren Theile mit ¢4”, 74", ¢»”. In die vor-
kommenden Differentialgleichungen treten nur die Quadrate der Grossen
4, w, v ein. Dies schafft uns die Berechtigung zur folgenden Fest-
setzung: Jede der Grossen 4, w, v soll (falls sie nicht gleich O ist) so
gewdhlt sein, dass, wenn ihre erste Coordinate nicht verschwindet,
diese positiv ist, wenn die erste Coordinate aber verschwindet, dann
die zweite positiv ist.

Den Ausgangspunkt unserer allgemeinen Untersuchung bildet die
gewohnliche Differentialgleichung 3. Ordnung:

. 8”3 (8'Y
(2) ¥~ 1(x) = BE),
wo
1
R("")"'“'(s—a)(z—b)(z——c)(z—d)
[bazm—mm—®m~w 1—p? 0=00—a0b—d
. 3 . Z—a + 2 : z2—b
1—» (c—a)(e—b)(c—d) 38 @—a)(d—b{d—0
+— i—¢ T2 s—d +A]

ist. In ibr bezeichnen a, b, ¢, d die ,,singuldren Punkte®, 1, pu,»,2
sind die zu ihnen gehorenden, im allgemeinen complexen ,,Exponenten,
A ist der ,,accessorische Parameter®. Wir setzen voraus, dass die
Punkte a, b, ¢, d simmtlich im Endlichen gelegen sind.

Ferner nehmen wir zunfchst an, dass d von a, b, ¢ verschieden
ist. Wir machen den fiir die Umgebung der singuliren Stelle d giil-
tigen Ansatz:

6) S=28log (- — &)+ (r— )2+ 8, (s— d) ' 0, Oy (5 — @) + - -

Die Coefficienten 9, 9, 0,, 05 ... seien von 2z unabhingige Grissen.
Durch einfache Ausrechnung ergiebt sich zunichst:

L (LR T

wo in jedes folgende Glied ein neuer Coefficient J; linear eintritt.
Wir entwickeln auch die rechte Seite der Differentialgleichung (2) nach
Potenzen von (2 — d) und fiihren hierbei folgende Abkiirzungen ein:
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E=@—=D@d—)F+UW@—)(@—a)+ (d—a)(d—1D),
1—9?

n=""F =0 (@0 +5E0—0) b—a)+ 5= (c—a) (c—1),
1y = A2(a — b) (& — ) (d—b)(d— ¢) + p2 (b — o) (b—a) (@—¢) (A—a)
+ 22(c— @) (¢—b)(d—a) (@ —D),

. 1
{= @—ay@d—0b)d—e¢

Die Coefficientenvergleichung beider Potenzreihen ergiebt die Glei-
chung:

b= 5 (A=t L)

Wir verlangen jetzt, dass der Coefficient 0 verschwindet, d. h. dass
das logarithmische Glied im Ansatz (6) fortfillt. Diese Forderung
besagt mit anderen Worten: Der singulire Punkt d soll nach der
Bezeichnungsweise des Herrn Klein ein ,,einfacher Nebenpunkt der
Differentialgleichung sein.

Dann erhalten wir die folgende Bedingungsgleichung fiir den
accessorischen Parameter 4:

) A=n—5E+Vn.

Wir stellen nunmehr folgende Definition auf:

1. Eine Function des Argumenies z ist eine ,,S-Function mit ein-
fachem Nebenpunkt<, wenn sie fir bestimmic Werthe der Grossen
a,b,c,d, 4, u, v einer solchen Differentialgleichung (2) gentigt, deren
accessorischer Parameter A die Bedingung (1) erfiillt.

In der ganzen folgenden Untersuchung setzen wir als selbstver-
standlich voraus, dass der accessorische Parameter A der Differential-
gleichung (2) die Bedingung (7) befriedigt.

Der Umstand, dass die Bedingung (7) eine Quadratwurzel enthilt,
findet seinen Ausdruck in dem Satze:

2. Fliir jeden derjenigen beiden Werthe des Nebenmpunktes d, fiir
welche 4, verschwindet, ergiebt sich bei gegebenen Werthen a, b, ¢, 4, u, v
nur eine einzige Differentialgleichung, fiir jeden anderen Werth des
Nebenpunkies d dagegen zwei verschiedene Differentialgleichungen, deren
Particularlisungen S-Functionen sind.

Fillt in der Differentialgleichung (2) 4 im speciellen Falle mit
einem der singuliren Punkte, etwa mit @, zusammen, so geht die
Gleichung in die folgende iiber:

s 3 8y 1
&) ) TS")’_"' E—a)(e—b z—o

t— (12 (a—b){a—c) 1—4? (b—c¢) (b—a) 1—22 (¢c—a)(e—Db)
{ 2 ) z—e—w‘+ 2 Z—b + 2 z—¢ }’
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wo auf der rechten Seite, der Wurzel der Bedingung (7) entsprechend,
das obere oder das untere Vorzeichen giiltig ist.

Wir verstehen unter {4 —1} die Grosse 1 — 4, wenn 4'<1, 1 —1,
wenn A’ > 1, ¢|4”|, wenn A'=1ist. Die Vergleichung der Differential-
gleichung (2*) mit der Differentialgleichung (1) ergiebt den Satz:

3. Ist d mit a zusammengefallen, so definirt die sich ergebende
Differentialgleichung (2%), je nachdem das obere oder umlere Vorzeichen
auf ihrer rechten Seite gilt, s-Functionen mit den Exponenten 4 + 1, u, v
oder s-Functionen mit den Exponenten {A—1}, u,v. Enisprechendes
gilt, wenn d mit b oder ¢ zusammenfillt.

§ 3.
Allgemeine Eigenschaften der S-Functionen mit einfachem Nebenpunkt.

Ich iibergehe es hier alle diejenigen Eigenschaften der S-Functionen
zusammenzustellen, die sich leicht aus der Differentialgleichung (2)
ergeben und ihre Analoga in der Theorie der s-Functionen finden.
Nur folgende beiden Sitze mochte ich der spiteren Anwendung wegen

apfiihren:
4. Ist S, eine Particularlosung der Differentialgleichung (2), so

stellt sich das allgemeine Integral S derselben als gebrochene lineare
Function von S, mit beliebigen, doch von z unabhingigen Coefficienten dar:

. “So"i—ﬁ
§= ‘}’So+3

5. Fiihrt das Avgument z einen vollen positiven Umlauf um einen
der singuliiren Punkie a, b oder ¢ aus, so gekt ein Zweig S)* einer
beliebigen Particularlosung S, in einen neuen Zweig viber, der sich bes.
durch eine gebrochene lineare Substitution A, B oder T mit von 2 unab-
héngigen Coefficienten aus Sy* ergiebt.

Wir geben den Punkten a, b, ¢ jetzt die speciellen Werthe 0, oc, 1.
Indem wir zugleich an Stelle von # und d bez. z und r einfithren,
erhalten wir:

o
(8) %ﬁ T ( )— a:(a:—-l)
— 2 — __,p! 1 —_

.{__12;. _+1 u+ - g;(a_f_r)l:)+ A,}
WO
) A= —r+ 5 +V7D),
und
(10) flr) = p?r® — (A 4 u? — v?)r 4 42

ist,
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Damit der Werth » == 0o nicht eine Ausnahmestellung einnimmt,
setzen wir 7 =? und betrachten an Stelle der Function f(r) die Form

o (ry, ry) == r,2. f(r) oder:
(10%) Py, 1) = pir® — (A 4 p? — v)ry 7, + vk

Wir legen fernerhin allein die einfachere, wenn auch weniger
symmetrisch gebaute Differentialgleichung (8) mit der Bedingung (9)
unserer Untersuchung zu Grunde, wodurch ihrer Allgemeinheit keinerlei
Abbruch geschieht

Es sind folgende drei Fille zu unterscheiden:

L Der specielle Fall. Die Form ¢ (r,, r,) verschwindet identisch,
d. h. es ist 4 = g = v = 0. Diesen Fall besprechen wir sogleich im
nichsten Paragraphen niher.

1. Der Hauptfall. Die Gleichung o (r,,r,) = 0 besitzt zwei
von eimander getrennte Wurzeln:

P = T und ¥ = T

'1'2* 7 g**

Es ist:

(11) 7* bez. r** =

2tp—2+Vaduts) A—p—2) A—p42) Afa—9)
2p?
— ~ 212 R
rtp—2 T Votetn) A—p—2) A —p+2) A+p—9).

Die Wurzel der rechten Seite soll den Hauptwerth annehmen. Die
oberen Vorzeichen gelten fiir die Grisse 7*, die unteren fiir die Grosse 7*%,

Wir deuten zweckmissig den Parameter » auf einer zweiblatirigen
Riemarm'schen Fliiche, deren einzige Verzweigungspunkte die Punkte »*
und #** sind. Verschwindet einer der Exponenten 4, g, v, so ist der
zugehdrige singulire Punkt nothwendig eine Wurzel der Gleichung
@ (r,, r5) = 0 und umgekehrt, d. h.

6. An einer der Stellen 0, 00,1 liegt ein Verzweigungspunkt der
zweiblattrigen Riemanw'schen Fliche stets damn und nur dann, wenn
bez. 2, u oder v gleich Null ist.

III. Der Ausnahmefall. Die Gleichung ¢(r;, r,) = 0 besitat
eine Doppelwurzel »***. Dann muss einer der Factoren des unter dem
Waurzelzeichen der Gleichung (11) stehenden Ausdrucks verschwinden.

1. Der Ausnahmefall tritt stets dann und nur dann ein, wenn die
Bezeichnung der Exponenten (nicht ohne Riicksicht anf die zu Anfang
des § 2 gemachte Festsetzung) sich so wdihlen ldsst, dass die Gleichung
besteht 4 = p -+ v. Diese Annahme tiber die Bezeichnung der Exponenten
wollen wir im Ausnahmefalle im Folgenden stets als erfullt voraussetzen.
Es ist dann:

ws L
(12) yowe = 1
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Die Bedingung (9) zerfillt jetzt in die beiden:

CD)] y=—r+ -{-—y(r-——~)
oder:
CONN 4=—r+5—ulr—)

Wir haben im Ausnahmefalle (im Gegensatze zum Hauptfalle) fiir
gegebene Exponenten 4, p, v zwei analytisch vollig von einander ver-
schiedene Bedingungen (9*) und (9%). Dementsprechend deunten wir
jetzt zweckmissig den Parameter » auf swei einblitirigen Riemann’schen
Flichen, die nur im Punkte » = *#* zusammenhéngen.

8. Ist speciell v =0 (und damit 4 = y), so ist der Punkt 1 der
Doppelpunkt; an den Stellen O und oo dagegen kann der Doppelpunkt
bei unserer Festselzung niemals liegen,

Die der Bedingung (9°) oder (9%) entsprechenden Differential-
gleichungen unterscheiden wir bez. als solche vom Typus A oder B.

Sie gehen indess fiir r = y*** =§ in dieselbe specielle Differential-
gleichung mit dem Parameter:

. 3 1
(9) Ai"“!‘;”‘ig

iber. Wir nennen diese die Differentialgleichung des Uebergangsfalles.

9, Die Function S = z~*(z —1) stellt, wie man sich durch Ein-
setzen leicht iiberzeugt, eine Particularlisung der Differentialgleichung
des Uebergangsfalles dar.

§ 4
Der specielle Fall 2 =y =» = 0.

Die Differentialgleichung (8) nimmt die folgende einfache Form an:

) s"' 3 (s ¥
1
e (N}
10. Die Function:
(13) S, -——":I log “:___"1 — log -+ L;E

stellt, wie man sich wieder durch FEinseizen leicht iberzeugt, ein parti-
culires Integral der Differentialgleichung (8*) dar.

Wir setzen fernerhin voraus, der Nebenpunkt » gehore der Axe
des Reellen an (vgl. Satz 14) und geniige fiberdies den Ungleichungen:

1<r <+ 0.
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Um einen bestimmten Zweig S,* der Funetion S, abzusondern,
setzen wir fest: Das Argument z soll alle Werthe der Halbebene P
(Fig. 6) annehmen konnen, und es sollen fiir simmtliche Logarithmen
ihre Hauptwerthe gewidhlt werden.

Setzen wir daher:

z=R. ",
wo

0<R<Lx
und

0<o<La
ist, und

z—1l=p.6Y,

so bestimmen sich zun#chst die Grossen ¢ und ¢ eindeutig durch die
Gleichungen

o=V1+R*—2Rcos ¢

cos B = EiﬁE%gt::l
und die Ungleichungen:
0< o<+ oo,
<y .

Der Zweig S,* wird dann, nach unserer Festsetzung in seinen
reellen und imaginiren Bestandtheil zerlegt, durch die Formel gegeben:

~1 R —1 .
(18%) S ="77log 2 —log T[T v —g + Z]i.

Um den Werth des Knotenpunkts d;, zu berechnen, haben wir
z=1r (d h. R=1r, ¢ = 0) einzusetzen. Wir bekommen:

dy= '%.i ’
d. h. in Worten:

11. Der Knotenpunkt d, ist stets rein imagindr, er wandert auf der
Aze des Imagindiren continuirlich von mi nach O, wenn r sich condinuir-
lich von 1 bis + oo auf der Aze des Reellen bewegt.

12. Die Abbildung, welche der Zweig Sy* bei allgemeiner Lage des
Puynlites r im Intervall von 1 bis 4 oo der Axe des Reellen von der
Halbebene B entwirft, ist, wie man sich mit Hilfe der Gleichung (13%)
leicht @berzeugt, ein Kreishogendreieck mit einfachem Rnotenpunkt und
den Winkeln An = pm = vz = 0 in der folgendermassen zu beschrei-
benden speciellen Lage: Die Kreisbogenseite a, b, ist die Aze des Reellen,
die Seite ayc; die Parallele 2u shr durch den Punkt iz, die susammen-
fallenden Bogen b, d, und c,d, endlich werden durch diejenige Hilfte der
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Parallelen zur Aze des Reellen durch den Punkt d, = ZT_Z geyeben, deren

Punlte keinen positiven reellen Bestandtheil haben. (Fig. 1)

13. Fallt r mit einem der singuliren Punkie 1 und oo, etwa mit 1,
zusammen , so zerfdllt gewissermassen unser Bereich wieder in 2 Theile,
namlich in ein Kreisbogendreieck ohne Knotewpunkt ay, b,, ¢,* mit den

i

Fig. 8.

)

=00

Winkeln A, m = u, % =0, v, % = = und in diejenige Hilfte der urspriing-
lichen Seite ajc,, deren Punkie einen negativ reellen Theil besitzen,
Dies sei durch Fig. 8 angedeutet. (Vgl. die Schlussbemerkung des § 13.)

Wir haben den Fall bevorzugt, dass r im Intervalle von 1 bis 4- oo
der Axe des Reellen liegt. Ganz entsprechende Entwicklungen gelten,
wenn 7 dem Intervalle von O bis 1 oder dem Intervalle von — oo bis 0
angehOrt, wie schon von vorneherein aus der Gleichheit aller Expo-
nenten geschlossen werden kann. Unsere Betrachtungen lassen sich
schliesslich ohne Weiteres auch auf eine allgemeine Particularlosung
S(z, r) der Differentialgleichung (8%) mit reellem Werthe » iibertragen
(vgl. Satz 16 und 17).

§ 5.
Die ,,symmetrischen* S-Functionen mit einfachem Nebenpunkt.

Wir stellen folgende analytische Definition auf:

14. ,, Symmetrisch nennen wir eine S-Function mit einfachem
Nebenpunkt, wenn die in ihrer Differentialgleichung (8) vorkommenden
Grissen 22, 2, v? und r, A, reelle Werthe haben.

Diesem Satze entsprechend sind die Exponenten einer ,,symme-
trischen* S-Function entweder reell oder rein imaginar ¥).

Es sei z, ein beliebiger, doch von 0, co, 1 verschiedener reeller
Werth des Arguments x. Falls die im Satze 14 angegebenen Be-
dingungen erfiillt sind, existirt stets eine Particularlosung S, der
Differentialgleichung, welche in der Ndhe des Punktes #, die folgende
Entwicklung gestattet:

S =0+ C@—2)+ C(z —z)*+---,

*) Entsprechend nennen wir eine s-Funciion symmetrisch, wenn ihre Expo-
nenten reell oder rein imaginir sind.
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wo C; reelle, von z unabhingige Coefficienten sind. Diese Thatsache
liefert sofort, ganz den analogen Verhiltnissen in der Theorie der
s-Functionen entsprechend, den folgenden Satz:

15. Jede ,,symmetrische’ S-Function bildet die Halbebene P auf ein
Kreisbogendreieck mit einfachem Knotenpunkt ab.

In der Einleitung haben wir gesehen, dass umgekehrt jede Fune-
tion, welche die im letzten Satze ausgesprochene Eigenschaft besitat,
einer Differentialgleichung (8) geniigt, deren Grossen 42, p? 22 7, 4,
reell sind. Unsere Definition 14 erweist sich daher identisch mit der
bereits in der Einleitung aufgestellten Definition:

«  14*, FEine ,,symmetrische S-Funclion mit einfachem Nebenpunkt
nennen wir jede Function, welche die Halbebene 5 in der bestimmiten
Weise auf ein Kreisbogendreieck mit einfachem Knotenpunkt abbildet.

Auch die im vorigen Paragraphen behandelte S-Function mit den
Exponenten 4 = g == v = 0 ist eine ,, symmetrische® S-Function, wenn
der Nebenpunkt » einen reellen Werth besitzt. Gerade diesen Fall
haben wir dort niher untersucht.

Aus dem Satze 4 8. 491 folgt jetat:

16. Zwei Kreisbogendreiecke mit eimfachem Knotenpunkt, die sich
als Abbilder der Halbebene P vermitielst je eines fiir dieses Gebiet er-
Flirten Zweiges verschiedener Particularlosungen derselben Differen-
tialgleichung ergeben, siehen zu einander in Mobius’scher Kreisverwandi-
schaft, d. h. sie lassen sich durch lineare Transformation in einander
iiberfiihren.

17. Umgekehrt haben wir alle Kreisbogendreiecke mit einfachem
Knotenpunkt, welche in ,, Mobius'scher Kreisverwandtschaft zu einander
stehen, fiir unseren Zweck als nicht verschieden zu betrachien, da die
Halbebene B auf sie durch Integrale derselben Differentialgleichung
abgebildet wird.

Bis zum Schlusse dieses Paragraphen sei die Bezeichnung der
Exponenten 4, g, v so gewahlt vorausgesetzt, dass 4’ >pu" > v’ ist,
ausserdem, wenn 4 reell und > O und g, v rein imaginir sind,
@’ > 2" ist, wenn aber alle drei Exponenten rein imaginir sind,
V> u">v" ist. Welche Werthe sind fiir den recll worausgesetzten
Parameter r zulissig, damit die Integrale der Differentialgleichung (8)
mit gegebenen reellen Grissen 2%, u?, v* symmetrische S-Funclionen
sind? Nach der Definition 14 ist hierza nothwendig und hinreichend,
dass auch der accessorische Parameter A4, reell ist, der nach Gleichung
(9), bez. (9><) (8. 491 u. 493), eine Function des Nebenpunktes » und
der Exponenten 4, g, v ist. Diese einfache Thatsache ergiebt leicht
die im Folgenden zusammengestellten Sitze, die im letzten Paragraphen
noch eine Erweiterung finden, In Uebereinstimmung mit dem Satze (2)
S. 490 ergiebt sich zunichst:
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18. Nimmt v einen der recllen Werthe r*, r** (Formel 11y 8. 492)
oder r¥¥* (Formel (12) 8. 492) an, so erhalten wir nur eine einzige,

fiir jeden anderen reellen Werth r dagegen entweder zwei verschiedene
oder gar keine Differentialgleichung mit reellem Parameter A,.
I. Der Hauptfall. Es seien
A. alle drei Exponenten 4, p, v recll. Die Werthe r*, »** sind:
&) conjugirt complex, wenn 4 < g -+ v ist.

19. Fiir jeden reellen Werth r erhalten wir symmetrische
S-Functionen.

B) beide reell (und natiirlich von einander getrennt), wenn
A>p v st

20, Fiir die stets reellen Werthe v*, v¥** gelten die Un-
gleichungen 0 < r¥* < r* <oo. Nur wenn r einer der Un-
gleichungen r > r*, r < r™ geniigt, erhalten wir symmetrische
S-Functionen.

B. zwei Exponenten, A und g, reell, der dritte, v, rein imagindyr.

21. Es gelten die Ungleichungen: 1 < r* < 00, 0 r¥% < 1.
Nur wenn r einer der Ungleichungen r > 1%, r < r** geniigt,
erhalten wir symmetrische S-Functionen.

C. zwei Exponenten, p und v, rein imagindr, der dritte, 4, reell.

22. Fiir die stets reellen Werthe r*, r** gelten die Un-
gleichungen: — oo < r* <0, 0 <r** < 1. Nur wenn r den
Ungleichungen r* < r < #¥* geniigt, erhalten wir symmetrische
S-Functionen. '

D. alle drei Exponenten rein imagindr. Die Werthe #*, »** sind:
o) conjugirt complez, wenn A< @’ 4 v” ist.

23. Wir erhalien fir keinen veellen Werth v sym-
metrische S-Functionen.

B) beide reell (und natiirlich von einander getrennt), wenn
V' >u' 4 v st

24. Es gelten die Ungleichungen 1 < r¥ < y¥% < oo,
Nur wenn r den Ungleichungen r* < r < r*% geniigt, er-
halten wir symmetrische S-Functionen.

II. Der Ausnahmefall: 2 =g - » (vgl. Satz 7, S. 492).
A. Es seien alle drei Exponenten reell.

25. Der Doppelpunkt r**= geniigt der Ungleichung
1< r*** < oco. Fiir jeden recllen Werth r erhalien wir
symmetrische S-Functionen.

B. Der Fall, dass zwei Exponenten reell, der dritte rein imagindr
ist, ist als Ausnahmefall nicht moglich.
C. Sind zwei Exponenten, X und g, rein imagindr, der dritte, v,
reell, so muss » =0 und 4" = p” sein,
Mathematische Annalen, LI 32
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26. Allein fiir r = r*** == 1 erhalten wir symmetrische
S-Functionen (d. h. symmetrische s-Functionen).
D, Es seien alle drei Exponenten rein imagindr.
271. Der Doppelpunki v*** geniigt den Ungleichungen
1< r*** <oco. Allein fiir r = r*** erhalten wir symmetrische
S -Functionen.

§ 6.
Die drei Methoden zur Conmstruction der Kreisbogendreiecke mit
einfachem Knotenpunkf,

Es soll unsere Aufgabe sein, alle Kreisbogendreiecke mit ein-
fachem Knotenpunkt (vgl. Satz 17, S. 496), die vorgegebene Winkel
Am, um, vw besitzen, rein geometrisch construiren zu lernen. Die
zur Anwendung gelangenden Constructionsmethoden sollen uns zugleich
die Gewissheit gewdhven, dass sie uns wirklich alle diberhaupt mog-
lichen Kreisbogendreiecke und, was indes weniger wichtig ist, jedes
einzelne Dreieck nur auf eine Weise liefern. Wir setzen als bekannt
voraus, wie jedes Kreisbogendreieck okhne Knotenpunkt mit vorgege-
benen Winkeln 4,7, p,%, ¥, zu construiren ist¥*).

Da das einzelne Kreisbogendreieck uns ein Abbild der Halbebene
darstellt, so wollen wir die 3 Kreisbogen seiner Begrenzung, die den
Intervallen von O bis 1, von 1 bis 4 co, von — oo bis 0 der Axe des
Reellen in der ()-Ebene entsprechen, bez. mit a,¢,, ¢, b, bya, be-
zeichnen, unbekiimmert darum, dass jeder der singuléren Punkte 0, oo, 1
dann kein Abbild findet, wenn sein zugehdriger Exponent rein imaginér
ist (vgl. Anm, S, 483).

Wir denken uns irgend ein Kreisbogendreieck mit einfachem
Knotenpunkt und beliebigen Winkeln Az, pm, v= gegeben, dessen
Knotenpunkt d; sich beispielsweise auf dem Kreisbogen b,¢, befinden
moge.

Wir vereinigen am Knotenpunkt d, beginnend die gegeniiber-
liegenden Ufer des Einschnittes, d. h. die in d, zusammenlaufenden
Enden der Bogen b, d, und ¢, d, , successive mit einander, so dass letztere
gleichmissig kleiner und kleiner werden. Bei der Fortsetzung dieses
Processes muss nothwendig einer der folgenden Fille eintreten, den
wir jedesmal durch ein Beispiel illustriren:

L. Der Punkt d, erreicht einen und nur einen der Punkie b, und ¢,
dwa ¢,. In diesem Augenblicke ist in dem Kreisbogendreieck der Knoten-
punkt d; mit der Ecke ¢; verschmolzen, Wir erhalten ein Kreisbogen-

#) Vgl. ,,Habilitationsschrift* § 6 0. 7 pag. [36—47], sowie meine Abhandlung
»Beitrige zur geometr. Theorie der Schwarz’schen s-Function®, Ann. Bd. 44 (1894)
§ 14, pag. 208 ff.
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dreieck ohne Knotenpunkt mit den Winkeln iz, px, (v 4 1)z, wo »
nothwendig reell ist. Dieses Dreieck nennen wir das ,erste Grenz-
dreteck“ (Fig. 9a, b).

28. Ein ,,als erstes Grenzdreieck” auftretendes Kreisbogendreieck ohne
Knotenpunkt hat also allgemein die Eigenschaft, dass ein Winkel um
grosser ist als der entsprechende Winkel der zugehorigen Kreisbogen-
dreiecke mit Knotenpunkt, die beiden anderen Winkel aber mit den ent-
sprechenden Winkeln der letztgenannten Dreiecke dibereinstimmen.

II. Der Punkt d, erreicht die Punkte b, und ¢, gleichzeitig. In
diesem Augenblick ist die Kreisbogenseite b,c; ganz fortgefallen. KEs
bleibt ein gewohnliches Zweieck mit zwei
gleichen Winkeln iz idibrig (Fig. 10); die
Winkel Az, um, v= miissen nothwendig
reell sein und der Bedingung 4 =g - v
geniigen, so dass also der Zweieckswinkel
gleich dem grossten der urspriinglichen
Dreieckswinkel ist.

1I1. Der Punkt d, erreicht, so weit wir auch die Vereinigung der
Bogen b, d, und ¢, d, fortsetzen, niemals einen Eckpunki. Dann windet
sich, wenn wir den Bereich auf der Kugel gelegen annehmen, zu
beiden Seiten des Kreisbogens b,c, die Fliche des Dreiecks wie ein
unendliches Band um dieselbe herum. Das
Dreieck kann nur so beschaffen sein, dass die
drei Kreise der begrenzenden Bogen sich nicht
unter einander schneiden. Dieser Fall kann
daher nur bei drei rein imagindren Expo-
nenten eintreten, fiir die gerade die beiden
vorhergehenden Fille ausgeschlossen sind.
(Die ein Beispiel gebende Fig. 11 stellt natiir- Fig. 11
lich nur ein theilweise willkiirlich begrenztes
Stiick des Kreisbogendreiecks dar.) Die drei Kreise theilen die Kugel,
auf der das Kreisbogendreieck gelegen ist, stets in zwei Kalotten und
in zwei Ringgebiete.

Zur Losung der eingangs dieses Paragraphen aufgestellien Auf-
gabe werden wir jetzt naturgemiss dadurch gefithrt werden, dass wir

32*
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umgekehrt vorgehen wie soeben. Den geschilderten drei Moglichkeiten
entsprechend werden wir drei wverschiedene Constructionsmethoden zu
unterscheiden haben. Der besseren Uebersicht wegen wollen wir bei
der niheren Darlegung der letzteren im Folgenden die 4 Fille nach
einander betrachten, dass keiner, einer, zwei oder alle drei Exponenten
rein imagindr sind.

29. Die Gesammihest aller von einander verschiedenen Kreisbogen-
dreiecke mit Knotenpunkt, die allein durch Verlingerung oder Verkiirzung
des Einschwitles aus einander hervorgehen, wollen wir als eine ,,Schaar
bezeichnen.

§ 1.
Construction der Kreisbogendreiecke mit einfachem Knotenpunkt und
reellen Winkeln nach der ersten Methode.

Die vorgegebenen Winkel Aw, um, vz seien reell. Die erste
Methode, die zugehorigen Kreisbogendreiecke mit Knotenpunkt zu
construiren, hat gemiss Nr.I des § 6 von einem ersten Grenzdreieck
auszugehen. Als solches muss nothwendig eines der Kreisbogendrei-
ecke ohne Knotenpunkt gewihlt werden, die folgende Winkeltripel
besitzen:

Ax, pz, (w+V=; Az, (ut+D=, vx; A4z, gz, vx.

Die Anwendung der ersten Methode auf eines der Grenzdreiecke, etwa
auf das erste, hat darin zu bestehen, dass wir in ihm, falls es tiber-
haupt moglich ist, die eine oder die andere der Seiten @, ¢, und b,¢,,
welche den um =z vermehrten Winkel (» + 1)z bilden, iiber den zu-
gehorigen Eckpunkt ¢, hinaus
als Einschnitt in den Bereich
hinein verléingern und zwar so,
dass von dem Winkel (v 4+ 1)=
gerade der Theil = abgetrennt
wird, wie fiir die Umgebung
der Ecke ¢, beispielsweise durch
Fig.12a, b dargestellt sei. Der
Knotenpunkt d, gehort als End-
punkt des Einschnittes hier, wie in allen spiteren Fillen, stets der
verlangerten Seite an. Was nun die Ausfithrbarkeit der Methode be-
trifft, so lasst sich folgender Satz beweisen:

30. Im ersten Grenzdreieck mit den Winkeln iz, px, (v+1)=
lasst sich nach der ersten Methode iber die Ecke ¢, als Einschnitt in
den Bereich hinein :

sowohl die Seite a,c, wie byc, fortsetven, wenmn v > 0 ist
(Fig. 9a,b),

Fig. 12a.



Symmetrische S-Functionen mit Nebenpunkt, 501

nur die Seite ajcy, wenn v =0 und 2 > p ist (Fig. 13 fiir
i=1, p=2»=0),

nur die Seite bye;, wenn v =0 und 4 < u ist,

keine der beiden Seiten, wenn v =0 und A = p st (Fig. 14

fiir l=y=—%—)-

Durch cyklische Vertauschungen der Buchstaben 4, g, v und bez.
@, by, ¢; erhalten wir die beiden fiir die zwei anderen Grenzdreicke
giiltigen Sitze.

Diese Sitze wiirden es auch leicht erméglichen, etwa in jedem der
hierher gehérenden, im § 5 unterschiedenen Fille anzugeben, wie viel
verschiedene Schaaren von Kreisbogendreiecken mit Knotenpunkt und
gegebenen Winkeln Am, uz, vz die Anwendung der ersten Methode
liefert. Doch behalten wir uns dies fiir den Schlussparagraphen dieser
Arbeit vor und heben hier nur das fiir die spitere Untersuchung wich-
tige Resultat hervor, dass die erste Methode jedenfalls nur eine endliche
Zahl verschiedener solcher Schaaren liefert. Dass ferner je zwel nach
der ersten Methode erhaltene Kreisbogendreiecke mit Knotenpunkt von
einander verschieden sind, auch dann, wenn sie sich etwa nur durch
einen mehr oder weniger weit fortgesetzten Einschnitt unterscheiden,
brauchen wir woh! kaum besonders hervorzuheben®)

Setzen wir in einem beliebigen nach der ersten Methode con-
struirten Kreisbogendreiecke mit Knotenpunkt und reellen Winkeln den
Einschnitt in den Bereich weiter und weiter iiber den jeweiligen
Knotenpunkt d; hinaus fort, so muss letzterer schliesslich einmal an
irgend einer Stelle die Begrenzung des Dreiecks erreichen. In diesem
Augenblicke zerfallt der urspriingliche Bereich in zwei Theile. Ist ein
Theil ein Kreisbogendreieck ohne Knotenpunkt, so nennen wir dieses
das ,,zweite Grenzdreieck der Schaar “. Die nihere Untersuchung ergiebt

*) Analoge Bemerkungen gelten auch fiir die in den §§ 8—10 behan-
delten Fille.
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folgenden Satz, aus dem wir noch fiinf analoge Sitze durch alle mog-
lichen Vertauschungen der Buchstaben a,, by, ¢, und bez. 1, g, »
erhalten:

31. Ist in dem ersten Grenzdreieck mit den Winkeln Az, px, (v4-1)=
die Seite byc, tber ¢, als Einschnitt in den Bereich hinein verlingert, so
erreicht der Knotenpunkt d, bei Fortsetzung des Einschnittes schiliesslich:

1) die Seite a, c, innerlich oder die Ecke ¢,, wenn 2 > w -+ v ist.
Der Bereich liefert unier Abschniirung eines Zweiecks (v < 1)
oder einer Kreisfliiche (v > 1) ein zweites Grenzdreieck mit den
Winkeln 27, p7, |v—1|z (Fig. 15 fir 1 =1, p =0, v = 1)

2) die Ecke a,, wenn A = u -+ v ist. Der Bereich zerfillt in
cwei Zuweiecke (Fig. 16 fir A= 2, p=1, »— 1)

3) die Seite a, b, innerlich oder die Ecke b,, wenn 4 < y - v ist.
Der Bereich liefert unter Abschwiirung eines Zweiecks (u < 1)
oder einer Kreisfliiche (w 2> 1) ein zweites Grenzdreieck mit den

Winkeln 2, [u—1|m, v (Fig. 17 fir =0, g = v = 1.

Sogleich an dieser Stelle wollen wir das aus dem letzten Satze,
wie den analogen Sitzen 33, 35, 38a, b, 40 sich ergebende allgemeine
Resultat anfiihren:

32. Fin zweites Grenzdreieck, d. h. ein bei Verlingerung des Ein-
schwittes sich schliesslich ergebendes Kreisbogendreieck ohne Knotenpunkt,
hat stets die Figenschoft, dass einer seiner Winkel gleich dem absoluten
Betrage des wm m verminderten entsprechenden Winkels der zugehorigen
Kreisbogendreiecke mit Knotenpunkt ist, die beiden iibrigen Winkel aber
mit den entsprechenden Winkeln der letzigenammien Dreiecke diberein-
stimmen.

) § 8.
Construction der Kreisbogendreiecke mit einfachem Knotenpunkt und
reellen Winkeln nach der zweiten Methode,

Auch in diesem Paragraphen mogen die vorgegebenen Winkel
Amw, um, vw rell sein. Die Bezeichuung derselben sei iiberdies so
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gewihlt, dass 4 > u > v ist, was der Allgemeinheit der Betrachtung
keinen Abbruch thut. Die zweite Methode zur Construction der zuge-
horigen Kreisbogendreiecke mit Knotenpunkt verlangt gemiss Nr. IT
des § 6 fur die Moglichkeit ihrer Anwendung, dass 4 = g - » ist,
d. h. dass der Ausnahmefall vorliegt, und hat das Zweieck zum Aus-
gangspunkt zu nehmen, dessen Winkel gleich Az sind. Letzteres
wollen wir stets geradlinig begrenzt sein lassen, was sich ja immer
durch geeignete lineare Transformation erreichen lisst. Der Fall, dass
A=y =v=0 ist, moge im Folgenden ausgeschlossen sein, da die
ihm zugehdrigen Kreishogendreiecke mit Knotenpunkt bereits im § 4
betrachtet sind. Dann haben wir nur noch folgende zwei Fille zu
unterscheiden :

L »>0.

I A=p>0,r=0.

Sprechen wir zunsichst allein von dem ersten Falle. Die Anwen-
dung der zweiten Methode auf das Zweieck mit den Winkeln 2z hat
allgemein gesprochen folgendermassen zu verlaufen: Wir haben von
einer Ecke des Zweiecks aus, etwa der im Endlichen liegenden, lings
eines Kreisbogens einen Einschnitt in den Bereich vorzunehmen, der
den Winkel 27 so in die Theile gz und »x zerlegt, dass, wenn die
unendlich ferne Ecke mit a,, die Ecken der Winkel y= und vz bez.
mit b, und ¢, bezeichnet werden, die drei Ecken bei positiver Um-
laufung des Bereiches in der Reihenfolge ¢, b,, @, angetroffen werden.
Nun giebt es stets einfach oo viele Kreisbogen, welche der fiir den
Einschnitt nothwendigen Bedingung geniigen. Um diese Verh&ltnisse
naher zu untersuchen, betrachten wir vorerst einmal das specielle

Beispiel: A= %, == == —i—.

Fig. 18b. Fig, 18¢c.

Ein Blick auf die Figuren 18 a, b, ¢ belehrt uns: Wir konnen
den verlangten Einschnitt in das Zweieck mit dem Winkel ; 80 vor-
nehmen, dass bei seiner Fortsetznng der Knotenpunkt d, schliesslich
entweder die Seite a,¢, innerlich (Moglichkeit I, Fig, 18a) oder die
Ecke o, (Mdglichkeit II, Fig. 18b) oder die Seite a, b, innerlich (Mdg-
lichkeit IIT, Fig. 18 ¢) erreicht. Die durch Verlingerung oder Ver-
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kiirzung des Einschnittes in den Figuren 18a und 18¢ sich ergebenden
Kreishogendreiecke sind simmtlich von einander verschieden und bilden
daher zwei Schaaren; die durch Verlingerung oder Verkiirzung des
Einschnittes in der Figur 18b sich ergebenden Kreisbogendreiecke da-
gegen sind simmtlich mit dem gezeichneten identisch, da sie durch
lineare, hyperbolische Transformationen mit den Fixpunkten @, = oo
und b, = ¢, in dieses iibergefiihrt werden konnen. Irgend ein anderer
suldssiger Einschnilt des Zweiecks wie die drei in den Figuren 18a,b, ¢
liefert uns dagegen keine westeren als verschieden geltenden Kreisbogen-
dreiecke; denn wir kénnen wiederum durch Anwendung einer linearen,
hyperbolischen Transformation mit den Fixpunkten a, = oo und b, = ¢,
jedes durch einen neuen Einsehnitt entstandene Kreisbogendreieck auf
eine der durch die Figuren 18a, ¢ dargestellten Schaaren zoriick-
fiihren.

Die zu einem belichigen Werthetripel 1, u, » des Falles I ge-
horenden Figuren ergeben sich aus dem Beispiel, wenn die Seite a,b,
um b, im positiven oder negativen Sinne gedreht wird, bis an der
Ecke b, der Winkel gz herauskommt, desgleichen die Seite a,¢, um ¢,,
bis an der Ecke ¢; der Winkel vz herauskommt. Wir gewinnen den
folgenden allgemeinen Satz:

33. Ist der Eleinste Exponent v von O werschieden, so bicten sich
stets drei und nwur drei Maglichkeiten fir die Ausfihrung der zweiten
Methode dar. Durch Forisetzung des Finschnittes erreichi der Knoten-
punkt d, schliesslich

bei der ersten Moglichkert
die Seite a, ¢, innerlich oder die Fcke c,. Der Bereich liefert
unter Abschniirung eines Zweiecks (v << 1) oder einer Kreis-
fliche (v > 1) ein zweites Grenzdreieck mit den Winkeln
Am, pm, |v — 1|=.

bei der zweiten Moglichkeit
die Ecke a,. Wir nennen das einzige sich hier ergebende
Kreisbogendreieck mit Knotenpunkt dasjenige des Uebergangs-
falles.

bei der dritten Maoglichkeit
die Seite a,b, inmerlich oder die Ecke b,. Der Bereich liefert
unter Abschnsirung eines Zweiecks (@ << 1) oder einer Kreis-
fliche (w=>1) ein zweites Grenzdreieck mit den Winkeln
iz, |p— 1|z, va.

In Bezug auf das Kreisbogendreieck des Uebergangsfalles fiige
ich sogleich noch folgende functionentheoretische Bemerkung hinzu:

Wir denken dies Dreieck in solcher Lage gezeichnet, dass der
Eckpunkt a,, wie bisher, im Unendlichen, die Eckpunkte b, und ¢,



Symmetrische S-Functionen mit Nebenpunkt. 505

an der Stelle 0 und der Knotenpunkt ¢, an der Stelle -}- 1 liegen.
Andererseits betrachten wir die Funection:
2=, (z—1)"
Sy = l—l.v’.w“ ?
wo fiir die Factoren des Nenners die Hauptwerthe zu nehmen sind,
insbesondere den dadurch fir die Halbebene 3 erklirten Zweig S;*

dass z—% und (z— 1) fiir z = r¥¥* =% die Hauptwerthe annehmen

sollen. Wie man sich leicht iiberzeugt, bildet der Zweig Sy* die Halb-
ebene P so auf das soeben in seiner Lage normirte Kreisbogendreieck

des Uebergangsfalles ab, dass den Punkten z =0, oo, 1, '3— bez. die

Punkte @, = o0, b, =0, ¢, =0, d, =1 entsprechen. Wir erhalten
daher als Resultat in Riicksicht auf den Satz 9 S. 493:

34. Das Kreisbogendreieck des Uebergangsfalles entspricht der
Differentialgleichung des Uebergangsfalles.

Was nun den Fall 1T betrifft, so unterscheidet sich hier die An-
wendung der zweiten Methode von der soeben geschilderten nur darin,
dass jetzt die nicht zertheilte Ecke des Zweiecks entweder die Ecke g, oder
die Ecke b; der aus dem Zweieck abgeleiteten Kreisbogendreiecke mit
Knotenpunkt bilden kann, dass andererseits bei jeder dieser Mdglich-
keiten sich stets eine und nur eine Schaar ergiebt. Die Figuren 19a, b

S

Fig. 19a. Fig. 19b.

fiir das Beispiel A =y = 7:—, v =0 erlintern diese Verhilinisse zur

Geniige. (Die Figur 19a entspricht der Figur 18c¢, wihrend die
Figuren 18a,b keine Analoga finden.) Das Kreisbogendreieck des
Uebergangsfalles wird hier in Uebereinstimmung mit Satz 8 durch das
Kreisbogendreieck ohne Knotenpunkt mit den Winkeln iz, yz, (v D)=
gegeben (Fig. 14, 8. 501).

35. Ist der kleinste Exponent v gleich O, so erhalien wir wieder
zwei Schaaren von Kreisbogendreiecken mit Knotenpunkt. -

Die erste ist dadurch charakierisirt, dass die Ecken b, und ¢,
threr Kreisbogendreiecke zusammengefallen sind, dass ferner bei Fort-
setzung des FEinschuittes der Knotenpunkt dy die Seite a\b, inmerlich
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oder die Ecke b, erreicht und dann der Bereich unter Abschniirung eines
Zweiecks (u < 1) oder einer Kreisfliche (u>1) ein zweites Grenzdreieck
mit den Winkeln Az, |u— 1|z, va liefert.

Die zweite ist dadurch charakterisirt, dass die Ecken a, und c,
threr Kreisbogendreiecke zusammengefallen sind, dass ferner bei Fort-
setzung des Einschnittes der Knotenpunkt d, die Seite a,b, innerlich
oder die Ecke a, erreicht und dann der Bereich wumter Abschwiirung
eines Zweiecks (A<<1) oder einer Kreisfliche (A>1) ein zweites Grenz-
dreieck mit den Winkeln |A — 1|z, pmw, vx lefert.

Zusammenfassend gewinnen wir als Schlussresultat der §§ 7 und 8.

36. Wir erhalten fir gegebene Exponenten 4, p,v (mit der Be-
dingung 4 > u >v) alle Kreisbogendreiecke mit einfachem Knotenpunkt
und den Winkeln A=, ux, vee, wenn wir auf jedes der drei ersten
Grenzdreiecke, die durch die Exponententripel 4 + 1, u, v; 4, p -+ 1, v;
Ay, v+ 1 bestimmit sind, dem Satze 30 entsprechend die erste Methode
anwenden, in soweit sie ausfihrbar ist, ausserdem woch, falls der Aus-
nahmefall vorliegt, auf das Zweieck mit den Winkeln A=m den Sditzen
33 und 35 entsprechend die zweite Methode.

§ 9.

Construction der Kreisbogendreiecke mit einfachem Kmnotenpunkt, zwei
reellen und einem rein imaginiren oder einem reellen und zwei
rein imaginiren Winkeln,

Es seien zwei Exponenten, etwa A und u, reell, der dritte v =v"4,
rein imaginidr. Es kommt allein die erste Methode zur Construction
der entsprechenden Kreisbogendreiecke mit einfachem Knotenpunkt zur
Anwendung. Dieselbe ist in ganz analoger Weise auszufiihren, wie im § 7.

Als erstes Grenzdreieck, von dem wir auszugehen haben, ist noth-
wendig entweder das Kreisbogendreieck ohne Knotenpunkt mit den
Winkeln (A4 1)z, pz, v"#m¢ oder dasjenige mit den Winkeln iz,

(w+1)m, " =i za wihlen. Den Sitzen 30 und 31 des § 7 entsprechend
gelten hier folgende Sitze:



Symmetrische S-Functionen mit Nebenpunkt. 507

31. Im ersten Grenzdreieck mit den Winkeln Az, (w41)=, v’
ldasst sich nach der ersten Methode iiber die Ecke b, hinaus als Ein-
schwitt in den Bereich hinein:

sowohl die Seite a,b; wie ¢, b, fortsctzen, wenn p > 0 ist
(Fig. 20 und 21 s. S. 506),
nur die Seite a;by, wenn p==0 ist (Fig. 22 s. 8. 506).

38a. Istin dem ersten Grenzdreieck mit den Winkeln An, (u-1)=,
v'mwi die Seite a,b, diber b, als Einschnitt in den Bereich hinein ver-
langert, so erreicht der Knotenpunkt d, bei Forisetzung des Finschnitles
schliesslich entweder die Seite a,c, innerlich oder die Ecke a,, und der
Bereich liefert unter Abschniirung eines Zweiecks (<< 1) oder einer Kreis-
fldche (A2>1) ein zweites Grenzdreieck mit den Winkeln |4 — 1|z, u,
v'mi. (Fig. 20 und 22.)

38b. Istin dem ersten Grenzdreieck mit den Winkeln Az, (uw-+1)x,
v’ i die Seite ¢, b, wber b, als Einschnitt in den Bereich hinein ver-
lingert, so erreicht der Knotenpunkt d, bei Fortsetzung des Einschnittes
schliesslich entweder die Seite a,b, innerlich oder die Ecke b,, und der
Bereich liefert unter Abschniirung eines Zweiecks (w << 1) oder einer
Kreisfliche (uw 2> 1) ein zweites Grenzdreieck mit den Winkeln A,
| — 1|z, v"=i. (Fig. 21.)

Auf das erste Grenzdreieck mit den Winkeln (A4 1)z, uz, v" %<
tibertragen sich die Sitze 37 und 38a, b, wenn man in ihnen die Be-
zeichnungen @, und b,, sowie 4 und g mit einander vertauscht. —

Es seien zwei Exponenten rein imaginir, der dritte reell. Wenn
der Ausnahmefall vorliegt, d. h. wenn der reelle Exponent, etwa v,
gleich O ist und die rein imaginéren Exponenten, 1”4 und u”¢, einander
gleich sind, so giebt es iiberhaupt nur ein einziges,
hierher gehdriges Kreisbogendreieck und zwar das-
jenige ohne Knotenpunkt mit den Winkeln 1"xz4,
w'ni, = (Fig. 23, vgl. § 5, Nr.II, C). Dieser Fall
sei im Folgenden ausgeschlossen.

Die rein imaginiren Exponenten seien jetzt mit
u’% und 2"¢, der reelle Exponent mit A bezeichnet.
Bs kommt wieder allein die erste Methode zur Con-
struction der entsprechenden Kreisbogendreiecke mit
Knotenpunkt in Anwendung; auch ist sie wieder in
ganz entsprechender Weise auszufithren, wie im § 7. Als erstes Grenz-
dreieck, von dem wir auszogehen haben, ist nothwendig das Kreis-
bogendreieck ohne Knotenpunkt mit den Winkeln (44-1)=, p” =4, v"xi
zu wihlen. Es gelten folgende Sitze:

39. Im ersten Grenzdreieck mit den Winkeln (- 1)m, p"xi, v'%i
liisst sich nach der ersten Methode wber die Ecke a, hinaus als Fin-
schwitt in den Bereich himein:
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sowohl die Seite b, a, wie die Seite ¢, a, fortsetzen, wenn 2 >0
ist (Beispiel III der Tafel),
nur die Seite ¢, a,, wenn 4 =0 und p” > v" ist, (Fig. 24)
nur die Seite b, a,, wenn 4 =0 und p" < v” ist.
40. Ist in dem gemamnien ersien Grenzdreieck die Seite ¢, a, tiber
a, als FEinschwitt in den Bercich hinein ver-
lingert, so erreicht der Knotenpunkti d; be
Fortsetzung des Einschuitles schliesslich entweder
die Seite a,b, innerlich oder die Ecke a,, und
der Bereich liefert unter Abschniirung eines Zwei-
ecks (A < 1) oder einer Kreisfliche (A > 1) ein
zweites Grenzdreieck mit den Winkeln |A—1|x,
w'ni, v mi.
Ein entsprechender Satz ergiebt sich, wenn wir im letzten Satze
die Bezeichnungen b, und ¢,, sowie g” und »” mit einander vertauschen.

§ 10.

Construction der Kreisbogendreiecke mit einfachem Knotenpunkt und
drei rein imagindren Winkeln.

Es seien alle drei Exponenten rein imagindr; es mdge A" > u” > v"
gelten. Zur Construction der entsprechenden Kreisbogendreiecke mit
Knotenpunkt kommt allein die dritte Methode gemiss Nr. Il im §6
in Anwendung. Aus den entsprechenden Betrachtungen des § 5 (8. 495)

insbesondere den Sitzen 23, 24 und 27 daselbst folgt zundchst:
41. Stets dann und nur

dann lassen sich fir drei vor-
gegebene rein imagindre Expo-
nenten 4 iy @' 4, v"'i Kreishogen~
dreiecke mit einfachem Knoten-
punkt construiren, wenn
V>

ist. Der Knotenpunkt d, kann
in emem solchen Dreieck nur
auf der Seite byc, gelegen sein.

Die dritte Constructions-
methode besteht nun im Fol-

Fig. 2. genden:

Wir zeichnen zunichst drei concentrische Kreise K, K,, K, so-
dass K, und K, den Winkel 1"zs, K, und K; den Winkel p"” x4 mit
einander bilden®). Die Kreise K; und K, bilden dann den Winkel

*) In Betrefl der Definition des imaginiiren Winkels vgl. Habilitationsschrift,
Satz 32, pag. [41]).

—

R
o~ X x Iy
<
\Nﬁ
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(A’—u"ymi mit einander. REine beliecbige durch den gemeinsamen
Mittelpunkt gehende Gerade moge die Kreise bez. in den Punkten
L, L*; M,M*; N, N%* schneiden. (Fig. 25, s. 8.28). Die ebene
Figur fassen wir auf als eine stereographische Projection einer ent-
sprechenden Figur auf der Kugel der complexen Variablen S. Den
Punkten N, N* und dem Mittelpunkt der Kreise legen wir bez. die
Werthe 0, co, 1 bei; die Kugel ist dann vom Punkte — 1 aunf die
Tangentialebene des Punktes -}- 1 projicirt zu denken. Die den Punkten
L, M zukommenden Zahlenwerthe seien durch dieselben Buchstaben
bezeichnet.

Wir transformiren nun allein den Kreis K, durch folgende hyper-
bolische Substitution: ¢

(14) 8,=0C.8,
wo C ein reeller Parameter ist, welcher der’ Bedingung
(15) 1<c<¥

geniigen soll.

Der durch diese Transformation aus K, entstehende neue Kreis
K, bilde mit K, den Winkel 7"zi. Die Winkel der Kreise K,
und K, sowie K, und K, sind auch
nach der Transformation unverindert
A7t und p”wi.

Wenn C wvon 1 bis —%l stetig 2u-
mimmt, so wimmi der Winkel v mi
stetig von (X" —u"Ymi bis O ab.

Wir bekommen in der geschilderten
Weise demnach stets eindeutig drei
Kreise, welche gegebene Winkel 4”4,
w'mi, v xi mit einander bilden. Wie
wir aus der Figur der drei Kreise
die Kreisbogendreiecke mit einfachem
Knotenpunkt auf der Seite b, ¢, er-
halten, wird durch die ein Beispiel darstellende Figur 26 gentigend
erldutert.

42. Im Haupifalle, d. h. wenn 2" > u" 4 v" ist, sind die durch
Fortsetzung (oder Verkiirzung) des ,,Einschwitles” entstehenden Kreis-
bogendreiecke so lange von einander verschieden, bis der Knotenpunkt d,
den Kyreis K, der Seite byc, gerade einmal umlaufen hat.

Im Ausnahmefalle, d. h. wenn 4" = p” - 2" ist, sind die drei
Kreise in der von uns bevorzugten Lage concentrisch. Bei allgemeiner
Lage besteht ihre geometrische Eigenart darin, dass die zn zweien
der Kreise orthogonalen Kreise auch zum dritten orthogonal sind. Die
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durch Fortsetzung des Bogens b,d, fiber d, hinaus als Einschnitt in
den Bereich hinein entstehenden Kreisbogendreiecke mit einfachem
Knotenpunkt sind hier mit dem urspriinglichen kreisverwandt.

43. Im Ausnahmefalle erhallen wir also nur ein einziges Kreis-
bogendreieck mit einfachem Knotenpunkt (vgl. Satz 27, 8. 498).

§ 11,
Existenzsiitze der allgemeinen Function S(z, «) im Hauptfalle.

Die Betrachtungen dieses und des folgenden Paragraphen beziehen
sich zunfichst nicht speciell auf symmetrische, sondern auf allgemeine
S-Functionen. Die Exponenten 1, g, » mbgen solche vorgegebene
Werthe haben, dass der im § 3 (8. 492) definirte Hauptfall vorliegt.

Die durch Gleichung (9) (S. 431) mit einander verbundenen
Parameter » und A, lassen sich auf unendlich viele Weisen durch eine
Hiilfsgrosse « rational ausdriicken, so dass die genannte Gleichung
befriedigt ist. Wir setzen beispielsweise:

i —v)o — 212
16) Sl et
1 e?u(l4p—v)—(1 »)( —v)a-}1(1 v
(17) 'Ai — T+-2-+ u (i ) (2;}"51'(2(—’::17) yet+1(14-p-- ).

Jedem znsammengehtrigen Werthepaare #, 4, entspricht nach
den Gleichungen (16) und (17) ein bestimmter Werth & und amgekehrt
jedem Werth « ein bestimmtes Werthepaar », 4,%). Fithren wir die
den Parametern r und A4, gleichen Ausdriicke in die Differentialglei-
chung (8) (8. 491) ein, so wird ihre rechte Seite eine rationale
Funetion von .

Es sei x, ein specieller Werth des Argumentes 2 mit positivem
imagindrem Bestandtheil. Ferner seien C, C,, C, gegebene endliche
(complexe) Constante, von denen jedenfalls C; von O verschieden sein
soll. Aus der allgemeinen Theorie der Differentialgleichungen folgt
dann:

44. Giebt man dem Parameter o irgend einen Werth a,, Sodass
der zugehorige Werth r = r, von x, verschieden ist, so existirt stets
eine und nur eine Particularlosung S,(x) der Art, dass ein Zwetg von
thr an der Néihe des Punkites x, requlir ist und fir z = x, die Glei-
chungen:

erfillt.

*) An die Stelle der Gleichung (17) kénnte auch die folgende:

1 atp(ite—2)—(tatr) GFa—n)e+i0+tatr)
ar%) A=—r+3 P e

So = 0; So,= 01» So” = 02

treten,
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Die rechte Seite der Differentialgleichung ist als Function des
Parameters ¢ betrachtet regulir in der Nihe eines jeden Punktes e,
dem ein von z verschiedener Werth » zugehort. Auf Grund dieser
Thatsache gestattet uns die allgemeine Theorie der Differentialglei-
chungen dem Satze 44 folgende Erweiterung hinzuzufiigen:

45. Wird die Particularlosung S, als Function von x und o auf-
gefasst, so ist ihr soeben definarter Zweig auch in der Nihe des Punktes
x,, &, reguldr.

Das Argument z der Function S, deuten wir analog wie in der Theorie
der s-Function auf einer (allgemein gesprochen) unendlichblittrigen
Riemann’schen Fliche. Es sei z, irgend ein zweiter, ebenso wie z,
in einem bestimmten Blatte gelegener Werth von z, der von 0, oo, 1
verschieden und kein Unendlichkeitspunkt der Function S,(z, «,) ist.
Nach der Methode der analytischen Fortsetzung im Sinne von Weier-
strass kan#nan aus dem urspriinglichen Element der Function S, (z, «),
welches nach Satz 45 fir die Umgebung des Punktes x,, ¢, erklirt
ist, mittelst einer endlichen Anzahl von Sechritten ein anderes fiir
die Umgebung der Stelle z,, «, giiltiges ableiten. Auf solche Weise
gewinnen wir als Resultat den Satz:

46. Die in den Siteen 44 und 45 definirte Particularlosung S, (z, &)
ist in der Nihe eines jeden Punkies z,, o, reguldr, wenn nur x, von
0, o0, 1 verschieden und kein Unendlichkeitspunkt der Function S,(z, e,) ist.

Statt der Particularlésung S)(z, «) konnen wir, wenn es zweck-
missig sein sollte, leicht eine andere (So (z, lx)) einfithren vermdge
der Gleichung:

; Sy
(18) (8) = T2,

wo 7, @, 6, ¢ solche endliche, von z und o unabhingige Grossen mit
der Determinante #z — @6 = 1 sein mdgen, dass 685, + 7 fir z =z,
« = o, nicht verschwindet, damit 2 = #,, & = ¢, kein Unendlichkeits-

punkt der Function (Sﬂ(x, ao)) ist. Aus den Gleichungen:

. 28t o
(SO) - GSo‘i‘ z?
N
(19) &) = (o8B o1

" S 8, —268,"2
(So) ="_(6 rlz:gofl.,)s el

folgt:
: (89), (So)5 (8o)” sind fiir 2 = z,, & = ¢, ebenfalls drei bestimmien,
endlichen Constanten gleich, von denen die mittlere wicht verschwindet.
Aus dem Umstande, dass fiir die Function (S;) dann dasselbe gilt,
was in den Satzen 45 und 46 von der Function S, ausgesagt ist,
schopfen wir die Berechtigung, ohne dass der Allgemeinheit der Unter-
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suchung Abbruch geschieht, die Constanten C, C,, C, spiter sogleich
so gewdhlt vorauszusetzen, dass noch gewisse Bedingungen erfiillt
sind, z. B. die, dass fiir eine endliche Zahl von anzugebenden Argu-
mentwerthen ein bestimmt abgegrenzter Zweig der Function Sy(z, «,)
nicht unendlich gross wird.

§ 12.
Die symmetrischen S-Functionen und ihre Kreishogendreiecke.

Wie im vorigen Paragraphen moge noch ferner der Hauptfall
vorliegen,

Wir setzen weiterhin voraus, dass keiner der Exponenten 1, g, v
ganzzahlig sei. Es sei mit Sy*(z, ) ein solcher Zweig der im vorigen
Paragraphen definirten Function S, (z, «) bezeichnet, der fiir die Halb-
ebene P erklirt und durch analytische Fortsetzung aus der nach
Satz 45 zun#chst fiir die Umgebung der Stelle 2, definirten Entwicklung
der Function gewonnen ist Wir nehmen jetzt, wie wir am Ende des
vorigen Paragraphen ankiindigten, nachtréglich an, es seien die Con-
stanten C, C,, C, so gewihlt, dass erstens keine der im Satz 5 S. 491
bestimmten Fundamentalsnbstitutionen A, B, I' fiir den Zweig S,* (z, «,)
den Unendlichkeitspunkt der Ebene der Function als Fixpunkt beSltzt
zweitens S* (z, ¢,) fiir £ = 7, nicht co wird.

Es sei jetzt , insbesondere ein solcher specieller Werth des Para-
meters ¢, dass die zugehorigen Werthe 7, und 4, reell sind und 7,
von 0, oo, 1 verschieden ist. Dann ist die Function S (z, «,) eine
symmetrische S-Function, und ihrem Zweige S *(z, &) entspricht folg-
lich ein Kreisbogendreieck mit Knotenpunkt. Der geometrischen Unter-
suchung der Kreisbogendreiecke mit Knotenpunkt entnehmen wir das
Resultat, dass fiir ¢ = @, (im Hauptfalle) entweder alle 6 Fixpunkte
der Fundamentalsubstitutionen A, B, I' verschieden sind oder drei, von
denen jede der Substitutionen einen liefert, in denselben Punkt zusam-
menfallen, die drei dibrigen aber von letzterem und von einander ver-
schieden sind. Wir kbonnen daher stets drei fiir ¢ = &, nicht zusam-
menfallende Fixpunkte auswihlen. Dieselben seien mit e¢;(e) fiir
¢ == 1,2, 3 bezeichnet.

Wiirden wir dem Parameter ¢ nur solche Werthe &, in hin-
reichender Nihe von «, geben, welche symmetrische Functionen 8y*(z, «,)
bedingen und @, von &, aus continuirlich indern, so wiirde auf Grund des
Satzes 46 auch die Begrenzung des der Function S*(z, a,) zugehbrigen
Kreisbogendreiecks sich continuirlich indern und damit anch das System
der drei Kreise, deren Bogen die Begrenzung bilden. Ist es nun
moglich, aus der Function S,*(z, ) eine andere Particularlosung

8*(z, ¢) abzuleiten, so dass die drei Kreise der Begremzung der
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S* (#, @) entsprechenden Kreisbogendreiecke fiir die verschiedenen
Werthe &, mit den fiir Sy*(z, ¢;) = §*(z, «,) sich ergebenden Kreisen
zusammenfallen? Im bejahenden Falle diirfen auch die drei Fixpunkie
fir den Zweig S*(z, ,), die fir ¢ = «, die Werthe ¢;(2,) haben,
sich mit «, nicht &ndern. Diese Bedingung ist aber gerade ausreichend,
um iberhaupt eine neue Particularlosung S (z, &) zo bestimmen und
fiir letztere folgenden Satz nachzuweisen:

47. Die Particularlosung S (z, &) mit dem Sy*(x, &) entsprechenden
Zweige S*(z, @) ist in der Nihe eines jeden Punktes x,, e, regulir,
wenn nur x, von O, co, 1 verschieden und keine Unendlichkeitsstelle
der Function 8(x, o) = So(z, ) ist.

Aus der geometrischen Theorie der Kreisbogendreiecke mit Knoten-
punkt wissen wir nun, dass es in jedem Falle tiberhaupt nur eine
endliche Zabl verschiedener Schaaren soleher Kreisbogendreiecke fiir
vorgegebene Werthe 1, u, v giebt, also auch nur eine endliche Zahl
verschiedener Systeme dreier Kreise, deren Bogen die Begrenzungen
bilden, wenn wir wieder solche Systeme nicht als verschieden betrachten,
die durch lineare Transformation in einander iibergefiihrt werden
konnen. Dass nun die drei Kreise der Begrenzung der Kreisbogen-
dreiecke, welche dem Zweige S*(z, a,) fir die verschiedenen Werthe
@, entsprechen, bei Aenderung von «, sich etwa linear transformirten,
ist deswegen ausgeschlossen, weil die drei ausgewshlten Fixpunkte un-
verdndert bleiben. Es folgt daher, was wir wiinschten:

48. Die zu S*(z, o)) fir die verschiedenen Werthe e, in hin-
reichender Nihe von «, gehorenden Kreisbogendreiecke mit Knotenpunki
konnen sich nothwendig nur darin unterscheiden, dass ihr Einschniti
mehr oder weniger verlingert oder zusammengezogen ist.

Da nun nach dem Satze 47 der Zweig S*(z, @) auch in der
Nihe des Punktes z = 7, @ = &, regulir ist, so folgt:

49. Der Knotenpunkt d,, d. h. der Werth S*(r, &), ist eine in
der Nihe von e, regqulire Function von .

Hieraus ergiebt sich folgendes Endresultat:

50. Lassen wir & von &, aus sich continuirlich so dndern, dass
der entsprechende Nebenpunkt r, ohne gleich 0, oo, 1 zu werden, nur
solche Werthe o, annimmt, welche symmetrische Functionen 8%*(x, o)
bedingen, so indern die der Function S*(z, a,) entsprechenden Kreis-
bogendreiecke ihre Begrenzung einzig und allein dadwrch, dass ihr Ein-
schwitt sich continuirlich fortsetzt oder zusammenzieht.

Wir behalten jetzt keine andere einschrinkende Annahme bei als
die, dass der Hauptfall vorliege und keiner der (reellen oder rein
imagingren) Exponenten 1, u, v ganzzahlig sei. Das Endergebniss der

Mathematische Annalen. LI. 33
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vorstchenden Betrachtungen findet dann seinen Ausdruck in der
folgenden Umkehrung des Satzes 50, die indess keines neuen Beweises
bedarf, da jedem Kreisbogendreieck ein und nur ein Werth «, ent-
spricht:

51. Wenn wir ausgehend von einem beliebigen Kreisbogendreieck
mit eimfachem Knotenpunkt den Einschnitt desselben comtinuirlich ver-
limgern oder ausammenziehen, so wandert dementsprechend der Neben-
punkt r continuirlich in dem beziiglichen Intervall der Aze des Reellen.

Auf Grund der Thatsache, dass die Anwendung der in den §§ 7—10
entwickelten Methoden uns alle Kreisbogendreiecke mit Knotenpunkt
fiir gegebene Exponenten A, u, v liefert, konnen wir hinzufiigen:

52. Gelangen wir hierbei zu einem ersten oder zweiten Grenzdreieck,
so erreicht der Nebewpunkt r nothwendig einen der singuliren Punkie
0,00, 1 und zwar z. B. den Punkt 1, wenn der Kuotenpunkt d, in
den Eckpunkt ¢, oder in den Punkt c*, den zweiten Schnittpunkt der
Seiten ¢,a, und ¢, by, iibergeht.

Unsere bisherige Untersuchung lisst sich nun leicht auf den Fall
tibertragen, dass einer oder mehrere der Exponenten ganszzahlig sind,
wihrend nach wie vor der Hauptfall vorliegt. Wir wollen auof die
geringen Modificationen, welche die Betrachtungen dieses Paragraphen
hierbei zu erleiden haben, nicht niher eingehen. Als Resultat ergiebt
sich, dass die Sitze 51 und 52 auch bei Zulassung ganzzabliger Ex-
ponenten unverinderte Giiltigkeit behalten.

Ein weiterer Schritt wird dann der sein, dass wir unsere Unter-
suchung auch auf den Ausnahmefall zu iibertragen unternehmen. Sind
im Ausnahmefall alle drei Exponenten rein imagindr oder zwei rein
imaginéir, der dritte reell, so giebt es ja iiberhaupt nur ein einziges
hierher gehoriges Kreisbogendreieck mit oder ohne Knotenpunkt fiir
gegebene Exponenten 4, w, », wihrend der Ausnahmefall von vorne-
herein ausgeschlossen ist, wenn nur einer der Exponenten rein imaginir,
die iibrigen reell sind. So bleibt nur der Fall dreier reeller Exponenten
noch zu betrachten iibrig. Die S-Functionen genfigen entweder einer
Differentialgleichung vom Typus 4 oder einer solchen vom Typus B
(vgl. 8. 493). Die durch die Gleichung (16) (S. 510) gegebene Sub-
stitution geht jetzt iiber in:

(16*) r = .

Ferner gilt die Formel (17), wenn der Typus A vorliegt, die Formel
(17%) (8. 510, Anm. 1), wenn der Typus B vorliegt; diese Formeln
nehmen indess die einfache Gestalt der Gleichungen (9%) und (9)
(S. 493) an. Alle fiir den Hauptfall ausgefiihrten Entwicklungen
dieses und des vorigen Paragraphen bleiben jetzt unverindert auch fiir
den Ausnahmefall giiltig, wenn wir nur die Voraussetzung hinzufiigen,



Symmetrische S-Functionen mit Nebenpunkt. 5156

dass o, von dem Werthe ¢¥%# ===£ (GL (12), 8. 492) ausgeschlossen

ist. Denn da dem Zweige S*(z, »***¥) das Kreisbogendreieck des
Uebergangsfalles entspricht, so konnen wir in diesem Falle allgemein
nicht drei von einander verschiedene Fixpunkie angeben, auch nicht
bei Zuhiilfenahme von analytischen Fortsetzungen des Zweiges

8 (=, r*%%).

Dem Satze 52 (S. 514) haben wir noch folgende Erginzung
hinzuzufiigen, von deren Richfigkeit man sich wieder leicht iiberzeugt
im Hinblick darauf, dass unsere Constructionsmethoden alle Kreisbogen-
dreiecke mit einfachem Knotenpunkt und gegebenen Exponenten 4, g, »
liefern:

52*%  Slets dann und nur dann hat der Nebenpunki v gerade den
Werth v*¥* erveicht, wenn wir bei Fortsetzung des Einschwittes in einem
Kreisbogendreieck mit Knotenpunkt zu einem in szwei Zweiecke zer-
fallenden Bereiche oder beim Zusammenszichen des Finschwittes zu
einem emzigen Zweieck gelangt sind, d. h. wenn das Kreisbogendreieck
(ebmso wie der Zweig 8*(z, as)) ausartet. An die Stelle des ausge-
arteten Bereiches tritt das Kreisbogendreieck des Uebergangsfalles; dasselbe
gehort dann zu einer Particularlosung, die eben nicht durch den be-

trachteten Grenziibergang aus der Fumction S*(x, a,) hervorgeht.

§ 13.

Das Verhalten der symmetrischen S-Functionen beim Uebergang zum
zweiten Grenzdreieck.

Wir werfen die Frage auf: Wie verhdlt sich die im § 12 (8. 512)

definirte Function S*(z, a,) des Hauptfalles oder des Ausnahmefalles,
wenn das ihr entsprechende Kreisbogendreieck durch Fortsetzung des Ein-
schnittes schliesslich in zwei Theile zerfillt, von denen einer ein Kreis-
bogendreieck ohne Knotenpunkt ist, d. h. also, kurz gesagt, beim Ueber-
gang zum zweiten Grenzdreieck?

Aus unseren geometrischen Untersuchungen ergeben sich zwei
Méglichkeiten bei diesem Grenziibergang. Die Verlingerung des Ein-
schnittes kann schliesslich einen der begrenzenden Kreisbogen innerlich
treffen oder auf eine Ecke des Bereiches stossen (vgl. z. B. Satz 31,
S. 502). Bei der ersten Moglichkeit wurde ein Zweleck ,,abgeschniirt,
wie wir sagten, und das ibrig bleibende Kreisbogendreieck obne Knoten-
punkt besass den Endwerth des Knotenpunktes als neue Ecke, bei der
zweiten Moglichkeit warde eine Kreisfliche ,abgeschniirt, ohne dass
das iibrig bleibende Kreisbogendreieck ohne Knotenpunkt eine neue
Ecke bekam. Wir wollen unsere Betrachtungen an ein specielles

33*
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Beispiel fiir die erste Moglichkeit anlehnen, jedoch ausdriicklich hervor-
heben, dass sich dieselben, wie man leicht erkennt, unmittelbar auf
jedes beliebige andere Beispiel fiir die erste oder zweite Moglichkeit
ibertragen lassen, ev. mit unwesentlichen Modificationen, welche die
Bezeichnung, nicht die Sache selbst betreffen. Um uns bestimmter
ausdriicken zu konnen, wollen wir annehmen, dass der Nebenpunkt 7
sich im Intervall von 1 bis 4 co der Axe des Reellen befindet und
nach Satz 52 (8. 514) mit dem singuliren Punkte 1 zusammenfillt,
wihrend gleichzeitig der Knotenpunkt d; desjenigen Kreisbogendreiecks,
von dem wir ausgehen, den Punkt ¢,* erreicht. Die Lage des Kreis-
bogendreiecks moge ferner in der Ebene der Function so gewihlt sein,
dass der Punkt ¢;* im Endlichen gelegen ist. Diese Annahmen be-
eintrichtigen ersichtlich die Allgemeingiiltigkeit unserer Untersuchung
nicht.

Thnen entsprechend sei als Beispiel das bereits in der Einleitung
erwihnte Kreisbogendreieck mit einfachem Knotenpunkt auf der Seite
b,¢; ausgewdhblt, das als Exponenten 4 = 1/,, p = 2%/,, v =1/, besitzt
(Fig. 2, S.482), Bei Fortsetzung des Einschnittes zerfsllt der Be-
reich schliesslich in das Zweieck ¢, ¢,* mit dem Winkel »# und das
Kreisbogendreieck a,b,¢,* mit den Winkeln iz, gz, (1—v)z, was
Figur 4 (8. 484) veranschaulicht.

Aus dem Satze 47 (8. 513) folgt zunichst:

53. Der Functionszweig S*(x, a,), welcher die Halbebene B in
bekannter Weise auf das Kreisbogendreieck der Figur 2 abbildet, geht,
wenn r gleich 1 wird, fiir jeden von 0, 0o, 1 verschiedenen Punkt z in
den Werth desjenigen Zweiges s* einer Function s fiir denselben Punkt x
iber, welcher die Halbebene B auf das Kreisbogendreieck a,b,c* ohne
Knotenpunkt in bekannter Weise abbildet.

Uns interessirt jetzt besonders das Verhalten des Zweiges S* (2, a,)
in der Umgebung des Pumktes 1 bei unserem Grenziibergang.

Es sei um den Punkt 1 der (z)-Ebene ein Kreis mit einem un-
endlich kleinen Radius ¢ beschrieben, der die Intervalle von O bis 1
und von 1 bis 4 oo der Axe des Reellen bez. in den Punkten z,, y,
schneidet. Die auf der positiven Seite der Axe des Reellen gelegene
Halfte 2,y, desselben wird durch die Grenzfunction s* unseres Beispiels
auf eine analytische Curve abgebildet, die von einem Punkte 2, des
Bogens a,¢,* zu einem Punkte y, des Bogens b,¢,* ganz innerhalb des
Kreisbogendreiecks a, b, ¢,* verlduft, d. h. ohne die Begrenzung desselben
noch an einer anderen Stelle als in den Punkten z,, y, zu treffen.
Der durch diese Curve am Punkte ¢,* abgetrennte Theil des Kreis-
bogendreiecks a, b, ¢,* ohne Knotenpunkt mdge den Unendlichkeits-
punkt der Ebene der Function nicht enthalten, was durch die Wahl
einer hinreichend kleinen Grisse ¢ stets erreicht werden kann. Wir
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denken jetzt eine Kreisfliche mit hinreichend kleinem Radius ¢ mit
ihrem Mittelpunkt lings der Curve z,y, entlang gefiihrt. Der Radius
soll so klein gew#hlt sein, dass die Kreisfliche bei ihrer Bewegung
von der den Punkt ¢ * enthaltenden Hilfte des Bogens y, ¢,* nicht
geschnitten wird.

Man kann jetzt auf Grund der Sitze 52 (8.514) und 47 (8. 513)
eine positive Grosse g, die < ¢ ist, so angeben, dass fiir jede den
Ungleichungen 0 < ¢ < &, geniigende Grosse ¢ erstens der dem Neben-
punkt 7 = 1 - & entsprechende Knotenpunkt &, der den Punkt ¢*
enthaltenden Hilfte des Bogens ¥, ¢,* angehort, zweitens die dem Para-
meter 7==1-¢ entsprechende Function §*(z, «,) den Halbkreis z,y,
in der (z)-Ebene auf eine Curve abbildet, die von einem Punkte des
Bogens a,¢, zu einem Punkte des Bogens b, d, geht und ganz innerhalb
des soeben vom Kreise mit dem Radius 6 beschriebenen Flichenstreifens
liegt. Ups kommt es darauf an zu erkennen, dass diese Curve dann
nicht in den Bereich des in der Grenze abgeschniirten Zweiecks ¢, ¢ *
bineintritt. Denn dies kdnnte nur stattfinden, wenn sie die den Punkt
¢;* enthaltende Hilfte des Bogens y,¢,* erreichte oder tberschritte,
was indess nicht moglich ist, da dieses Bogenstiick ganz ausserhalb
des Flichenstreifens liegt.

54. Dieses Zweieck wird daher durch die inverse Function z (8%)
sein Abbild nothwendig innerhalb der durch den Halbkreis mit dem
Radius ¢ abgetrennten Umgebung des singuliiren Pumktes 1 in der
Halbebene P finden fiir alle Werthe des Nebenpunkies r =1 -4 &, wo
& den Ungleichungen 0 < & < &, gendigt,

Da wir es aber in der Hand bhaben, die Grosse ¢ gegen O con-
vergiren zu lassen und damit die durch den Kreis mit dem Radins ¢
abgetrennte Umgebung des Punktes 1 beliebig zusammenzuziehen, ohne
dass der soeben ausgesprochene Satz seine Giiltigkeit verliert, so ge-
winnen wir das tiberraschende Resultat:

55. Die Abbilder aller Pumkte des durch den Kreisbogen d, ci*
abgeschnitienen Zweiecks nihern sich dem singuliren Punkte 1 der
Halbebene B um so mehr, je weiter v in den Grenzwerth 1 dibergeht
und fallen in der Grenze simmilich mit dem Punkte 1 selbst zusammen.

In diesem eigenartigen Satze haben wir das interessanteste Er-
gebniss der vorliegenden Arbeit zu erblicken. In ihm erkennen wir
jetzt auch die Berechtigung unserer Ausdrucksweise, von unserem
urspriinglichen Kreisbogendreieck mit Knotenpunkt habe sich bei dem
zweiten Grenziibergang ein Zweieck ,,abgeschniirt, da das Kreisbogen-
dreieck ohne Knotenpunkt der in der Grenze allein in Betracht
kommende Theil des zerfallenden Bereiches ist.

Analytisch konnen wir das Ergebniss unserer Untersuchung all-
gemein folgendermassen aussprechen:



518 FrigpricE SCHILLING.

56. Die Function S*(z, ;) wimmt einen wohlbestimmien Grenz-

werth fiir limr =1 -4 ¢ an, wenn x gleichzeitig gegen einen von 1
&=0

verschiedenen Werth convergirt, wird dagegen unbestimmt (d. h. es lassen
sich je mach der Art des Grenziiberganges verschiedene Grenzwerthe
erreichen), wenn x gleichzeitig gegen 1 convergirt.

Die Grenzfunction stimmt fiir alle Werthe 2, die von 1 verschieden
sind, wie wir bereits oben anfijhrten, mif derjenigen Function s*
iiberein, welche die Halbebene §3 in bekannter Weise aunf das zweite
Grenzdreieck abbildet. Sie besitzt im Punkt 2 =1, um uns einer
Ausdrucksweise Riemann’s zu bedienen, eine ,,hebbare Unstetigkeitsstellets.
Die Unbestimmtheit der Grenzfunction im Punkt # = 1 wollen wir
jetzt durch die willkiirliche Festsetzung beseitigen , dass diese Function
fir € =1 und r =14 0 denjenigen Grenzwerth annehmen soll, den
die Function s* fiir x = 1 besitet. In diesem Sinne soll es daher auch
verstanden sein, wenn wir jetzt kurz ohne Einschrinkung sagen:

51. Fir r=1-40 geht die Function S*(z, a,) in diejenige
Function s* diber, welche die Halbebene P in bekannter Weise auf das
zweite Grenzdreieck abbildet.

Dass analoge Betrachtungen auch in dem im § 4 behandelten
speciellen Fall A=g=»=0 gelten, will ich hier nur eben erwihnen.

§ 14.

Ueberblick iiber alle Kreisbogendreiecke mit Knotenpunkt fiir beliebig
vorgegebene Exponenter 1, g, ».

Die in den Sitzen 51, 52 (S. 514) und 52% (S. 515) ausge-
sprochenen Resultate setzen uns in den Stand, jetzt (abgesehen von
den Kreisbogendreiecken des speciellen Falles A =p=2=0, § 4,
S. 493, sowie denjenigen des Uebergangsfalles) alle fiir vorgegebene
Exponenten 4, g, » zu construirenden Kreisbogendreiecke mit einfachem
Knotenpunkt und ihre Grenzdreiecke, ohne die drei Kreise ihrer Be-
grenzung zu #ndern, in derjemigen Ordnung an einander zu reihen,
in der sie auf einander folgen, wenn der Nebenpunkt » den Sitzen
19—27 des §5 (S. 497{.) entsprechend den zuldssigen Theil der Axe
des Reellen continuirlich durchliuft.

Eine wesentliche Ergénzung der genannten Sitze des § 5 ist im
Folgenden darin zu erblicken, dass wir jetzt auch anzugeben vermogen,
in welcher Reihe die einzelnen Grenzdreiecke hierbei auf einander folgen.

Wir stiitzen uns auf nachstehende allgemeinen Sitze:

58. Abgesehen von den Kreisbogendréiecken des speciellen Falles,
denjenigen mit dret rein imagindren Winkeln sowie denjenigen des Ucber-
gangsfalles besitzt jedes Kreishogendreieck mit Knotenpunkt wenigstens
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ein erstes oder ein zweites Grenzdreieck, wenn es wicht sogar beide
besitat. .
50. Jedes Grenzdreieck vermitielt den Uebergang ewtweder zwischen
solchen zwei Schaaren von Kreisbogendreiecken, bei welchen der Knoten-
punkt auf verschiedenen der Seiten a,b,, b,¢,, c,a, liegt, oder zwischen
2wei verschiedenen Schaaren, bei welchen er auf derselben Seite liegt.
Zu den schematischen Figuren dieses Paragraphen schicke ich
sogleich folgende Erklirung voraus. Sie stellen den lings der Axe
des Reellen gefiihrten Querschnitt der zweiblittrigen Riemann’schen
Fliche (bez. der zwei einzelnen Blitter) dar, auf der wir nach § 3
(8. 492 und 493) im Hauptfall (bez. im Auvsnahmefall) den Para-
meter » deuten. Anstatt mit 0, oo, 1 bezeichnen wir indess zweck-
missig, wie zu Anfang dieser Arbeit, die singuliren Stellen mit @, b, ¢
und verlegen den Punkt b ins Endliche. Die Lage etwa vorkommender
Verzweigungspunkte #* und 7** oder eines Doppelpunktes 7%* ist gleich-
falls angedeutet. Die stark ausgezogenen Theile der Axe des Reellen
geben das Gebiet an, in dem der Parameter r liegen muss, um eine
symmetrische S-Function zu bedingen, An jeder der singuliren Stellen
a, b, ¢ ist durch einen kleinen Kreis bez. Stern angegeben, ob sich
ein erstes bez. zweites Grenzdreieck ergiebt, wenn der Parameter #
in diese Stelle hineinriickt; endlich sind auch noch die Exponenten-
tripel angegeben, die zu den Grenzdreiecken gehéren. Die romischen
Ziffern geben an, nach welcher Methode die Kreisbogendreiecke der
betreffenden Schaar zu construiren sind. -
60. So viele romische Ziffern die Figuren zeigen, so viele verschiedene
Schaaren von Kreisbogendreiecken gicbt es in den einzelnen Fillen, —
Auch den Beispielen der Figurentafel dieser Arbeit sind solche
schematische Figuren vorangestellt, Die arabischen Ziffern in denselben
an den Stellen a, b, ¢ oder innerhalb der Intervalle deuten fiir die mit
gleicher Ziffer versehenen Kreishogendreiecke die Lage des Parameters » an.
Die folgenden Betrachtungen sind denen des § 5 (8. 497f.) ent-
sprechend.
A. Es scien alle drei Exponenten A, g, v reell (vgl. Satz 36, 8. 506).
Wir setzen 4 > u > v voraus und unterscheiden, wie friiher:
I den Hauptfall:
“) A<p-to,
Bi>p+v,
II. den Ausnahmefall:
@) i=p+v,v>0,
B) Ai=p>0, =0,
IIl. den speciellen Fall A=y =9 ==0. Dieser besondere
Verhiltnisse darbietende Fall ist im § 4 (S. 493) erledigt.
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Ad. I, . Hier gilt Fig.27%). Es giebt stets 6 Grenzdreiecke,
welche in der durch folgende Exponententripel angegebenen Reihe
eykliseh auf einander folgen:

]'1—1},!‘;'”5 A u,v+1; 4, “"’“”» v; A1, 4, v5 4, 4, (v —1 13 A ut1,v.

I ('til 1 I € 5,
. I~ uv Auiv-Ti 7 A sty
L I I
Loy A p0,vel Aty

Ad. I, 8. Je nachdem kein Exponent oder einer oder zwei ver-

schwinden, gilt bez. eine der Figuren 28a), b), ¢).
Die fiir verschwindende Exponenten zum Theil zusammenfallenden

a_ . c 7t
I yl-Nay I Auvid I Apudv
o~ >
a) r < o
el v A 4\ V-7 Aiu-l,v-
a X e-r¥¥ 8
Z g2ty I e T pandy.
b) 4\ I )- Auizv C Pt g
(2. . T Ly
a‘Z Lpv cer®* I
R Tuy z
C) 7 7 J»Z.;c/tv *GJ—'AL Lopuev-o
A+l vy N

Fig. 28. ~
sechs Grenzdreiecke folgen jetzt in der durch nachstehende Exponenten-
tripel angegebenen Reihe cyklich auf einander:
[A—1{,u,v; 4,p,v+1; 4,u, [v—1{; A+1,p,v5 4, |p—1|, v5 R, u+-1,0.
Ad. II, e. Es gilt Fig. 29. " Die Kreisbogendreiecke des einen
bez. anderen Blattes entsprechen

a c * P
T g tictiuy I Auv? I, T Aty
4

z T
A2 RS Aol T A1y

Fig, 20.
der Differentialgleichung vom Typus 4 bez der vom Typus B (vgl.
S.493). Ersteren gehoren die Grenzdreiecke an:

Lv+lLvi|A—1],pv; 4, p 041,
d. h. zwei erste und ein zweites Grenzdreieck, letzteren die Grenzdreiecke:
Alw—1|,v; 441, g, v; 2, p, v — 1],
d. h zwei zweite und ein erstes Grenzdreieck.
*) Je ein Beispiel fiir diesen Fall 1, &, wie fiir die Fille 1,8 und II, & giebt

die von mir gezeichnete Tafel der nachgelassenen Arbeit Ritters: Ueber die hyper-
geometrische Function mit einem Nebenpunkt, Math. Annalen Bd. 48, p. 1—36, (1896).
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Ad. II, 8. Es gilt Fig. 30. Das dem Werth 7*** =1 ent-
sprechende Kreisbogendreieck ohne Knotenpunkt mit den Exponenten
A, u, 1 entspricht dem Uebergangsfalle. Es gehoren ferner den Kreis-

a Cern b
I (Tav p/4 I W AY
7 @lﬁf:y . A=pL>0,v=0
FRIATRY Aty
Fig, 30.

bogendreieck des einen Blattes der Differentialgleichung vom Typus 4
entsprechend die Grenzdreiecke:
l!y‘_l_ 17'"; M'_liy u,v,
denen des anderen Blattes der Differentialgleichungen vom Typus B
entsprechend die Grenzdreiecke:
Aylw—1v; 44 1,p,v,
d. h. jedesmal ein erstes und ein zweites Grenzdreieck an.
Das Beispiel mit den Exponenten 4 = u = 1/,, v == 0 giebt die
Tafel dieser Arbeit unter Nr. L
B. Es scien die Exponenten % und u reell mit der Bedingung
A >u, der Exponent v rein imaginér (vgl. § 9, S. 506f.). Es liegt
nur der Hauptfall vor. Je nachdem keiner der Exponenten i, g oder
einer oder zwel verschwinden, gilt bez. die Figur 31a), b), ¢).

A3 * '3
a - r (4 r
I Rl dv*y 4 7 2ot iv®
a) »
I I M0
IR IC LE R pl, v’
a e b-r
y Aeluive Ty oo ceee
b) 7 ) Alzpiv ( A0, 10
N} 1_[‘“ v i =
a-r*? b- *
- 7~ P 7
PP St S <o
c) 7 zI!/?,,u,zv Lrpwvl Roptrp

Fig. 31a), b}, ¢).

Die fiir verschwindende Exponenten zum Theil zusammenfallenden
vier Grenzdreiecke folgen jetzt in der durch nachstehende Exponenten-
tripel gegebenen Reihe cyklisch aufeinander:

A4 1,p,00" |A—1], 8, 0" 4, p+ 1, 4275 4, Ju— 1], i0”.

Das Beispiel mit den Exponenten 1 = %, o= —;~, V'] == ;:— log 3
giebt die Tafel unter Nr. 1L

C. Es scien zwei Exponenten rein imagindr, der dritte reell (vgl
§ 9, S. 507f.). Wir unterscheiden:

1. den Hauptfall. Die Exponenten seien 4, ip”, iv”, u”>v".

II. den Ausnahmefall. Die Exponenten seien ¢12"=ig", v=0.
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Ad. 1. Je nachdem A2>0 oder 2=0 ist, gilt Fig. 32a) oder 32b).
Die im speciellen Falle 4 =0 identischen Grenzdreiecke haben
die Exponententripel: 4 4 1, ¢u”, ¢2” und |A—1/|, ip", 20"

rt _ a_ ™ ¢ )
4L A R
a) 1t D o
z ;F‘L’;ﬂ,. Ty PP b
e YAMI T v 1 )
b) ( I ) Aousv”
Fig, 32a), b).

Das Beispiel mit den Exponenten A== -é— Y= % log8,v"i= % log2
giebt die Tafel unter Nr. ITL

Ad. II. Esgilt Fig, 33. Es giebt nur ein einziges Kreisbogendreieck,
namlich nur fiir den Uebergangsfall, und zwar ein solches ohne Knoten-
punkt mit den Exponenten 4" = ig”, v =0 (Fig. 23, S. 507).

R O AR ven) i’
Fig. 33.

D. Es scien alle drei Exponenten rein imagindr und A"> u’>v"
(vgl. § 10, 8.508f.). Wir unterscheiden:

1. den Hauptfall 2" > p” 4 2"

II. den Ausnahmefall 2" = p” J 2",
Grenzdreiecke giebt es nicht.

Ad. 1. Es gilt Fig. 34 (vgl. Fig. 26, 8. 509).

L 4 »¥
_________ A S SN N 1 AU
______ 1 G
¥ LI
Fig 34.

a ¢ r &

Fig. 33.
dreieck mit Knotenpunkt und zwar fiir # = 7***, also nur ein solches
fiir den Uebergangsfall.
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