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Ueber Kreisbogendreiecke und Kreisbogenvierecke.
Von

A. Scaonruies in Gottingen,

§ 1
Einleitende Definitionen und Festsetzungen.

Die folgenden Sitze iiber Kreisbogendreiecke und Kreisbogen-
vierecke kniipfen an diejenigen Betrachtungen an, die ich kiirzlich
iiber geradlinige Polygone in diesen Annalen verdffentlicht habe*).
Bei der dort zu Grunde gelegten Auffassung ist unter einem Kreis-
bogenpolygon ein einfach zusammenhiéngendes, von Kreisbogen be-
grenztes Flichenstlick zu verstehen. Die Seiten kénnen mehr als eine
volle Peripherie betragen, und in den Ecken kdnnen Windungspunkte
beliebig hoher Ordnung liegen; dagegen will ich “annehmen, dass
im Innern Windungspunkte nicht enthalten sind, Kreisverwandte
Polygone gelten fiir die hier vorliegenden Zwecke nicht als verschieden.
Der Unendlichkeitspunkt der Ebene, dem bei den geradlinigen Poly-
gonen eine Ausnahmestellung zukam, ist daher bei den allgemeinen
Polygonen nicht als Punkt besonderer Art zu betrachten; jeder Punkt
der Ebene kann durch kreisverwandte Transformation in’s Unendliche
geworfen werden.

Die Aufgabe, um die es sich hier handelt, besteht darin, die
. Gesammtheit aller existirenden Kreisbogendreiecke und Kreisbogen-

-vierecke so aufzuzihlen, dass man sie morphologisch beherrscht. Fiir
die Kreisbogendreiecke ist dies bereits ausgefithrt worden. Hier ist
zuerst die Arbeit des Herrn Klein®**) iiber die Nullstellen der hyper-
geometrischen Reihe zu nennen, ferner eine demnichst erscheinende
Arbeit von Hrn. Schilling***). Ich muss mich jedoch auch meiner-

¥ Bd. 42, S, 377.
**) Diese Annalen, Bd. 37, S. 573.
*#*) Vergl. die demniichst in diesen Annalen erscheinende Abhandlung: Zur
Theorie der Schwarz’schen s-Funection.
Man vgl, auch die im XX. Band der Abhandlungen der Sachs. Ges. d. Wiss.
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seits nochmals mit Kreishogendreiecken befassen, zumal noch einige
Punkte der Erledigung bediirfen, und ich iiberdies bei den Erorterungen
iiber Kreisbogenvierecke von den Resultaten iiber Kreisbogendreiecke
Gebrauch zu machen habe. . -

Eine Seite, die mehr als eine volle Peripherie umspannt, nenne
ich umlaufend; wenn sie mehrere volle Peripherieen enthélt, so soll
sie mehrfach wmlaufend heissen. Die Winkel des Polygons bezeichne
ich wieder durch Az und setze ‘

Am=2wx -+ Vm; 0<A <2,

so das8 w die Ordnung des Windungspunktes angiebt; A’z heisse
wieder der Winkelrest. Je nachdem A < 1 oder 4’ > 1 ist, ist der
Winkel concav oder convex.

Fiir Kreisbogenpolygone bieten Winkel von der Grosse 0, =, 2zx.. .
keine Besonderheit dar. Es ist aber zu beachten, dass-ein Winkel
von der Grosse = bald als concaver, bald als convexer Winkel aufzu-
fassen ist. Ist ndmlich BAC ein beliebiger convexer Winkel eines
geradlinigen Polygons, so treten die Verlingerungen von B4 und CA
itber A hinaus stets in das Innere des Polygons ein, wihrend dies fiir
concave Winkel nicht der Fall ist. Dies soll als Criterium auch fur
Kreisbogenwinkel gelten; der im Punkt 4 an der Seite A B liegende
Winkel ist concav oder convex, jenachdem die Verlingerung von BA
iiber 4 hinaus in das Aeussere (Fig. 1) *) oder in das Innere (Fig. 2)

Fig. 1.

des Polygons eintritt. Ich bemerke noch, dass in Fig.1 der an der
Seite C.4 liegende Winkel CAB convex, in Fig. 2 jedoch concav-
ist. Der Winkel hat also fiir seine beiden Schenkel entgegengesetzten
Charakter.

«

erschienene Study'sche Abhandlung: Sphérische Trigonowetrie, orthogonale Sub-
stitutionen und elliptische Functionen. Der Study’sche Dreiecksbegriff deckt sich
jedoch nicht mit dem hier benutzten, Herr Study versteht unter einem Dreieck
drei Winkelzahlen und drei Seitenmzahlen, die durch irgend drei grosste Kreise
einer Kugel bestimmt werden, wihrend der Begriff dér einfach zusammenhiingenden
Dreiecksfliiche fiir ihn tiberhaupt nicht in Frage kommt,

*) Das Polygoniunere ist durch Schraffirung kenntlich gemacht.
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§ 2
Reductions- und Erweiterungsprocesse.

Es ist zweckmissig, sich fiir die systematische Aufzihlung aller
Kreisbogenpolygone solcher Reductionsprocesse und Erweiterungspro-
cesse zu bedienen, wie ich sie a. a. O. bei der Untersuchung der
geradlinigen Polygone benutzt habe. lch habe dort mit zwei Processen
operirt, die ein Polygon durch Tilgung von Vollebenen oder Halb-
ebenen auf ein anderes zuriickfiihrten, das die némlichen Eckpunkte,
die niimlichen Winkelreste und die némlichen Seitenrichtungen besass,
wie das urspriingliche. Der erste Process bestand in der Ausschaltung
einer Vollebene; er besteht in der gleichen Weise fiir beliebige Kreis-
bogenpolygone und vermindert die Windungspunkte des Polygons um
zwei. Der zweite bestand in der Abtrennung einer Halbebene; er
tilgt einen Windungspunkt und einen Seitenumlauf und geht fiir be-
liebige Kreisbogenpolygone in die dusschaltung einer Kreisscheibe tber.
Ich bemerke, dass die Kreisscheibe sowohl das vom Kreis eingeschlossene,
als auch das durch ihn ausgeschlossene Stiick der Ebene bedeuten kann.
Hierzu kommt fiir Kreisbogenpolygone noch ein dritter Process, der
zwei Seitenumliufe tilgt, und den ich als Ausschallung eines Kreis-
ringes bezeichne. Alle diese Processe sind von Herrn Klein ein-
gefihrt und in seinen Vorlesungen wiederholentlich benutzt worden.
Es empfiehlt sich, sie an einigen einfachen Beispielen klarzustellen.

Es sei (Fig. 8) ABCD ein Kreisbogenviereck, und ¢ eine in ihm
verlaufende Diagonale AC. Man lege das Viereck
ABCD auf eine Vollebene, und schneide die Voll-
ebene und das Viereck lings ¢ auf; alsdann hefte
man die tibereinander liegenden Stiicke beider Flichen
tiber Krouz zusammen. Dadurch entsteht ein einfach <
zusammenhingendes Viereck ABCD, das in A und
C je einen Windungspunkt besitzt. Wir sagen, dass
dieses Viereck aus dem urspriinglichen durch Ein- D
schaltung einer Vollebene hervorgeht, ebenso kann ¥ig. &
man umgekehrt durch Ausschaltung der Vollebene zu dem urspriing-
lichen Viereck zurtickgelangen.

Es sei zweitens (Fig.4) 4 BCD ein Viereck, in welchem der Punkt
A innerbalb derjenigen durch BC bestimmten Kreis-
scheibe s liegt, die das Innere des Vierecks ausmacht;
ferner sei ¢ eine von 4 nach BC verlaufende Trans-
versale, die innerhalb des Vierecks und zugleich
innerhalb von s bleibe. Wir legen nun das Viereck
auf eine zu s congruente Kreisscheibe s, schneiden
beide Flichen wieder lings ¢ auf und heften ihre
Theile tiber Kreuz zusammen, so ist jetzt ein Viereck 4 BC'D entstanden,

Fig. 4,
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¢ N
das in A einen Windungspunkt besitzt, und dessen Seite BC um-
laufend geworden ist. Dieses Viereck betrachten wir als erzeugt durch
Einschaltung einer Kreisscheibe; umgekehrt geht man von ihm durch
Ausschaltung einer Kreisscheibe zu dem urspriinglichen Viereck zurick.

Es sei drittens (Fig.5) ABCD ein Viereck von der Art, dass
der durch A B bestimmte Kreis s den durch CD bestimmten Kreis u
einschliesst, und es sei wieder ¢ irgend eine
Transversale des Vierecks, die von einem Punkte
der Seite 4B nach einem Punkt der Seite CD
liuft. Die beiden Kreise s und # bestimmen
einen Kreisring; ihn lege man auf einen con-
gruenten Kreisring, und schneide diesen sowie
das Viereck ABCD lings ¢ auf; alsdann hefte
man beide Flichentheile wieder tiber Kreuz zu-

Fig. 5. sammen, so entsteht ein einfach zusammen-

hingendes Viereck, das die Fliche ABCD

doppelt bedeckt und in AB und CD zwei umlaufende Seiten besitzt,

Dieses Viereck geht aus dem urspriinglichen durch Einschaltung eines

Kreisringes hervor; von ihm steigt man durch Ausschaltung des Kreis-
ringes zu dem urspriinglichen herab,

Fiir geradlinige Polygone wird dieser letzte Process augenscheinlich
illusorisch.

Die drei genannten Reductionsprocesse sind dadurch charakterisirt,
dass der erste zwei Windungspunkte tilgt, der zweite einen Windungs-
punkt und einen Seitepumlauf, der dritte zwei Seitenumliufe. Man
kann beweisen, dass sie die einzigen Processe sind, die die Ecken, die
Winkelreste und die Sestenrichtungen unverindert lassen. Ich unterlasse
es, dies weiter auszufithren, weil die Reductionsprocesse fiir die morpho-
logische Structur eines Polygons an sich keine wesentliche Bedentung
haben (vgl. § 8); sie sind ja pur Hilfsmittel, deren wir uns bedienen,
um uns die Aufzihlung der Polygone zu erleichtern, und wir kdnnen
uns daher einfach auf den Standpunkt stellen, dass wir andere Processe,
die die Winkelreste unveréindert lassen, nicht ndthig haben,

Zu ihnen kommt noch ein Reductionsprocess anderer Art, néimlich
ein solcher, der zwar die Ecken, aber nicht die Winkelreste unver-
ndert ldsst. Es ist derjenige, den Herr Klein a. a. O. ausfiihrlich
erdrtert hat. Er bestebt in der Abtrennung einer Kreisscheibe lings
einer Polygonselte er vermindert die an ihren Endpunkten liegenden
Winkel um je # und ersetzt die Seite selbst durch ibr Complement.
Der umgekehrte Process besteht in der Anhdngung einer Kreisscheibe.
Dieser Process ist nur fiir solche Seiten zulissig, die nicht um-
laufend sind.

Ich bemerke noch, dass zwei Transversalen, lings deren eine
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Vollebene, oder eine Kreisscheibe
werden sollen, sich nicht schneiden
Sétze, die ich fiir geradlinige Polygone abgeleitet habe. *)

Ein Kreis_bogeDI{OIygon, das ReductionsProcesse zulisst, soll wieder
reducirbar heissen; im andern Fall heisst eg reducirt. **)

» oder ein Kreisring eingeschaltet
dtirfen. Hier bestehen die nimlichen

§ 3.
Einige Hilfssiitze,

Ist AB eine Polygonseite, so kann lings AB sowohl das Innere,
'les das Aeussere des du'rch A B bestimmten Kreises s das Polygon-
innere a,usm_achen. Es ist aber klar, dass wir durch kreisverwandte
Transformation das Polygon & so in ein Polygon &’ tiberfithren kénnen,
dass lings A'B’ die Polygonfliche innerhalb des durch 4’'B’ be-
stimmten Kreises s' liegh. Wir setven fost, dass dies fiir alle im
Folgenden zu betrachtenden wmlaufenden Seiten erfullt ist.

Sei jetzt (Fig. 6, 8. 111) AB = ¢ eine nicht umlaufende Seite
eines Kreisbogenpolygons ® und es seien die an ihren Endpunkten
liegenden Winkel beide convex, Wir betrachten die Gesammtheit aller
Kreishogen ¢’, die durch 4 und B gehen und im Innern des durch
AB bestimmten Kreises s liegen. Diejenigen von ihnen, die nahe bei
¢ verlaufen, liegen sicher mit allen ihren Punkten innerhalb des Poly-
gons. Nun sind zwei Fille moglich; die genannten Kreisbogen ¢’
bleiben néimlich entweder alle innerhalb des Polygons oder diese Eigen-
schaft kommt nur einem Theil von ihnen zu. Im ersten Fall lisst
sich von ® die durch 4B begrenzte Kreisscheibe abtrennen, und das
Polygon ist reducirbar. Im zweiten Fall giebt es unter den Kreisen ¢’
nothwendig einen bestimmten ersten Kreis, der nicht mehr ganz inner-
halb des Polygons liegt; es ist derjenige Kreis, der die Polygoncontour
zuerst erreicht, und den wir daher den Grenskreis nennen. Wir be-
zeichnen ihn durch %.s.

Aehnliche Verhiltnisse liegen vor, wenn A B eine umlaufende
Seite ist. Nach der oben getroffenen Festsetzung ist das Innere des
durch AB bestimmten Kreises s zugleich das Innere des Polygons.
Wir betrachten jetzt (Fig. 9, S. 113) die Kreise s’, die AB im Punkte
A von innen beriithren; sie treten bei A in das Polygoninnere ein und
endigen in dem unter A liegenden Punkt 4’ der Seitf; AB, qer von
A um eine volle Peripherie entfernt ist. Diejenigen dieser Kreise, die
nahe bei s verlaufen, liegen sicher innerhalb des Polygons. Andrerseits

*) Vgl a. a. 0. 8. 387 ff. . .
**) Dgr hier eingefiihrte Begriff eines reducirten Polygons deckt sich nicht

ganz mit demjenigen, den Herr Klein a. a. O. benutzt.
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kénnen nicht alle diese Kreise s’ dem Polygoninnern angehtren; denn
ein geschlossener Linienzug, der in zwei unter einander liegenden
Punkten 4 und A’ endigt und im Innern verlduft, kann nicht auf
einen Punkt zusammengezogen werden, und zugleich dauernd im Innern
verbleiben. Wir gelangen damit wieder zu dem Resultat, dass unter
den Kreisen s’ nothwendig ein Gremekress existirt, der die Polygomn-
contour zuerst erreicht. Wir bezeichnen ihn durch %,.

Der Grenzkreis wird entweder einen Eckpunkt des Polygons ent-
halten, oder er beriihrt eine Polygonseite. Im ersten Fall nennen wir
ihn einen Diagondlkreis, im zweiten einen ZTangentialkreis (Fig. 11,
8. 116). Liegt z. B. ein Viereck ABCD vor, so wird der Kreis %,
entweder die Seite CD bertihren, oder aber er geht durch einen der
beiden Eckpunkte C und D. Geht er durch C, so soll er ein eigent-
. licher Diagonalkreis heissen, wenn er dagegen durch den auf 4
folgenden Punkt D hindurchziebt, so soll er wuneigentlicher Diagoncl-
kreis heissen.

Es ist zu beachten, dass der Grenzkreis im besondern eine ganze
Polygonseite enthalten kann; dies ist z. B. der Fall, wenn 4D und
AB den Winkel Null einschliessen, und D ein convexer Winkel ist.
Alsdann enthélt der Kreis doch den Punkt D und ist als uneigent-
licher Diagonalkreis anzusehen. Ebenso gilt er immer dann als eigent-
licher Diagonalkreis, wenn er den Punkt C enthilt.

Es ist unmittelbar ersichtlich, dass wenn der Grenzkreis %, oder
kqp ein Diagonalkreis ist, an dem von ihm getroffenen Eckpunkt ein
convexer Winkel liegt.

§ 4.
Kreisbogendreiecke ohne umlaufende Seiten.

Herr Klein hat a. a. O. gezeigt, dass man fiir jedes beliebige
Dreieck eine arithmetische Reduction vornehmen kann, die einer
geometrischen Erzeugung des Dreiecks aus gewissen einfachen Dreiecks-
typen fquivalent ist; er hat ferner auf Grund functionentheoretischer
Betrachtungen geschlossen, dass zu drei beliebigen Winkelzahlen o 8 3
auch stets ein Kreisbogendreieck gehdrt. Ich halte es fiir niitzlich,
diese Resultate auch geometrisch-abzuleiten. Ich werde also zeigen,
dass erstens jedes existirende Dreieck aus einem reducirten Dreiecle
durch Erweiterungsprocesse ableitbar ist, und dass sweitens su aller
Winkeltripeln o By auch wirklich Dreiecke gehiren.™*)

Ich theile die Untersuchung in zwei Theile und betrachte zuerst
Dreiecke ohne umlaufende Seiten. Von ihnen gilt der Satz:

Jedes Drejeck ohne umlaufende Seiten, das zwei comvexe Winkel
enthdlt, ist reducirbar.

*) Vgl. hierzu die in der Einleitung genannte Schilling’sche Arbeit.
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Es seien (Fig.6) 4 und B die convexen Winkel, so fasse man
die das Innere des Dreiecks durchziehenden Kreise ¢’ in’s Auge, die
* durch 4 und B gehen. Giebt es unter ihnen
einen Grenzkreis nicht, so ist die durch 4B be-
stimmte Kreisscheibe abtrennbar. Ist dies nicht
der Fall, so geht der Grenzkreis %,; nothwendig
durch C und es ist C ein convexer Winkel. Ich
behaupte, dass in diesem Fall die durch AC be-
stimmte Kreisscheibe # abtrennbar ist. Aus dem
vorstehenden folgt, dass dies immer dann zutrifft,
wenn der Punkt B ausserhalb dieser Kreisscheibe
liegt. Der kleinste Werth, den & annehmen kann,
ist @« = 1; alsdann beriibrt der Kreis AC den Kreis AB in 4 von
innen und B liegt daher sicher ausserhalb u. Lassen wir jetzt o
wachsen, wihrend wir 4 und C festhalten, so behilt der Kreis u die
genannte Eigenschaft, bis AC mit dem Grenzkreis k, zusammenfillt,
und wenn o noch weiter wichst, so tritt B in das Innere des Kreises
% ein. Dies ist aber doch nur scheinbar der Fall; denn jetzt liegen B
und « in verschiedenen Blittern, es liegt also wirklich B ausserhalb
des Gebietes, das von der durch u begrenzten einfachen Kreisscheibe
erfiillt wird, Damit ist die obige Behauptung bewiesen. Es folgt noch:

Jedes Dreieck ohne wmlaufende Seiten geht aus einem analogen
reducirten Dreieck durch Anhéingung von Kreisscheiben hervor.

Wir haben nun zweitens zu fragen, fiir welche Werthe von
o, B, y reducirte Dreiecke ohne umlaufende Seiten existiren. Wir
konnen jedes derartige Dreieck so in ein kreisverwandtes verwandeln,
dass die drei Eckpunkte in beliebige Punkte der Ebene fallen; wir
dirfen daher die Eckpunkte beliebig wihlen. A und B seien die
beiden concaven Winkel. Wir nehmen {iberdies zunichst an, dass sie
beide spitz sind, so handelt es sich genauer um die Frage, fiir welche
Werthe von y reducirte Dreiecke
der betrachteten Art existiren, Wir
zeichnen (Fig. 7) zwei beliebige
Kreise, die sich von aussen be-
rithren, so kdnnen wir einen Kreis
beschreiben, der den einen von
ihnen unter dem Winkel e x, den
andern unter dem Winkel, f=
schneidet; diese Kreise bestimmen
also bereits ein Dreieck 4 BC, in
dem o und B vorgeschriebene Werthe haben, wihrend y = 0 ist. Die
drei Dreiecksseiten seien a, b, ¢. .

Nun ersetzen wir die Seite 4B == ¢ durch einen auf der inneren

Fig. 6.

Fig. 7.
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Seite von AB verlaufenden Kreisbogen ¢’, der mit ¢ in 4 und B den
Winkel @ bestimmt, und zeichnen sodann zwei Kreisbogen BC = a’
und AC =b’ so dass die Winkel (b'¢’) = ax und (¢’a’) = = sind,
so bestimmen @', ¥, ¢’ ein Dreieck dessen Winkel ax, =, 20x sind.
Hiermit kénnen wir fortfahren, bis der Kreis ¢’ durch C geht. Sobald
nimlich ¢’ den Punkt C erreicht oder iiberschreitet, so entsteht ein
Dreieck A BC von verindertem morphologischen Charakter; es kann
nur dann ein einfach zusammenhingendes Flichenstiick reprisentiren,
wenn man ihm in 4 und B Windungspunkte beilegt.

Die vorstehenden Schliisse bleiben ohne Weiteres in Kraft, wenn
wir von einem Dreieck ausgehen, dessen Winkel A und B beide stumpf
sind, wie es in Fig. 8 dargestellt
ist. Dasselbe gilt fiir Dreiecke, in
denen der eine Winkel spitz, der
andere stumpf ist; wir haben zu
diesem Zweck die beiden sich von
aussen beriihrenden Kreise durch
- Kreise mit innerer Beriihrung zu
ersetzen.

Man sieht leicht, dass, wenn der
Kreis ¢’ durch C geht, in allen
Fillen die Relation

20 =14+a-4f
besteht, und daraus folgt, dass reducirte Dreiecke ohne umlaufende

Seiten, und mit concaven Winkeln 4 und B stets und nur fiir solche
Werthe p existiren, fiir die

y<l+oa+p
ist; d. h. .
Reducirte Dreiecke ohne umlaufende Seite und mit Winkeln
0<ae<l, 0KFLI
existiren fiir jeden Werth
0<y<1l+a+4p<3

y—ae—pf <1
Die Formel zeigt, dass wenn « -+ 8 > 1 ist, bei C zuletzt ein
Windungspunkt entsteht, wie dies auch aus dem geometrischen Process
unmittelbar hervorgeht.
Hat einer der beiden Winkel « und § den Werth Null, so ist
y < 14 B, es ist daher y nothwendig kleiner als 2.

Fig. 8.

d. h. fiir
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§ 5.
Die Kreisbogendreiecke mit umlaufender Seite.

Es sei jetzt (Fig. 9)*) ABC ein Dreieck, in dem die Seite 4B
umlaufend ist; andere Voraussetzungen iiber die Art der Seiten und
Winkel machen wir nicht. Zur Seite AB ge-
hort ein Grenzkreis %,; dieser Kreis ist noth-
wendig ein Diagonalkreis und geht daher durch
C. Hieraus folgt bereits, dass der Winkel C
sicher convex ist. Weiter schliessen wir, dass
die Seite 4 C nicht umlaufend ist, denn sie endet
in zwei Punkten 4 und C, die in eivem und dem-
selben Blatt enthalten sind. Das Gleiche folgt
fir die Seite .BC unter Benutzung des Grenz-
kreises k;. Es folgt:

In emem Dreieck kann nur eine Seite umlaufend sein.

Wir beweisen ferner, dass sich vom Dreieck ABC stets eine
Kreisscheibe abtrennen lisst, wenn der Winkel A convex ist. Wir
haben eben gesehen, dass die Seite 4C nicht umlaufend ist; demnach
schliessen wir aus § 4, dass sich die Kreisscheibe lings AC nur dann
nicht abtrennen ldsst, wenn der Punkt B in ihrem Innern enthalten
ist. Dies trifft aber hier nicht zu; denn denkt man sich den Bogen
O A’ des Grenzkreises als Theilungslinie des Dreiecks, so zerfillt das
Dreieck in zwei einfach zusammenhingende Flichenstiicke, A'CB und
A'CA, von denen das eine den Punkt B, das andere die beziigliche
Kreisscheibe enthdlt. Wir erhalten daher:

Jedes Dreieck mit einer umlaufenden Seite geht durch Anhingung
von Kreisscheiben aus eimem Dreieck hervor, in dem die Winkel an
der umlaufenden Seite concav sind.

Wir betrachten jetzt ein Dreieck mit umlanfender Seite AB und
concaven Winkeln in 4 und B. Nun kann C an und fiir sich ein
Windungspunkt sein, Alsdann kann man aber, wie unmittelbar ein-
leuchtet, aus dem Dreieck eine Kreisscheibe ausschalten, so dass A B
einen Umlauf verliert, und der Winkel C um 2z vermindert wird **);
jedes Dreieck mit umlaufender Seite 4B kann demnach aus einem
Dreieck erzeugt werden, in dem der Winkel C kleiner als 2« ist. Ist
in diesem Dreieck die Seite 4B nicht mehr umlaufend, so ist es ein
Dreieck des § 4, ist 4B umlaufend, so reprisentirt es einen neuen
Typus reducirter Dreiecke. Weiter folgt noch, dass 4B nur einfach

Fig. 9.

*) Um anzudeuten, dass A'B in einem andern Blatt verlduft, als 44", ist
der Radius von A’B vergrossert worden.

**) Man kann dies auch durch Anbringung einer von C ausgehenden Theilungs-
linie in aller Form beweisen,

Mathematische Annalen, XLIV., 8
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umlaufend ist. Der Bogen C A’ des Grenzkreises %, schneidet nimlich
von A B ein Dreieck 4’ BC ab, in dem jetzt der Winkel A°C B concav
ist; daher kann 4’B nicht umlaufend sein. Also:

Die reducirten Dreiecke zweiter Art enthalten eine eimfach wm-
laufende Seite. Thr Gegenwinkel liegt zwischen m und 2w, dic an-
liegenden Winkel liegen zwischen 0 und 7.

Wir haben nun wieder zu zeigen, dass auch wirklich fiir jeden
Werth 1 < p» < 2 derartige Dreiecke existiren. Wir gehen wieder
von zwei sich beriihrenden Kreisen aus, die von einem dritten ge-
schnitten werden. Diese bestimmen uns (Fig. 10) ein Dreieck ABC
mit umlaufender Seite .A.B und
dem Winkel y=2. Dieses Dreieck

ist allerdings reducirbar, da ja
' y = 2 ist. Wir ersetzen nun
wieder den Kreis 4B == ¢ durch
einen ebenfalls durch 4 und B
ziehenden Kreis ¢, der lings 4B
ausserhalb des Dreiecks verlduft,
und mit 4 B den Winkel @’m be-
stimmt und construiren wie in § 4,
die Kreise ¢'=CB und b = C4,
sodass (b'¢)=anm und (¢’ a)=f=
ist, so hat das so bestimmte Dreieck
eine umlaufende Seite AB, die gleichen Winkel ez und 8w, aber es
ist y=2—2w’". Hiermit kénnen wir wieder so lange fortfahren,
bis der Kreis ¢’ = A B den Punkt C iiberstreicht, denn C tritt da-
durch in das Aeussere des Kreises ¢’ hinaus, was fir die hier be-
trachteten Dreiecke nicht zulissig ist. Fiir den so bestimmten Grenz-
werth von @’ ergiebt sich

200=1—a— 8
und daraus folgen fiir ¢ die Grenzen
14+a+8<y<<2; d b
Reducirte Dreiecke mit umlaufender Seite existiren fiir jeden Werth
ldaetB<y <2

y—e—pg>1L
Verbinden wir dies Resultat mit dem von § 4, so folgt, dass nur
fiir y — ¢ —f =1 ein Dreieck mit einer von Null verschiedenen
Fliche sich nicht einstellt; wir haben hier einen Grenzfall, den wir
jeder der beiden Dreiecksarten zurechnen konnen. Die reducirten
Dreiecke enthalten eine umlaufende Seite, oder nicht, je nachdem

y—a—f—1

Fig. 10,

d. h. fiir
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positiv oder negativ ist. Beachtet man nun, das?x bei jeder Ein-
schaltung einer Kreisscheibe, resp. bei jedem Umlauf von 4B die
Grosse
y—a—§p

um je zwei Kinheiten zunimmt, und dass Anhdngungen von Kreis-
scheiben nur lings solcher Seiten moglich sind, die nicht umlaufend
sind, so ergeben sich die von Herrn Klein a. a. O. aufgestellten Sitze
iiber die Abhingigkeit der Zahl der Umliufe von den Winkelzahlen.

Es folgt weiter, dass fir belichige Werthe der Winkel Dreiecke
wirklich existiren, und swar, wenn wir kreisverwandte Dreiecke wicht
unterscheiden, immer nur eins.

8 6.
Vierecke ohne umlaufende Seiten.

Fir die geradlinigen Vierecke besteht der Satz, dass sich jedes
von ihnen aus zwei Dreiecken zusammensetzen lisst. Durch geeignete
Zusammensetzung zweier Kreisbogendreiecke ergiebt sich zwar auch
immer ein Kreisbogenviereck, man gelangt aber auf diese Weise nicht
zu jedem Viereck.*) Dieselbe Differenz tritt fiir beliebige”geradlinige
und Kreisbogeuw -n- ecke auf; sie macht es nothwendig, dass wir bei den
allgemeinen Kreisbogenpolygonen besondere Wege einschlagen miissen.

Es sei ABCD ein Viereck ohne umlaufende Seiten, von dem
wir annehmen, dass die Winkel 4 und B beide convex sind. Es ist
wieder die Frage, ob dieses Viereck nothwendig reducirbar ist. Der
Grenzkreis k,, ist entweder Diagonalkreis oder Tangentialkreis. Ist
er Diagonalkreis, so stellt er fiir einen der beiden Punkte 4 und B
eine eigentliche Diagonale dar. Wir nehmen an, dies sei 4, so geht
kys durch C und es zerfillt das Viereck durch die Diagonale 4C in
die beiden Dreiecke A DC und ABC. Nun ist nothwendig ACB ein
convexer Winkel, vom Dreieck 4BC ist daher die durch BC be-
stimmte Kreisscheibe abtrennbar. Wir folgern:

Ein reducirtes Viereck, das einen Diagonalkreis als Grenzkreis
besitzt, existirt nicht.

Wir erhalten demgemiss drei verschiedene Typen von reducirten
Vierecken, die sich durch Zusamwmensetzung von zwei Dreiecken er-
geben, je nach der Art, wie wir die Dreiecke aneinander legen. Die
beztiglichen Winkelrelationen sind

1) 0<e<1, 0<BLE, 0<p<l, 0SO<24atpty<b, * -
2) 0<e<l, 0<B<ildaty<3, 0<y<l, 0<I<i4aty<s,
3) 0<e<], 0<IB<4, 0<y<l, 0KI<4.

* Vgl z B. S. 14 Anmerkung.
8*



116 A. ScrONFLIES,

Wir haben jStst zweitens den Fall zu betrachten, dass der Grens-
kreis %,, ein Tangentialkreis ist. Alsdann (Kig. 11) beriihrt er die
Seite C.D. Ist T der Berithrungspunkt, o
zerfallt das Viereck durch %, 5 in zwei Dreiecke
ADT ond BDT und in ein Zweieck 4B,
Da die Winkel am Punkte 7 den Werth
Null haben, so konnen die Dreiecke lings
der Seiten 4D, resp. BU reducirbar sein,

A

¢ alsdann gilt das gleiche vom Viereck selbst,
Das Viereck ist daher sicher reducirbar,
5 Wenu z. B. 0 >1 und zugleich der Winkel

5 DAT selbst noch convex ist. Man kann
aber noch weiter nachweisen, dass das Viereck
immer reducirbar ist, falls einer der Winkel

D oder O convex -ist. Man {iiberzeugt sich hiervon am einfachsten,

indem man das Viereck so in ein kreisverwandtes transformirt, dass

der Punkt 7' in’s Unendliche fillt; alsdann werden A'7" und D'IT"
parallel, und die Figur zeigt die Richtigkeit der Bebauptung un-
mittelbar. Wir schliessen:

Wenn in einem reducirten Viereck ohne umlanfende Seiten der Grens-
kreis ein Tangentiolkreis ist, so sind die beiden nicht vom Grenzkreis
getroffenen Winkel nothwendig concav.

Es fragt sich noch, bis zu welchen Werthen die convexen Winkel
A und B anwachsen kionnen, ohne dass das Viereck reducirbar wird.
Wir erhalten nach dem Vorstehenden alle besiiglichen Vierecke, wenn
wir das Zweieck 4 B so verdndern, dass wir seinen Winkel vergrossern.
Man sieht leicht, dass diese Vergrosserung zuliissig ist, bis der Kreis
AB in das Complement des Grenzkreises iibergeht; hei weiterem
Wachsen des Zweiecks wird das Viereck durch Abtrennung der durch
.4 A B bestimmten Kreisscheibe reducirbar. Mit
Ricksicht auf die ‘Schlussbemerkung von § 4
erhalten wir daher als Winkelrelation

4) 0<p <L, 0K, 1< <240 <3,
1<B<2+4+y<3.

Es ist schliesslich noch zu untersuchen, ob
es Vierecke ohne umlaufende Seiten giebt,
die nicht in zwei Dreiecke zerfallen, und nur
einen convexen Winkel an jeder Seite ent-
halten. Wir nehmen an, es sei (Fig. 12) in
dem Viereeck 4BCD A convex, so dass nothwendig B concav ist.
Jetzb fassen wir die in A berihrenden Kreise und ihren Grenzkreis
k, in’s Auge. Diese Kreise endigen zuniichst in einem Punkte der

Fig. 11.

Fig. 12,
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Seite BC, nahe bei B. Der Grenzkreis 4, kann kein Diagonalkreis
AD sein, da sonst D convex wire, was ausgeschlossen ist. Er ist
also Tangentialkreis und berithrt daher entweder CD oder BC. Be-
rihrt er CD in T, so liegt der eben erdrterte Fall vor, es ist (Fig. 11)
nothwendig der Winkel D concav und o« < 2 -- 8; ferner existirt
ein Dreieck T'BC, das einen concaven Winkel B und in 7' einen
Winkel Null enthdlt, also ist nach § 4 Schluss y < 14 8 < 2; die
Winkelrelationen stimmen daher mit denen der oben abgeleiteten
Typen 1), 2), 3) iiberein,

Beriibrt der Grenzkreis k, die Seite BC, so sei U der Berlihrungs-
punkt. Wir denken uns AU als Theilungslinie; sie zerlegt das Viereck
in ein Dreieck AB U und ein Viereck A UC D ohne umlaufende Seiten,
in dem jetzt die an der Seite A U liegenden Winkel beide convex sind.
Es folgt daher aus den obenstehenden Erdrterungen sofort, dass dieses
Viereck immer auf ein solches reducirt werden kann, in dem die
Winkel C und D beide concav sind. Als Grenze fiir 4 ergiebt sich
a < 240, es ordnen sich daher auch die hier gefundenen Vierecke
beziiglich der Winkelrelationen unter die frither gefundenen unter.

Als Resultat konnen wir den folgenden Satz aussprechen:

Jedes Viereck ohne wmlaufende Seiten kann aus eimem reducirten
Viereck durch Anhingung von Kreisscheiben erzeugt werden. Die redu-
cirten Vierecke cerfallen wiicksichilich der Winkelrelationen in die oben
angegebenen vier Typen.

§ 1.
Vierecke mit umlaufenden Seiten.

Es sei ABCD ein Viereck, in dem die Seite A B umlaufend ist.
Der Grenzkreis k, ist entweder Diagonalkreis oder Tangentialkreis. Ist
er eigentlicher Diagonalkreis, geht er also durch C, so ist ABCD
ein Viereck, das durch Zusammensetzung von zwei Dreiecken entsteht,
die lings einer nicht umlavfenden Seite an einander stossen.

Eine derartige Zusammensetzung ist auf folgende Arten mdglich.
Enthilt nur eines der beiden reducirten Dreiecke, z. B. 4 BC, eine um-
laufende Seite AB, so erhalten wir eine der drei Winkelrelationen

0<ee<? 0<B<, 1<y<8, 0£0<3
0<a<4, 0<B<], 1<p<3, 0Lo<1
0<a<2, 0<g<1, 1<y<h, 0Lo<1)

Uebrigens sind diese Vierecke, die durch Zusammensetzung von zwei
reducirten Dreiecken entstehen, keineswegs immer selber reducirt

(Vgl. § 8).

Zwei reducirte Dreiecke, von denen jedes eine umlaufende Seite
b4
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enthélt, kdnnen entweder so zusammengesetzt werden, dass die um-
laufenden Seiten nebeneinander liegen oder so, dass sie gegentiber liegen.
In beiden Fillen gelangen wir zu Vierecken, die nicht immer reducirt
sind (vgl. § 8). Die Winkelrelationen sind

0fa<<?2; 0<B<K1, 0Ko<l, 2<yp<2+a+p+0
und

0<e<l, 1K6<8, 0Ky<, 1503

im ersten Fall sind AB und AD, im zweiten AB und CD die um-
laufenden Seiten.

Es bleiben noch die Fille, in denen %, kein eigentlicher Diagonal-
kreis ist, resp. in denen ein derartiger Diagonalkreis auch fiir keine
andere umlaufende Seite existirt. Hier haben wir folgende Moglich-
keiten gesondert zu betrachten. Es konnen erstens %, und k, Tan-
gentialkreise sein, es kann einer von ihnen
ein Tangentialkreis sein, und es konnen drittens
beide Kreise uneigentliche Diagonalkreise sein.

Sind beide Kreise %k, und %, (Fig. 13)
Tangentialkreise, so liegt der Kreis CD =
ganz innerhalb des Kreises AB =s. Sina
T, und T, die Beriihrungspunkte von &, und
ky, mit CD, so folgt sofort aus § 4, dass 4.D
und B C nicht umlaufend sind, und dass sich,
weon A und D, resp. B und C beide convex
sind, das Viereck durch Abtrennung von Kreisscheiben lings A D
resp. BC reduciren lédsst.

Die Seite C D kann umlaufend sein, dann lidsst sich aber aus dem
Viereck im Allgemeinen ein Kreisring aus-
schalten; dies hort ersichtlich erst dann
auf, wenn entweder 4 B (Fig. 14) und C.D
beide einfach umlaufend sind und 4D und
BC sich zwischen s und ¢ kreuzen oder
wenn nur eine der beiden Seiten umlaufend
bleibt. Dem ersten Fall entspricht e
reducirtes Viereck mit awes einfach wmloufen-

Fig. 18,

den Gegenseiten™). °
Um die Grenzen fiir die Winkel zu be-
& Fig. 14 stimmen, transformiren wir das Viereck so

in ein kreisverwandtes, dass der Kreuzungspunkt von 4D und BC ins
Upendliche fillt. Man erkennt auf diese Weise leicht, dass

*) Dies Viereck lasst sich auf keine Weise in weniger als vier Dreiecke zer-
legen (vgl. S. 11).
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0Lae+8<1 umd 0Ly +0<1

die beziiglichen Winkelrelationen sind.

Im besondern folgt also, dass es reducirte Vierecke mit zwei um-
laufenden Seiten giebt, in denen jeder Winkel den Werth Null hat.

Ist die Seite C D nicht umlaufend, soist im Viereck A BC D nur AB
umlaufend. Alsdann knnen wir, wie wir bereits wissen, von den Winkeln
A wnd D, B und C mindestens je einen durch Reductionsprocesse
concav machen. Sind D und C concav, so kénnen A und B convex
sein; wir erhalten ein reducirtes Viereck mit emfach wmlaufender Seite,
dessen Winkel den Relationen

0144, 0KB<1+y, 0Ky<1, 001

gentigen. Ist von den Winkeln D und C einer, z. B. D convex, aber
C concav, so erhalten wir die Relationen

0<a<1, 0<p<l4yp, 0<y<I, 0S8 <1+a
und wenn schliesslich C und D beide convex sind, so folgt
0<a<l, 0KB<1, 0<y<1+48, 0<8<1+a.

Ist zweitens der Kreis k, ein Diagonalkreis, so geht er (Fig. 15)
durch D, und da 4 und D in dem némlichen Blatt liegen, so kann
AD picht umlanfend sein, Der Winkel D ist convex. Weiter folgt,
dass, wenn beide Winkel A4 und D convex sind, lings 4D eine
Kreisscheibe abgetrennt werden kann, daher kann man das Viereck
so lange reduciren, bis der Winkel 4 concav geworden ist. Der Winkel

, D kann an und fiir sich noch jede beliebige Grosse erhalten. Es ist
aber zu bemerken, dass wenn D ein Windungspunkt ist, das Viereck
im Allgemeinen durch Ausschaltung einer Kreisscheibe lings einer von
D nach 4B gehenden Transversalen reducirt werden kann, Wir
erhalten im Einzelnen folgende Vierecke:

Fig. 15. Fig. 16.

Sind zunichst (KFig. 16) %, und £, Diagonalkreiée, so sind D und C
beide convex, A4 und B concav. Wir beweisen zunichst, dass in diesem
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Fall 0D nicht umlaufend ist. Ist nimlich CD umlaufend, so kann zu~
niichst der Kreis CD=w nicht innerhalb des Kreises 4 B=ys liegen, d&
sonst einer der eben betrachteten Fille vorliegen muss, dass k, und ko
Tangentialkreise sind, Der Kreis CD =u miisste daher den Kreis A B= 5
nothwendig schneiden, und dies kdnnte nur in einem Punkt der Ver—
lingerung von A B iiber B hinaus geschehen, da eigentliches Schneidex*
ausgeschlossen ist. Wir konnen aber auch B mit D durch einex®
in B beriihrenden Kreis %*) verbinden, und es liegt C sicher ausser-
halb dieses Kreises, da sonst % ein eigentlicher Diagonalkreis wire 3
der Kreis %, schliesst daher den Kreis % vollstindig ein. Hieraus folgt,
dass der Kreis I, der durch B, Cund D geht, bei B zunichst ausser-
halb des Kreises s verlduft; er schneidet daher zwischen B und C der»
Kreis s noch einmal in L. Demnach muss auch jeder Kreis, der durclr
C und D geht, und nicht ganz inner-
halb s liegt, die Seite 4B in einema
zwischen A und B gelegenen Punk®
treffen; und damit ist bewiesen, dass die
Seite C.D nicht umlaufend ist.

Das Viereck ist stets reducirbar, so
lange einer der Punkte D resp. C ein
Windungspunkt ist. Andrerseits kann
die Seite A B, wie man leicht nachweisera
kann, und wie iiberdies Fig. 17 veran-
schaulicht, zweifach umlaufend werden.

Fig. 17.

Wir sind somit zu einem reduciriere
Viereck mit einer eventuell zweifach umlaufenden Seite gelangt, dessen
Winkel den Relationen gentigen

0<ae<l, 0L, 1Ky <2, 1KoK,

Es bleibt endlich noch der Fall zu erledigen, dass %, ein Diagonal-
kreis und k, ein Tangentialkreis ist. Die Seite CD (Fig. 13, S. 14)
verlduft jetzt nothwendig innerhalb des Kreises AB =s und kann
daher nicht umlaufend sein. Ist der Punkt C ein Windungspunkt, so
lisst sich das Viereck durch Ausschaltung einer Kreisscheibe reduciren.
Wir gelangen daher zu einem reducirten Viereck mit einfach umlaufender
Seite, dessen Winkel den Relationen gentigen

0<aL, 0<di<1l+a, 0§ﬂ<1, 1<y <2
oder
Oéaél")“a; O§&<l) 0§ﬂ<1: 1§7<2-

Die hier gefundenen Relationen sind nun aber simmtlich Special~
. fille der Relationem, die wir fiir die durch Zusammensetzung entstehen-

*) In Fig. 16 ist k, durch % zu ersetzen.
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den Vierecke gefunden haben. Wir gelangen damit zu folgendem
Schlussresultat:

Es giebt reducirte Vierecke mit einer und mit swel einfach wm-
laufenden Seiten; diese sind entweder anliegend oder gegeniiberliegend;
tiberdies giebt es eine Gattung reducirter Vierecke mit einer doppelt um-
laufenden Seite. Jedes nicht reducirte Viereck mit umlaufenden Seiten
kann aus einem reducirten Viereck -— mit oder ohne wmlaufende Seiten —
durch Erweiterungsprocesse abgeleitet werden.

§ 8.
Die Stellung der reducirten Polygone.

Bereits im Eingang dieser Arbeit wurde darauf hingewiesen, dass
wir von den Reductionsprocessen besonders deshalb Gebranch machen,
weil sie ein bequemes Hilfsmittel der Untersuchung darbieten. Es
kommt ihnen jedoch insofern eine dariiber hinaus gehende geometrische
Bedeutung zu, als sie lehren, dass Umlaufszahlen und Windungszahlen
immer sugleich um zwei Einheiten wachsen,

Betrachten wir z. B. ein Dreieck 4 BC und #ndern, wie in § 3
nur den Winkel C, indem wir 4 und B constant lassen, so erhalten
wir continuirlich alle Dreiecke, von y =0 bis y < 1 4 a 4 #; und
wenn nun p noch weiter wachsen soll, so treten in 4 und B gleich-
zeitig Windungspunkte auf, d. h. es wichst « und 8 sprungweise um
je 2. Ebenso ist ersichtlich, dass wenn wir p festhalten, und « und g
zugleich wachsen lassen, ein Wachsthum von ¢ um 2 nothwendig ein
gleichzeitiges Wachsthum von B um 2 bewirkt. Denken wir uns
andrerseits, dass, die Seite BC und gleichzeitig der Winkel 4 eines
Dreiecks sich vergrossert, wihrend die tibrigen Winkel constant bleiben,
so wird, sobald die Seite um einen vollen Umlauf zugenommen hat,
sich der Winkel gerade um 2= vergrossert haben. Betrachten wir
endlich wieder das Viereck ABCD, das wir in § 2 benutzten, um
die Einhdingung eines Kreisringes zu erldutern, so konnen wir das
Viereck mit den beiden umlaufenden Seiten 4 B und CD auch dadurch
erzeugen, dass wir unter Festhaltung der Winkel die Seiten 4B und
C D stetig wachsen lassen, bis beide um je ‘einen vollen Umlaunf zu-
genommen haben.

Neben den Polygonen mit umlaufenden Seiten, die wir uns aus
den reducirten Polygonen durch Einhéingung von Kreisscheiben und
Kreisringen erzeugt dachten, sind wir auf Polygone gestossen, die
umlaufende Seiten enthalten, und einen Reductionsprocess nicht zulassen.
Wir wollen versuchen, ob wir von einem hdheren Gesichtspunkte beide
Arten von Polygonen einheitlich auffassen konnen. Man denke sich
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z. B. (Fig. 18) ein Viereck ABCD. Wir vari'iren jetzt, indem wir
die Fckpunkte festhalten, die Seiten, wie es in § 4 geschehen ist,
Dabei tritt zum Unterschied von den Dreiecken
<4 die Thatsache auf, dass wenn die Winkel 4, B
und C constant bleiben, auch der vierte Winke]
seinen Werth behilt*). Diese Variation kdnnen
wir fortsetzen, bis die ins Innere hinein sich aus-
breitenden Bogen 4D und B(Czusammentreffen, und
€ iiber einander hinweggehen. Alsdann stellen die
Fig. 18. vier einfachen Kreisbogen AB, BC, CD, DA nicht
mehr ein einfach zusammenhingendes Vicreck mit den Winkeln «, 8, 3, ¢
vor; wir erhalten eine einfach zusammenhingende Fldche mit den ge-
gebenen Winkeln nur so, indem wir analog wie in § 3 beim Dreieck
ABC, in zwei benachbarten Punkten, z. B. 4 und D Windungspunkte
annehmen oder indem wir die Seiten A B und CD als einfach um-
laufende Seiten betrachten. Wann das eine und das andere zutrifft,
hingt davon ab, ob die Kreise A B und CD einander einschliessen oder
nicht, Das zuletzt erhaltene Viereck ist dasjenige, das wir in § 7 als
reducirtes Viereck abgeleitet haben. Wir konnen aber auch diese
Vierecke in gewissem Sinn als reducirbar betrachten, wenn wir Vier-
ecke mit negativen Flichentheilen zulassen**); rechnen wir das zwischen
den beiden Seiten 4D und BC liegende Stiick negativ, so entsteht
aus dem so bestimmten Viereck 4 BCD dasjenige, das in 4 und D
Windungspunkte hat, durch Einhingung einer Vollebene lings 4D,
das andere dagegen durch Einhingung eines Kreisringes. Umgekehrt
sind diese Vierecke jetzt reducirbar und gestatten die Ausschaltung
einer Vollebene, resp. eines Kreisringes, wodurch sie in die Vierecke
tibergehen, die Fig. 19 und 20 darstellen.

D [+
Fig. 20,

Analog konnen wir die reducirten Dreiecke mit umlaufender Seite
deuten; auch sie werden reducirbar, wenn wir Dreiecke mit negativen

*) Dies gilt allgemein fiir Polygone von gerader Seitenzahl.
*¥) Diese naheliegende Begriffshestimmung findet sich in analoger Form bei
Herrn Poincaré; vgl, Acta math. Bd, 1, S, 18.
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Flichentheilen zulassen. So entsteht aus dem Dreieck der Fig. 21,
indem wir das zwischen den Kreisbogen liegende Gebiet als negativ

A
Fig. 21 Fig., 22,

betrachten, das Dreieck der Fig. 22 durch Einschaltung einer Kreis-
scheibe und umgekehrt, und wir kdnnen daher in diesem Sinne alle
Dreiecke mit umlaufenden Seiten aly redueirbar betrachten.

Ein wesentlicher Unterschied zwischen diesem Dreieck und einem
andern reducirten Dreieck ohne umlanfende Seite ist allerdings vor-
handen. In einem gewdhnlichen reducirten Dreieck ohne umlaufende
Seiten kann jede Seite durch Einschaltung von Kreisscheiben umlaufend
gemacht werden; in einem Dreieck mit negativen Flédchentheilen ist
dies jedoch nur fiir diejenige Seite der Fall, die dem negativen Winkel
gegeniiberliegt; fiir die andern sind die allgemeinen morphologischen
Bedingungen, die hierfiir nothig sind, nicht erfilll. Um dies zu
ermitteln , hat man natiirlich das Dreieck zun#chst in ein Dreieck mit
durchaus positivem Gebiet zu verwandeln.

Achnliche Verhiltnisse liegen nun bei allen reducirten Vierecken
vor, die umlaufende Seiten enthalten. Wir haben bereits darauf hin-
gewiesen, dass die in § 7 abgeleiteten Vierecke mit umlanfenden Seiten,
die sich durch Zusammensetzung von zwei Dreiecken ergeben, nicht
immer reducirt sind. Sie werden sogar bei beliebiger Zeichnung im
Allgemeinen reducirbar ausfallen; will man ein reducirtes Viereck
erhalten, so bedarf es bereits besonderer Aufmerksamkeit, und durch
stetige Variation der Seiten gehen, wie oben, auch diese Vierecke
wieder in reducirbare tiber. In Folge dessen empfiehlt es sich auch
hier, diese Vierecke durch Vierecke ohne umlaufende Seiten, und mit
negativen Gebietstheilen zu ersetzen.

Wir konnen von dieser Auffassung noch nach einer anderen
Richtung Nutzen ziehen. Wir wollen zeigen, wie sich im Anschluss
hieran die in § 7 abgeleiteten reducirten Vierecke mit umlaufenden
Seiten durch eine sehr einfache Ueberlegung ergeben. In einem be-
liebigen Viereck 4 B C.D konnen wir — wir setzen die morphologischen
Bedingungen als erfilllt voraus — folgende Einschaltungsprocesse vor-
nehmen. Wir konnen einerseits Transversalen ziehen, die von C oder
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von C und D nach AB laufen und lings derselben Kreisscheiben ein-
schalten, alsdann sind andere Transversalen morphologisch aus-
geschlossen. Wir konnen zweitens zwei Transversalen nach zwei ver-
schiedenen Seiten ziehen; wir konnen einerseits 4B und BC mit D
verbinden, andrerseits 4B mit C oder D und CD mit 4 oder B,
und wiederum Einhingungen ‘von Kreisscheiben vornehmen; ist dies
geschehen , so sind wiederum weitere Transversalen unzuldssig. Endlich
konnen wir auch zwischen 4B und CD einen Kreisring einschalten ;
und es sind auch damit weitere Einschaltungsprocesse unmoglich ge-
macht. Dies sind aber dieselben Moglichkeiten fiir die Seitenumléufe,
der reducirten Vierecke, die wir in § 7 abgeleitet haben; und in der That
ist ersichtlich, dass sich die in § 7 beschriebenen Polygontypen ergeben,
wenn wir die Gestalt des Viereckes A BCD unter Festhaltung der
Winkel so variirem, dass es negative Flichentheile erhilt, so dass erst
durch die genannten Einschaltungsprocesse ein Viereck mit durchaus
positivem Gebiet entsteht. Jedem dieser Einschaltungsprocesse entspricht
daher einer der in § T abgeleiteten Viereckstypen mit umlaufenden Seitere 5
man kann daher die beziiglichen Vierecke ohme Weiteres aufstellen, wernr
die beziiglichen Einschaltungsprocesse bekannt sind. Wann diese Ein-
schaltungsprocesse morphologisch mdglich sind, hiéngt einerseits von
den Winkeln, andrerseits von der Lage der nimlichen Hilfskreise ein
Viereck ab, die wir oben als Grenzkreise bezeichnet haben.

In dieser Hinsicht sind alsdann die Resultate des § 7 in dem Sinne
zu deuten, dass gerade sie uns die Bedingungen liefern, die fiir die
morphologische Zuliissigkeit der Einschaltungstransversalen bestehen.

Es ist klar, dass diese Bemerkungen fiir beliebige Kreisbogen-
polygone Geltung behalten und damit eine Methode liefern, die fir die
Aufstellung aller reducirten Polygontypen angewandt werden kann.

Gottingen, Anfang August 1893.




	Ueber Kreisbogendreiecke und Kreisbogenvierecke  

