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Vorwort

Das Ziel dieses Buchs ist, die Theorie der bindren quadratischen For-
men, die im letzten Jahrhundert in ihren algebraischen Aspekten von
GauB und in ihren analytischen Aspekten von Dirichlet entwickelt wurde,
darzustellen. Diese Theorie, die frither zur normalen Ausbildung in der
Mathematik gehdrte, wird heute den Studenten oft nur als Beispiel fiir
die moderne algebraische Zahlentheorie, analytische Zahlentheorie oder
Klassenkdrpertheorie prisentiert. Da sie aber eine groSe Schinheit be-
"sitzt und auBerdem elementar zugdnglich ist, halte ich es fiir zweck-
mifiger, sie umgekehrt als Einfilihrung in die genannten Gebiete zu be-
nutzen, die ja historisch aus ihr hervorgegangen sind.

Da das Buch eine Einfiihrung sein soll, sind die Voraussetzngen mi-~
nimal gehalten, und zwar:

- aus der Algebra die Grundbegriffe iiber Gruppen und Ringe und der
Struktursatz fir endlich erzeugte abelsche Gruppen;

- aus der komplexen Funktionentheorie eigentlich nur die Begriffe
"holomorphe Funktion", "meromorphe Funktion", "Residuum” und "ana-
lytische Fortsetzung" (der Cauchysche Integralsatz wird nie benutzt);

- aus der Zahlentheorie etwa der Inhalt einer elementaren einsemestri-
gen Vorlesung, insbesondere Kongruenzen, Legendre-Symbol, quadrati-
sche Reziprozitdt.

Das Buch basiert auf Vorlesungen in Bonn (SS 1975) und Harvard

(WS 1977) und ist als Vorldufer eines umfassenderen Buches auf Englisch
gedacht. Hanspeter Kraft, David Kramer und Winfried Kohnen, die Teile
des Manuskripts gelesen und ausfilhrlich kommentiert haben, mdchte ich
hier herzlich danken; vor allem gilt mein Dank Silke Suter fiir ihre
Unterstiitzung bei dem ganzen Unternehmen und fiir ihre Hilfe bei sprach-
lichen und darstellerischen Schwierigkeiten.

Konventionen und Bezeichnungen: Wir bezeichnen mit Z, W, ¢, R, C

die Mengen der ganzen, natlirlichen (also strikt positiven ganzen),
rationalen, reellen und komplexen Zahlen. Die Kardinalit#dt einer Menge
C wird mit |IC! oder #C bezeichnet. Fiir x€R ist ([x] die grégte

ganze Zahl n < xXx. Sind £ und g Funktionen einer Ver#nderlichen x,
h ]
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“ die nach a strebt (hdufig a = O oder =), so bedeuten die Symbole _:Sm_ﬁm<mnmm033mm
£f =0(g), £f =o0(g) bzw. f ~ g, dag fiir x - a das Verhdltnis

i f(x)/g(x) beschrinkt bleibt, nach O strebt bzw. nach 1 strebt.
Die n-te Formel von §m.wird innerhalb des Paragraphen als (n), in
anderen Paragraphen als (m.n) zitiert.
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Teil I. Dirichletsche Reihen

§1 Dirichletsche Reihen: analytische Theorie

Wir wollen in diesem und dem ndchsten Paragraphen die elementarsten
Eigenschaften von Dirichletschen Reihen angeben, die in der analyti-~
schen Zahlentheorie eine so grundlegende Rolle spielen wie die Po-
tenzreihen in der Funktionentheorie.
In der Theorie der Potenzreihen nimmt man die Potenzfunktionen

ZzZ - Nn (n€EN) als die zugrundeliegenden Funktionen und versucht, be-
liebige Funktionen als unendliche Linearkombinationen dieser spezi-
ellen Funktionen darzustellen. Bei Dirichletschen Reihen nehmen wir
statt dessen die Exponentialfunktionen z - mlyu (A€IR) als Bausteine;

da aber IR nicht abzdhlbar ist, miissen wir uns auf eine Folge
. -2z

. n
| {z>e " hew
wir annehmen, dasB

Ummnﬁhm5wm5~£ovmw »s Hmmwwmwmwwmwmwnas<05 mm:mn

(1) A < A < ee. A oo,

SchlieBlich bemerken wir, daB es sich in der Theorie der Dirichlet-
schen Reihen eingebiirgert hat, die komplexe Verinderliche mit s
(statt wie in der Funktionentheorie mit 2z) und ihren Real- bzw. Ima-
gindrteil mit o bzw. t (statt mit x bzw. y) zu bezeichnen. Wir
haben also die folgende

R F ~ Definition: Eine Dirichletsche Reihe ist eine Reihe

(2) I ae ™, T A

n=1
wobei die »5 reelle Zahlen sind, die (1) geniigen, die mb belie-
bige komplexe Zahlen sind, und s = o + it eine komplexe Zahl ist.

Beispiel 1: yb = n. Das ist sicherlich die naheliegendste Wahl fiir
die Folge (1), fiihrt aber zu keiner neuen Theorie, weil die Substi-




tution z = e ° die Reihe (2) in die Gestalt Mmbnu bringt, so das
die Theorie der Dirichletschen Reihen in diesem Fall identisch ist

mit der gewdhnlichen Funktionentheorie.

Beispiel 2: »b = log n. Mit dieser Wahl der Exponentenmenge liBt sich
die Reihe (2) schoner schreiben als

(3) J a n %,

Dieser Fall ist der fiir die analytische Zahlentheorie relevante. Eine
Relhe der Gestalt (3) heiBt gewdhmliche Dirichletsche Reihe.

Wann und wo konvergiert eine Dirichletsche Reihe? Fiir Potenz-

" wissen wir, daB es eine nichtnegative reelle Zahl R

n

reihen Ja z
gibt (Konvergenzradius), so das anu fiir alle z mit |z| < R
und fir kein 2z mit |zl > R konvergiert (wobei man R = O oder
R = «» setzt fiir Reihen, die nirgendwo bzw. iliberall konvergieren).

Flir den Fall »n = n des ersten Beispiels 148t sich dieses Ergebnis

mit Hilfe der dort angegebenen Transformation .z = e™® sofort auf
die Verdnderliche s {bertragen; mit gy = log(1/R) finden wir dann
ndmlich, da8 die Reihe (2) fir alle s mit o > o und fiir kein s

[o]
0 konvergiert (wihrend man ilbber das Verhalten auf der Ge-

raden g = Ot die dem Konvergenzkreis [z| = R der Potenzreihe
entspricht, allgemein nichts aussagen kann). Wir werden jetzt sehen,
daB dieses Beispiel fiir das Konvergenzverhalten von Dirichletschen
Reihen typisch ist.

mit o s g

SATZ 1: Ist die Rethe (2) filr s = s 0 konvergent, so konvergiert gie auch fir

alle 8 mit Re(s) > wmﬁmov ¢, und zwar gleichmiBig auf kompakten Mengen. Somit

existiert eine reelle Zahl gy 80 daB die Reithe (2) fiur alle s mit o > % kon—
vergiert und filr alle s mit o < 9, divergiert (falls (2) iiberall konver-
gent bzw. divergent ist, setzen wir ¢

dem Gebiet o > 9 durch

o gleich ~« bzw. ). Die in

o -A_s
T:. mﬁmvuM mvm 5
. bu._

definierte Funktion von s <st dort holomorph; die Ableitungen von f(s) sind ge-
geben durch

k -A_s

A a_ e ’

(5) £ () = (-0 *a
1

he~18

n

wobei die rechts stehende Dirichletsche Rethe auch fir o > o, konvergiert.

o]

Die Zahl ¢ heiBt Konvergenzabszisse der Dirichletschen Reihe (2).

o]

Beweis: Wir brauchen nur die erste Aussage zu beweisen, da die Exi-

stenz von einem o mit den angegebenen Eigenschaften dann klar ist

¢}
und die Holomorphie von (4) sowie die Zuldssigkeit der der Formel (5)
zugrundeliegenden gliedweisen Differentiation wegen des bekannten
WeierstraBschen Satzes aus der gleichmdBigen Konvergenz folgen. «ﬁ.ﬂ

werden sogar mehr beweisen, ndmlich, daB die Reihe in jedem Gebiet
m
(6) larg(s - mo:. <5 e <

(N E]

gleichmdpig konvergiert; das ist stidrker als die Aussage des Satzes,
da jede in {slo > QOw enthaltene kompakte Menge X in einem Winkel

Re(s}>Re(sg)

S

|arg (s-sgf=X -7

W

der Gestalt (6) liegt (s. Abb.).

Wir filhren die Bezeichnungen

N
(7) A(N) = ] a « AMN) =  a ,AamM,M-1) =0
n=1
ein, die in diesem Paragraphen mehrmals benutzt werden. 0.B.d.A. kdn-
nen wir mo = 0 voraussetzen (indem wir s durch s + Syr m.b durch
-A_s )
msm no ersetzen); dann ist Mwb konvergent und es gibt zu vorgege-~
benem ¢ > O ein 20. so daB |A(M,N)| < e fiir alle N> M >N

Dann gilt fixr N > M > ZO

0-

-A_S
ae =7 [A(M,n) - AM,n~1)] e P

22
=]
o2




= EFEmLZm - Ez,Emizim f AGmeye M1
-+ >A3~z|gvm|>z|ém - wﬁz.z|évm|y2m
+ Ez.zmeZm

= ZWA A(M,n) T:»sm - muysimw + f?zvm..»Zm
M

(dieser Trick ist das sogenannte Abelsche Summationsverfahren). Es ist

A A
-A_s =X s n+1 n+1
e P - Btl _ = _m [ e mcmc_ < Isl _m msrmc
A A
n n
V,zi -A_0o -X [of
= |s| | 7Y gy = Ist (e * - e n+1 )
P o
n
und die Griée HWH ist in dem Bereich (6) (mit Sy = 0) Nﬁhnw eine

Konstante C beschrédnkt; somit ist fiir o > O

N |>bm N-1 cybm =X 15
_M ae _ < 7 1AM le - e DT
M M
=-A,.S
+1amm | e ¥
N-1 ~-\_0 ny:+do -\ 0
<C J (e * -e ) + ce N
M
lyzq |yZQ/ |»Zoq
< Cee + ee < (C+1)e [

woraus die gleichmidBSige Konvergenz von (2) in diesem Bereich folgt.
Wie kann man die Konvergenzabszisse einer Dirichletschen Reihe be-
stimmen? Wir wollen eine Formel fiir 94 in Abhdngigkeit von den Ko~

effizienten a, angeben, analog zur Formel R = lim inf _mz.ld\s
mmﬂmmuNOb<mHam=NHmchmmwbmnmowmnmﬂmwwmM msz. UHmmmSHHmmcHQS

den folgenden Satz geliefert. al4w%ﬁ

- s . Ao
SATZ 2: Sei ) a e % gine Dirichletsche Reihe mit ) a, divergent. Dann
igt die Konvergenzabszisse 9 durch

(8) 0, = lim sup 1o Mbﬁzv_
N-»o N

gegeben, wo RA(N) die in (7) definierte Koeffizientensumme ist.

(Bemerkung: Falls M a, konvergiert, gilt der Satz noch, wenn wir A(N)

@
durch 7} a, ersetzen; ibrigens kann man durch Verschiebung immer er-
N

reichen, da8 o, > O und somit } a  divergent ist.)

o]

Beweis: Wir beweisen der Einfachheéit halber nur den von uns bendtig-

ten Fall von gewdhnlichen Dirichletschen Reihen: yz = log N; wir

miissen also zeigen, das 5 ,

(9) o = yi= lim sup 22IAMIL _ spnergiam) = ow®) . T
0 Noseo log N

(pDie Gleichung A(N) = OAZQV bedeutet: es gibt eine Zahl B > O mit
IA(N)] < BN® fiir alle N.) -
Sei o > o,. Dann ist Mmanlq konvergent, also _M an
1

lq_ < C

0
fiir alle N und geeignetes C. Mit Hilfe der Abelschen partiellen

Summation (wie im Beweis von Satz 1) erhalten wir

la(N) |

fl
™~
N
=
I
Q
5
Q

év Asquci:av + A Hm maanasz_

n=1

[}
2
o~
-—
—_—
13
]
)
8

IA
t~1

_ ) maala _AAS+AvwlevTWr_uMd mﬁnlq_ZQ

A

N-1
¢ § ((+1)%n% + on® < 2e8% ,
n=1

g9

also vy < o, und da dies fiir alle ¢ mit o0 > ¢ gilt, ist vy < ¢

o*

o}
Sei umgekehrt o > y. Dann finden wir wieder mit partieller Summa-
tion
N N-1 _ ~ _
(10) I an™® = [ a@m @ (@) 9 +amN % .
n=1 n=1

. o
Wir wdhlen o mit Yy < a <o und ein € mit |A(N)| < CN

fiir alle

N. Dann ist

1a(n) (@ %= (@+1) 7)1 < en® %= (n+1) 7%
, n+1
=con® [ x 7 T ax < con
n
und AN Y| < ceN® % 4 0; da ¥ n®0-1 konvergiert, hat die

n=1
rechte Seite von (10) einen endlichen Limes, wenn N nach « geht,

also o 3 o, und (da dies flir jedes ¢ >y gilt) vy > o5e
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Beispiele: a) Sei
A

1
(11) (s) =1 + T
2% 35

(das ist die beriihmte Riemannsche Zetafunktion, die wir in §4 studie-

ren werden). Hier ist a, = 1, A(N) =N, also Oy =Y = 1; die Reihe
(11) konvergiert fiir o > 1.
b) Sei

1 1
(12) P(s) =1 = — + — - ... .

25 38
Hier ist a = Aldvbld~ A(N) gleich 1 oder O je nachdem N un-
gerade oder gerade ist, also o_ = y = O; die Reihe (12) konvergiert

o}
also flir o > 0 und definiert in dieser Halbebene eine analytische

Funktion. Fiir o > 1 gilt aber offensichtlich

(13) ¥(s) = g(s) - NAPM+ Ly v =1 -2"% g,

2 4
so daB wir eine Methode erhalten, Z(s) in die Halbebene o > O

meromorph fortzusetzen, mit Polen h&chstens in den Punkten s = 1,

27i 4ni 1-s .
1 = I|||..|HOQ v 1 = IIII.IHOQ 3 usw., wo der Faktor (1-2 ) verschwindet.

Diese Beispiele zeigen einen groBSen Unterschied zwischen der Theo-

rie der (gewdhnlichen) Dirichletschen Reihen und der der Potenzreihen.

-1/n

Aus der Formel R = lim inf _mn_ folgt, daB die Potenzreihen

Mmbna und M_wb_ub

Konvergenzradius |zl = R selbst ist die Reihe also iiberall, wo sie

gleichen Konvergenzradius haben; auBer auf’dem

tiberhaupt konvergiert, absolut konvergent. Dagegen ist die Dirichlet-
sche Reihe (12) fir o > 0, die entsprechende Reihe mit Pluszeichen
(ndmlich (11)) aber erst fiir o > 1 konvergent. Dies ist in einem
gewissen Sinne ein extremer Fall, da man aus (9) leicht folgenden
Satz erhalten kann:

S eine Dirichletsche Rethe mit Komvergenzabszisse o. und

SATZ 3: Sei ) an o

sel a, (20,) die Konvergenabszisse von M_mn_b..m. Dann ist

g, 20, *+ 1.

Bemerkung: Dieser Satz ist nur fiir gewdhnliche Dirichletsche Reihen
@ n

gliltig: z.B. ist die Reihe J {=11_
n=2 Vn

s

(log n)~ fir alle s konver-

' gent, aber fiir kein s absolut konvergent.

Es gibt einen noch viel wichtigeren Unterschied zwischen Dirichlet- |

schen Reihen und den uns gel&dufigeren Potenzreihen. Bei Potenzreihen
kann man den Konvergenzradius nicht nur in Abh&ngigkeit von den Ko-
effizienten, sondern auch durch das Verhalten der durch die Reihe
definierten analytischen Funktion bestimmen, n&mlich als den Absolut-
betrag der kleinsten Singularitdt: stellt die Reihe wnnb
tion dar, die sich in |zl < r holomorph fortsetzen 14B8t, so ist sie
auch in diesem Bereich konvergent. Fiir Dirichletsche Reihen stimmt

das nicht - die Funktion y(s), die fiir o > O duxch (12) gegeben
wird, 148t sich auf die ganze komplexe Ebene holomorph fortsetzen

(dies folgt aus (13), da wir in §4 die Funktion ¢(s) auf @€ - {1}
fortsetzen werden), aber die Reihe (12) ist nur fiir ¢ > O konvergent.
Nur in einem Spezialfall k&nnen wir auf die Existenz einer Singulari-
tdt schlieBen:

eine Funk-

«© -
SATZ 4 (Landau): Sei ) wbsum eine gewshnliche Dirichletsche Reihe mit Kon~
n=1
und nichtnegativen reellen Koeffizienten. Dann hat die durch

vergenzabgzisse 99

f(s) = J mublm (0 > gy)
n=1

definierte Funktion an der Stelle s = 9, eine Singularitit.

Beweis: O.B.4d.A. sei oo = 0. Nehmen wir an, die Funktion f£f(s) wéire

bei s = 0 holomorph. Dann wiirde sie auch in einer Kreisscheibe

Isi < € holomorph sein und folglich um s = 1 eine Taylor-Entwick-

lung haben mit Konvergenzradius > 1, also wire fiir geeignetes § > O
@ k

die Reihe ] Alwm@v mAWVAAV konvergent (und gleich f£(-§)). Aber
k=0 * .

nach (5) ist

k « (log nvwwn

@ k @
-1= +
5 ( “nmv mAWVAAv = 7 AdWmv 5 -
k=0 : k= ) n=1
7 2§ a8)fQog m*
n=1 B x=o k!
(die Vertauschung ist zul&dssig, da die konvergente Reihe wegen a > (o]
auch absolut konvergent ist)
@ a -]
= ] -2 g(1*+8) log n _ ) mbnm
n=1 ° n=1
also wére an=a im Widerspruch zur Annahme o, =0 konvergent.

Wir schliefen mit einem einfachen Satz iUber die Eindeutigkeit der

Koeffizienten einer Dirichletschen Reihe.




SATZ 5: Seien anw
einem offenen Gebilet in € konvergieren und dort die gleiche Funktion definieren.
Dann ist a

Beweis: Nehmen wir an, dies sei nicht der Fall, und sei

ste Index mit a

w - - e

=a =—-b_ + (a_~b_) e .

m m n=m+1 non

In der Reihe hat jedes Glied fiir ¢ -+ o den Limes O (da A_ - A >

und die gleichm&égige Konvergenz impliziert, daB dann auch die Summe mit
wachsendem

Aufgaben:

1.

2.

-A.S -A_s

n R .
und § b e n zwet Dirichletsche Reihen, die in

n = Ud fir alle n.

+ VE. Dann gilt fiir o geniligend gros

m
X -\ O

o ® n o -\ 0
0=e A 1 a e - ] b e B v
n=1 n=1 P

n m

0 nach O strebt, im Widerspruch zu a

+ b .
m m

An welcher Stelle wurde im Beweis von Satz 2 die Annahme ") a,
divergiert" benutzt?

Man zeige ohne Benutzung von (9), daB die Reihe (12) die Konver-
genzabszisse g, =20 hat, indem man die Konvergenz fiir s reell,
s > 0 direkt nachweist und Satz 1 anwendet (das oo > 0 ist, ist
trivial).

Man beweise Satz 3.

Man zeige (entweder mit Satz 2 oder so wie in Aufgabe 2), dag die
Rejhe

a
28

L
s

1 _2

mm mm

2,

_ 1-s
s p + ... = (1-3 )z (s)

1+ +

flir o > O konvergiert, und schlieBe daraus, daB8 z[(s)
romorphe Fortsetzung nach

eine me-
o > 0 hat mit Polen h®chstens bei s = {

_ 2mi 4ri . o
s =11 Tog 3, 1 % Tog 3 usw. Man zeige ferner, daB das Verh#lt-
nis von log 3 zu 1log 2 irrational ist und folgere, daB z(s)

héchstens bei
lich einen).

s = 1 einen Pol hat (und dort nach Satz 4 sicher-

m der klein~|

§2 Dirichletsche Reihen: formale Eigenschaften

Nachdem wir die Konvergenz von Dirichletschen Reihen besprochen ha-
ben, wollen wir erldutern, wie man mit solchen Reihen umgeht -~ die
Regeln fiir die Handhabung Dirichletscher Reihen sind n&mlich anders
als bei Potenzreihen.

Es ist klar, da8 die Summe von zwei Dirichletschen Reihen die
Reihe ist, deren allgemeiner Koeffizient die Summe der Koeffizienten
der einzelnen Reihen ist. Wie bildet man das Produkt? Seien
-S

»g9(s) = ] b m®

(1) f(s) = a n
:WA n m=1

zwei in einer offenen Menge U durch absolut konvergente Dirichlet~-
sche Reihen gegebene Funktionen; dann ist in U

o« =]
-s _-s
£(s) g(s) = J a b n°n
n=t m=1 * @
(2) ) = ] a by (nm) ~S
n,m=1
= J ¢ ks,
k=1 K
wobei
(3) e, = Y a b =3 a b
k n,m>1 nm fy B k/n
nm=k

die Faltung der Koeffizienten Amnw und AUSQ

Symbol J
nlk
k.) Das heiBft, die additive Faltung

genannt wird. (Das
bezeichnet eine Summe {iber alle positiven Teiler n von

a_ b_, die awm Multi-

ow = M nm

plikation von Potenzreihen beschreibt, SHHM+MbwmmH Theorie der Diri-
chletschen Reihen durch die multiplikative Faltung (3) ersetzt; es
ist diese Tatsache, die fiir die groBe Bedeutung der Dirichletschen
Reihen in der Zahlentheorie verantwortlich ist.

Wir werden nichts weiteres {iber die Konvergenz von M S k% pe-
weisen; man kann z.B. ohne wiel Mithe zeigen, daB diese Reihe minde-
stens dann konvergiert, wenn beide Reihen (1) konvergieren und eine
davon absolut konvergent ist.

Bespiele: a) Sei d(n)

ist fir o > 1

die Anzahl der positiven Teiler von n. Dann
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«©
(4) ] 4o e,

n=1 n
da d(n) = ] 1 x 1 ist.

din
b) Ssei 1t1(n) die Summe der positiven Teiler von n, oder allgemeiner
k

(5) o (n) = ] 4

din
die Summe der k-ten Potenzen der positiven Teiler. Dann ist
= 0 (n)

(6) —_—
bw_ Um

= r(s) r(s-k) (o > k+1) .

In beiden Beispielen haben die Koeffizienten die spezielle Eigenschaft,

multiplikativ zu sein. Eine multiplikative Funktion £: N - € ist eine
nicht identisch verschwindende Funktion, die

(7) f(mn) = £(m)f(n)

fir alle m,n mit (m,n) = 1 erfiillt (eine Funktion, die (7) fiir

alle m,n erfiillt, heiBt streng multiplikativ). Diese Eigenschaft wirkt
sich auf die entsprechenden Dirichletschen Reihen wie folgt aus: ist

f multiplikativ, so ist £(1) =1 (da aus (7) mAdvm = £(1) folgt,
und £(1) = 0 das identische Verschwinden von f implizieren wiirde)
und

r r

= 1 k
f(n) = mAvH ) ... mﬁww )

r, r,
fir eine Zahl n mit der Primzahlzerlegung n = Py ces P -

Es ist also in dem Bereich der absoluten Konvergenz von } £(n)n~®

L - r r r r r r
] £(mn™S = ) £(2235% 5., 22335,

n=1 LYY SR

(wo die Summe iiber alle Zuordnungen p = r lduft mit r_ > O und

P p -
ﬁw = 0 f£lir alle bis auf endlich viele Primzahlen p)

r r r
_ ) £2%H 3% £5 9
r s r s rs °°°
T, iTg Lg,...20 L2 33 5 5
- i 7 £eD]
p Lr=o va

wo das Produkt iiber alle Primzahlen p liuft. Wir haben also den

11

SATZ 1: Sei f£f: N -+ € eine multiplikative Funktion, und sei die Reihe

F(s) =

absolut konvergent. Dann ist -F(s) gleich dem Euler-Produkt

2
_ f(p) £(p7)
(8) Eﬂuw3+|%|+ﬂ%l+:; ,

wo das Produkt tlber alle Primzahlen p Uduft und auch absolut konvergiert.

Beispiele: ¢) Fir ¢(s) sind die Koeffizienten alle gleich 1, also
1 1 1
(9) t(s) =01 (1 + 4+ ==+ ...) =1 — (o0 >1) .
P p° p*t p 1-p

Diese von Euler entdeckte Produktentwicklung ist der Grund fiir die
groBe Rolle, die die Zetafunktion in der Primzahltheorie spielt.
aAuBerdem lehrt sie, dag fiir die Funktion z(s)
schwinden kann (da das Produkt konvergent ist und seine einzelnen
Glieder nicht Null sind). Fiir die in a) und b) angegebenen Reihen
erhdlt man

g > 1 nie ver-

-5, =2
[ 48 - =1 -
n=1 n P
-S -2s
=1 (1 + 2p + 3p + ...)
1%
d(p) , a3
=1 (1 + s + !IWMI + ...)
P p p
o g {(n) - - -
I 2 =t(s) tls=k) =1 [(1 - p5)(1 - p 517"
n=1 n P
k+1 2k k
=1 (1 + B+ 2R,
S s
p P p
2
o (P) o (p7)
=01 (1 + ——— + ——— + ...) ,
5] 2s
P P P
also sind die beiden Funktionen n ~» d(n) und n ~ Qwﬂﬁv multipli-

kativ (was man auch direkt leicht sieht), da trivialerweise die Um~-
kehrung von Satz 1 gilt: besitzt eine Dirichletsche Reihe ein Euler-
Produkt (8), so stellen die Koeffizienten dieser Reihe eine Ecwﬁwwwwm
kative Funktion dar.

1
z(s)

d) Pir den Kehrwert erhalten wir

i
{
|
|
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(10) ey=n1(-p %= ] e

wo u(n) die multiplikative Funktion ist, die fiir Primzahlpotenzen
die Werte u(p) = -1, u(p’) =0 (r > 2) annimmt, d.h.

0, falls n ein Quadrat enthdlt
(11) H(n) = k
(-1)7, falls n = Pye--Pps Py<ee <Py -

Die Funktion u(n) ist die sogenannte Msbiussche Funktion. Aus der Be-
1
z(s)
tige Eigenschaft dieser Funktion, das

ziehung 1z (s) - = 1 und der Faltungsformel (3) folgt die wich-

1, falls n =1
(12) T ou(d =
din 0, falls n > 1 .

Die MGbiussche Funktion ist wegen folgender Mobiusschen Umkehrformel
wichtig.

SATZ 2: Seien f und g zwei Funktionen von N nach €. Ist fiir alle n

(13) © f(n) = § g(d) ,
din

8o 18t fir alle n

(14) gm) = ] u@ £@
din

und umgekehrt. Stehen £ und g in dieser Beziehung zueinander, so ist g multi-
plikativ genau dann, wenn £ multiplikativ ist. '

Beweis: Die erste Aussage ist leicht aus (12) herzuleiten; wir wollen
sie aber durch Anwendung von Dirichletschen Reihen erhalten, um Ubung
im Umgang mit solchen Reihen zu bekommen. Die Gleichungen

£(1) = g(1)

£(2) = g(1) + g(2) ,
£(3) = g(1) + g(3) ,
£(4) = g(1) + g(2) + g(4) , ...

lassen sich induktiv fiir g 1&sen:

i

g(1)y = £01)

g(2) = £(2) - £(1) ,
g(3) = £(3) - £(1) ,
g(4) = £(4) -~ £(2) , ...

13

Es ist also klar, daB8 eine Beziehung wie (14) mit von f£ unabhéngi-
gen Koeffizienten existieren mu8; somit brauchen wir (13) e (14)

nur fiir Folgen {f(n)}, {g(n)} von langsamem Wachstum zu beweisen
(z.B. nur fiir solche mit g(n) = 0 fiir n > bov und kdnnen deshalb

annehmen, daB die zugehdrigen Dirichletschen Reihen

8 8

mAmvuMmAmv.oAmvuMmhmw
=1 n n=1 n

absolut konvergent sind (fiir mindestens ein s). Dann gilt wegen der

Faltungsformel (3) und der Beziehung (10)

(13) = F(s) = § 1.n°% J gmm S = z(s) G(s)
n=1 m=1
- G(s) =z(s) T F(s) = J w@mnS ] fmm S
n=1 m=1
- (14) ,

und, wenn (13) und (14) gelten,

g multiplikativ «= G(s) besitzt eine Eulersche Produktentwicklung

e+ F(s) = r(s) G(s) besitzt eine Eulersche
Produktentwicklung

«+ £ multiplikativ .

Beispiel: Sei v(n) die Anzahl der Primteiler von n (mit Multipli-
r r

zitdt: v(p, T...p F) =r, 4 ... +1r) und A@) = (-1 @ pann
ist A(n) multiplikativ und
(-]
i RIS U S, B e
n=1 n p p° p°° p 1+p S
(15) s
- i-p V £ (2s)
=1 A = = (o > 1)
p \1-p~28 z(s) !
also gilt (14) mit g = A und
£(n) = Koeffizient von blm, in  z{2s)

(16) 1, falls n eine Quadratzahl ist,

O sonst .

Es gilt also

(17) O Em = ] a@ .
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Wir fihren einige (z.T. schon besprochene) Beispiele von Dirichlet- bezeichnet. Die Beziehung (18) ist zu dem nichttrivialen Satz

schen Reihen mit multiplikativen Koeffizienten auf. Hierbei sind d, 3
Te Opr My A die schon eingefiihrten arithmetischen Funktionen, ! T(n) =4 mwb x(a)
¢(n) =n I (1 - Wv die Eulersche Funktion und w(n) die Anzahl

pin

! (odexr, nach Satz 2, zu x(n) = W M tﬁmv r(d)) &quivalent. Mit Rei-
der verschiedenen Primteiler von n. m

din
hen wie L(s) werden wir uns ab §6 eingehend beschiftigen.

£(n) } £(n)n~%
Rufgaben:
1 z(s)

H(n) 1/z(s) : 1. Man beweise die beiden Aussagen von Satz 2 (also die Kquivalenz
¢(n) nﬁmlwv\mﬁmv m von (13) und (14) und die Tatsache, da8 f genau dann multiplika-.
d(n) t(s) tiv ist, wenn g es ist) ohne Verwendung von Dirichletschen Rei-
t(n) t(s) t(s-1) hen.
oy (n) t(s) z(s-k)

A(n) t(2s)/t(s) , ] 2. Man folgere aus (4) und den S&tzen 2 und 4 des §1, daBs
2@ t(s)%/c(2s) | e
um)? t(s)/5(2s) : 1 am =o'
a(n)? t(s) /¢ (2s) , )
&Aswv nﬁmvu\nﬁmmv M fiir alle M > 0 gilt. (In der Tat gilt die st#drkere Aussage

o (m)o, (n) t(s)z(s-k)r(s=2)z(s-k-2)/r(2s-k~L) d(n) = 0(n7).)

3. Man beweise die Identitdt § a® (@ _ da(n® (a, n natiirliche

Als letztes Beispiel sei P

13) o

ot
=N

N N v
r(n) = #{(a,b)€z> | a2 + b% = n} =Y (s ka VE TR R f .
4. Man beweise die in der Tabelle am Ende des Paragraphen angegebenen
die Anzahl der Darstellungen von n als Summe von zwei Quadraten i Dirichletschen Reihenentwicklungen mit Hilfe des Eulerschen Pro-
(z.B. r(1) =4, da 1 = oN + ﬂw = oN + ﬁlde = aw + oN = Aldvu + owv. , dukts und bestimme flir jede Reihe die Konvergenzabszisse.
Dann ist die Funktion W r(n) multiplikativ und die entsprechende . - MWW
Dirichletsche Reihe ist durch 5. Sei x die durch %%
© _ 1 HH...@MWV =L el Ty * #
(18) :Wﬂ z r(n) n S = z(s) L(s) Nm%wﬁmww (Xreeermy2t, P,<---<py Primzahlen) ,m
G S T, z ﬁ,r o Wi@ W%M
gegeben, wobei v g ’ TN &
! definjerte multiplikative Funktion. Man zeige, daB fiir 0 < a < 4
! ®
L(s) =1 - MW + MW = ... die Dirichletsche Reihe ) k(n®) n”° mit Hilfe der Riemannschen
die Dirichletsche Reihe mit den periodischen und multiplikativen Ko- Zetafunktion ausgedriickt “mwmmb kann. (Dies gilt fiir keinen anderen
effizienten ] Wert von a.)
+1, falls n = 1 (mod 4) 6. Sei F(s) = W f(n)n~® eine Dirichletsche Reihe, die als Produkt
x(n) = {-1, falls n = -1 (mod 4) , n=1

von Zetafunktionen ausgedriickt werden kann (also F(s) =
0, falls n = 0 (mod 2)
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N N ¢ . - b . eingefiihrten Brauch folgend, machen wir die Substitution x = s - 1
I a.s+b, Ur geeignete ganze Zahlen a .y C.; a; > 0). ! . "
i=1 & i Hw geelg g o 1Py C4F By ) und schreiben T(s} flir @(x) = I(s-1). Wir suchen also eine stetige

Funktion T (s}, die

Man zeige, daB dann auch die Reihe ; M A(n)f(n)n
.. n=1 L o
werden kann und schreibe die entspréchenden Identitdten fiir die Di- (1 I'(n) = (n-1)! n=1,2, ...)

~S S0 ausgedriickt

richletschen Reihen der Aufgaben 4 und 5 explizit hin.
erfiillt und auBerdem die Grundeigenschaft n! = n.(n-1)! der Fakul-

7. Sei g(n) die Anzahl der nichtisomorphen abelschen Gruppen der * t#t noch besitzt:
Ordnung n. Man benutze den Struktursatz fiir endliche abelsche m
Gruppen um zu zeigen, daB g(n) die multiplikative Funktion ist, - (2) T(st1) = sT(s) fur alle s + O .

r
dere rt fir ein rimzahlpotenz leich der Anzahl der Par- X . R
sren We e P P P glet ah Wie findet man eine solche Funktion? Fiir s klein muB8 T(s)

i ist d 1 = + + ... it
titionen von r 1ist (also der Zerlequngen r = r r mi durch folgende Punkte hindurchgehen:

1 2

r, >r, > ... > 0). Man schlieBe hieraus, dag die Dirichletsche

1 2 -
Reihe 25 —
v (n) .
as) = } TG
n=1 n
fiir ¢ > 1 gleich dem (konvergenten) Produkt 201~
z(s)z(2s)5(3s)...
15+
ist; insbesondere ist G(s) holomorph fiir ¢ > 1 und hat einen Y
Pol bei s =1 mit Residuum ke
10
C=12(2)5(3)C(4)... = 2,29485... . 0
Es kann gezeigt werden, das .
51
N
} g(n) = CN + O(VN) ;
n=1 .
) . ) ) 1 i | | | ]
d.h. der Mittelwert von g(n) ist gleich C, also endlich! 0 1 2 3 4 5 6
1 S
§3 Die Gammafunktion und es ist nicht klar, wie man interpolieren soll; fliir n groB8 ist

die Funktion n = n! wegen des schnellen Wachstums viel owmwosammwmmﬂs
und es sollte leichter sein, sie zu interpolieren. Durch wiederholte

. £ st ei : chti . .
Die Gammafunktion ist eine der wichtigsten mathematischen Funktionen Anwendung von (2) erhalten wir

‘und sicherlich die einfachste von den nichtelementaren Funktionen.
Sie spielt eine ganz wesentliche Rolle bei der Untersuchung von (3) F(s+N) = s(s+1) ... (s+N-1)T(s) ;
Dirichletschen Reihen.

Man sucht eine Interpolationsfunktion filir die Funktion n ~ n!, , es reicht also, eine asymptotische Formel fiir T(s+N) (N » ) anzuge-
d.h. eine stetige Funktion 1II(x), so daB I@I(n) = n! fiir alle natiir- 3 ben. Fir s € N gilt

lichen Zahlen n ist. Einem vielleicht ungliicklichen, von Legendre
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I'(s+N) (N+s-1)! =

(N+s=-1) (N+s-2) ... (N+1) -N- (N=-1) !

NS (1 +m||v: +m|mv...: +|V ™N-11

also T (s+N) ~ N°(N-1)! flir N - =. Es ist daher naheliegend, I(s)
fiir alle s durch
s
= s N™(N-1)1
(4) (s) = Un ot .. (s (s €0
.zu definieren, falls der Grenzwert existiert. Das ist auch der Fall,
falls s £ ~-IN: sei
s
- N™(N-1)1 .
(5) Iy(8) = s .. (s D) N €W s
dann ist
- i
z+_ﬁmv = AMHP S N 1+ va 1+ 5 !
Hz~m“ N s+N N N
= 5 - 5 = :
= (1 + g OA vv (1 g7 OAIMVV 1+ oA vv ﬁ
Ty (8)
und das beweist, da8 das Produkt I T (s konvergiert, d.h.
N>1 N d
dag 1lim ﬁ (s) existiert. Wir erhalten auch W
N-»o ) ;
N-1 T (s) N-1 s -1
- n+1 1 1 s,
azamu =T, (s) = |l|amql 3 M [ +5) (1+ mv. ]
und somit
1.8
o (1 + mv
(6) I(s+1) = sT(8) = [ ———f—,
. n=1 (1 + mv

eine von Euler stammende Produktformel fiir die I'-Funktion.
Die Eigenschaft (2) der durch (4) definierten Funktion ist klar, di

m+a

(N=1)!
HHE HAm+AVAm+mv ]

T'(s+1) ... (s+N)

N° (N—1)1
s(s+1)...(s+N~- AV

Z+m

lim{s -

N-sco

lim [ s N a (s)] =

sT(s)
Nesoo N+s

ist. Die Gleichung (1) folgt jetzt durch Induktion, da
gleich 1 ist.
"Wenn wir (4) in der Gestalt

T'(1) nach (6)

Zm

Aﬂv S S S
O+HO+H..00+Ep

T(s+1) = sI'(s) =

]

lim [
Noxo

19
schreiben und Logarithmen nehmen, erhalten wir fir Is| < 1
N-1 s
log I'(s+1) = lim[s log N - ] log(1 + 3) 1
Nox n=1
N-1 2 3
S s s
=1lim[s logN - § (2 - e B L. ]
Nosco =1 * on 3n
= lim [ s(log N ~ (1 + W + W + oee. + mwﬁvv
N-xo
2
s 1 1 1
- + S + + ...+ )
- 252732 (N-1)2
3
s 1 1 1
- (et =+ ...+ y + ... ) .
3530 23 (N-1)3
Die Folge 1 + %+ ... + x5 - log N hat, wie man leicht zeigt, fdr
N + «© einen Grenzwert, den man mit vy bezeichnet und die Eulersche
Kongtante nennt. Fiir r > 2 strebt 1 + L + ... + — nach dem
= r r
- 2 (N-1) .
Limes ) - = t(r), wo z(r) die in (1.11) eingefiihrte Riemannsche

n=1 n
Zetafunktion bezeichnet. Es gilt also

£3) 3y

(8) S

log T(1+s) =

8% -

(isl)

c@) (2 <1

-ys +
(Die Vertauschung von Summation und Grenzilbergang ist erlaubt: vgl.

Aufgabe 1.) Die Werte der Zetafunktion an ganzzahligen Stellen treten
also als Koeffizienten der Taylorentwicklung von log T(s)
Stelle

Wir kénnen mit Hilfe der Beziehung

an der

s =1 auf.

1 1 _
1 + 3 + ... q= log N + vy + o(1)
auch eine weitere Produktformel fiir I'(s) herleiten, indem wir
1 1
s(1+5+ ... += - v + 0o(1))

NS = &S log N _ e 2 N

1 1

- s{(1 + 5+ ... + )

~ e YS o 2 N

in (7) einsetzen; dies liefert die Formel

mLa o+ S/,
n=1

va 1 = S

Y
T(s) se

die sogenannte WeierstraBsche Produktdarstellung. Aus (6) oder (9)
folgt, daB die Funktion 1/T(s) in der ganzen komplexen Ebene defi-
niert und holomorph ist (weil die Produktentwicklungen jeweils kon-
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vergieren). Ferner hat
=1, =2, ...
folgenden

1/T(s) nach (9) einfache Nullstellen bei

s =0, und ist sonst von Null verschieden. Das beweist

SATZ: Die durch (4), (6) oder (9) erklirte Funktion T(s) st in der ganzen kom-
plexen Ebene als meromorphe Funktion von s definiert. Sie hat bei s = O, -1,

~2, ... einfache Pole und ist sonst holomorph. AuBerdem ist sie nie gleich Null,
d.h. die Funktion 1/T(s) ist tberall holomorph.
Auf der reellen Achse sehen T(s) bzw. wAWV SO aus:
(-
34
7
% 1
sl [ 21 T (s
4
w#
14
24
T N
R T TV B A, T2 51 567
-+ s s
24
14
lw‘v
| 24

Wir geben noch ein paar Eigenschaften der TI'-Funktion an.

1. Sei
£(s) = r$rsgh
dann gilt
_ pnSt1 s =5 m+g _ S
f(s+1) = ﬁﬁlilv aﬁw + 1) = 3 r( ) aA ) = 3 f(s)
oder m+dmam+dv = m.wmmamv. Es ist dann naheliegend zu vermuten, da8
waﬁmv eine Konstante mal T(s) ist, und dies ist auch der Fall:
g s
2
Pr@rEh = 1m 2 | N EDL N D!
Newo mﬁm+:..;.+z;:A Z|1+:..;I+z:
1
S+=
2N+s 2
= Lim 2 N m-1)!

s(s+2) (s+4) ... (s+t2N=-2) x (s+1) (s+3)...(s+2N-1}

Newo

21
w3 ®-D12 @0 @)t
n%.w 2N T S 55D - (T
= CT (s)
mit
3 =112
(10) C = 1lim NNZZN ANZI‘_WM °

Nosco

Die Konstante C ist gleich 2Vm (siehe Aufgabe 4), also erhalten wir

m+dv

(11) r rEEh =2 vires)

die Legendresche Verdoppelungsformel. Insbesondere folgt mit s = 1,
daB

(12) aﬁwv = V7 .

2. Die Funktion
I,_~ le

ist holomorph und hat Nullstellen bei s = O,

1
T(s)
..., also ist die PFunktion

1
9(8) = Ty TS

auch holomorph und hat Nullstellen bei s = ..., -2, -1, 0, 1, 2, ...
AuBerdem ist ,
_ 1 _ 1 _ -1 - -

9(s*1) = TriTsTT(=s) ~ sT(s) T(=s) ~ T(s) T(i=sy - ~9(8)
insbesondere ist g(s) periodisch mit Periode 2. Es liegt dann nahe,
da8 g(s) = C sin ms 1ist, wobei die Konstante C wegen
lim [g(s)/s] = 1lim [1/T(1+s) T(1-s)1 gleich 1/7 sein muB:
s-0 s-+0
(13) I(s) T(1-s) = —go—q

5 sin 7s °

Diese Formel ist auch richtig, z.B. wegen (9) und der bekannten Be-

ziehung
sin ms pat ww
(14) _—— = I (1 -~ =) .
s n=1 n’
3. SchlieBlich sei
nes) = [ 571 et at .

Das Integral konvergiert fiir ¢ > 0 und es gilt

h(s+1) = [ t5 a(-e™% = [ 7% a(t5)
0

O—38




5=1 o7t 4t = sh(s)

[}

0
o— 18
t
]

(partielle Integration) und

-t

h{(1) = e dt = 1 ;

O— 8

die Funktion h{(s) ist also ein Kandidat fiir die urspriinglich gesuch-
te Funktion T(s) mit den Eigenschaften (1) und (2). Es ist in der

Pat nicht schwer zu zeigen, da8 h(s) = T'(s) ist (siehe Aufgabe 6),
also
(15) r(s) = [ t577 &% at (c>0) .

o]

Es ist diese Formel, die die Wichtigkeit der Gammafunktion fiir die
Theorie der Dirichletschen Reihen erkldrt. Man hat n&mlich
--]

8
\ ﬁmlgmlbﬂ&ﬁnanms cmldmlcas ﬁﬁuuﬂv
(o} 0]

T(s) n % ’

also (im Bereich der absoluten Konvergenz)

8W oo 8

A |ﬁﬁm|4

:S Mlmu _.AM mm vﬁ mﬁ.
n=1 n® r'(s) oln=1 ©

S und

Das heiBt, die (gewdhnliche) Dirichletsche Reihe f£(s) = [ mbbu
die Potenzreihe F(z) = Mmbub mit denselben Koeffizienten sind durch

die Integraltransformation

-t s=1

) t dat ,

(17) £(s) = H,N [ Fle
o]

die sogenannte Mellinsche Transformation , miteinander verkniipft. Dies
erméglicht es hdufig, von Eigenschaften von Potenzreihen auf Eigen-
schaften von Dirichletschen Reihen zu schliefen oder umgekehrt.
zmﬁmﬁwwor.mwwﬂ auch fir nicht-gewdhnliche Dirichletsche Reihen
das Analogon von (16), namlich
-t

8 c A88 b mld
:8 Mmymu ; mm vw mﬁ.
n=1 B I'(s) (o) sW; n

Als Beispiele fiir (16) nehmen wir die Dirichletschen Reihen, die

in §1 als Beispiele verwendet wurden:

Fir £(s) = In ° ist a_ =1, also Mmamlnﬂ = M , und wir finden

n e ~1

23

1.7 71 ar
(19) t(s) = 15y %Illmn-, (c>1) .
pir ¥(s) = J (-0 a8 = (1 - 2775 r(s) ist a_= (-1, also
a mlbﬁ = 1 , und wir finden
t

n e +1

(20) (1 - 2"8) g(s) = —1 Mme at (o > 0)
T(s) 5 &b ’

Aufgaben:

1. Man zeige die Existenz von vy = lim (1 + 1 + i.. *+ 1. log N) und

2 N
N-+c0 .
die Zuldssigkeit der Vertauschung von Summation und Grenzilbergang,

die zu (8) fihrte.

2. Man beweise fiir jede natlirliche Zahl n die Beziehung

+ -
s s+1 Am+s Av

n va r&E= ... & =c, I'(s)

mit einer nur von n abhadngigen Konstanten (es ist 05 = (2mw) 2 <m.
siehe Aufgabe 5). Diese Formel stammt von GauB.

3. Man bestimme das Residuum von T (s) an jeder Polstelle.

4. Man beweise, daB die durch (10) definierte Konstante C gleich
2V7r ist, indem man aus (13) den Wert aAWv = V7 entnimmt und
s = 1 in die Beziehung

s+1
2

S

2° 1% 1&) = c I(s)

einsetzt. Man schliége auch aus (12) und (15), daB

|ﬁuN

e dt = = V7

O— 8
f =

ist.

5. Man beweise die Stirlingsche Formel
1
X—a

r(x) ~ V2w x 2 7% (x + ) ,

indem man zundchst den Beweis der Existenz des Limes (4) nachahmt,
1
X

um zu zeigen, daB der Grenzwert A = lim[T(x)/x wm|xu
X0

und dann aus der in Aufgabe 4 bewiesenen Tatsache, daB die rechte
Seite von (10) gleich 2Vm ist, die Beziehung A = V2m folgert.
Man benutze auch die Stirlingsche Formel, um fiir die Konstante C

existiert,

n

Yo
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n-1
in Aufgabe 2 den Wert (2m) 2 Vo zu erhalten.

6. Man beweise (15), indem man die Beziehungen

N
N N (-DF (D
t, N ,_s=1 -} r _ N
% (T-g§ & d=N Hmo w75 - §es In(S)

nachweist (die erste durch gliedweise Integration, die zweite durch

Vergleich der Polstellen der zwei rationalen Funktionen von s)
und dann unter Benutzung von lim (1 - wvz = mlﬁ den Grenziibergang
N-veo

N =+ o (streng) durchfiihrt.

§4 Die Riemannsche Zetafunktion

Die einfachste und wichtigste Dirichletsche Reihe ist die in (1.11)
eingefiilhrte Riemannsche z-Funktion

'

(1) g{s) = } — (o > 1) .

Wir haben schon in §1 gesehen, daB8 ¢¢(s) sich als meromorphe Funk-
tion in die Halbebene o > O fortsetzen 1&8t, und zwar (Aufgabe 3,
§1) mit einem einfachen Pol bei s = 1 als einzige Singularitdt. Wir
haben auch in §2 die fiir o > 1 gliltige Eulersche Produktdarstellung

(2) te) = 1 —1—
pprim1 -p

bewiesen und in §3 die ebenfalls fiir ¢ > 1 geltende Integraldar-
stellung

(3) s6) = 1ay [k

gewonnen. Die wichtigsten in diesem Paragraphen bewiesenen MHumnmowmmun

ten der g-Funktion sind im folgenden Satz zusammengestellt.

SATZ: Die durch (1) fir o > 1 definierte Punktion r(s) besitzt eine meromorphe
Fortgetaung in die ganze komplexe Ebene, und zwar mit einem einfachen Pol vom Resi-
duwm 1 an der Stelle s = 1 als einzige Polstelle. Die Werte der y-Funktion bei

nichtpositiven ganzen Zahlen sind rational, und zwar ist
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_ 1
(4) () = -3
(5) z(~-2n) = 0O n=1, 2, 3, ...) ,
_ wms
(6) z(1-2n) = - 5= (n=1,2,3, ...},
wobei die rationalen Zahlen B, = IM.. B, = WH. ... die durch
w© B
t k ,k
{7 = I =5t (1tl < 2m)
et-1 k=0 K

definierten Bernoullischen Zahlen sind. Die Werte der Zetafunkiion an positi-
ven geraden ganzen Zahlen sind durch

n-1 ,2n-1
(-1) 2 wwb 2n

(8) z(2n) = ZaT T (n=1,2,3, ...)

gegeben.

Beweis: Wir gehen von der Integraldarstellung (3) aus. Seien die
Zahlen ww (k =0, 1, 2, ...) durch (7) definiert, d.h. wir ent-
wickeln

2 4
£t _ t L4ttt 3_ 0t
. 2 3 = 1 5+t 3z + Ot 7355 T ---
t + 3T + 3T + ...
und definieren wu als n! mal den Koeffizienten von t° auf der °
rechten Seite; aus
t -t
-_— = =t
et et
folgt, daB abgesehen von wd = = W alle m: mit n ungerade Null
sind. Sei jetzt n > O fest und
n B B B
_ _ayk "k k _ t 2,2 n ., n
£,(t) = T (-1 HE =l+g+57t T+ ..+t
k=0
(fir n > 1 ist (-1)" B, =B ). Dam ist fir ¢ > 1
o t
T(s)-z(s) = [ £8— 7" 572 at
0 e -1
[ tet -t ,s-2 = -t s-2
(9) uHAn umuEvm t57% at + [ £ (p)e £ at
0 ‘e -1 [¢]

= Hpﬁmv + Hmﬁmv ’

wobei wir mit HH und HN die beiden Integrale bezeichnen. Die Funk-
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ﬁmﬂ
tion T ist bei t = 0 holomorph und hat dort die Taylor-Ent-
e -1
wicklung
te® -t _ 0k oo
= - = ’
ef-1 e t-1 k=0 K' K
und somit
ﬁmd n+1
t— — f (t) = o(t ) (t - 0) .
e -1 n

konvergiert flir alle s mit
g > -n {da der Integrand fiir t - O oAﬁ5+qldv ist und fiir
exponentiell klein ist), also stellt Hpamv im Bereich o > -n eine
holomorphe Funktion dar. Das zweite Integral Hmawv ist nur fir
o > 1 konvergent, ldst sich aber, da mﬁﬁﬂv ein Polynom ist, mit
Hilfe von (3.15) explizit ausrechnen:
@©
{ —4 r i+ = ww_ et 572 gt
(o} k=2
(10)

bmw

T(s=1) + 5 I(s) + ] v Tls+k=1) .

Es folgt daraus, daB das Integral HHAmv

t 9

o

|| 133

Hmﬁmv

Das ist wegen der Ergebnisse von §3 eine in der ganzen komplexen
Ebene meromorphe Funktion, und somit haben wir bewiesen, daB g (s)
sich in die Halbebene (und deswegen, da n beliebig war,
in ganz €) meromorph fortsetzen 14i8t. Indem wir (10) in (9) einset-
zen und die Funktionalgleichung (3.3) anwenden, erhalten wir die fir
o> -n Qmﬁﬁwmm Darstellung

¢d > -n

1

P
T'(s)

n
+ 3 %1 S(st1)...(s+k-2) +
k=2

(1) T(s) = —= +

s-1 HHva

N

der z~-Funktion, wobei Hwﬁdv in o > -n  holomorph ist. Da nach §3

die Funktion ﬁmwv iiberall holomorph ist, zeigt diese Formel, daB
g(s) = —= in o > -n holomorph ist; da n beliebig war, ist

g(s) - mw4 sogar in ganz

€ holomorph, und die erste Behauptung
des Satzes ist bewiesen.

Sei jetzt s
) Hwﬁmv wegen des Pols der I-Funktion an der Stelle s gleich

eine ganze Zahl, die > -n und < O ist; dann ist

1
I'(s
Null, und somit ist

_ 1 1. s _ s(stl) (s+2) s {s+1) (s+2) (s+3) (s+4)
ts) =g vzt 720 + 36240
(12) B
- .+ mw s(s+1)...(s+n-2) (s = 0,-1,-2,...,-n+}

k=2 | 4
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pies zeigt, das

go) =L+ 2=-1
z(-1) = WW + W - mw,u - mw
(13) t-2) =L +2-1ro0=0
o= R R A T
L-4) =g rz-gror ww +0=0

gilt. Es ist klar, da8 man dieses Verfahren (mit n
z{(-k) fir jede nichtnegative ganze Zahl k
auszurechnen, und das8 die Werte alle rational ausfallen. Aus (12) be-
kommt man explizit

geniigend gro8)
fortsetzen kOnnte, um

-1 1 n B
tl-k) = g7 v 3+ Mm mw k) (=k+1) ... {-k+r-2) (n > k)
r=
k+1 B
_ 1 1 r-1 k!
= -+ = + - —_— e
Ttz L DT 5w
= - wwé Aw+dv B <
k+1 2 r r°

DaB diese Summe, wie Hbmﬁmv. (6) behauptet, fiir k > O immer gleich
ihrem letzten Glied - mew ist (vgl. die Beispiele (13)), d.h. das
die Bernoullischen Zahlen der Beziehung

(14) )

™ B_=(-1)"8B
r=0 n

geniigen, 148t sich leicht mit Hilfe der erzeugenden Reihe (7) beweisen:

= n n
A - I
n=0 L r=0 rjn: o<r<n r!(n-r)!
r+k
« o B_t
-1 T Ee (2 (in)
- o
r=o0 k=0 T'K! r=o0 *! k=0 X!
ot t -t ot B
e ~1 e -1 n=0 nn

Die Beziehung (14) kann iibrigens als Rekursionsformel zur Berechnung
der ws benutzt werden.

Es bleibt nur noch, die Behauptung (8) iiber die Werte von
zu beweisen, also die Beziehungen

z(2n)
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o=, Faint, Fa_af
= 14 = r = a4t !
n=1 bm 6 n=1 b» %0 n=1 bm 945
7 A 78 7o !0 T o1 _seo n'?
- 7 = ’ -5 = |w||l| re
2Ly 78~ 9450 v L 76~ 93555 + L TTZ = §38512875

von denen die beiden ersten von Euler entdeckt wurden, der sehr stolz
darauf war. Mit Hilfe der Gleichungen (13) und (8) aus §3 erhdlt man

co . B
_4yb=1 ,2n-1 2n 2n 2n _ _ 1 21is  _ 27is
D ¢y B e
n=1 e -1
] (Ist < 1)
_ 1 _ mis i
2 2 Tis -7is
e - e
_1 _ __Ts
=7 0 - s
_s 4 U
=23 1°9 5in 75
=2 &£ log [ r(1+s) I(1-s) ]
_s d 2, t(4) 4
=53 [z(2) s° + 5 5+ R |
«©
= ] {(2n) g0
n=1

(man braucht iibrigens hier nicht die T'-Funktion, sondern kann direkt

O
aus (3.14) schlieBen, daB W %W log mmmmmm =3 ﬁﬁmwvmmw ist). Da-
k=1 :

mit ist der Satz vollstdndig bewiesen.

) Die Tatsache, daB die Werte von ¢(2n) und z(1-2n) dieselben
Bernoulli-Zahlen enthalten, 148t denken, daBf es vielleicht iiberhaupt
eine Beziehung zwischen ((s) wund (i-s) gibt. Wenn wir (5), (6)
und (8) zusammenfassen als
A|AVW\M ¢ (k) k > 0, kX gerade

NWld ﬁw

w71 0k =

[¢] k > 1, k ungerade

und bedenken, daB8 die Funktion k = (k-1)! nach §3 die Interpolati-
onsfunktion TI'(k) hat, wihrend

A|AVW\N k gerade

k o
o] k ungerade
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auf natiirliche Weise durch cos ﬁw Hwﬁmhvowwmﬂd wird, dann liegt es

nahe, die Beziehung
NM|d S

(15) S t(1-s) = cos =2 z(s)

zu vermuten. Das ist die beriihmte Funktionalgleichung der r[—Funktion, die
von Euler 1749 aufgrund analoger Uberlegungen vermutet wurde (in "Re-
margues sur un beau rapport entre les series des puissances tant di-
rectes que réciproques", einer der Berliner Akademie vorgelegten Arbeit)
und erst 1859 von Riemann in seiner bahnbrechenden Arbeit "tUber die
anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Gr&fe" bewiesen wurde.

(Ein Beweis der Funktionalgleichung wird in Aufgabe 2 angedeutet.)

burch Anwendung der Funktionalgleichungen (3.11), (3.13) der T'-Funk-

tion kann sie auch symmetrischer geschrieben werden in der Form ,

-3 - slad= g lime

(16) 2 rdic(s) =« rds®) cai-s) .

Fir o > 1 ist die linke Seite von (16) von Null verschieden, da (wie
in §2 schon bemerkt) die Produktdarstellung (2) impliziert, daB g (s)
dort nicht verschwindet. Es folgt dann aus (16), daB (s) in der
Halbebene ¢ < O nur dort Nullstellen hat, wo ﬁnwv Polstellen hat,
d.h. nur einfache Nullstellen bei s = -2, -4, -6, ... . Die Funktion
z(s) hat also

~ eine einfache Polstelle bei s =1 ,

~ einfache Nullstellen bei s = -2, -4, ...
(die sog. "trivialen Wurzeln") ,

- und sonst Nullstellen h&chstens in dem
"kritischen Streifen" 0 < g < 1, wo
sie in der Tat unendlich viele besitzt .

Die dem Absolutbetrag nach kleinsten Nullstellen in dem kritischen
Streifen sind

+ 14,134725...1 ,

+ 21,022040...1 ,

H

25,010856...1 ,

+ 30,424878...1 .
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40i
kritischer Streifen-_
O<o<l T
= 30i[ ¢,
- ///
“~3}nichttriviale
20ilL ¥/ Nullstellen
kritische Gerade -~ _ /
o=1/2 L *
, 101 ™5
-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 | 2
T o- e L - !
[t e Polstelle
triviale Nullstellen
101 |-
]
20i |-

Es ist naheliegend zu vermuten, d4as8 alle Nullstellen in dem kritischen §
1/2 haben. Das ist die beriihmte, bis heute unbewie-}
sene (und méglicherweise falsche) Riemannsche Vermutung. Man welB, daB unendf

Streifen Realteil
lich viele Nullstellen von z(s)
auch, daB die ersten
fen das tun.

Auf der reellen Achse sieht g(s) so aus:

auf der Geraden
150.000.000 Nullstellen in dem kritischen Strei-

°=z

1

liegen und

&is)

I\

19 -§B17 f6-15 -1, 13 -12 -11 -10 -9 -8 -7 -6 -5 4 -3 .ml._/m 1 234567 8
s
14
24
-34
Aufgaben:
1. Fiir die am Ende des §2 eingefiihrte Funktion
Ls) =1-L+1 - .
3 5
zeige man:
-1
1T &5 at
a) L(s) = Rlllll.. (c > 0) ,
T(s) o mﬁ+m t
b) L(s) hat eine holomorphe Fortsetzung auf ganz C.
¢) . L(-n) nwma (n=o0,12, ...) ,
wobei mu die duxch
1 __ 7 En,m
cos X n=0 nl!
definierten Eulerschen Zahlen sind ﬁmO =1, E, = -1, E, =5,
Mm = =61,¢0¢., mH = _wm = Mm = ... = 0).
-n"E
2 2n+
d) L(2n+1) = 033 LR 1 (n=0,1, 2, ...) .

2 (2n)!

31
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2. Man beweise die Funktionalgleichung (15), indem man folgende
Schritte durchfiihrt: .

a)

b)

c)

d)

Ausgehend von (3) zeige man fiir o > 1

WAA uwvxmL&” £l

o \eX-1

T(s) t(s)

_.\-—,8
§‘

mxld
diese Gleichung gilt flir o > O wegen analytischer Fortsetzung

und 148t sich fir O < 0 < 1 schreiben als

-

I'(s) z(s) = 2
[¢]

X X

ﬂl H.vxmlg QN.
e -1

Ausgehend von a) zeige man fiir 0 < o < 1

+ m‘vmeA dx - -

2 2s

-

h
I'(s) ¢(s) = -
6] Amxnd

% | P wmld QN
AmLx !

was wiederum fiir -1 < 0 < 1 wegen analytischer Fortsetzung

gelten muB und fiir -1 < o < 0 die Formel

1

mxld

I(s) ¢(s) uﬁ m+$xml ax
[¢]

liefert.

Man schlieBe aus (3.14), das

© 2
TS - sin ©s _ _ 2s
Tan s ~ 1 =S mm log s ! 2_2
n=1 n"-s
gilt, und setze s = WW. um
o la (@ ) - ] B
eX-1 x 2 x \tan ix/2 =1 xw+»amdm

zu erhalten.

Man setze c¢) in b) ein, um (nach einer wegen absoluter Konver-
genz zuldssigen Vertauschung von Integral und Summation) die
Formel
hd s=1 _s
r(s) g(s) =2 § (2m)S”! Hw de 2T

n=1 o] ﬁ +1 cos —5-

fir -1 < ¢ < 0 2zu beweisen; nach analytischer Fortsetzung

ist die Funktionalgleichung dann flir alle s bewiesen.
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3. Man beweise flir ¢ > 1 die Beziehung //
/
_ _S8 _ S _ _ mﬁm+du _
t(s) = g5 N_ﬁimiv 1] Hﬂm+mv//: oo
indem man g(s) = Mblm einsetzt und die Summationen vertauscht;
man benutze diese Formel, um zu zeigen, da8 g(s) - mw4 sich

holomorph in ganz @ fortsetzen 1l48t.

4. Man zeige, das8

(17) £(s) = — + y + 0(s=1)

s~1 (s> 1

gilt, wo vy die msHmHmOrm Konstante ist.

. bk ¢ ;
Shew  #hat AS% N ¢§ MMWW: Al ﬁgfgmau el i ow |

§5 Charaktere

Die wichtigsten Dirichletschen Reihen (neben der Zetafunktion) sind
die "L-Reihen",
von ihm benutzt wurden, um

die ebenfalls von Dirichlet eingefiihrt wurden und

a) die Existenz unendlich vieler Primzahlen in jeder arithmetischen

Folge mzw+mwwmﬁ mit (N,a) = 1 zu beweisen, und

b) eine Formel mnucmmvmu fiir die Anzahl der Aquivalenzklassen von
bindren guadratischen Formen mit gegebener Diskriminante.

Die L~Reihen sind Funktionen, die gewissen Charakteren zugeordnet sind,
und bevor wir in §§ 6 - 8 eine Beschreibung von Dirichlets Ergebnissen
geben konnen, miissen wir diese Charaktere etwas studieren.

Ein Charakter auf einer endlichen Gruppe G ist ein Homomorphismus

X 1 G- C* ,

wo C* die Gruppe der von Null verschiedenen komplexen Zahlen ist (mit
der Multiplikation als Gruppenoperation).
Charaktere auf G sind, konnen wir das Produkt xx'

x..A durch

Falls x und yx' zwei
und das Inverse

-1

XX (@) = x(@) X' (D) . X (@) = x(g) (Vg € G)

definieren. Somit bilden die Charaktere auf G eine Gruppe, die wir

-~

mit G bezeichnen.
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SATZ 1: Set G eine endliche abelsche Gruppe. Dann ist & au G feomorph. Insbe-
sondere et 1G1 = lGl.

Bewelis: Bekanntlich ist G eine direkte Summe von endlichen zykli-

schen Gruppen, also hat G Erzeugende gyreser 9 der Ordnungen
uw. ceey bw und jedes Element g € G 148t sich in der Gestalt
r r
g = OHH .o mwr schreiben mit Tie weer T € X. Ist ¥ ein Charakter

auf G und xamuv = mH Awné~....wv.monﬁ

muH UH ﬁu..
£y = x(gg) 7 = x(g;7) = xle} =1
und
r r r r r r
1 k, _ 1 k _ .1 k
(1) x{g, -0 g ) = x(g,) cee x(g ) =BT e BT
d.h. die m» sind uwinm Einheitswurzeln und ¥ ist durch die mH

n.
bestimmt. Umgekehrt, wenn mw. ceer mw € C* nmit mHH =1 {1i=1, ...,k

beliebig gewdhlt werden, so definiert (1) einen Charakter. Es gibt
also eine bijektive Korrespondenz zwischen Charakteren x und

.
k-Tupeln Amp~ ceny mwv mit mHH = 1, wobei das Produkt von Charakteren
dem Produkt der &y entspricht. Somit ist
kB n

{(E seenrBy) € C T

n

G

[}

n

s\bma x N\bmﬁ X s.. X N\swn

Bemerkung: Fiir G endlich ist x(g) flir jedes g € G eine Einheits-
wurzel, also vom b&moHaﬁUmﬁﬂwm 1, und somit ist der durch

x(g) = x(9) (Vg € G)

erkldrte zu X konjugierte Charakter mit dem oben definierten inver-
sen Charakter identisch.

Definition: Ein Dirichletscher Charakter modulo N (N eine natiirliche Zahl)
ist ein Charakter auf der Gruppe

@/N2)" = {n (mod N) | (n,N) = 1} .

Wenn X ein solcher Charakter ist, definieren wir mwsm‘ﬁmvm:mmwwm
mit x bezeichnete) Funktion x: Z - € durch

x(n (mod N)) , falls (n,N)

]
Juy

x(n) =
o, falls (n,N)

\4
-
.
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Auch diese Funktion ¥ wird als Dirichletscher Charakter bezeichnet.
Ein Dirichletscher Charakter (mod N) kann auch beschrieben wer-
den als eine PFunktion X: Z -~ ¢ mit den Eigenschaften

(1) x(n) = 0 e (n,N) > 1

(2) x 1ist streng multiplikativ: x(mn) = x(m) x(n) £fir alle
m,n € Z . -

(3) x(n) hidngt nur von n (mod N) ab.

Nach Satz 1 gibt es ¢(N) Dirichletsche Charaktere, wo

$(N) = | @/N2)*| = #{n (mod N) | (n,N)} = 1}

N I (1-

5
piN P

die Eulersche Funktion von N bezeichnet.
Beispiele: a) Flir jedes N ist der Hauptcharakter Xo (mod N) durch

1 (n,N) =1
Xgm) =
o] (n,N) > 1

—

erklirt (das entspricht der Eins von (Z/NZ) ).

b) Pir N =2 ist ¢(N) = 1, also Xo der einzige Charakter. Fiir
N=3, 4, 6 ist ¢(N) jeweils gleich 2, und es gibt neben dem Haupt-
charakter die Charaktere

n o1 2 3 4 5 6 ...

mwﬁbv o 1 -10 1T -1 0 ...

n o 1 2 3 4 5 6 7 8 ...

mxr‘:odo..dodo.;o...

n o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 ...

mmﬁﬁvo._OOOLO‘_OoolaO._...
Fir N = 5 gibt es neben Xo drei Charaktere:

n (mod 5) 0] 1 2 3 4

o] 1 i -i -1
X (n) o} 1 -1 -1 1
o) 1 -i +i -1
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c) Fiir jede Primzahl p ist das Legendresche Symbol

0, falls pln

(2) (=) = 1, falls pln, n = ch,som p) fiir ein x € %

-1, sonst
ein Dirichletscher Charakter (mod p).
Wir haben zwei einfache, aber sehr niitzliche S&dtze:
SATZ 2: Set X etin Dirichletscher Charakter modulo N. Dann ist

¢(N), falls x = Xo
(3) ) x{n) =
‘ n (mod N) o, falls x #* Xo -

(Hier bezeichnet )
n (mod N)

eine Summe iiber ein beliebiges Vertreter-

N
system von Z/NZ, z.B. ] .)
n=1

KOROLLAR: Seten X 17 X zwet Dirichletsche Charaktere {(mod N). Dann ist

_ 1, falls Xy Xy
(4) Yl 1 X, () X, (@) =

n (mod N) 0, falls X; F Xy -

Bewels: Fir x = Xo ist (3) trivial. Sei x # X und m € %Z so ge-
wghlt, daB (m,N) =1 und x(m) # 1 ist. Dann ist

(1 = x(m)) ) x(n) = ) [x(n) - x(mn)]
n (mod N) n {(mod N)
= )) x(n) - ) x(n) =0
n (mod N) n (mod N)

(da mit n auch mn ein Vertretersystem von Z (mod N) durchlauft),
also, da x(m) % 1,

) x(n) =0 .
n (mod N)

Das Korollar folgt, indem man X1 wm fiir x widhlt.
SATZ 3: Sei n € Z.Dawn ist

$(N), falls n =1 (mod N)
(5) I xtn) =
X O, falls n# 1 (mod N) ,

37

wobet ilber alle Dirichletschen Charaktere (mod N) swmmiert wird.

Korollar: Seien a,b € Z, (b,N) = 1. Dann ist ;
1 _ 1, falle a = b (mod N)
(6) ) L X(®) x(b) =
X 0, falle a % b (mod N) .

Beweis: Flir n = 1 (mod N) ist (5) trivial, da es ¢(N) Charaktere
gibt und fiir alle x(n) =1 gilt. Fir (n,N) > 1 gilt (5) auch, da
dann x(n) fiir alle ¥ verschwindet. Sei n # 1 (mod N), (n,N) =1,
und X1 ein Dirichletscher Charakter {(mod N) mit xHQ: + 1. Ein
solcher existiert wegen Satz 1, denn die Charaktere x mit x(n) =1
sind Charaktere auf der Quotientengruppe (Z/N%)"/<n>, und deren An-
zahl ist demnach kleiner als :N\szx |. Dann ist

I Ix(n) - xx; ()]
X

! x(n) =7 xtn) =0,
X X

da XX1 mit ¥ iber die Gruppe (Z/N&Z)" 1&uft. Da 1 - xia + 0,
folgt hieraus, da8 die Summe verschwindet. Das Korollar folgt, indem

(1 = x;(m)) § x(n)
X

man n mit nb = a (mod N) wihlt.

Sei ZH ein von N verschiedener Teiler von N und X1 ein

Charakter (mod zu.v . Dann definiert die Zusammensetzung

x x XH

(7) (XZ/NE)" — AN\ZHE —= o* ,
wobei der erste Pfeil die Reduktion (mod ZHV ist, einen Charakter
X (mod N). Wir sagen, dag8 ¥ von X1 induziert wird und nennen einen
Charakter x, der so entsteht, “Zmprimitiv; ein Charakter, der nicht
auf diese Weise erhalten werden kann, heiBt primitiv (oder eigentlich).
Z2.B. ist der Hauptcharakter Xo (mod N) fiir N > 1 nie primitiv,
weil er von dem trivialen Charakter (mod 1) induziert wird. Flir
jeden Dirichletschen Charakter ¥ (mod N) gibt es eine kleinste
Zahl zH. so daB x dargestellt werden kann als die Zusammensetzung
(7) mit geeignetem Charakter X1 (mod zu.v , und dies ist die ein-
zige Darstellung (7) won x, fiir die X4 primitiv ist. Diese Zahl
zH mit der Eigenschaft, da8 ¥ von einem primitiven Charakter
(mod ZHV induziert wird, nennt man den Fihrer von ¥X.

Wir werden uns vor allem fiir reelle Charaktere (x = X) interes-
sieren, d.h. solche, die nur die Werte 1, O, -1 annehmen. Wir be-
weisen einen Satz, in dem alle primitiven reellen Charaktere angegeben
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werden.
Definition: Eine Grundzahl ist eine ganze Zahl D mit

D= 1 (mod 4), D quadratfrei,
oder
D

D= 0 (mod 4), W quadratfrei, " 2 oder 3 (mod 4) .

(Solche Zahlen nennt man auch Fundamentaldiskriminanten). Flir eine Grund-
zahl D definieren wir eine Funktion Xp* N - Z durch

(8a) xoﬁwv = (=) (p ungerade Primzahl)

0, falls D = O (mod 4),

(8b) xuﬁwv = 1, falls D s 1 (mod 8),
-1, falls D= 5 (mod 8),
n n n n
1 k, _ 1 k
(8¢c) xUAmH - Py ) = XUAWHV ...xuamwv .

Insbesondere ist X4 der triviale Charakter.

SATZ 4: Die Funkition n ~ xugv (D eine Grundzahl) iet periodigech (mod |D|)
und definiert einen primitiven Dirichletschen Charakter modulo |D| (ebenfalls
mit Xp bezeichnet) mit

1, falls D > O,
(9) xuﬁlﬂv =
-1, falle D < O.

Jeder primitive reelle Dirichletsche Charakter iet einer der Charaktere Xp-
Bewels: Wegen Satz 1 ist jeder Dirichletsche Charakter x (mod N},

r r
1 k
mit N = wp ...ww

gleich einem Produkt Xq+=+Xpr WO Xy Von einem

Charakter (mod wH v induziert wird:

e

@/zz) ™ a\u )% x...x a\wwwﬁ

x ...xxun

Aus dem Diagramm geht hervor, dag ¥ dann und nur dann primitiv

ist, wenn jeder X3 das ist. Fiir die Klassifizierung solcher Charak-

r

tere geniigt es also, sich auf Primzahlpotenzfihrer N = p zu be-

schrénken.

Fall i: p ungerade. In diesem Fall ist bekanntlich AN\mevx 2y-

klisch (siehe Aufgabe 1). Sei x ein erzeugendes Element ("primitive
Wurzel modulo wﬁ=v. Ist x reell und + Xgr SO ist sicherlich

x(x) = -1; es gibt also hdchstens einen solchen Charakter. Anderer-
seits ist n ~ Amv ein von Xg verschiedener reeller Charakter

P .
(mod mHv. Da dieser Charakter den Fihrer p hat, erhalten wir:

Fiir p ungerade gibt es genau einen reellen primitiven Charakter
X (mod p). Dieser ist durch x(n) = &) gegeben. Es gibt keinen

P
reellen primitiven Charakter modulo p¥ mit r > 1.

Fall ii: p = 2. Fir r = 1 ist (&/2"@)° trivial, also x = X, der
einzige Charakter. Fir r = 2 ist (®/2°z)" S x/2z, also e, (Bei-
spiel b) oben) der einzige von Xo <mHmanmmmnm Charakter; er ist

auch primitiv. Fir r = 3 ist (Z/2 0y* = /2 x Z/2 und es gibt ge-

nau die zwei durch

n (mod 8) _ o 1 2 3 4 5 6 7

eg(n) o 1 o -1 o -1 o0 1
me.L o 1 o] 1 o -1t o -1
definierten primitiven reellen Charaktere mm und mm (es mus

X(3) = a, x(5) = B, ¥(7) = x(3 x 5) = af mit a, B = x1 sein, und
von den 4 Mdglichkeiten sind zwei die imprimitiven Charaktere Xg und
n;u. Fiir r > 3 ist bekanntlich jede zu 1 (mod 8) kongruente Zahl
modulo 2% zu einem Quadrat kongruent (siehe Aufgabe 1), also gilt
fiir x reell

n=1 (mod 8) - n = xw (mod NHV

- xm) = x(x3) = xm?=@wn2=1,

und x kann nicht primitiv sein. Das zeigt:

Es gibt genau einen primitiven reellen Charakter Amcv modulo 4
und genau zwei Amm und mmv modulo 8; fiir r # 2, 3 gibt es
keinen reellen primitiven Charakter (mod NHV.

Wir haben jetzt alle reellen primitiven Charaktere gefunden: das

sind die Produkte von Legendre Symbolen AWV fir verschiedene unge-
rade Primzahlen p sowie die Produkte von solchen Charakteren mit

€ g} oder e}; insbesondere sind die einzigen Zahlen N, fiir die

4’ “g 8’
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es iliberhaupt reelle primitive Charaktere gibt, von der Gestalt 1 mal,
4 mal oder 8 mal eine ungerade quadratfreie Zahl. Wir wenden jetzt
das quadratische Reziprozitdtsgesetz bzw. die sogenannten 1. und 2.

Ergédnzungssédtze an, um folgende Identititen zu erhalten:

p-1
AWv = xw.nbv fir p % 2, p prim, wobei p' = (-1) 2 P
e (n) = (32 = x_, (@)
4 n -4 !
eym) = & = xm
" - -8 =
eg(n) = () = x_gn} .

AuBerdem ist das Produkt zweier teilerfremder Grundzahlen D und

Um wieder eine Grundzahl und es gilt

(10) X = Xp X ((p,,D,)) = 1) .
UHUN UH Uw 1772

Somit ist bewiesen, daB die reellen primitiven Charaktere genau die

Xp sind, fir die D ein Produkt von teilerfremden Zahlen aus der
Menge
(11) -4, +8, -8, p (p=1 (mod 4) prim), =-p (p=3 (mod 4) prim)

ist (die Zahlen aus (11) heiBen Primdiskriminanten). Aber es ist leicht

zu sehen, daB jede Grundzahl D ein solches Produkt ist, da D eine.

der Formen m, -4m, 8m, -8m hat mit m quadratfrei und m = 1

(mod 4), also m = II' p'. Damit sind alle Aussagen des Satzes be-
pim
wiesen bis auf (9), und auch diese Formel brauchen wir wegen (10) nur

fiir eine Primdiskriminante D 2zu beweisen, was mit Hilfe des ersten
Ergdnzungssatzes leicht ist:

XIxﬁldv = chldv = -1 = sign (-4) ,
Xg{=1) = ez(-1) = 1 = sign (8) ,
xan: = mmT: = -1 = sign (-8) ,
-1 1, falls p s 1 (mod 4)
xw_A-Av = Auwv = = sign (p') .
-1, falls p s 3 (mod 4)
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Aufgaben

1. Man beweise die in diesem Paragraphen benutzten Tatsachen
a) AN\mHvi ist zyklisch (p > 2 prim, r > 1), /

b) n

1 (mod 8) =» n = xmﬁaom NHV (r > 3),

jeweils durch Induktion {iber r (der Fall r = 1 der ersten Aus-
sage ist Spezialfall eines bekannten Satzes iliber die Einheitengrup-

pe eines endlichen Korpers), indem man das Element, das fiir @H

eine Losung liefert, modulo @H+d {bzw. wﬁlg

dndert, um eine LOsung (mod mH+dv zu erhalten.

fiir p = 2) ab-

2. Man beweise mit Hilfe von Aufgabe 1 folgende Isomorphismen

~

AN\wHvi N\vhldﬁmlAuﬁ (p ungerade)

%/2 x 7/25 % (r > 2)

[1xd

@/2%z)*

und benutze sie, um alle primitiven Dirichletschen Charaktere zu
bestimmen. Wieviele gibt es modulo N?

3. Man zeige .durch ein Beispiel, daB filir einen Dirichletschen Charak-
ter x(mod N) der Definitionsmodul (also die Zahl N), die Peri-
ode (also die kleinste Zahl r mit x(n+r) = x(n) fir alle n)
und der Fiihrer verschieden sein kdnnen. Welche Beziéhung gibt es
zwischen diesen drei Zahlen?

§6 L-Reihen

Sei x ein Dirichletscher Charakter (mod N). Die x =zugeordnete
Dirichletsche L-Rethe ist die Reihe

T x(n)
(1) L{s,x) = } .anml .

n=1 n
Wegen Ix(n)l < 1 ist diese Reihe flir ¢ > 1 absolut konvergent.
Wegen der Multiplikativitdt von ¥ hat sie nach §2 eine Eulersche
Produktdarstellung

2
Lis,0 =1 (1 + XL x@)
P P P

’
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wegen der strengen Multiplikativitdt xAvHv = xﬁwvﬂ ist sogar
_ 1
(2) L{s,x) = I IIHIINI% (o0 > 1) .
p1 N|m|
P

Fir den Hauptcharakter Xo ist nach (2}
1

L(s,Xg) =0 (1.~ onwvw-mv-

p

=1 (- wlmvld
piN

=1 (1-p5 - 1 (1-p%H7
plIN alle p

(3) = 0 (1-p% - z(s) ;

plIN

also ist die L-Reihe in diesem Fall bis auf einen einfachen multipli-
kativen Faktor mit der Riemannschen Zetafunktion identisch. Insbeson-

dere 1ld8t sie sich auf die ganze komplexe Ebene meromorph fortsetzen
-1 ¢ (N)

mit einem einfachen Pol mit Residuum I (1 - p ') = ® an der
: plIN
Stelle s = 1 als einziger Singularitdt.
Flir yx # Xg ist flir X = «
X N{x/N] X
| xm| =17 "xm+ 3T xm]
n=1 n=1 n=N- [£]+1
x X
=& g x(n) + I x|
n{mod N) n=N[X]+1
N
¥ X
=] 1 x| s x-NE v =00
n=N[Z1+1

wegen Satz 2, §5; deswegen ist nach Satz 2 von §1 die Konvergenzabs-—
zisse von L(s,x) kleiner oder gleich .0 (offensichtlich sogar gleich
0); insbesondere definiert (1) eine in o¢ > O holomorphe Funktion. In
der Tat lidBt sich diese Funktion auf ganz ¢ holomorph fortsetzen und
geniigt einer Funktionalgleichung analog zu der von z(s) (s. §7).

Der wichtigste Satz {iber L-Reihen ist die Tatsache, daB der Wert
von L(1,x) (der nach dem eben Gesagten definiert ist) stets von
Null verschieden ist; hieraus kann man leicht die Existenz unendlich
vieler Primzahlen in arithmetischen Folgen schlieBen. Wir beweisen

jetzt diese beiden Ergebnisse.
SATZ: Sei X etn von X verschiedener Dirichletscher Charvakter. Dann ist

(4) L(1,x) #+ 0 .
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Bewelis: Sei

(5) F(s) = I L(s,X) .
X

wo X tUber sdmtliche Dirichletschen Charaktere (mod.N) lZuft. Dann
ist fir o > 1 nach (2)

log F(s) = ] J log (1 - x(p)p )]
X P
© X
(6) =15 ] fxel
X p r=1 P
=) ] 1 !

p 1 rp
@HIAAEOQ N)
(die letzte Gleichung folgt aus Satz 3, §5); insbesondere ist
log F(s) > 0 flir s reell und > 1, und somit

(7) lim F(s) > 1 .
s-1

s reell
Das Produkt nuv enthidlt nur einen Faktor, der an der Stelle s = 1
einen Pol hat, ndmlich ﬁam\xOv. und dieser Pol ist nach (3) einfach:
Wenn L(1,X) = O wdre filir zwei oder mehr Charaktere x # Xgr miiBte dem-
nach F(s) an der Stelle s = 1 holomorph sein und den Wert O ha-
ben, was offensichtlich (7) widerspricht. Es wmal also Adchstens einen
Charakter x # Xo mit L(1,X) = O geben. Da mit L(1,x) = 0 auch
L(1,X}) = T(1,X) '= O wire, ist dieser Charakter X (falls er exi-
stiert) gleich ¥, also reell. Wir k&énnen uns also fiir den Beweis des
Satzes auf reelle Charaktere beschrinken.

Sei also x reell mit L(1,x) = 0, und sei

L(s,X) H.Am.XOv

8 ® = .

(8) (s) 7S

Diese Funktion ist fiir o > W holomorph, da der Pol von ﬂﬁm~xov bei
s = 1 durch die Nullstelle von L(s,x) dort aufgehoben wird, wihrend
der Nenner ﬁﬁwm~xov wegen (3) fir o > W von Null verschieden ist.

Fir o > 1 ist

-2
1= x,(p)p %3

% (s) - = —_—
p (1 - x(plp (1 = x,(p)p °)
2s

I 1-p
PIN (1 = x(p)p 5)(1 - p %)
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1 —1+pS
MV:Q 1 - XAUVUlM ) ./,,r

= mlleMW N

x(p)=1 1 -p %

il

(da x(p) = 21 £lir pIN ist), also
o 3
d(s) = bmd MW (o > 1) mit a >0 .
(Um dies zu erreichen, brauchten wir den Faktor 1 + wlm = mlniwﬂmw
1 - vlm

in dem Euler-Produkt von ¢; das ist der Grund fiir die Wahl der Funk-

tion (8).) Da ¢ i ] i
(s) in o > > holomorph ist, ist fiir |s-2] < W

msﬁwom n)k
N r

@ _ k . .
0(s) = | A52200 400 5y _ (2-5)% ;

k=0 k=0 k! n=1 n

und wege i
e mdw a O stellt die rechts stehende Doppelsumme fiir s
ell, 3 <8< 2, eine monoton fallende Funktion dar, also ist

1

2(s) > ¢(2) > 1 (s reell, 7 <s<2) .

Aber nach (8) ist

1 1
Hh — _
lim 8(s) < Aw~xv LizeX,) — o
1 lim L(2s,x.) ’
S5 1 0
s+
da ﬁﬁwm~xov nach (3) an der Stelle s =

Widerspruch beweist den Satz.

einen Pol hat. Dieser

roj=

E ; .
. s ist dem Leser vielleicht aufgefallen, daB dieser Beweis zu dem
mmtmwm des Landauschen Satzes (Satz 4, §1) sehr analog ist, und in
er .

Tat kann man (4) auch durch direkte Anwendung jenes Satzes bewei-
sen. Sei ndmlich Y reell, und

(9) ¥(s) = L(s,x) z(s) = w p(n)
n=1 n®

(10 p(n) = J x(a) .

din
Dann ist

Y(s) =1 .

P (1 -xpPp (1 - p 5

(11) = 1 ) 1 ]

. I
x(p)=-11 - P

2
-2s

I = n
x(®)=1 (1 - p™5)° x(p)=01-p*

= il AA + MW + Iwm + ...V. I AA + LW.+ lwm + ...v
x(p)=1 P p x(p)=0 P P
1 1
3 H—.!ﬂ AA + ﬂ + |k|M + tn.v 7
x{p)=-1 P P
also fir alle n .
2
(12) p(n) > 0, p(n”) > 1

(die Beziehungen (11) und (12) werden spiter eine Bedeutung erhalten,
als Zetafunktion eines guadratischen Koérpers und p(n)
erkannt werden). Hwn. L(1,x) = O,
g > 0; nach (12) und

S fdr o > O kon-

indem Y(s)
als Anzahl der Ideale mit Norm n
so hat y(s) nach (9) keine Singularitét in
dem Landauschen Satz mu$ also die Reihe. } o(n)n

vergent sein, was im Widerspruch zu der aus (12) folgenden Beziehung

7 em 3 p®) 7 l-w
n=1 bguw “p21 B Tz ?

steht. Damit ist unser Satz wieder bewiesen.
Man kann mit dem Landauschen Satz einen noch kiirzeren Beweis an-

geben, und zwar einen, der die Reduktion auf den Fall eines reellen

x nicht braucht, sondern (4) simultan fiir alle X (mod N)
(wegen der Wichtigkeit des Satzes scheuen wir uns nicht, drei ver-

schiedene Beweise anzugeben). Es folgt n#mlich aus (6), daB die durch
durch eine Dirichletsche

zeigt

(5) definierte Funktion F(s) fir o > 1
ven Koeffizienten gegeben wird. Gdbe es auch nur einen
mit L(1,X) = O, so wire nach (5) die Funktion

und deswegen in der ganzen Halbebene

Reihe mit positi
Charakter X #* X,
F(s) an der Stelle
¢ > 0 holomorph, also nach dem Landauschen Satz die entsprechende

¢ > 0 konvergent und damit auch die Reihe

s =1

Dirichletsche Reihe fiir
(6) in diesem Gebiet konvergent. Aber nach der Eulerschen Verallge-

meinerung des kleinen Fermatschen Satzes ist (fiir s reell)
1 S 1
I 1 sz e ] TS
p r>1 rp pIN r=1 rp
¢(N) Ir

p =1 (mod N)

-

J
= ]
pIN wwd kpeS¢ )

= ] log !

piN 1 - @lmeﬁzu

= “_.Om. H_AWOAZV ~XOV ’
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also fiir s = eﬁwv sicherlich nicht konvergent.

Noch ein vierter Beweis dafiir, daB (4) fiir reelle Charaktere gilt,
wird aus einem Ergebnis von §8 folgen, das besagt, daB fiir solche ¥
der Wert von L(1,X) 2zu einer (stets von O verschiedenen) Klassen—
zahl proportional ist; mcm diesem Wege hat urspriinglich Dirichlet den
Satz bewiesen.

KOROLLAR: Sei N eine natilrliche Zahl, a zu N tetlerfremd. Dann enthdlt die
arithmetische Folge {Nk + m@Wmua unendlich viele Primzahlen; es ist sogar

(13) ) L
p prim P
pma(mod N)

Beweis: Nach dem Korollar zu Satz 3, §5, ist fiir o > 1

1 1 -
W Hmﬂ H@Hm W HW $(N) W x(a) xﬁvﬁv. !
vﬂumﬁaom N) B

“{14)

X*X,

wobel die Vertauschung wegen der absoluten Konvergenz erlaubt ist

(hier bedeuten ] und § wie {iblich die {iber alle Primzahlen bzw.

p X
alle Dirichletschen Charaktere (mod N) erstreckten Summationen).

Da log ﬁnm~xov flir s - 1 nach Unendlich strebt, aber 1log L(s,x)
fiir x # Xg Wegen (4) beschrénkt ist, folgt aus (14), daB die Summe
auf der linken Seite fiir s = 1 divergiert. Aber

g

r
rp
wﬁuwﬁsom N)

1 1

eru d |
: W HWN 2p" W 2p(p-1) DW 2n(n-1T) ~ 2 '

1A

also mug die Summe der Termen mit r = 1 divergieren.

eﬁzv—wom bﬁm.xov + M MAmv log bam~x;.
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wcmmmumb

1. Man beweise elementar die Existenz unendlich vieler Primzahlen

der mmmﬂwHﬁ 4n - 1 bzw. 4n + 1, indem man unter der Annahme,
es gidbe nur endlich viele, die Zahlen

HA ww + 1

4 [T p-1 bzw. 4
p=1(mod 4)

p=3(mod 4) .
bildet und einen Widerspruch ableitet. Fiir welche anderen arithme-

tischen Folgen gibt es einen analogen Beweis?

2. Man zeige, daB fiir jeden Dirichletschen Charakter ¥

d M ::zc:
= = (o > 1)
L(s,Xx) n=1 ns

ist, wobel yu(n) die in §2 eingefilhrte M8biussche Funktion be-~
zeichnet. Kann man aus dem Satz dieses Paragraphen schliegfen, daB
die Reihe flir s = 1 konvergiert?

§7 Werte von Dirichletschen Reihen, insbesondere von L-Reihen,
an negativen ganzen Stellen

In §4 haben wir gesehen, da8 die Riemannsche Zetafunktion ¢(s) fir
alle geraden Argumente s > 1 und filir alle ganzzahligen Argumente

s < 1 Werte annimmt, die man in geschlossener Gestalt angeben kann;
fir s < 1 sind diese Werte stets rational und in der H&lfte der
Fdlle gleich Null. Bhnliche Eigenschaften gelten fiir alle Dirichlet-
schen L-Reihen. Da diese Reihen Funktionalgleichungen erfiillen,
braucht man die Werte nur fir s > 1 oder fiir s < O zu berechnen.
Uberraschenderweise stellt sich heraus, das8 die Werte an den negati-
ven ganzzahligen Stellen trotz der Nichtkonvergenz der Reihen wesent-
lich einfacher auszurechnen sind als die an positiven ganzzahligen
Stellen. Dies liegt an folgendem Satz, welcher es erméglicht, unter
sehr allgemeinen Voraussetzungen Werte von Dirichtletschen Reihen fiir

ganzzahlige negative Argumente zu bestimmen.

© a
SATZ 1: Sei wo(s) = xmw eine Dirichletsche Reihe, &sm fir mindestens einen
n=1 n
(komplexen) Wert von s komvergiert, und sei f(t) = M a_ et e ent-

n=1 0

sprechende Exponentialrethe (welche fiir alle t > O konvergiert). Hat
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f(t) fir t » O die asymptotische Entwicklung
2
(1) f(t) ~ b, + vpﬁ + byttt ... (t »0) ,
8o laBt sich @(s) holomorph in die ganze komplexe Ebene fortsetzen und es gilt

(2) ®(-n) = (-1)" n1 b/ n=0,1,2, ...) .

Allgemeiner, wenn £(t) fir t -+ O die asymptotische Entwicklung

b
- 2
(3) f(t) ~ — t by +bit+bt"+ ...

b
besitzt, so hat ¢(s) eine meromorphe Fortsetzung, die Funktion ¢(s) - m%m% ist

ganz, und die Werte ©(0), ©(-1), ... werden nach wie vor durch die Formel (2)
gegeben.

Bemerkungen: 1. "Asymptotische Entwicklung" bedeutet, dag fiir jede
natiirliche Z2ahl N die Absch&tzung

(4) e = § b ] < ¥ 0 <t<t)
n<N °
gilt (kurz: £(t) = [ b t" + o(t")). Insbesondere ist (1) erfiillt,
n<N

falls £(t) im Punkt t = O analytisch ist und die Taylor-Entwick-
lung § b t® hat; i.a. wird aber nicht verlangt, daB die Reihe

© n=0

Mo b, t? konvergiert, noch, falls sie das tut, daB ihr Wert gleich
Hﬂ"

£(t) ist.
2. Wie aus dem Beweis ersichtlich sein wird, gilt der Satz auch fiir
© a .
allgemeine Dirichletsche Reihen ¢(s) = 7} IW (falls sie fiir min-
n=0 X
n ~-A_t
n

destens ein s absolut konvergieren), wenn man f(t) = e

<o

I a,
n=0
setzt.

Beweis des Satzes: Es ist klar, daB die Reihe fiir f£(t) fiir alle po-

sitiven Werte von 't absolut konvergiert, da die a, héchstens poly-
-nt exponentiell abfallen. Wegen Gleichung

nomial wachsen und die e
(16) von §3 (bzw. Gleichung (18) von §3 im Falle von allgemeinen
Dirichletschen Reihen) gilt im Bereich der absoluten Konvergenz die
Formel .

r(s)e(s) = [ £(e)t" 1 at .
o
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Wir zerlegen das Integral als Hwﬁwv + Hmﬁmv mit
1 s-1 = s-1
I,(s) = [ £(&)t at , I (s) = [ £(B)t dt .
1 o 2 1

pa f(t) fiir t - o exponentiell abfdllt (n&mlich £(t) = Oﬁmlﬁv
-\ .t

0 )), konvergiert das zweite Integral fiir alle s,

pzw. f(t) = O(e
und zwar absolut und gleichm#Big auf kompakten Mengen, es stellt also

eine ganze Funktion von s dar. Weiter gilt

1 n =1 M ﬁ§+m 1 M US ( O

b_t v t at = b _ = — o> '
% Abwz n n<N ° nts o n<N nts

also
b 1
n s=1
I.(s) = §J —=+{ Amﬁwv - ¥ b t v t dt (a>1) ,
1 n<N nts 0 n<N O

wobei das Integral wegen (4) fiir alle s mit Re(s) > -N absolut
und auf kompakten Mengen gleichméB8ig konvergiert, also in diesem Ge-

biet eine holomorphe Funktion darstellt. Die Funktion T(s)¢(s) - s

hat also eine holomorphe Fortsetzung in die Halbebene Re(s) > -N.
Da N beliebig gro8 gewdhlt werden kann, folgt, das T(s)p(s) eine
meromorphe Fortsetzung auf ganz € hat, die bis auf (eventuelle)

einfache Pole bei s = -n (n =-1, 0, 1, 2, ...) mit Residuum Un
holomorph ist. Da die Funktion 1/T(s) ganz ist und flir s = O,
s=-1, s =-2, ... verschwindet, ist ¢(s) bis auf einen einfachen

Pol bei s =1 mit dem Residuum Ulw holomorph. Durch Vergleich der
Residuen von T (s)e{(s) und T (s) (vgl. Aufgabe 3, §3) erhdlt man
die Werte (2).

Als erstes Beispiel nehmen wir ¢(s) = r(s), die Riemannsche Zeta-
funktion. Hier ist ms = 1, also
£(g) = § et o
n=1 e -1

mit der asymptotischen Entwicklung (hier sogar konvergent fir t < 27)

© B
1 n+1l n
f(t) ~++ ) T——=T t .
t =0 (n+1)!
1
und der Satz gibt sofort die holomorphe Fortsetzung von z(s) - =T
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auf die ganze Ebene sowie die in §4 erhaltenen Werte

- w. (n =0) ,
B B
tn) = (-n° %m.._d =1 - %.Md (n > 1, n ungerade) ,
o] (n > 2, n gerade) .

Wir betrachten jetzt einen Dirichletschen Charakter X (mod N)

und setzen a, = x(n), ¢(s) = L(s,x) in Ssatz 1. Wegen der Periodizi-
tédt der Koeffizienten gilt dann

£(t)

Mxﬁuvm-sﬁ
n=1

N .
M_ x(m) (e 4 ~(mN)E | -(mt2N)t )

m=
N -mt
e
= 1 xtm) S—=x .
m=1 1-e7NE
Die Funktion e ™% hat fir t - 0 die asymptotische Entwicklung
= k
I mﬂs_v' t* und die Funktion d..zw hat die Entwicklung
k=0 r 1-e
e (=17 B r-1
M T (Nt) , wobel die B Bernoullische Zahlen sind (s.
r=0 r r
(4.7)). Es gilt also
' N © ™ k+r k r-1
-1 m N B r+k-1
£(€) ~ § xm J § L=1) TR t ’
m=1 k=0 r=0 M
d.h. eine asymptotische Entwicklung der Gestalt (3) mit
5 Wu ; T:w+ﬂmﬂ=_wzwl
(3) b = X (m) (n>-1) .
noos K, >0 kir! -
k+r=n+1

Filr n = -1 reduziert sich diese Summe auf
1 N
b_, = msmd x(m) ,
was flir yx # Xg verschwindet (§5, Satz 2); nach Satz 1 138t sich
also L(s,X) in diesem Fall zu einer fiir alle s holomorphen Funk-

tion fortsetzen. Fiir y = Xg ist

=] = $(N)
bi=x I
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. . (N) =
und L(s,x) hat einen einfachen Pol mit Residuum wfal bei s =1,
in Ubereinstimmung mit (6.3).

Wir kénnen (5) etwas bequemer schreiben, wenn wir die durch
n n k

(6) Bux) = b G By x

definierten Bernoullischen Polynome einfithren, also

Byix) =1, d
B,(x) =x -~ .
2 1
meS =x |x+sm.~
3 3 .2 1
WmCC =x" - 53X+ X,
pann ist ndmlich
+1 N
_(=n® n m
Ub T 1)1 N M X (m) mu+Hsz '
n=1
und wir erhalten aus Satz 1 den
T x(
SATZ 2: Sei X ein Dirichletscher Charakter modulo N und L(s,X) = Md Nb.ll
H-.“
(Re(s) > 1) die enteprechende L-Reithe. Dann UiBt sich L(s,X) meromorph auf
die ganze Ebene forteetzen, und zwar holomorph bis auf einen einfachen Pol mit
Residuum emﬁ bet s =1 fir X = X4 und es gilt
n N
N m =
(7) L(-n,X) = = 057 .ML ¥ (m) mb+wﬁmv mn=0,1, 2, «..)

Als Beispiel des Satzes haben wir

X(m) m (x # xov .

(8) L(0,x) = - w

| e~

=1

Die Bernoullischen Polynome, die in der Mathematik in vielen Zu-
sammenhidngen vorkommen, haben sehr schdne Eigenschaften. Aus (6) er-

hdlt man sofort die Formeln
(9)

(10) B (x) = nB (x)
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(die zusammen eine zweite, induktive Definition der Polynome mbaxv
liefern), sowie die erzeugende Funktion

@ n xt
£t _ te

(1) M B (X) =7 =%

n=0 e =1

(die ebenfalls als Definition der wzﬁxv dienen kann). Aus der er-
zeugenden Funktion erhdlt man zwei weitere Eigenschaften der Polynome
wbaxvu die Symmetrie

]

(12) B, (1-x) (-n" B (x)

und die Rekursion

wbﬁxv + sxula .

(13) mbﬁx+ﬂv

Es ist ibrigens wegen der aus (13) folgenden Formel fiir Potenzsummen

B (N+1)-B (0)
n n n _ n+l n+1l
(14) 17+ 2+ ... + N = T
n n+1-k
k n N
= ¥ -1 () B —=
k=0 k k n+l1-k

daB Jakob Bernoulli die nach ihm benannten Zahlen mw eingefiihrt hat.

Wegen xAlng = x(1) = 1 gilt fiir jeden Dirichletschen Charakter
x entweder x(-1) =+1 oder x(-1) = -1; wir nennen X im ersten
Fall gerade und im zweiten Fall ungerade . Der triviale Charakter ist
z.B. immer gerade. Mit Hilfe von (12) erh&lt man nun leicht das fol-
gende Korollar zu Satz 2:

KOROLLAR: Auller im Falle N = 1, n = O gilt fir alle x und ,nwwm n>0
x(=1) = (=)™ = L(-n,x) =0 ,

d.h. die L-Reihe von einem geraden bmi. ungeradenm Charakter verschwindet an den
negativen geraden bmw. ungeraden Stellen.

Das Korollar sowie seine Umkehrung (d.h., da8 L(-n,x) nur flir
die genannten Werte von n verschwindet) konnen auch aus der Funk-
tionalgleichung der L-Reihe L(s,x) abgeleitet werden. Wegen ihrer
groBen Bedeutung fiir die analytische Zahlentheorie werden wir diese
Funktionalgleichung hier angeben, obwohl sie in diesem Buch weder be-
wiesen noch verwendet werden wird. Wir kénnen uns dabei auf primitive
Charaktere beschrinken, da fiir einen von einem Charakter X, indu-
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zierten Charakter x (mod N) die elementare Beziehung

xpﬂwv
LY sy

L(s,x) = I A_ -
p

pIN

zwischen den L-Reihen gilt. Die Funktionalgleichung fiir x primitiv ist

s/2 s+§

nS/2 T(=~) L(s,x)

N
(15)

- _G =(1-s)/2 (1-s)/2 1-s+8 =
v N I35 L(1-s,X) 3

dabei ist m der zu ¥ konjugierte Charakter, § gleich O bzw. 1

N X
fiir X gerade bzw. ungerade und G die GauBsche Swme § x(n) e2™in/N,
=1

n
Der Faktor ,%ﬂl in (15) hat stets den Absolutbetrag 1.
i"VN
Aus der Funktionalgleichung und Satz 2 erhilt man die Werte von
L(n,x) far n > 1, x(~1) = (-1)"; z.B. liefern (8) und (15)
mig Y =
L(1,x) === I xmm
N™ m=1

fiir x primitiv und ungerade. Da wir aber die Funktionalgleichung
nicht bewiesen haben und ohnehin auf diese Weise nur die Hilfte der
Fdlle erledigen konnen, werden wir in §9 einen anderen Weg zur Be-
rechnung von L(1,%x) beschreiben.

Wir schlieBSen mit einer kleinen Tabelle von Werten von L-Reihen
an negativen ganzen Stellen fiir die in §5 bestimmten primitiven

reellen Charaktere Xp*

Tabelle 1. Werte von HLTH:XDV

D -3 -4 -7 ~8 -1 -15 -19 =20 -23 =-~24 -3 -~35
1 1
H.AO‘XUV 3 5 1 1 1 2 1 2 3 2 3 2
1 1 1 8 3
-3 H.A1N~XUV 3 ry 7 3 3 8 ‘: 15 24 23 48 54
1 1 5 57 127
3 HhathAUv Kl 7 16 = JAM 496 1345 1761 3408 3985 12960 21186




54
D 1 5 8 12 13 17 21 24 28 29 33 5. Man beweise die Euler-Maclaurinsche Summationsformel
1 1 1 1 k
-=L(-1,%+) | 57 = 5 1 1 2 2 3 4 3 6 N N K-1 (-1)7 B
2 pla s 2 ] £ = [ fxdx + )] — X+ (£%) (o) - £ ()
11 1 1 r=1 0 k=0 (k+1) 1
M.ﬁA W~XUV 515 1 5 23 29 82 154 261 452 471 846
. K N
-3 LSy [map & 2L 161 253 11582 35942 76083 177844 211833 445386 - T etxn) £ oaxc,
° 0
Aufgaben: . wobei K > 1 und N natiirliche Zahlen sind, f£(x) eine geniigend
: oft differenzierbare Funktion auf [O,N] ist und [x] den ganz-
1. Man beweise die erste Aussage von Satz 1 (n&mlich, daB sich aus V Nwwwwmmssemww von x bezeichnet. Formel (14) ist der Spezialfall
der Existenz einer asymptotischen Entwicklung (1) die holomorphe flx) = x7, N>mn.
.Fortsetzbarkeit von ¢(s) sowie die Werte (2) ergeben) auf fol- Hinweis: Der Fall N = 1 folgt aus (10) durch partielle Integra-

tion; den allgemeinen Fall erh&dlt man, indem man diesen Spezialfall

gende Weise:
auf f(x), f£(x+1), ..., f(x+N-1) anwendet und summiert.

a) Die Aussage gilt fiir o(s) = n™® und daher fiir jede endliche

Dirichletsche Reihe.

b) Fir ¢ und £ wie im Satz folgt aus £(t) = oﬁﬁzv (t » 0),
da8 ¢(s) in die Halbebene Re(s) > -N holomorph fortsetz-
bar ist und da8 ¢(-n) = 0 flir O < n < N.

c) Fiir vorgegebene Uo~ ceey UZiH gibt es eine endliche Dirichlet-
sche Reihe, deren zugehdrige Exponentialreihe fir t -+ 0 gleich
I b t?+ o)) ist.

O<n<N
2. Man verifiziere die Eigenschaften (9) - (14) der Bernoullischen
Polynome. .
--] - .
3. sei g(s,a) = | (n+a) 5 (Re(s) > 1, a > 0) die Hurwitzsche

n=0
Zetafunktion. Mit Hilfe von Satz 1 zeige man, daB ¢(s,a) - mm4

eine holomorphe Fortsetzung in die ganze Ebene hat und fiir

s =0, -1, =2, ... die Werte

(a)

= -1
t(-n,a) = a7 Bn+1

annimmt. Insbesondere folgt Satz 2 aus der Identitit

N
N° ] x(m) nﬂm.mv und (13) aus der Identitdt

ﬁAM~Xv =
g W=1
! z(s,a) = a + r(s,a+1).
[
[ 4. Man zeige, das mbﬂwv = —-(1 - Na|uvwn. und allgemeiner, daB

1 . k=1 .
i B (kx) = k"1 ] B (x+ 1) k=1,2, ...) .

j=0
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Literatur zu Teil I

Die analytischen bzw. formalen Eigenschaften von Dirichletschen
Reihen werden in

G.H. Hardy und M. Riesz, The General Theory of Dirichlet's Series, Cam-—
bridge Tracts No. 18, Cambridge 1915

bzw.

G.H. Hardy und E.M. Wright, 4n Introduction to the Theory of Numbers,
Oxford University Press, Oxford 1971, Kap. XVI, XVII
(in deutscher tibersetzung erschienen bei Oldenburg, Miinchen 1958) aus-
fiihrlich behandelt, wobei das zweite Buch auch sonst als Einfiihrung
und Nachschlagewerk filir die elementare Zahlentheorie sehr zu .empfehlen
ist. Beide Themen werden auch in

T.M. Apostol, Introduction to Analytic Number Theory,

Springer-Verlag,
New York-Heidelberg-Berlin 1976, Kap. 2, 11

behandelt. Die Eigenschaften der Gammafunktion werden in fast jedem
Buch ilber Funktionentheorie und in vielen iiber analytische Zahlen-
theorie angegeben, z.B.

L.V. Ahlfors, Complex Analysis, McGraw-Hill, New York 1966, §5.2.4.

Fiir die Mellin-Transformation und ihre zahlentheoretischen Anwendun-
gen siehe etwa

H. Rademacher, Topics in Analytic Number Theory, Grundlehren 169, Sprin-
ger-Verlag, New York-Heidelberg-Berlin 1973, Kap. 3.

Das beste Werk speziell {iber die Riemannsche Zetafunktion ist

H. Edwards,
1974,

Riemann'e Zeta Function, Academic Press, New York-London

wdhrend die allgemeine Theorie der Dirichletschen Charaktere und L-
Reihen im oben zitierten Buch von Apostol (Kap. 6, 12) und in

H. Davenport, Multiplicative Number Theory, Markham, Chicago 1967,

C.L. Siegel, 4nalytische Zahlentheorie I, II, vervielf#dltigte Vorlesungs-
ausarbeitung, GOttingen 1963,

die beide ausgezeichnet sind, behandelt wird.

Teil Il. Quadratische Kérper und ihre Zetafunktionen

§8 Bindre gquadratische Formen

Neben dem Beweis des Satzes, daB arithmetische Folgen unendlich viele
primzahlen enthalten, war der Wunsch, Klassenzahlen bindrer quadrati-
scher Formen ausrechnen zu kdnnen, einer der Hauptgriinde Dirichlets,
Charaktere und L~Reihen einzufilhren. Was diese Klassenzahlen sind und
wie sie mit L-Reihen zusammenhingen, wollen wir in diesem Paragraphen
erléutern, wobei wir im wesentlichen Dirichlets Argument folgen werden.

Als erstes miissen wir etwas iiber die Theorie der quadratischen
Formen erzidhlen, die fast ganz von GauB in den Disquisitiones Arithmeticae
entwickelt wurde. Der Ausgangspunkt dieser Theorie ist die Frage nach
der Lésbarkeit von quadratischen Diophantischen Gleichungen, z.B. der
Nachweis, da8 die Pellsche Gleichung

1 t? - pu? = 2

fiir jede Nichtquadratzahl D > O eine Ldsung mit u # O hat oder
der Fermatsche Satz, daB jede Primzahl p = 1 (mod 4) eine Darstel-
lung

2 2
(2) p=x +y

zulist. AuBerdem interessiert man sich fiir die Anzahl der Ldsungen,
z.B fiir die Tatsache, da8 die Darstellung (2) bis auf die Reihenfolge

von x und y eindeutig ist. Allgemein ist eine bindre quadratische
Form ein Ausdruck der Gestalt

2 2

(3) f(x,y) = ax” + bxy + cy

wobei a, b, ¢ (die Koeffizienten der Form) als fest und Xx, y als

verdnderlich anzusehen sind. Wir werden stets annehmen, daB die Ko-
effizienten in Z

a, b, ¢ liegen und auch, da wir nur bindre Formen

(d.h. Formen in zwei Variablen) betrachten, das Wort "bindr" hdufig
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weglassen. Die Hauptfrage ist dann, fiir eine gegebene quadratische
Form f und ganze Zahl n die Losungen der Gleichung £(x,y) =n
(x,y € Z) =zu beschreiben.

Sei AM mv eine 2 x 2 Matrix mit ganzzahligen Koeffizienten
und Determinante 1. Ersetzen wir x und y in (3) durch
x' = ax + By .,
(4)
y' = yx + 8y ,

mommrﬁﬁwvwbmwmwona w_xw +U.x<+ o_<w mit

{5) w.xw + b'xy + o.wm = mAQx+mMVN.+Uﬁax+m%VA<x+awv.*oh<x+m<vﬁ
d.h. mit

a' = mﬁw + bay + 0<N
(6) b' = 2aaB + b(ad + By) + 2¢cy$

c' mmw + bRS + oaw ’
ilber. Die Frage, ob fiir eine Zahl n die Gleichung

(7) mxm + bxy + owm =n

18sbar ist, ist jetzt offensichtlich mit der Frage &quivalent, ob

2

(8) a'x” + b'xy + o.<~ =n (x, Yy €X)

18sbar ist, denn jede Ldsung von (8) liefert wegen (5) eine L&sung
(ax + By, yx + 8y) von (7), und umgekehrt fihrt jede L&sung von (7)
vermdge der zu (4) inversen Transformation

x = 8x' - By!

y = -yx' + ay'

zu einer Losung von (8). Es gibt also eine natilirliche bijektive Kor-
respondenz zwischen den Ldsungsmengen der Gleichungen (7) und (8),
und da wir uns ja gerade fiir diese Ldsungen interessieren, ist es
natiirlich, die mswmvﬂmosmu&mv quadratischen Formen als dquivalent zu
betrachten. Dies fiihrt zu folgender

Ummwb»ﬂHOb“NimwncmmﬁmnwmomeOHamsmﬁx~<vu mkw +Gx<+ owm und

2 2

f'(x,y) = a'x” + b'xy + c'y
Substitution ﬁ“ mv. a, B, Y. § €EX, a8 - By = 1 wie in (5) inein-

heiBen dquivalent, falls sie unter einer
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ander tibergehen, d.h. falls die Roeffizienten von f und f£' durch
(6) verkniipft sind.

Da die Menge mhmANv der Matrizen Aw mv mit o, B, Y, § € &,
a8 = By = 1, eine Gruppe bildet, also unter Inversenbildung und Zu-
sammensetzung abgeschlossen ist, ist es klar, daB diese Relation sym-
metrisch und transitiv, also wirklich eine BEquivalenzrelation ist.

Wieviele Aquivalenzklassen gibt es? Sicherlich unendlich viele,
denn - wie man leicht nachpriift - die Diskriminante

(9) D = b® - 4ac _

einer Form (3) ist eine Invariante der KEquivalenzklasse (d.h., sie
bleibt unverindert unter der Transformation (6)), und es gibt umge-
kehrt zu jeder Zahl D mit

(10) D= O oder 1 (mod 4)

mindestens eine Form der Diskriminante D, ndmlich die Grundform

2 -2, falls D = O (mod 4)

(11 £(x,y) = -
2 i-D 2 )
x° + xy + ——y , falls D = 1 (mod 4) .

4

Eine verniinftigere Frage wédre also: wieviele Kquivalenzklassen von
Formen gibt es mit gegebener Diskriminante? Das erste Hauptergebnis
besagt, daB es nur endlich viele gibt:

SATZ 1: Sei D € T, D kein Quadrat. Dann gibt es nur endlich viele Aquivalenz—
klassen von quadratischen Formen mit der Diskriminante D.

Bemerkung: Die Behauptung des Satzes bleibt richtig fiir D ein
Quadrat, D # O (s. Aufgabe 1). Formen mit quadratischer Diskriminante
werden wir im folgenden aber nicht betrachten, da diese in lineare
Faktoren zerfallen.

mmsmwmnSHHNmHmmb.mmmummmMOHEmu mum +Ux<+ o%w NcmwanMOHE

2 2

a'x“ + b'xy + c'y® &quivalent ist, deren Koeffizienten den Ungleichun-

gen

(12) Ib*l < la*l < lc'|

geniigen. Die Behauptung folgt dann, da es nur endlich viele Zahlen-
tripel (a', b', c') gibt, die (12) erfiillen und einen gegebenen
Wert U.w - 4a'c!' = D haben: es ist namlich




IDl = Ib'2-4a'c'| > fda‘'c'l - Ib'I?
> »_w._m - _m._N = wm_w '
also
la'l < w_ , IB'] < la'l , ¢' = wwwﬁm v

so daB nur endlich viele Werte fiir a', b', ¢' in Frage kommen. Um

(12) zu erreichen, wdhlen wir a' als die dem Absolutbetrag nach
kleinste Zahl, die durch £ darstellbar ist. Dann gibt es Zahlen o
und vy mit

a' = aa® + bay + o<w P

und der gréfte gemeinsame Teiler r von o
2

und y muB gleich 1
sein, weil a'/r durch f darstellbar ist. Wir k&nnen also Zahlen
B und 6§ so wdhlen, daB a8 - By = 1 ist; dann transformiert (¢ mv
die mows f in eine Form w.xm + b"xy + n=wm mit a' als menm5< ’
Nommmwuwmbﬁm=A<mH.

b':= b" - 2a'n dem Absolutbetrag nach kleiner gleich a'

(6)). Wir wdhlen dann eine ganze Zahl n so, daB

ist. Wegen

a'(x - uwvw + G=~x - ny)y + o=<m

2 2

= a'x” + (b" - 2a'n)xy + (a'n” - b"n + o=v<w

ist dann m.xm

2

(und somit auch £) zu einer Form
Ib'l < la'l

< b' < la'l). Schlieglich ist nach Wahl von a' lct

> la'l, also (12) erfiillt. Damit ist der Satz bewiesen. Dieser Beweis,

+ U-x% + o-_MN

a'x” + b'xy + o.%w dquivalent mit (oder sogar -la'l

automatisch
der ineffektiv ist (wie findet man a'?), kann durch einen effektiven
Algorithmus ersetzt werden; dieser Algorithmus wird durch das FluBdia-
gramm

(a,b,c) durch

ersetzen

-b
ersetzen, wo n €%Z so gewdhlt (c,7b,a)

ist, da8 =-jal <b - 2na < lal

lel > lal?

. Stop. Die Form
Ja J(ab,c) erfiillt (12)

verdeutlicht und bricht deswegen nach endlich vielen Schritten ab,
well lal
Die Aussage des Satzes folgt auch aus den spdter in diesem Para-
graphen ausgefiihrten Uberlegungen iiber Darstellungsanzahlen.
.EHH wollen die Klassenzahl von D, also die Anzahl der Aquivalenz-

bei jedem Umlauf um mindestens 1 heruntergeht.

(a,b,c) durch (a,b-2na,c-nbn’a) nein ;

|

. der Diskriminante
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klassen von quadratischen Formen der Diskriminante D, einfiihren und
studieren. Neben der Diskriminante gibt es aber zwei weitere mHmEmWﬂmHm
Invarianten von quadratischen Formen, und wir wollen die Einteilung von
Formen in Aquivalenzklassen verfeinern, indem wir auch diese fest-

legen. Die Invarianten sind:

1) der g.g.T. der Koeffizienten von f,

2) das Vorzeichen des ersten Koeffizienten, falls D < O.

TIn der Tat, wenn a, b und c¢ durch r
(6) auch ein Teiler von a', b'" und
(a',b',c') und wegen der Symmetrie dann
mkm + bxy + owm und w.xw + b'xy + n_ww

ist nach (6)

teilbar sind, ist r nach

c'; es gilt also (a,b,c)l
(a,b,c) = (a',b',c"). Sind

dquivalent und D < O, so

2 2 2

(13) aa' = a“a° + abay + acy” = (ao + wv<vm + w_c_<m >0 ,

dasselbe Vorzeichen. Ist dieses Vorzeichen
(a,y) *# (0,0) positiv;
a < 0, so stellt £ nur ne-

also haben
positiv, so ist f(a,y) wegen (13) fiir alle
die Form heiBft dann positiv-definit. Ist
gative Zahlen dar und heiBt negativ-definit. Die Aquivalenzklassen von
D <O
nachdem, ob sie positiv~- oder negativ-definite Formén enthalten; wir

a und a'

quadratischen Formen zerfallen also.fiir in zwei Typen, je

brauchen nur die positiv-definiten zu betrachten, da die negativ-de-
finiten Formen durch Multiplikation mit =1 aus ihnen entstehen. Wir
kdnnen uns auch auf Formen beschrinken, filir die der g.g.T. der Koeffi-
- weil eine Form

zienten gleich 1 ist - solche Formen heiBen primitiv

D mit (a,b,c) =1r
2

einfach r mal eine primitive

Form der Diskriminante D/r ist. Wir definieren also die Xlaasenzahl

von D als

Anzahl der Bquivalenzklassen von primitiven
quadratischen Formen der Diskriminante D,
falls D > O,

h(D) =
Anzahl der Aquivalenzklassen von positiv-
definiten primitiven Formen der Diskriminante
D, falls D < O.

Diese Anzahl ist nach Satz 1 endlich. Sie ist Null, falls (10) nicht
> 1, falls
(10) erfiillt ist, da es dann immer mindestens die Grundform (11)

erfiillt ist, da dann (9) keine Ldsung hat, ist dagegen

gibt. Wir fligen eine kleine Tabelle von Klassenzahlen bei. (Wie man
diese Werte Umnﬁmrbmﬁ~ werden wir spédter sehen.)



D -24 =23 -20 -19 -16 ~15 -12 -11 -8 -7 -4 =3

h(D) 2 3 2 1 1 2 1 1 1 1 1 1

D 1 4 5 8 9 12 13 16 17 20 21 24 25 28 29

h(D) 1 1 1 1 2 2 1 2 1 3 2 2 4 2 1

Warnung: Es gibt 2zwei Begriffe von Xquivalenz (und damit auch
zwei Klassenzahlen), die in der Literatur gebraucht werden. Die oben
eingefiihrte Aquivalenz beziiglich sL, (Z) heiBt Aquivalenz im engeren
Sinne. Die Aquivalenz im weiteren Simne ist definiert durch die Formel:
f!' ~ £, falls

(14) £f'{x,y) = uf(ax+By,yx+sy) ,

¢
Determinante oaf - By = u = 21 ist. Dieser letzte Begriff (aller-
dings h#dufig fehlerhaft definiert, indem der Faktor U in (14) fehlt)
wird in vielen Lehrbilichern zugrundegelegt und die Klassenzahl h(D)
entsprechend definiert als die Anzahl der Xquivalenzklassen von primi-

tiven quadratischen Formen der Diskriminante D (nicht notwendig

wobei eine 2 x 2 Matrix mit ganzzahligen Koeffizienten und

positiv-definit, falls D < 0) im weiteren Sinne. Diese andere Klas-
senzahl, die wir mit roAOV bezeichnen werden, stimmt fiir D nega-
tiv mit unserer Klassenzahl iiberein, da die Transformationen (14) mit
B = -1 einfach die positiv- und negativ-definiten Formen vertauschen.
Fir D >0 gilt h (D) = h(D) oder h (D) = 3 h(D) (s. Aufgabe 5).
Sei jetzt f eine quadratische Form. Wir wollen wissen, welche

Zahlen f darstellt und wie oft, d.h. die L&sungen der Diophantischen
Gleichung

(15) f(x,y) = n (x, v € Z)

untersuchen. Auf der Menge dieser Ldsungen gibt es eine natiirliche
KEquivalenzrelation. Ist nidmlich Am wv € mﬁmANv eine Matrix Bwﬁwmmﬂ
Eigenschaft, das die durch (6) definierte quadratische Form a'x
+ b'xy + o.<m mit f ibereinstimmt, dann filhrt die Transformation
(4) offenbar eine Ldsung von (15) in eine andere iiber. In diesem
Falle nennen wir A“ mv einen Automorphismus von f£. Es ist klar, das
die Automorphismen von £ eine Untergruppe cm von mhmhﬁv bilden;
nach (6) ist

- a B 2 2
e cm|T< 5 esL,@ | @ ac® + bay + o2 = a,

@ 2aaB + bBy + bas + 2cy8 = b, (D a2 + bRS + c§2 = L
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Wir definieren die Darstellungsanzahl R(n,f) von n durch die Form £
als die Anzahl der unter der Operation von cm indquivalenten L&sun-
gen der Gleichung (15). Es wird sich herausstellen, das R(n,f) end-
lich ist. Offenbar hingt sie nur von der Aquivalenzklasse von £ ab.
Wir definieren die Gesamtdarstellungsanzahl R(n) von n durch Formen der
piskriminante D als

h(D)
a7n R(n) = | R(n,£;) .

i=1
wobei £,, ..., mwﬁcv Reprisentanten der Bquivalenzklassen von pri-
mitiven biniren quadratischen Formen der Diskriminante D sind (po-
sitiv- bzw. negativ-definit, falls D < O und n positiv bzw. nega-
tiv ist).

Fiir die einzelnen Darstellungsanzahlen wﬁ=~mwv ist kein ge-

schlossener Ausdruck bekannt; man kann i.a. nur den Mittelwert
lim % m wﬁn~mwu berechnen. Dagegen ldBt sich die Gesamtdarstellungs-
membwuumﬁbv in geschlossener Form angeben. Die Schritte zur Berechnung
der Klassenzahl nach GauB und Dirichlet werden also die folgenden sein:

i) Bestimmung der Struktur der Automorphismengruppe cmm

ii) Berechnung von R(n) (also auch von deren mittlerem Wert):;
iii) Berechnung der mittleren Werte der wﬂn~mwv. 1 < i <h(D);
iv) Bestimmung von h(D) durch Vergleich von ii) und iii).

Diese vier Schritte werden in den nichsten vier Sédtzen durchgefiihrt.

SATZ 2: Sei f£f(x,y) = ax? + bxy + ov\w eine primitive quadratische Form der

Diskriminante D, D keine Quadratzahl. Dann liefert die Abbildung

t-bu
2

- cu

(18) (t,u) »
t+bu
2

au

eine Bijektion zwischen der Menge der Lisungen (t,u) der Pellschen Gleichung (1)
und der Automorphismengruppe von f£. Diese Bijektion ist ein Gruppenisomorphigmis
beziiglich der Kompositionsregel
Anpﬁw + Duju,  Eu, * cwwmv

2 ' 2

A‘_wv A.ﬁH~5Hv o Aﬁwz.wwv =

filr Lésungen von (1). Die Gruppe U, ist filr D < O endlich, und swar zyklisch
von der Ordnung

6 fiir D
(20) w = 4 fur D= -4,

]
i
w

~
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Fir D > O <st Gm =Z x Z/2.

Beweis: Aus (16) finden wir fiir ﬁw mv € Uy

mﬁwem + bay + 0<Nv

ag (wegen (1))

afaaB + bBy) + Qm<m

a(-cy§) + 0m<m

(da wegen (2) 2(aaB + bBy + cy8) = b(1 - a6 + By) = 0)
= -cy (wegen af - By = 1)

und analog

cla-6) = a(ag® + bs + c6?) - 6 (wegen (3))

= B{aaB + cyd) + baps (wegen a8 - By = 1)

~B(bBy) + buBs (wieder wegen aaBf + bBy + cy§ =0)

= Bb ,
§—-a -
also W =5 = A%. ba (a,b,c) = 1 ist, ist dieser gemeinsame Wert
eine ganze Zahl wu; mit t = a + § haben wir dann
_ t~bu t+bu
a = 5 , 6 = > s, B=-cu , y = au ,
und aus ad - By = 1 folgt dann ﬁm - Ucm = 4, Umgekehrt findet man

durch Einsetzen, da8 die Matrix in (18) ein Automorphismus von £ ist.
Dag die Matrizenmultiplikation der Regel (19) entspricht, ergibt sich
ebenfalls durch direktes Rechnen. :

Ist jetzt D < 0, so ist +t2 - pu? > t2 una t% - pu? > IDIu?;

,also hat (1) nur Ldsungen fiir |t| < 2, lul < 2, und zwar

(t,u) = (+2,0) oder (x1,x1) fiir D = -3 ,
(21) (t,u) = (x2,0) oder (0,z1) fiir D= -4 ,
nur (t,u) = (x2,0) , falls D < -4 .

Damit ist gezeigt, daB die Anzahl der Ldsungen von (1) gleich der in
(20) angegebenen Zahl w ist. Wenn wir fiir jede Ldsung (t,u) von (1)

e =

m.

(22) £+ wb (ee' = 1)

-t -ubh
2

setzen (bei fester Wahl von VD), dann entspricht (19) einfach der
Multiplikation der entsprechenden Zahlen ¢; wir erhalten also durch

(23) Avaxmu&)fP,\m

einen injektiven Homomorphismus von cm in ¢€*. Fiir D < O haben

wir nach (21)

e = &1 oder L ww iv3 fir D = -3
(24) e = 1 oder i fir D = -4
e = %1 fiir D < -4 ,

also genau die w~ten Einheitswurzeln; das zeigt, daB GmA zyklisch

jst. (Man kann natiirlich auch direkt nachrechnen, da8 alle L&sungen
(21) unter dem Gruppengesetz (19) Potenzen von (1,1) bzw. (o,1)

bzw. (-2,0) sind.)

Fiir D > 0 liefert (23) eine Injektion Gm -+ IR*. Das Bild ist
eine Untergruppe von IR*, die -1 enth#lt. Da (mit der positiven
Wahl von VD) die zahl e in (22) fiir t, u > O mindestens gleich
HH.NI@ > 1 ist, ist das Bild nicht dicht in IR*. Es gibt also nur
zwei MSglichkeiten: entweder ist die Pellsche Gleichung nur trivial
(d.h. mit u = 0, t = *2) 1ldsbar und cm = ﬁuﬁw wvw. oder es gibt
o Yo M o+ Wu@mawm Menge
der € in (22) ist gleich ﬁ»mw_b € T} mit €q = 0 5 0 , also
cm 2 g x B/2. Wir werden spdter sehen, daB stets der zweite Fall zu-
trifft, womit auch die letzte Behauptung des Satzes bewiesen sein
wird. Die Zahl ¢ heist die Grundeinkeit der Form £. Sie hingt nur
von D ab.

Der Einfachheit halber formulieren wir den n#chsten Satz und sein

eine kleinste LOsung Ano~sov von (1) mit ¢t

o}

Korollar nur fiir Fundamentaldiskriminanten. Fiir den allgemeinen Fall
s. Aufgabe 8.

SATZ 3: Sei D eine Fundamentaldiskriminante, n * O eine ganze Zahl. Dann
wird die Gesamtanzahl R{(n) der Darstellungen von n durch (primitive) Formen der
Diskriminante D durch

(25) R(n) = ] xp(m
min

gegeben, wobei m iber alle positiven Teiler von n lauft und xuﬁnc der in §5
eingefihrte Charakter ist. Insbesondere gind R(n) und somit alle R(n,f) end-
lich.

Bemerkung: Die rechte Seite von (25) ist identisch mit der in (6.10)
eingefijhrten Summte p(n). Somit erhalten die in §6 fiir den Nachweis
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von L(1,X) # O benutzten Ungleichungen (6.12) eine anschauliche Be-
deutung, da offensichtlich R(n) > O und wﬁsmv > 0 ist (ein Qua-
drat hat immer eine Darstellung durch (11) mit y = 0).

Beweis: Da es keine imprimitiven Formen der Diskriminante D gibt,

kdnnen wir den Zusatz "primitive" im Satz weglassen. Sei R¥*(n) die
Anzahl der indquivalenten primitiven Darstellungen von n durch For-
men der Diskriminante D (eine Darstellung (15) heiBt primitiv, falls

x und y teilerfremd sind). Offensichtlich ist

(26) R(n) = ] R: () ,
g1 g
g?in

da jede Darstellung Vielfaches einer primitiven ist. Der Hauptschritt
im Beweis ist der Nachweis der Formel

(27) R*(n) = #{b (mod 2n) |b®> = D (mod 4n)} .

Der Beweis von (27) stilitzt sich auf folgendes allgemeine Prinzip.
Sel G eine Gruppe, X und Y zwei Mengen, auf denen G operiert,
und S © X x Y eine unter der Diagonaloperation von G invariante
Tellmenge. Wenn zwei Elemente s = (x,y), s' = (x',y') € S unter G
(x',y") (gx,gy), so sind insbesondere ihre
ersten Komponenten G-dquivalent. Wir k®nnen also die Bahnenmenge S/G
analysieren, indem wir erst X/G beschreiben und dann fragen, wie-
viele Elemente von S/G ein gegebenes Element von X/G als erste
Komponente haben. Als Vertreter fiir diese Bahnen kbnneén wir Paare

l

dquivalent sind, also

(x,y) nehmen, deren erste Komponente ein fester Vertreter der gege-
benen Bahn in X/G ist. NSmwvaHOEm Paare (x,y) und (x,y') sind
genau dann dquivalent, wenn y' = gy mit g € G, gx = x; die besag-
ten Bahnen stehen also in eineindeutiger Korrespondenz mit den Bahnen
von Y = {y € Yl(x,y) € s}

G, = {g € Glgx = x}

unter der Operation des Stabilisators
von X in G. Insbesondere gilt fiir die Anzahl
der Bahnen die Formel

(28) Is/el =}

ly_/G_t ,
x€X/¢ ¥ ¥

falls beide Seiten endlich sind, und durch Rollenvertauschung natir-
lich auch

(29) is/Gl = §  IX_/G_I .
yey/e ¥ ¥

Wir wenden diese Formel an mit
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m.H..NAEV = mAQ. mv~9~ B, Y, 8§ €%, ad - By = 1},

Yy §
2 2 2
macmmﬂmﬁwmo:mmOHEmbmﬂx.wvumx+vxw+ow.,U|Amou D}

{zahlenpaare z = (x,y) mit x, y €% teilerfremd} ,

n < X o
It

{(f£,2) € X x Y| £(z) = n} .

pann sind die Elemente von X/G die Xquivalenzklassen von Formen der
Diskriminante D, und fiir f € X ist Mm\mm die Menge der indquiva-
lenten primitiven Darstellungen von n durch £, also nach (28)

W*aﬁihv = mﬂ*?ﬂv .

mﬁnmr (29) berechnen. Jedes Element

von Y ist zu (1,0) (x,y) € Y Zahlen

a, b €Z gibt mit ax + by = 1, also Aw |wv ec, By = va.

somit besteht Y/G aus einer Bahn mit dem Vertreter =z = (1,0). Fiir
w Mv~ r €2} und X, die Menge der For-
men f € X mit erstem Koeffizienten a = n, also

2
x, = {nx® + bxy + 2D v%, b €Z, b°> = D (mod 4n)} .

Andererseits konnen wir |S/GI
dquivalent, da es fiir

dieses Element ist G, = {(

‘Da die Operation von Aw ﬂv € ON durch b =+ b + 2nr gegeben wird,

ist _xN\mm_
Formel auch bewiesen ist.
Um den Satz zu beweisen, milssen wir noch den Ausdruck in (27) ex-

gleich der rechten Seite der Formel (27), womit diese

plizit berechnen und das Ergebnis in (26) substituieren. Fir

H.O H.H r

s
n=2 P, ---Pg

Amw ungerade) sieht man aus (27) leicht, da8

%o Ty Ts
R*(n) = R*(2 ")R*(p, )...R*(p )
mit )
(30) R* (p¥) = #{b mod p%) Ib> = D (mod p")} (p#*2) .

Da die rechte Seite von (25) auch multiplikativ ist, brauchen wir nur
Primzahlpotenzen zu betrachten. Fir p f D (und r > 0) ist die

rechte Seite von (30) gleich 0O oder 2, je nachdem, ob D ein qua-
dratischer Rest oder Nichtrest modulo p ist; fir pl|D ist sie gleich

1 fiir r = 1 (es gibt nur die Lésung b = 0) und gleich 0 fiir

r>1 (da vN\Uv. Wenn wir diese Werte in (26) substituieren, finden
wir:
Rp"Y = J 2+ ] 1
I =L
Ogs<3 s=35
=r + 1= ¥ xcﬁwwv '

0Ogizgr

7
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falls (2) =+ 1,
p

R(pF)= § o+ ] 1

ommAw mnw

_ |1 (r gerade) M i

= = X (PT)
“o (r ungerade) o<i<r D 4

falls va = -1, und
R(p¥) = § 0+ ¥ 1
r-1 r-1 r
Oss<=5~ Tz 85
= 1= M XUA@HV ’

falls plID. Somit ist (25) fiir n = p*

, p ungerade, in allen Fdllen
bewiesen. Den Beweis fiir n = Nnﬂ der &hnlich ist, liberlassen wir

dem Leser.

KOROLLAR: Seten D und Xp wie im Satz. Dann ist der Mittelwert der Gesamtdar—
stellungsanzahlen R(n) gleich dem Wert der L-Rethe L( m~xuv an der Stelle
s = 1:

(1 ¥
(31) Ea? )

N-+0

EEV = L(1,x,) - SRS
n=1 D :

Bewels: Nach (25) ist

N
! RMm) = 7} I xp(m) n
n=1 n<N min B
= Xp (m)
.QW.MZ b
= ] _ xpm- 1+ | (m) .
<Vl P wmw\a WMMSM SMAWXM *o

==k
(In der zweiten Summe, nimlich iiber die m > Sm\ ist wegen km < N
automatisch k < VN.) Es ist aber

1= =84 01y
KMHW\B m n

und

I xp@m =o(1)

s Vg

(da in jedem Intervall (r-1)IDl <m < r|Dl die Summe von xcgv

wegen Satz 2, §5, verschwindet und die beiden Endintervalle

W <m < |_<MI_+;_E und ~

haben). Somit ist

N
kiD|

__U_ <m <

=

beschrénkte Lénge

[l

7 R(n) I x E:.Am + o:vv + ¥ o
n<N n<V§ D m k<WN
. T\Mﬂ Xp (m)

=1

N + Oo(WN) ,

m
woraus die Behauptung folgt.

SATZ 4: Seit f eine primitive, fiir D < O auch positiv definite, bindre qua-
dratische Form der Diskriminante D. Dann wird der Mittelwert der Darstellungsan—
zahlen R(n,f) gegeben durch /

i

2T | fa1s D<oO,
A wV|DI
(32) lim 3 I R(n,£)) =
N0 n=1 log €y
~———— , falls D > 0,
vD

wo W die durch (20) angegebene Ordnung von U £ und ¢ o die Grundeinheit von £
bezetichnen.

Beweis: Dieser Satz wird auf geometrische Weise bewiesen. Sei zundchst

D < 0. Weil _cm_ =W <o ist und U, auf z2 - O ohne Fixpunkte

operiert, sind jeweils genau w LSsungen von (15) zueinander &dquiva-

lent, also die Anzahl R({n,f) der indquivalenten L&sungen gleich

ulw mal die Anzahl sé&mtlicher Lsungen:

(33) R(n,f) = W*:x.ﬁ € z%1ax® + bxy + owm =n} .

Somit ist

N+Uxu\+nu\mAzw.

N 2
] R(n,f) = —-#{(x,y) € 2°lax

1
n=1 w

Die Ungleichung mxm + bxy + oww < N beschreibt das Innere einer

Ellipse (s. Bild). Dieses Gebiet hat den Fl&cheninhalt 2N (Aufgabe
VDI
Flir N groB8 ist die Anzahl der Gitterpunkte in diesem Gebiet asymp-

totisch gleich dem Fldcheninhalt (im Bild ist z.B. a =2, b = 3,

c =5, N = 400, Anzahl der Gitterpunkte = 457, 21N 451,4), also
VD]
Kam*:x.ﬁ € z?lax® + bxy + omm < N} = 2m_
N-seo - ViD]
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1 . 2 2 2 _
Y4 : R(n,f) = #{(x,y) € 2°]ax” + bxy + ¢y = n,
_ x-0'y 2
x -0y >0, 1< x—0y < eyt .
Dx~ +bxy+ n<~u2 Es folgt dann genau wie im Falle D < O, daB der Limes in (32) gleich

lim % - Flicheninhalt von {(x,y) € ®1ax? + bxy + owm <N,
N-sco '
_ x-0'y 2
X 0y > 0, 1 < *=0y < m0w
- ist. Die Ungleichungen beschreiben einen Sektor einer Hyperbel (s.
X Bild, wo a=1,b =3, ¢ =-3, N=100, ¢y = 2¥21) gessen Flichen-
X =@y
x-8y _ 2
A \\.x|°< t&oc
Fir D > O ist cm unendlich, das Argument also anders. Falls . , ,
(x',y') eine L&sung von (15) ist, die aus (x,y) durch Anwendung R . mx»cx<+n< =N
der Substitution (4) entsteht, wobei Aw mv ein Automorphismus von [P ‘- On
f ist, der unter (23) der Zahl e entspricht, so ist SN MHMWu_
b-VD ., _ b - VD
un..f'llMlm.lv\ = g(x + 23 M\v ’ >
&u@@
wie man leicht ausrechnet. Mit den Abkiirzungen
o =D+ VD | or =2 - VD
2a 2a log €0
A inhalt gleich N ist (Aufgabe 7). Hieraus folgt die Behaup=-
(so das ax? + bxy + owu = a(x - 9y)(x - ©'y) gilt) folgt also g Vb =9 g P
tung des Satzes wie im Fall D < O. Die Existenz der Grundeinheit
x' - 0y' =e(x-0y),x'-0'y"'=¢e"(x~20'y), folgt ebenfalls: wire ndmlich U. = {#1}, so wire im Widerspruch zu
X' =0ty? -2 x-0'y der Existenz des Mittelwertes von R(n) der Mittelwert von R(n,f)
|ﬂII||F = m -
x'-0y’ x~0y unendlich, da das Gebiet zwischen der Hyperbel mxm + bxy + O%N =N
Da jedes e die Gestalt wmw hat, k&nnen wir genau eine zu (x,y) und ihren Asymptoten unendlichen Flicheninhalt hat.
squivalente L&sung (x',y') finden, die die Bedingungen Aus den Tatsachen, daB8 R(n) den endlichen Mittelwert ﬁﬁd~xcv

hat und daB der Mittelwert von R(n,f)} positiv und nur von der Dis-
xnl@- Ll N .
x' -@y'>0,1«< AMHMMWW < gq kriminante abhingig ist, erhalten wir neue Beweise fiir die Endlichkeit
der Klassenzahl und fiir das Nichtverschwinden von hﬁd.xov. Aus Satz 4

{il1t. Das Analogon zu (33) fiir indefinite Formen ist also
erfi g (33) und dem Korollar zu Satz 3 erhalten wir (mindestens fiir Fundamentaldis-

B kriminanten; fir den allgemeinen Fall s. Aufgabe 8) das erste Haupt~-
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ergebnis Dirichlets, ndmlich eine Beziehung zwischen h(D) wund

H.A._ ~XUV :

SATZ 5: Sei D eine Diskriminante. Damn igt
D
Wbl 1(1,xy) s falle D <0 ,
(34) h(D) = /5
D
Tog c. H.AA_LAUV- falls D > 0 .

0
Im ndchsten Paragraphen werden wir bﬁg~xcv
die endgilltige Klassenzahlformel erhalten.

berechnen und somit

Aufgaben:

1. Man zeige, daB es genau m AHquivalenzklassen von quadratischen
¢ (m)

Formen) der Diskriminante m

Formen (baw. Lquivalenzklassen von primitiven quadratischen

m- m > 0 gibt. Wie ist die Klassifi-
kation der Formen der Diskriminante 0? Wie groB ist die Automor-
phismengruppe einer Form, deren Diskriminante eine Quadratzahl bzw.

gleich Null ist?

Was sind die Automorphismen der Formen xw + %m, xm + Xy + wm~

mxu + 3xy + %N~ xm - m<- mxm + 6xy + w%mw

Wieviele Darstellungen als Summe von zwei Quadraten hat eine unge-
rade Zahl n? (Zundchst Primzahlen betrachten; man braucht

h(-4) = 1.) Vgl. das letzte Beispiel in §2. Wie lautet das Er~
gebnis fiir n gerade?

Unter Benutzung von h(5) = 1 zeige man, daB die einzigen L&sungen

von

2

2 - 2

5u” = 4

durch u = + m»=+wv gegeben sind, wo F

n
(g =0, F) =1, F,  =F +F

£t Fyr t = (F, die

n-te Fibonacci-Zahl bezeichnet ).

Man zeige, daB fiir D > O die Klassenzahlen im engeren und im wei-
teren Sinne durch h((D) = h(D) oder h (D) = 4 h(D) verknipft
sind, je nachdem, ob die Gleichung ﬂm - ccw = -4

Ldsung hat oder nicht.

eine ganzzahlige
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6. Man verifiziere die im Beweis von Satz 4 benutzten Beziehungen

x\ dx dy =
2 2

ax” +bxy+cy <N

[ aaaite,
X, ¥20 2 vb?-tac 5
%MxAmW|dv\Amo®|®.v e

mxw+vx<+0<mmz |
% b

27N Um

(dac >
/ 2
4ac-b

log €5

AUN - 4ac > O, £, und 0, ©' wie im Text).
e e o \.Ma

’ AN
on-1" n=1 16n%-1" n=1 (25n°-1) (250%-4) .

oo
7. Man berechne/ J

L.n=1

.

—

8. Sei D (+ O und = 0 oder 1 (mod 4)) eine allgemeine Diskrimi-

2 r €N

nante; D 138t sich dann eindeutig als UoH schreiben mit

und Uo eine Fundamentaldiskriminante. Sei

Xp (m) , falls (m,r) =1

6]

(m) =
Xp 0 sonst

der von Xp induzierte Charakter. Man zeige:
o]

a) Die Aussage von Satz 3 bleibt fiir zu r teilerfremde Zahlen
richtig, d.h.

wuﬂsv = 3

min

fir (n,r) =1 .

(= I

(n)
*p min

Xp (1))

(Es ist hierbei gleichgliltig, ob man die Darstellungen durch
alle oder nur durch primitive Formen betrachtet, da eine zu r
teilerfremde Zahl nicht durch eine imprimitive Form der Diskri-

minante D dargestellt werden kann.)

Das Korollar zu Satz 3 bleibt richtig, wenn man den Mittelwert

bildet, d.h.
N
A bw._ wc A,S V\ r

zv =
(n,xr)=1

Im Beweis des Korollars muf man

b)

nur iiber die n mit (n,x) =1

$(r)

lim L(1,xp) -

N

aber nicht
xuﬂsv

(k,r) =1,

zu den Summationsbedingungen hinzunehmen, da

Hinweis:
(m,r) =1
(m,r) > 1

o=
wAm
=m

fir sowieso verschwindet. Es gilt auBerdem

eAHvz
= o +oAAv.
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4}

Ssatz 4 bleibt ebenfalls richtig, wenn man den Mittelwert iiber
die zu r teilerfremden Zahlen bildet, weil in jedem grogfen
Gebiet der Ebene die Dichte der Zahlenpaare (x,y) mit
(£(x,y),xr) =1 gleich meP ist.

mwbsmwm"m¢ﬁv_Hcsamﬁx.wvu mxm +vxw+ owm mwbmvhwawﬁw<m

Form der Diskriminante D kdnnen a und c¢ nicht beide durch
p teilbar sein; ist etwa a zu p teilerfremd und p # 2, so
folgt aus 4af(x,y) = Ammx+vwvw (mod p), daB

#{(x,y) mod plplfE(x,y)} = plp - 1) .

Formel (34) (Satz 5) bleibt fiir Nichtfundamentaldiskriminanten

richtig. Folglich sind die Klassenzahlen von D = Uon und Uo
durch die Relation
<co:3
h(D) = h(D.)
Vv o]
r
verkniipft. Hierbei ist
Xp (P)
o = 1T (1 - —2—
o] plr p
. 2 2
und v der Index von U in U© (U. = {(t,u) |t = Du” = 4}
r D Uo D
mit dem Multiplikationsgesetz (19)), also v, = 1 fiir D < O
(auBer im Falle Uo = «3 bzw. -4 und r > 1, wo v, = 3 bzw.
2) und
vy = min {n{n > O, u =0 (mod r)}
t_+u_VvD t +u VD, \n
fir D > O, wobei —— 0 = A 9 No ov mit (t, ,u,) = klein-

ste positive Ldsung der Pellschen Gleichung (1).

Bemerkung: Teil a) der Aufgabe gibt den Wert von wcﬁsv fir
(n,r) = 1 an. Das allgemeine Ergebnis, das sich ebenfalls aus

(27) ableiten 148t, lautet wie folgt: Ist AHN.SV kein Quadrat,
moumﬁ.wuﬁsvuo.Hmﬁ AH-nV n mm. mHmo:n s.mm sbmonu.m

mit Au.~mh =1, so ist Rp(n) = y,.(s)- 7 Xps (m)  (siehe
0 min'

etwa F. Hirzebruch, D. Zagier, Invent. math. 36 (1976), S. 69-70,
Proposition 2).

2
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§9 Die Berechnung von L(1,x) und die Klassenzahlformeln

Wir haben in §8 gesehen, wie man die Bestimmung der Klassenzahl bin&-
rer quadratischer Formen auf die Berechnung von L(1,x) £fiir reelle
Charaktere y = Xp zurilickfilhren kann. In diesem Paragraphen werden
wir L(1,x) flr beliebige Dirichletsche Charaktere ¥ # Xo berech-
nen. Wir haben schon bewiesen, daB8 dieser Wert endlich und von Null
verschieden ist.

Sei also x ein von dem Hauptcharakter verschiedener Dirichlet-
scher Charakter. Wir setzen voraus, daB x primitiv ist. (Wenn nim-
lich " X von einem Charakter Xy induziert wird, gibt es eine ein-
fache Beziehung zwischen L(1,x) und EAA~XHV~ da die L-Reihen L{(s,Yx)
und ﬁAm~xwv sich nur in endlich vielen Faktoren der Euler-Produkte
unterscheiden.) Um L(1,x) 2u berechnen, machen wir Gebrauch von R
der GauBschen Summe

N . .
(1) G= T x(n) e2™n/N

n=1

Die Eigenschaften von G, die wir brauchen, sind in dem folgenden
Hilfssatz zusammengestellt.

HILFSSATZ 1: Set X ein primitiver Dirichletscher Charakter (mod N) und G
durch (1) defintiert. Dann gilt

z .
a) }oxm) &2™/N _ Y6 fur atie k €z,
1

n=

b) IGI = VN .

Beweis: a) ist leicht, falls (k,N) 1, denn in diesem Fall ist

M X (n) mmanW\z - M xAbW|dva=H5\z
n{mod N) n(mod N)
- M .'IX:ﬂv XA..DV mN.—_.u.Hw\z
n{mod N)
= x(k)G ,
wobei wli eine Zahl mit k .W|A = 1 (mod N) bezeichnet. Sei jetzt
(k,N) = d > 1; dann ist x(k) = O und wir miissen zeigen, daB
2nikn/N X . _ s
I x(n)e auch O ist. Mit k = k/d4, N, =N/d ist
. . 27ink_/N
M Xﬁuﬂv mN‘:“_-HHW\.Z = M Xﬁb.v e 1 1

n (mod N) n(mod N)
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2win k. /N
- 7 e 171771 _ ) xQ:_ ,
npABomsz n (mod N)
uuswczom ZHV
mawwa\zH
da e nur von dem Wert von n (mod sz abhdngt. Wir be-

haupten, daB8 die innere Summe verschwindet. Wir k&nnen ndmlich eine
ganze Zahl ¢ finden mit

(¢,N) =1, ¢c=w 1 (mod ZHV , xX{(e) * 1

(sonst wiirde ¥ auf dem Kern von E\zﬂvx - AN\ZHNV,. immer gleich
1 sein, so daB8 Y iber AN\ZHNVx faktorisieren wiirde, was der Pri-
mitivitdt widersprédche). Dann ist, analog zum Beweis von Satz 2, §5,

(1 - x(c)) ) x(n) = )} x(n)
n (mod N) n (mod N)
bunu.csoa ZHV subwﬁsom zu,v
- ) x(nc) =0 ,
n (mod N)

n=n, (mod zpv

da nc (mod N) tUber dieselbe Menge l&uft wie n (mod N); wegen
1 - x(¢c) # O ist dann die Summe Null.
Wir benutzen a), um b) zu beweisen:

z .c.
_O_N =GE=6 § X0 27ik/N
_n'l.‘_

Hm Wﬂ x(n) mm.:Enb\z mvmaww\z

k=1 n=1

m x:: meiisl:\z
n=1 k (mod N)

Die innere Summe ist fiir n = 1 offensichtlich gleich N, wihrend
sie flir n # 1 verschwindet (wenn man nimlich k durch k + 1 er-

setzt, wird sie mit mwﬁHgn:\z + 1 multipliziert); es ist also

1612 = xy(H-N=n .
Aus b) folgt insbesondere, daB G # O ist; wir ko&nnen also die
Formel in a) durch G teilen und beide Seiten konjugieren, um

-27Tink/N

N
(2) o ox(k) = I Xn) e
. n=1

Qll=

zu erhalten. Es ist diese Beziehung, die die Bedeutung der GauBschen
Summe erklédrt, weil sie es ermdglicht, die periodische Funktion

7

k = x(k) als Linearkombination der einfacheren periodischen Funkti-

27ikn/N

onen k = e zu schreiben.

Wir brauchen noch einen Hilfssatz.

HILFSSATZ 2: Fir O < © < 21 ist

L in®
= = - <A j(r-8
(3) nwd — = -log(2 sin 5) + i(3 - 3) .

o«
Beweis: Die Summe M Nn\b konvergiert flir |zl <1, z # 1 nach
n=1
~log(1-z), wobei derjenige Zweig des Logarithmus zu wdhlen ist, der
auf der positiven reellen Achse reell ist. Ein Bild zeigt, dag 1 -~ z
i

fiir |zl < 1 immer ein Argument zwischen ..W und + 3 hat; daher

arg(1-2)

miissen wir den 2weig von log(1-2) wdhlen, dessen Imagindrteil zwi-

schen diesen Grenzen liegt. Fir O < 0 < 27 ist sin .w. > 0 und

iz - m._ < 3. also

meb %n = -1og(1 - &9
0 10 _io
= twomAlmNAmw - e 2 vv
ie
= lHO@Alm 2 (2i sin %vv
im , i@ k
= |HomAm 2 T2 -+ 2 sin uw.v

= - in & r_8
= =-log(2 sin Nv +“:m mv .
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Mit den Gleichungen (2) und (3) k®nnen wir leicht L(1,x) be-

stimmen:
e © N-1 .
L(1,x) = ) N&W&.u W ) W 7 () e 27ink/N
k=1 G k=1 n=1
(wegen X(N) = O k&nnen wir n = N weglassen)
1 N=1 © -2mikn/N
== I Xtm) ] S
G n=1 k=1
N-1
i m ., ™
== 1 xm Aawomﬁw sin =) - i(x - llvv
G n=1 N 2 N

(wir haben hier die komplex konjugierte Form von (3) benutzt). Wegen
N-1

M x(n) = O kann man die Terme -log 2 und ~i W in den eckigen
n=1

Klammern weglassen. Wir haben also bewiesen:

SATZ 1: Sei ¥ ein primitiver Dirichletscher Charakter (mod N), N > 1.
Dann iet i

ND1 T im N1
MA xﬁnvpommwu||+|HMxﬁ:vn.
b“

(4) L(1,x) = - =L
n=

[2 1B

Wir betrachten jetzt den Fall, daB ¥ reell ist, also x = Xp

und N = |D} mit einer Fundamentaldiskriminante D. Wegen
G = M ey mlmawb\z — M X (n) mlw:HS\z.
n{mod N) n(mod N)
- M x(-n) mwdwﬁ\z = x(-1)G
n(mod N)

ist dann G 1reell oder rein imagindr, je nachdem, ob x(-1) gleich
+ 1 oder -1 ist; nach (5.9) wissen wir, daB das wiederum davon
abhidngt, ob D > 0 oder D < O. Aus Hilfssatz 1, b) erhalten wir

£ VD , falls D > o0 ,
(5) G =
+iVID] , falls D < O .

Die Bestimmung des Vorzeichens in dieser Gleichung ist eine der wich-
tigsten Episoden in der Geschichte der Zahlentheorie gewesen und hat
GauB (der in seinem Leben mehrere Beweise fand) einige Jahre gekostet;
die Antwort lautet

+ VD, falls D > O
(6) G =
+ ivVIDl , falls D <O .
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Wir werden das nicht beweisen, da es filir den Zweck der Bestimmung
von ﬁﬁd.xuv und h(D) v&llig ausreicht, G nur bis -aufs Vorzei-
chen zu kennen - wir wissen ja ohnehin, daB beide Gr&gen positiv sind.
Weil ©L(1,x) fiir x reell sicherlich auch reell ist, G aber
nach (5) entweder reell oder rein imagin#dr, muB in jedem Fall 2ine
der beiden Summen in (4) identisch verschwinden - die erste, falls
x(-1) = -1, die zweite, falls x(-1) =1 (vgl. auch Aufgabe 1). So-
mit erhalten wir aus (4) und (6) das Ergebnis:

SATZ 2: Sei D eine Fundamentaldigskriminante. Dann ist fir D < O

ID] -1
(N Lilyxy) =~ —375 1 xp@n
D _U_.\w 2 n=1 D
und filr D > O
1 D21 mTm
(8) L(l,Xp) = - — ) Xp(n) log sin T -
D n=1

In Verbindung mit Satz 5, §8, liefern diese Formeln endlich den
gesuchten elementaren Ausdruck fiir die Klassenzahl:

SATZ 3: Seit D eine Fundamentaldiskriminante. Fir D < O iset

ID]-1

(9) h =-*2 "7 'y (a)n ,
or L %o

wo w durch (8.20) gegeben wird. Filr D > G 18t

D-1
- - 1 mn
(10) h(D) = Tog <, :Wg Xp(n) log sin &,

wobet €g > 1 die Grundeinheit ist.

Es sei nochmals betont, daB8 diese Formeln zwar richtig sind, hier
aber nur bis auf das Vorzeichen bewiesen worden sind. Wenn man direkt
~ d.h. ohne analytische Methoden und ohne Satz 3 - zeigen kdnnte, das
die Summen in den Gleichungen (7) - (10) negativ sind, dann wiirde aus
L(1,x) > O bzw. h(D) > 0 folgen, daB die Minuszeichen in diesen
Gleichungen richtig sind, womit man auch noch den Beweis fir (6) (die
Bestimmung des Vorzeichens von G) h&tte. Bisher hat aber niemand ei-
nen solchen Beweis gefunden¥*

* Allerdings ist kiirzlich ein Beweis von (9) gefunden worden, der zwar
den Hauptsatz ilber Darstellungen durch quadratische Formen (Satz 3,
§8) benutzt, aber keinen Gebrauch von unendlichen Reihen oder von
Grenzverfahren macht (H. Orde, On Dirichlet's class number formula,
J. London Math. Soc. 18 (1978) 409 - 420).




Mit Satz 3 ist unser Ziel erreicht. Wir werden die gewonnenen
Klassenzahlformeln jetzt weiter diskutieren. Zun&dchst geben wir ei-
nige Beispiele:

D = -3: Hier ist w = 6, also nach (9)
5 2
h(-3) = -3 ] x_,mn=-(-2)=1.
n=1
D = -4: Hier ist w = 4, also
2 3 1
h(-4) = - 3 m Xoy(@n = - (1 - 3) =1,
n=1
Fir D <-4 ist w = 2, also
R(-7) = - 31 +2-3+4=-5-6) =1,
h(-8) = - WAA +3~-5-7) =1,
B(=11) = - 20(1 =2+ 34+ 4+5-6-7-8+9-10) =1,
h(-15) = u.mwﬁd +2+4-7+8-11-13 - 14) =2 .

pas letzte Beispiel zeigt, daB h(D) nicht immer = 1 ist. Weiteres

Rechnen gibt
h(-19) = 1, h(-20) = 2, h(-23) = 3, h(-24) = 2 .

Wenn wir diese Werte angucken, stellen wir fest, daB h(D) immer ge-

rade ist, sobald D zwei verschiedene Primzahlen enthdlt. Das ist
eine allgemeine Tatsache: mit Hilfe der "Geschlechtertheorie" von
GauB werden wir spiter (§12) sehen, daB8, fliir D eine Fundamental-

diskriminante (positiv oder negativ),

(11) h(D) ungerade «= D ist Primdiskriminante

(d.h. D = -4, +8, -8, oder D = zp = 1

zahl einer Fundamentaldiskriminante mit +t verschiedenen Primfakto-
t-1

(mod 4)), widhrend die Klassen-
ren durch 2 teilbar ist.
Die Rechnung mit (10) ist etwas umstédndlicher. Wir ko&nnen (10)
umschreiben in die Form
D=1 -Xg (n)
mwiov =[] (sin m, D
0 L2 D
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II sin ﬁ%
0<n<D
Xn (n)=-1
(12) =D .
Y
I sin o
0<n<D
Xp(n)=1
Fir D =5 1ist z.B. €y = uMRW (da t =3, u=1 die kleinste L&-
sung der Pellschen Gleichung ﬁm - mcm = 4 in positiven Zahlen ist),

und die rechte Seite von (12) gleich

sin 2r sin 3 sin 2n 2
5 5 _ 5 _ 7,2 _ ,1+V5.2 _ 34VE
T dr m = (2cos g = (=7 =757,
sin 5 sin < sin 5
also h(5) = 1.
Wegen der Formel
N-1
L1,x) = -2 [ X(n) log(l = o™ (h = e2TIA/N)
G n=1

die der Ausgangspunkt fiir unseren Beweis von Satz 1 war, kénnen wir
fir D > O Formel (10) auch durch

D-1
-1 n
h(D) = v—=—— | x,(n) log(1 - n")
log €5 n=1 D
ersetzen, d.h. n
i (1 - 1)
0<n<D
D-1 =X (n) Xn({n)=-1
(13) mwﬁuv - HA 1 - ™ D . D _ ,
n=1 I (1 = n)
O<n<D
Xp(n}=1

eine Formel, die fiirs Rechnen vielleicht geeigneter ist. Fiir D = 8
finden wir z.B.

Q2Ti/8 _ 1+i

mO“w+<\ml~J" —= , also
2
3 5 3.3
(3+vE)R(8) - (1-n vnduu ) - 20n N = 202 _ 3,9
(1-n) (1-n") 2-n-n 2-V2
und daher h{(8) = 1.

Was kann man iiber die Ausdriicke sagen, die auf der rechten Seite
von (9) bzw. (10) stehen? Wie schon erwihnt, hat bisher niemand direkt
nachweisen kdnnen, daf sie positiv sind. Dagegen kann man elementar
zeigen, daB sie ganze Zahlen darstellen. Fiir D > O folgt das aus der

Kreisteilungstheorie, mit deren Hilfe man nachweisen kann, daB die
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VD .
rechte Seite von (13) eine Zahl von der Gestalt MHWIM mit

nm - zmc = 4 ist, also auf jeden Fall eine Potenz von €y ist (siehe
Aufgabe 6). Fiir D < O kann man noch elementarer zeigen, daB die
rechte Seite von (9) ganz ist. Sei z.B. D = -p < -3 mit p prim

(also p = 3 (mod 4)); dann ist die rechte Seite von (9) gleich

‘_ -
(14) o (In - IR) ,

wobei N iiber alle quadratischen Nichtreste und R {iiber alle gqua~-
dratischen Reste von p im Intervall [oO,p] 1&uft. Es ist
p2i (p-1)
In+Jr=] n=EE"Lao0 (mdp
n=1
pzl - -
2 JR = ] n®=REDERD 46 (moa p)
n=1

r

und somit (14) eine ganze Z2ahl. Die Positivit&dt von (14) bedeutet,
dag die guadratischen Nichtreste im Durchschnitt gréSer sind als die
quadratischen Reste. Wir werden jetzt eine verwandte Tatsache bewei-
sen, ebenfalls mit Hilfe von (9): es gibt mehr quadratische Reste als
quadratische Nichtreste zwischen O und W. Dies folgt aus

SATZ 4: Fir D < ~-4, D eine Fundamentaldiskriminante, gilt

= 1 .
(15) B(P) = 7T M_c_xuﬁwv ;
O<k<—5—
2
d.h. es gibt stets mehr Zahlen in dem Intervall _‘.O.M__U: mit Xp(k) = +1 als
mit xuzi = =1, und der UberschuB ist gleich h(D), 2h(D) oder 3h(D) Jje

nachdem, ob D = 1 (mod 8), D = O (mod 4) oder D = 5 (mod 8) <st (vgl.
(5.8b)).

Beweis: Wir nehmen an, dag D ungerade ist (fiir D gerade s. Auf-
gabe 2). Sei

_leA

Q= Xn{n)n .

n=1 b
Je nachdem, ob n gerade oder ungerade ist, kSnnen wir n als 2k
mit O <k < HWH oder als 2k - Dl mit _w_
also gilt

< k < ID| schreiben,

Lo
[

1 Xp(2k) -2k + ¥

ID| IDI
OAWAIMl 4AWA ID}

XUANW|_G_VANW|_U_V
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= ) Xp(2k) -2k + ) Xp(2k) (2k-1D1)
OAWAHWH FWHAWA_U_
=2 1 Xn{(2k)k - DI (2k)
o<k<Ipl ‘P IDI ! *p
4AWA_U_
= mxwﬁmv Q - D] xuﬁmv D] ) xuawv .
D
5|M||AHAA_U_
somit ist
_U_xoamv
@ =T, L ™
qAWA:U_
oder, da XUANV = %1 und ) xcﬁwv =0 ist,
0<k<|D]
oo ID|
OAWAINI
Nach (9) ist aber h(D) = - AWA Q, womit (15) fir ungerade D bewie-

sen ist. Unser Argument zeigt auch, dag fiir D = 1 (mod 4) und 3/[D
die rechte Seite von (9) eine ganze Zahl darstellt.

Als Beispiel fiir (15) haben wir fir D = -19 in [0,9] die 6
Reste 1, 4, 5, 6, 7, 9 und die 3 Nichtreste 2, 3, 8; es ist also
h(~-19) = Wﬁmluv = 1. Fiir D = -23 sind in [0,11] die 7 Reste 1,

2, 3, 4, 6, 8, 9 und die 4 Nichtreste 5, 7, 10, 11; es ist also
h(-23) = %Aqlnv = 3 und somit 23 die erste Primzahl p =m 3 (mod 4)
mit h(-p) > 1.

Zum SchluB wollen wir etwas iiber das Wachstum von h(D) erzdhlen.

Wir haben gesehen, daB h(D) = 1 ist fir

D=-3, -4, -7, -8, =11, =19 ;
man findet auch h(D) = 1 fiir
D = -43, -67, -163 .

GauB hat h(D) ausgerechnet flir O > D > -10.000 (!) und keine
anderen Fundamentaldiskriminanten gefunden mit h(D) = 1. Er vermu-
tete, daB diese neun Zahlen die einzigen Fundamentaldiskriminanten
mit der Klassenzahl 1 sind (wegen (11) kommen fiir D < -8 nur Prim-
zahlen in Frage); weiter vermutete Gaus, das

h(D) - = fliir D -» - = .
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Diese letzte Behauptung wurde erst 1934 von Heilbronn bewiesen. Im
darauf folgenden Jahr wurde das Ergebnis von Siegel wesentlich ver-
schidrft, indem er zeigte, das fiir € > O

1

Mlm
(16) h(D) > CID] (D < 0)

gilt fiir ein geeignetes (von ¢ abhéngiges) C > 0. Andererseits
kann man aus dem Beweis von Satz 1, §8, leicht die umgekehrte Ab-
schitzung

T+ e
(17) h(D) < C' IDI (D < 0)

erhalten, also 1ld8t sich dieser Satz auch so formulieren:

. Horﬁuv d
HHE IIMIIHII ul.
Do 109 1DI 2
Die erste Vermutung von GauB wurde 1934 von Heilbronn und Linfoot
"fast" beantwortet, indem sie zeigten, daB es hSchstens eine Diskri-
minante D < -163 geben kann mit h(D) = 1. Lange Zeit wufBte man
Uber diese eventuell vorhandene "zehnte Diskriminante" nur, daB sie

< |m.d0w sein miiBte. Erst 1952 bewies Heegner, daB8 es keine zehnte
Diskriminante gibt; sein Beweis erschien anderen Mathematikern 1liicken-
haft und wurde erst von Stark "rehabilitiert", und ein ganz anderer
Bewelis des Satzes wurde von Baker gegeben.

Flir D > O bewies mwmmmw an Stelle von (16) und (17) die Unglei-
chungen

3¢ 2*e
(18) cCD < h(D) log e < C'D (D » )
oder
log(h(D) log e ) 1
lim 1o D = .M. -
Do d

(Was Siegel wirklich bewies, war, das

c'ID1™® < L(1,xp) < cIpI®

fiir alle D gilt, was je nach dem Vorzeichen von D entweder (16)
und (17) oder (18) ergibt.) Hieraus kann man aber nicht schlieBen,
dag h(D) nach Unendlich geht, da ¢ im Vergleich zu D sehr groB8

o]

sein kann (fiir D = 97 ist z.B. €4 = 62809633 + 6377352V87), und in

der Tat lassen die tabellierten Werte (die schon GauB bis 3000 be-
rechnet hatte) vermuten, daB es unendlich viele Fundamentaldiskrimi-

nanten wa Klassenzahl 1 gibt. (Diese miissen nach (11) alle Prim-

'
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diskriminanten sein.) L&Bt man Nichtfundamentaldiskriminanten zu, so
gibt es auf jeden Fall unendlich viele D mit h(D) =1 (Aufgabe 5).

Obwohl man iiber das genaue Wachstum von h(D) bzw. h(D) log €,

nicht sehr viel mehr als (16) - (18) weiB, kann man fiir die Mittel-

werte beweisen, daB sie sich so verhalten, als ob h(D) ~ O_U_A\N

bzw. h(D) log €y ~ OUA\N wdre. Man hat ndmlich fiir N - «
3/2
I h(D) ~ g5 N/
0>D>~N 42 £ (3)
DaQ(mod 4)
2
s 3/2
OAUWZ h(D) log e, ~ o NV ,
Da0 (mod 4)
wo z(3) = 1.20205... der Wert von £(s) an der Stelle s = 3 ist.

Diese Beziehungen wurden von GauB angegeben, ihre Beweise aber erst
von Mertens bzw. Siegel verdffentlicht. (Die Bedingung D = O (mod 4)
rithrt daher, da8 GauB nur gquadratische Formen wxm + bxy + owm mit
b gerade studierte. Fiir die Summen iiber alle D gelten &hnliche

asymptotische Formeln mit 18 statt 42.)

Aufgaben:

1. Sei x ein beliebiger (also nicht unbedingt reeller) Dirichletscher
Charakter modulo N. Man zeige, daB die zweite Summe in (4) ver-
schwindet, falls x gerade ist (d.h. x(-~1) = 1) und die erste,

falls x ungerade ist (also x(-1) = -1). ¢ !
Sowroen et low
2. Man zeige, daB XUAW + Wov = IXUAWV fir D & O (mod 4) und be-
weise Satz 4 sowie die Formel h(D) = X xuﬁwv (D < 0) Ffiir
OAWAPWH

diesen Fall.

3. Man beweise (11) filir negative Fundamentaldiskriminanten mit Hilfe
von Satz 4 und Aufgabe 2.

4., Man rechne h(D} fir -30 < D < 15 aus.

5. Fir i > 0 gilt :Ammp+av = 1. (Hinweis: Man verwende Aufgabe 8 d),
§8.)

6. Sei p eine Primzahl = 1 (mod 4), n = mwap\w. Seien

R N
N, =1 n n, =1 n
R g R~



wobei J bzw. | Summen iiber alle quadratischen Reste bzw. Nicht-
R N
reste bezeichnen. Dann ist nach (5)

el k Pl ok k
ng * gy = wwd nt=-1, g g = I (@n = sVp .

Setzen wir jetzt fir jede p-te Einheitswurzel ¢ # 1

R
F_(zg) =1 (1 -¢7) ,
R R

wobei R iber alle quadratischen Reste (mod p) l&uft. Man zeige

a) mﬁnvumwﬂeﬁn mit o €ZT .
R reg T r
b) rar (5) =1 st F (%) = F (0}, also w = oy (hier
UHmSOSM man die lineare Unabhdngigkeit von ¢z, nw. ooy nwld.
d.h. die Irreduzibilitdt des Kreisteilungspolynoms xv|ﬂ + stw

+ ... +x + 1). Es gibt also Zahlen a o, €Z mnmit

R’ N
r . r
= i Iy = = Iy = -1 .
o, ap fir va 1, o oy fiir ﬁmv
¢) Man schlieBe
_ S#TVp
m.w?z >
(mit S = on - op -~ Ay T = ap T oy € %Z) und
N No
IT{(1-n") = mwA: ) AZO irgendein Nichtrest)
N
- S=TVp
= > .
d) Man zeige, daB
p-1
T a-a5=p
k=1
xP-1 _ P k
ist (etwa aus = I (x - n")), und folgere
R
2
mm - wa = 4p , S = pU , Hm - pUu~ = -4
mit . T, U € & (die Pellsche Gleichung x% - @wm = -4 hat also
eine nichttriviale L&sung!) und
uiuzzv Vp 2 2
N =59 it t,uez, tP -up=4,uto0.
R 2
I (1 -n")

R
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§10 Quadratische Formen und quadratische Zahlkdrper

In diesem Paragraphen stellen wir die Haupttatsachen iiber guadratische
Kbérper zusammen und zeigen, wie die Theorie von biniren quadratischen
Formen (mindestens, falls die Diskriminante eine Grundzahl ist) mit
der Theorie der Ideale in solchen Kdrpern dquivalent ist. In §11 wer-
den diese Ideen weiterentwickelt, indem die im letzten Paragraphen be-
wiesenen S&tze iiber Darstellungsanzahlen vom Standpunkt der Arithmetik
in quadratischen Kdrpern interpretiert werden.

Sei K ein quadratischer Zahlkérper, d.h. K enthdlt @ und
[K : @] = 2. Dann kann man

K = Q(Vd)

schreiben mit d € %, d keine Quadratzahl. Da eA<MMMv = Q(£Vd) = 0(vd)
ist, kénnen wir d als quadratfrei voraussetzen. Jede Zahl in K &8t
sich eindeutig schreiben als o + BVd, mit a, B € Q.

Sei ® < K der Ring der ganzen Zahlen, d.h. derjenigen Zahlen, die
eine Gleichung mit Koeffizienten aus Z und h&chstem Koeffizienten 1
erfiillen. Es ist leicht, ©® zu bestimmen: ist x = o + BVd € K, so ist

xw - s8X +n=20
mit
s = x + x'" = Sp(x) die Spur von x und
n = xx' = N(x) die Norm von Xx;
dabei ist x' = a - BVd die Konjugierte von x. Es ist x € D genau

dann, wenn s und n in % sind, d.h.

20 € X , Qw - mwm €Ex .

Hieraus schlieBt man 28 € Z (denn (28)2d = (2a)% - 4(a®-8%d) € 2
und d ist quadratfrei), also a = W~ g = W. X = WHWKW mit a, b e Z,
mm - UND m O (mod 4). Ist d = 2 oder d = 3 (mod 4), so ist diese
Kongruenz nur erfiillt, wenn a und b gerade, also o« und B in 2Z

sind; ist d = 1 (mod 4), so ist die Kongruenz zu a = b AEom 2) &qui-
&mwmbﬁ. Es ist also

Z-1 +%-Vd , falls d= 2, 3 (mod 4),

M o= 1+Va

Z-1 +%Z-

falls d = 1 (mod 4)

2 r
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(die Bezeichnung M = Zx + Zy bedeutet im Folgenden, dag x und y

eine Z-Basis fir M bilden). Als Diskriminante D von K bezeichnet
a
AQ
von ® bilden und o', B' die Konjugierten bezeichnen (eine andere

man das Quadrat der Determinante von ' m_v~ wo o, B eine Basis

Basiswahl &dndert hdchstens das Vorzeichen dieser Umﬂmﬁswbmunmv. Mit
der Basis (1) finden wir

1 Va\? 5 ’
D = det = (-2Vd) = 44
1 -vd '
bzw.
1 14Vd \2
2
D = det = (-v@?%=-a,
1 1-vd
2
also
44, falls d = 2, 3 (mod 4) ,
(2) D =

d, falls d = 1 (mod 4) .

somit sind die in §5 definierten Grundzahlen oder Fundamentaldiskrimi-
nanten (# 1) genau die Diskriminanten von quadratischen Zahlk&rpern,
und jeder solche Kdrper l&8t sich eindeutig als @(VD), D = Grundzahl,
schreiben.

Ein Ideal von © ist eine Untergruppe ¢ ¢ ® mit Hae=a, d.h.

(3) AED , 0 € a=»Aa€a .

Wir betrachten nur Ideale ¢ # {0}. Ein solches hat endlichen Index
in ®; wir definieren die Norm N(e) als [ : a], d.h. als die Ord-
nung der endlichen Gruppe ®/¢. Die Diskriminante D(e) wird definiert
als det Am. w.vm~ wo a, B eine beliebige Basis fiir ¢« ist; dann
gilt D(®») = D und

(4) D{a) = ZAaVNU ,

wie man mit elementarer linearer Algebra zeigt. Ist £ €9, £ # O,

so ist
(E) = {xglx €0}

offenbar ein Ideal; wir nennen (&) das von £ erzeugte Hauptideal.
Ist o, B8 eine Basis von ®, so ist af, Bf{ eine Basis fir (&),
und es folgt

ag  8E \? ) s
D((£)) = det = (5612 (ag' - a'®)? = N(D)°D .
Q-m— m-m-
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also nach (4)
(5) N((E)) = IN(&)] .

Sind a,p 2zweli Ideale, so ist das Produktideal eb durch

H.
: uﬁwd muvw_m»mfvwmfnmg
erkldrt (d.h. als das kleinste Ideal, das alle Produkte ab Bwn.
a€e¢ und b €5 enthdlt). Es gilt

(6) N(ab) = N(a)N(6) .

Fiir ein Ideal ¢ und sein Konjugiertes
¢! = {x'Ix €a}

besteht die Relation

(7) 1». = (N(a))

(das Produkt von ¢ und ' ist gleich dem von der Norm von e er-
zeugten Hauptideal).

Es ist niitzlich, auch mit gebrochenen Idealen zu arbeiten, d.h. mit
Untergruppen von K (statt von ®), die endlich erzeugt sind und
(3) erfiillen. Fiir jedes gebrochene Ideal « gibt es eine natiirliche
Zahl n, so daB8 ne ein ganzes Ideal, d.h. ein Ideal im friiheren Sinne
ist (man wdhlt eine Basis a, B von 4« wund ein n mit no € D,
ng € »); dann definiert man die Norm von ¢ durch

N(e) = 5 N(ne) € @
n

(das ist unabhidngig von der Wahl von n). Die Diskriminante D(a),
das Konjugierte ¢' und das Produkt von zwei gebrochenen Idealen
werden wie oben definiert und die Beziehungen (4) und (6) gelten nach
wie vor. Ist &£ € K, £ # 0, so ist (&) = {AflX € ©} ein gebrochenes
Ideal und erfiillt (5). Ab jetzt bedeutet "Ideal" immer "gebrochenes
Ideal" (# {0}), falls nicht ausdriicklich von ganzen Idealen gespro-
chen wird.

Die Multiplikation von Idealen erweitert die von Zahlen: sind
E, n € K, so ist (&) (n)

|

Ein (d.h. & 'n € ©) « (n) c (&)

«+ es gibt ein ganzes Ideal ¢
mit (n) = (£)¢ -

(£n). Infolgedessen gilt fiir Zahlen £, n € K
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Wir k&énnen also den Begriff der Teilbarkeit von Zahlen auf Ideale
Ubertragen, indem wir sagen, daB das Ideal 4« das Ideal
(in Zeichen «lb), falls & = ac¢
dies ist dquivalent zu
chenes Ideal ¢ gilt

b teilt
gilt mit einem ganzen Ideal [
bcae. Flir eine Zahl £ € K und ein gebro-

(8) al(E) e~ £ € a .

Wir schreiben hdufig £ anstatt (£) fir das von £ erzeugte Haupt~
ideal. Der Witz an den Idealen ist, daB8 jedes Ideal eindeutig als Pro-
dukt von Primidealen geschrieben werden kann (ein Primideal ist ein
ganzes Ideal, das nur durch ® und durch sich selbst teilbar ist),
wdhrend die analoge Behauptung fiir Zahlen i.a. nicht stimmt. Z.B. hat
die Zahl 10 im K8rper Q(V6) die zwei Zerlegungen

(9) 10 = (4 + V6)-(4 - VB) = 2.5

4

wobei alle vier Faktoren 4 + V6, 4 - VG, 2, 5

in dem mu:bm.@&wa
sind, das sie nur als Xy (x,y €®D)

geschrieben werden kénnen,
wenn Xx oder y eine Einheit ist (d.h. eine ganze Zahl, deren In-
verses auch in ©® 1liegt). Die Eindeutigkeit der

© Primzerlegung bei -
Idealen riihrt daher, da8 zwei Ideale

; ¢ und » stets einen grdBten
gemeinsamen Teiler und ein kleinstes gemeinsames Vielfaches haben
es gilt nédmlich '

¢le und ¢lpb e cla+b :={a+blac e, bebv},

ele und ble = gn e,
wwmo (¢,8) = a+ b, [a,6] = a N 6. Die Notwendigkeit, Ideale einzu-
filhren, sieht man hierdurch auch: die Menge (£) n (n)

. der gemein-
samen Vielfachen zweier Zahlen £ und n

ist offenbar ein Ideal,
im allgemeinen aber kein Hauptideal. In (9) gilt z.B.

2 = cw

5 = '

(10) ‘e
4 + V6 = pg

4-V6 = paq

mit den Primidealen

-
i

2, 4+ V6) =z- -
(1) ( +Ve) =Z-2 +%.V6 ,

-
]

(5, 4+ V6) = Z-5 +Z-(4 + V)

’

o1

also (5) n (4+V6) = 5p # Hauptideal. Die Frage, wie sich eine natiir-
liche Zahl in Primideale zerlegt (z.B., warum in (10) die Zahl 2 das
guadrat eines Primideals ist, wdhrend 5 das Produkt von einem Prim-
ideal mit seinem Konjugierten ist) wird in §11 behandelt werden. Wir
wollen jetzt zeigen, was Ideale mit quadratischen Formen zu tun haben.
Vorerst eine Definition.

Definition: Zwei gebrochene Ideale ¢ und & heiBen dgquivalent, falls
ein & € K, & # 0, mit

(12) ¢ = (£)8

existiert. Sie heiBen dquivalent im engeren Sinne, falls es eine 2ahl
£ € K mit N(&) > O gibt, so dag (12) gilt.

Anders ausgedriickt: die gebrochenen Ideale bilden eine Gruppe unter
der Multiplikation (das inverse Ideal existiert immer, denn nach (7)
R -1 _ -1
ist a = N(a)
klassen im engeren Sinn) von Idealen bilden den Quotienten dieser

a'), und die Aquivalenzklassen (bzw. HEquivalenz-

Gruppe nach der Untergruppe der Hauptideale (&) (bzw. der Haupt- ¢
ideale im engeren Sinne, d.h. der Ideale (&) mit N(§) > 0). Fir
einige Kérper - 2.B. Q(V5), 0(V=3) - ist jedes Ideal (sogar im en-
geren Sinn) ein Hauptideal, also zu D 4dquivalent; in diesen K&rpern
ist es also gleichgiiltig, ob wir mit Idealen oder nur mit Zahlen ar-
beiten, und die Primzahlzerlegung in © ist eindeutig. In anderen
Korpern - z.B. in unserem Beispiel Q(V6) oben - gibt es Ideale, die
keine Hauptideale sind, und wir haben zwar eindeutige Primideal-, aber
nicht eindeutige Primzahlzerlegung. Es wird sich aber herausstellen,
daB es immer nur endlich viele uac»<mwmwaHWmmmb von Idealen gibt, so
das die Abweichung von der eindeutigen Primzahlzerlegung nicht zu gro8

ist.

Bemerkung: Ist d < O, d.h. K = @(Vd) ein imagindr-quadratischer
Kdrper, so ist flir & € K die Konjugierte E' in K gleich der
komplex konjugierten Zahl T (da Vd rein imaginir ist), also

N(E) = EE' = EE = _m_N fiir £ * O automatisch positiv. Hier fallen
also die beiden Bquivalenzbegriffe zusammen. Es gibt auch positive d
mit der Eigenschaft, daB8 in Q(Vd) &quivalente Ideale stets &quiva-
lent im engeren Sinne sind, aber es gibt ebenfalls reelle quadratische
Kérper, die Hauptideale haben, welche nicht als (&) mit EE' > O
geschrieben werden konnen, und in diesem Fall zerfdllt jede Aquivalenz-

klasse von Idealen in genau zwei BRquivalenzklassen im engeren Sinne.
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Wir kommen jetzt zu der Korrespondenz zwischen Idealen und Formen.
Ist ¢ ein (ganzes oder mmcnoormvmmv Ideal, so ist fiir £ €a wegen
el (&)

(13) N(a) | N(E) (8 €a) ,
d.h. die Funktion

e _ EE!
¢: ¢« > @, $(E) mqu ,

nimmt Werte in Z an. Sei a, 8 eine Basis fiir ¢ ; dann ist
¢ =2Za + %ZB = Nw und wir kdnnen ¢ als Funktion £ auf NN auf-
fassen:
] 1
(14) £(x,y) = ¢(xa + yB) = (xa+yB) (xa'+yB8') .
! N(ea)

Das ist eine bindre quadratische Form:

_ .2 2 _ oa' _ of'+a'B — _BB' |
(15) foy) =ax +bxy + oy , a=gry, b= N(a) ' ST FN(a) ¢
fir ihre Diskriminante finden wir

2 _ {eB'+a'g)2-4(aa’) (BB') _ (aB'~a'p)?
b® -~ 4ac = 5 = 3
N(a) N(a)
= DRle) _ o
N(a)

nach Formel (4). AuBerdem ist a = N(a)/N(a) nach (13) ganz und eben-
so ¢, und es folgt dann aus Um ~ 4ac = D € Z, daB auch b ganz ist.

Also ist f eine bindre gquadratische Form mit ganzzahligen Koeffizien-
ten und Diskriminante D. Wenn wir eine andere Basis AQH~mHV von a
widhlen, dann sind oy mH und o, B durch eine ganzzahlige Matrix

Aw Mv mit ps - qr = *+ 1 miteinander verknipft, und die Form mw~
die man aus ¢ mit Hilfe der Basis &H. mH erhdlt, ergibt sich aus
(15), indem wir x, y durch px + qy, rx + sy ersetzen. Da wir in

§8 die Aquivalenz von Formen nur mit Hilfe von Matrizen der Determi-
nante +1 definierten, wollen wir durch eine zus&itzliche Forderung

an unsere Basen erreichen, daB nur solche Matrizen bei Basiswechseln
auftreten. Wir nennen eine Basis a, B wvon @ orientiert, falls

mhmmmWH > 0 ist (das ist sinnvoll, weil Aa.mmmm.vm - wav — zﬁavm
D D

reell und positiv ist); dann hat die Matrix eines Basigwechsels zwi-
schen orientierten Basen stets die Determinante +1. Es folgt, das
die durch (15) definierte bin#re quadratische Form bis auf Kquivalenz
(im Sinne von §8) nur von ¢ und nicht von der Basiswahl abhédngt,

falls man nur orientierte Basen a, B zuligt. Wenn wir a durch
(A)a ersetzen, wobei A € K und N(A) > 0 ist, dann ist (Aa,AB)
eine orientierte Basis fiir (A)s und N((A)a) = IN(A)I N(a) = N(A)N(a);

somit ist die dem Ideal (A)e zugeordnete Form

N(xia+tyAg) _ N(A) N(xatyB) _ N(xa+yB)
x,¥) = J0 ey - N N(a) N(a)

mit f identisch. Wir haben also auf eindeutige Weise Jjeder Idealklasse
im engeren Sinne eine Aquivalenzklasse von biniren quadratischen Formen der Dis—
kpiminante D zugeordnet (positiv-definit, falls D < 0).

Wir zeigen jetzt, daB diese Zuordnung bijektiv ist. Sei

2 =
(16) £(x,y) = ax® + bxy + cy> ; a, b, c€%Z , b° - dac =D,
eine quadratische Form der Diskriminante D, positiv~-definit falls
D < O. Weil D eine Fundamentaldiskriminante ist, ist (a,b,c) = 1.

Wir setzen zundchst a > 0 voraus. Seien

b+VD _ b-VD
an w="3a W= 53
. 2 3
die Wurzeln der quadratischen Gleichung aw~ - bw + ¢ = O, und
(18) a =% + Zw .

Wir behaupten, daB ¢ ein gebrochenes Ideal ist. In der Tat: ist

A= utvvD €® (u, veERZ, umvD (mod 2)) und o =x + yw € a, SO ist
2

@V, (y 4 YREyVD

xc MUE N<U MM Md< +mm<w
Tt Gttt Tt e TR

Ao =

(x aﬂwu - yve) + (xva + y EJWGV w

was in T + Zw liegt (b2 = D (mod 4a) » b = D (mod 2) = u = vD = vb
w-w! _ 4 jist die Basis 1, w orientiert. Die Dis-
vD

ist

(mod 2)). Wegen

kriminante von «

2 2 2
D(a) = det (§ W' = (w-w)? = /2",

und wir erhalten nach (4)
=1
N(a) = e

zugeordnete quadratische Form (15) ist also gegeben durch
xw+mx%+mww

) o N{x+yw) _ a a

(x¥) > N 7

a

Die a

= £(x,y) .
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Wir haben damit ein Ideal konstruiert mit £ als zugeordneter qua-
dratischer Form. Ist umgekehrt @ ein Ideal mit orientierter Basis

a, 8 und aa' > 0, so ist mit a, b, ¢ wie in (15)

b+VD aB'+a'B+N(a)VD

2a 2aa’
_ aB'+a'B+(a'B-aB') _ B
2a0" a '
also Z'+ Z UMMm =X +Z m = AalJva zu ¢ im engeren Sinn dquivalent.
Fiir Formen (16) mit a < O (dann muB8 nach Voraussetzung D > 0

sein) nehmen wir anstatt (18) das Ideal Z) + ZXw, wobei X € Q(VD)
eine Zahl mit negativer Norm ist (etwa X = VD). Dann ist A, Aw eine
orientierte Basis, und die diesem Ideal zugeordnete Form ist wieder

f. Umgekehrt liefert jedes Ideal « mit orientierter Basis «a, B und
ac' < O eine Form (16) mit a < 0, fir die das Ideal 2ZXA + ZAw im
engeren Sinne zu a Hquivalent ist. Wir haben also folgenden Satz be-
wiesen.

SATZ: Sei D * 1 eine Fundamentaldiskriminante und K = Q(VD). Dam gibt es

eine bijektive Korrespondenz zwischen den Aquivalenzklassen von bindren quadrati-
echen Formen der Diskriminante D (positiv-definit, falls D < O) und den Aqui-
valenszklassen im engeren Sinmn von Idealen von K. Diese Korrespondenz ordnet dem

Ideal Zo + ZB (mit Q'.l@nWb.@n.l > 0) die Form (15) zu und ordnet der Form
2

ax” + bxy + owm das (gebrochene) Ideal Z-)\ + N.vMMm X zu, wobet X € K
8o gewdhlt wird, daB N()) dasselbe Vorzeichen wie a hat. Somit igt die Anzahl
der Kquivalenaklassen von Idealen im engeren Sinne gleich der in §8 definierten

Klaseenzahl h(D) und insbesondere endlich.

Aufgaben:

1. Man beweise die im Text behaupteten Aussagen (4), (6), (7).

2. Man verifiziere (10) und (11) (d.h., daB die als (2,4+V6) baw.
Am~»+<wv definierten Ideale wirklich ‘die gegebenen Basen besitzen)
und auch, daB p und ¢ Primideale sind und g+ q°'. (Hinweis:
ein Ideal, dessen Norm eine Primzahl ist, ist prim. Warum?)

3. Man zeige, daB eine Matrix, die den Ubergang zwischen zwei orien-
tierten Basen beschreibt, Determinante +1 hat.

4. Man zeige, daB es eine Bijektion zwischen den Aquivalenzklassen
von Idealen in K ﬁbwowﬂ.ws engeren Sinne) und den iquivalenz-

klassen im weiteren Sinne (vgl. (8.14)) von quadratischen Formen
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der Diskriminante D gibt.

5. a)

b)

Fiir Dm 0 oder 1 (mod 4), D kein Quadrat, sei

auurwuwﬁ_m.uma, a = bD (mod 2)} .
Schreiben wir D = UoHN mit Uo eine Fundamentaldiskriminante
und r > 1, so ist ©; ein Unterring vom Index r im Ring
= o der ganzen Zahlen des quadratischen Kdrpers K = Q(VD).

0
Mit den naheliegenden Definitionen von Idealen, Hauptidealen,

Aquivalenz usw. in bU gibt es dann eine bijektive Korrespon-
denz zwischen den Xquivalenzklassen von nﬁlemmHmn im engeren
Sinne und den Aquivalenzklassen (ebenfalls im engeren Sinne) von
quadratischen Formen der Diskriminante D (positiv definit,
falls D < 0O). ‘ .

Sei K ein quadratischer Kdrper der Diskriminante D_. Flr

0
jeden Modul M < K (d.h. Untergruppe von Rang 2) ist der Multi-
plikator

oM) = {x € K|xM c M}
gleich dem in a) definierten Ring nV
D= Uoﬁm. Im engeren Sinne #quivalente Moduln (d.h. Moduln M
und £M mit £ € K, N(£) > 0) haben denselhen Multiplikator, .
und es gibt eine bijektive Korrespondenz zwischen den Aquiva-
lenzklassen von Moduln M mit ©®(M) =

fiir ein geeignetes

b und den Hgquivalenz-

klassen von primitiven quadratischen Formen der Diskriminante D
(positiv-definit, falls D < 0).

Bemerkung: Mit Hilfe dieser Korrespondenz kann man einen rein

algebraischen Beweis der in Aufgabe waw~ §8, auf analytischem
Yp (X
Weg bewiesenen Beziehung h(D) = Ilmlll vﬁcov
r
den durch M+~ OM (D= Dd der Ring der ganzen Zahlen in K)
0

geben. Dafiir wer-

Abbildungen

{Moduln mit Multiplikator Dow -+ {(gebrochene) p-Ideale} ,

{Hauptmoduln &o,, & € K*} - {Hauptideale E£p, § € K*}

definiert, welche surjektiv sind und Kerne der Ordnungen
[(o/rD)* : AUU\EOV*H bzw. [D* : Umu haben, wobei R* die
Gruppe der invertierbaren Elemente eines Rings R bezeichnet.
(Eine Skizze des Beweises wird in den Aufgaben 6-11, §7, Xap.II,
des am Ende dieses Kapitels zitierten Buchs von Borewicz und




Bafarevi® gegeben.) Es ist aber [O* : ©¥] = v_ und

HAO\NQV*" ABU\HUV*H u +wmmmmwm+ = Yp (r) (s. Rufgabe 2, mﬂav.
. )

§11 Die Zetafunktion eines quadratischen Kdrpers -

Die Bedeutung der Riemannschen Zetafunktion kommt von der Formel

(1) Pm" I (1 - @Imvl‘_ (o > 1) ,

1

n=1 n P
die die analytische Formulierung der Tatsache ist, daB8 sich jede na-
tirliche Zahl auf eindeutige Weise als Produkt von Primzahlen darstel-
len 188t. Fir einen quadratischen Zahlk&rper K = Q(VD) wissen wir,
das die entsprechende Behauptung nicht flir Zahlen, wohl aber fiir Ide-
ale gilt, und es ist daher sehr natiirlich, dem Kdxper K die Diri-
chletsche Reihe

1
(2) MORS) =
zuzuordnen, wobei die Summe iiber alle ganzen Ideale a (¥ O0) wvon
K l&uft (ob diese Reihe einen nichtleeren Konvergenzbereich hat, sei
fir den Augenblick dahingestellt). Die Funktion (2) nennt man die
Dedekindsche Zetafunktion; sie kann flir einen beliebigen Zahlk®drper de-
finiert werden und hat viele Eigenschaften mit der Riemannschen Zeta-
funktion (dem Spezialfall K = Q) gemeinsam: Konvergenzabszisse
oy = 1, einfacher Pol bei s = 1 als einzige Singularit4t, Funktio-
nalgleichung unter s - 1 - s, rationale Werte fiir s = 0, -1, =2, e
usw. Mit demselben Beweis wie filr (1) schliegt man aus der eindeuti-
gen Primidealzerlegung, dasg
s ~1

(3) Tg(s) =T (1 - N(p) )

)
(Produkt iiber alle Primideale p), falls eine der beiden Seiten der
Gleichung absolut konvergiert.
Wir zeigen jetzt, daB das fiir, 0 > 1 der Fall ist. Jedes Prim-
ideal teilt eine natirliche Primzahl p (denn p teilt die natiir-
liche 2ahl N(p), also muB p, da es prim ist, einen der Primteiler

von N(p) teilen). Dann folgt aus ylp, das

N(») IN((p)) = pp' = p° ,
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2
also N{p) = p oder p

Wenn

(N(p) = 1 scheidet offensichtlich aus).

P = peeeby

die Primidealzerlegung von p (d.h. von dem Hauptideal (p)) in ®
ist, so ist

wm = N(p) = N(p)...N(p )

also r < 2, und es gibt zwei MBglichkeiten: p = »ip, mit R

2 .
prim und znewv =p oder p=p mit N(p) = p°. Somit ist
-5, - -5, - -2s, -1
HA Adleevvmvld = (1-p mv 1 oder (1-p mv 2 oder (1-p )
plp
also ,
-s (=1 - ™
Mh-xems ca-p797,
plp
= 2
wnd ] (1 - N(»)7™5) ! wird im Absolutbetrag durch r(o)“ abgeschitzt,

]
was fiir o > 1 endlich ist; das Produkt (3) und somit auch die Summe

(2) sind daher absolut konvergent fiir o > 1.
Wir kdnnen (2) auch schreiben als

Te(s) = W
mit
F(n) = #{ e | ¢ “ein ganzes Ideal, N(a) = n} ,

nmﬁmv ist also eine gewdhnliche Dirichletsche Reihe, deren Koeffi-
zienten uns sagen, wie oft eine gegebene Zahl als Norm eines Ideals
auftritt. Wir behaupten, daB die Zahl F(n) gleich der Zahl R(n) der
nichtiquivalenten Darstellungen von n durch quadratische Formen der Diskriminante
D <st. In der Tat, seien bw. ceey wﬁ (h = h(D)) die EKquivalenzklas-
sen von Idealen im engeren Sinn, und sei fiir jedes i

) 1

S

amPH N(a)

¢ ganz

ﬁﬁwamv =

die Zetafunktion der Idealklasse wwn dann gilt offenbar

h(D)
Tg(s) = HWA z(a,,s)
und
w mwﬁbv
NA”.~MV = 7
1 n=1 n®

~



,WHAbV = ${a € PH~_= ganz, N(a) = n} .

Wir behaupten, das MHAS» -gleich der Darstellungsanzahl mAz.mHV
der Zahl n durch die Form mw ist, welche unter der in §10 kon-

struierten Korrespondenz der Idealklasse vH entspricht. Daraus wird
] h h
unsere erste Behauptung wegen R(n) = M wAb.mwv und F(n) = M MWAuv
i=1 i=1
folgen.
Wir machen eine Vorbemerkung. Wegen (10.7) ist die Idealklasse
bl; der Inversen von Elementen aus einer Idealklasse A gleich der

Idealklasse A' der Konjugierten von Elementen aus A, also

1

ta e =z@ats) = ] —L
«€A' N(a)
@ ganz
= M |._||W. = ﬁaw:mv
a€A N(a')
¢ ganz

(das letzte wegen N(g') = N(a)). Sei jetzt a ein Ideal, A seine

Idealklasse und f die entsprechende quadratische Form. Flir b5 € >|4

ist 4«6 ein Hauptideal im engeren Sinne, also ¢ = (£) mit N(&) > O;
umgekehrt liegt fir £ € K mit N(§) > O das gebrochene Ideal
5 = Amvaxd in a~'. Das Ideal b ist genau dann ganz, wenn al§,

d.h. wenn & €4 gilt. Somit ist die Abbilduhg

{E €a IN(E) >0} » {5 €a

(4) .
Ew (E)e

I » ganz}

wohldefiniert und surjektiv. Was ist ihr Kern? Zwei Elemente £ und
mH haben genau dann nmmmmwwm Bild, wenn mp_m und m_mw. also

mH = gf istmit € € ©, e €O und N(e) = zﬁmwv\zhmv > 0. Somit
liefert (4) eine Bijektion

(5) {g € IN(E) > 0}/U, % {5 €A, 5 ganz},

wobel

fuﬁmma_m.A €9, N(e) = 1}

die Gruppe der Einheiten positiver Norm ist, die in der Gruppe

1

U={e€Dle ' €D}

aller Einheiten den Index 1 oder 2 hat. Unter der Korrespondez
(5) ist s

1 1

N(b) = N((E)a ') = N(£) N(a) .
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Daher gilt
. _ -1
ﬁaw~mv - ﬁﬁw .wV
= ) S -
. s
pea”! N(b)
pganz
- N()®
= ) —t_,
E€a/U, N(E)
N(£)>0
also wegen (10.14)
_ 1
(6) t(a,s) = ) 5, =
(x,y) €z \c+ fix,y)
f(x,y)>0
wobei wir ¢ durch die Wahl einer orientierten Basis mit Nw iden-
tifiziert haben; die induzierte Operation von c+ auf Nm ist dann
genau die, unter der wir zwei L®sungen von f(x,y) =n (n € WN) in

§8 als aquivalent erkldrten. Die rechte Seite von (6) ist also gleich

w R(n,f)
N s ’
n=1 n

und die Behauptung ist bewiesen.

Wir werden jetzt flir die Zetafunktion von K einen elementaren Aus-

druck geben; wegen (3) genligt es, fiir jede natiirliche Primzahl p-
den Faktor I (1 - z:;..va

plp ,
zu kennen. Wir miissen also untersuchen, wie sich eine Primzahl p in

der Eulerschen Produkt-Entwicklung

Primideale zerlegt.

Wir hatten schon itiberlegt, daB grunds&tzlich zwei Fdlle vorkom- -
men kdnnen - das in Z prime Ideal pZ bleibt entweder in ® prim,
also

2
P=9 . N(p) =p

(eine solche Primzahl p nennt man trdge), oder es zerfdllt in der
Form

P=p.p, » Nlp,) =N{p,) =p .

Diesen Fall werden wir weiter unterteilen je nachdem, ob L EE A
ist, also
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p =9, N(p) = p und Am.upv = 1, daB die Ideale (p) und AUHV beide Quadrate sind.

somit ist (8) bewiesen.

(eine solche Primzahl nennt man versweigt), oder ob ew * em (dann

: PN = T i t
heiBt p =zerlegt). In beiden Fidllen ist b, = uw. (das folgt aus der Sei jetzt p zerlegt, also p Womit ¥os . Nach dem eben
allgemeinen Beziehung & = N(¢) alﬂv. Welcher der drei Fille vor— Bewiesenen teilt p die Diskriminante nicht. Da N(p) = p prim ist,

ist der Quotientenring R = ©/p von O nach dem Ideal p ein Kor-

liegt, hingt von dem Wert von xcﬁvv ab, wo D die Diskriminante x
per der Ordnung p, und die Gruppe R der invertierbaren Elemente

von K wund Xp der in §5 definierte primitive Charakter ist: -1
von R hat die Ordnung p - 1. Somit gilt xP =1 fiir jedes x € R,
SATZ 1: Seit K ein quadratischer K¥rper und p eine rationale Primzahl. Dawn x + 0, d.h.
wird die Zerlegung von p im Ring © der ganzen Zahlen von K wie folgt gegeben: p-1
X E€ED , pIx=»x = 1 (mod )
A‘Nv mv"s,e.~e*s.3XDAm;H._~
(Analogon zum kleinen Fermatschen Satz). Da plD und daher s~<m gilt,
(8) p= ew * Xxp(®) =0, kénnen wir diese Formel auf x = VD anwenden und erhalten somit
(9) pz1 .
P=v =xyp)=-1. p? = (vB)P T a1  (mody) .

KOROLLAR: Die Z Kti ; ‘
¢ Zetafunktion von K hat die Zerlegung Fir a € Z ist aber pla zu pla &quivalent (pla = p=N(p) _zﬁmvumw

- pla), also gilt auch

(10) tx(s) = t(s) Lis,xp) -
p1
Die Anzahl der Darstellungen einer natiirlichen Zahl n als Norm eines Ideals in © p? =1 (mod p) ,
18t gegeben durch
was nach einem bekannten Kriterium zu Amv = 1 4&quivalent ist.
(11) F(n) = ] Xp(m) . Ist umgekehrt p eine Primzahl mit vAmv = 1, so widhlen wir eine
min Zahl x € Z mit x> = D (mod p). Wire x ® V6 aurch p teilbar,
mmmmwmu.mmw p # 2 (flir den Fall p = 2 siehe Aufgabe 1). Dann ist so miiBte p auch das Konjugierte x + VD und daher auch die Diffe-
xcﬁwv gleich dem Legendre-Symbol va. renz 2VD dieser beiden Elemente ﬂmHHmSV im Widerspruch zu den Vor-
Sei zundchst p eine verzweigte Primzahl, p = eN. »= », Np) = p. aussetzungen p % 2 und pfD. Es gilt also pf(x - VD) und ent-
Wegen »° #p gibt es eine Zahl x = mHWKm~ die durch p, aber nicht sprechend pl(x + VD). Andererseits ist das Produkt (x - VD)(x + VD)
durch em teilbar ist. Dann ist x' durch ' =p teilbar, also = xw - D dieser beiden Zahlen nach Voraussetzung durch p teilbar.
auch a =x + x' und bVD = x - x'. Aber Es folgt, daB p mindestens zwei Primidealfaktoren enthdlt. Da wir
2. 2 aber schon gesehen haben, da8 p = eN - xuﬂwv = 0, bleibt nur die
pla = p=p7la® = pla, Mdglichkeit, daB8 p zerlegt ist. Damit ist (7) bewiesen.
und Da es fiir die Primidealzerlegung von p sowie fiir den Wert von
»IbVD = p = vw_ﬁv<mvm - vwc - plb oder plD . xcﬁmv jeweils genau drei Mdglichkeiten gibt, ist (9) eine Konsequenz

von (7) und (8). Damit ist Satz 1 (fir p #* 2) bewiesen.

Da p nicht a wund b teilen kann (sonst wdre ja x durch p = em

teilbar), folgt hieraus plD, d.h. Xp(P) = O. i

Ist umgekehrt p ein Primteiler der Diskriminante, so ist p gebenen Regel mmﬂ,mwm Multiplikation von Dirichletschen Reihen sind
verzweigt: Da D oder D/4 quadratfrei ist, gilt GN~U~ d.h. die Aussagen (10) und (11) &quivalent. Da F(n) und Ews xUAEv bei-
D = pD, mit pID,. Dann folgt aus de multiplikativ sind, brauchen wir (11) nur fiir Primzahlpotenzen

n = vw nachzuweisen. Es gibt drei Félle:

Das Korollar ist jetzt leicht zu beweisen. Wegen der in §2 ange-

VD)2 = () = (p) (D)
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i) Ist xuﬁwv =1, soist p= ', P #p, N(p) = N(p') = p, und

k k k-2 ,2

- -uﬂ
X = NG = nGETT ) = NG

) = ... = N(p')

148t sich auf genau k + 1 verschiedene Weisen als Norm darstellen,

also

k
i
, wﬁmwv =k+1=1+1+ ...+ 1= .Mo Xp(P) -
———— i=
k + 1

2 k k
HHvaﬂ xcﬁvv =0, so ist p = »p°, N(p) = p, und p = N(p ) hat

genau eine Darstellung als Norm, also

‘

mAmwv =1=1+0+ ... +0

J

K ‘
Toxpp) -
i=o P

. k + 1 .
2 2k k
iii) Ist xp(p) = -1, so ist p = »p, N(p) = p° und p~ = N(p ),
wihrend p2k*1 gar keine Norm ist, also
k 1 (k gerade) k i
F(p') = =1-1+...t1= ] xy) .
0 (k wungerade) N et i=0
k + 1

,moEWﬁ ist (11) in allen drei Fdllen bewiesen.

Wir kdnnen auch (10) direkt beweisen mit Hilfe der Euler-Produkte
der beiden Seiten. Wie oben (als wir zeigten, das mwamv fir o > 1

konvergiert), schreiben wir

mvld =1 I I ,

g, (s) =1 (1 - N(p)~ -
K P\ plp 1-N(p) s

wobei p tiber die Primideale in © und p fiiber die gewthnlichen
primzahlen l&uft. Mit Satz 1 haben wir:

XpP) =1 =p= ' , p# » , NO) =N(») =p
1 1
= I =
= =52
pp 1N ™5 (1-p7%)
2 1 _ 1
Xp(P) = 0 =p = N(p) =p =~ [ — = — ,
D ’ plp 1-N{p) s 1-p s
(p) 1 » , N{p) = ww - I 1 = 1 ,
= -1 »p = ) = — = L
T ? . Wp 1-N(p) ™S 1-p 23

also in allen drei F&llen

1
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no—r v .__ 1

plp 1-N() "5 1-p™° 1=x (p)p °

Wenn wir diese Gleichungen fiir alle rationalen Primzahlen p mitein-
ander multiplizieren, erhalten wir (10).

Da wir am Anfang des Paragraphen bewiesen haben, daB die Gesamtan-
zahl R(n) der Darstellungen einer Zahl n durch Formen der Dis-
kriminante D gleich dem n~ten Koeffizienten F(n) der Dirichlet-
schen Reihe nwﬁmv ist, erhalten wir aus dem Korollar die Formel

(12) R(n) = | xy(m ,

min
die in §8 als Satz 2 bewiesen wurde. (Umgekehrt hdtten wir Satz 1 aus
(12) ableiten k&nnen.) In §8 zeigten wir, wie man die Klassenzahlfor-
mel

. _ 1
(13) h(D) = i L(1,xp)
nit
W -1 , falls D < O
(14) K = VDI
log €4

. falls D> 0O
VD

(w die Ordnung der Einheitengruppe U, € die mﬂcnmmwnmmwnv aus

(12) erhalten kann, indem man aus (12) wnMHHmmﬁ. daB der Mittelwert
der Zahlen R(n) gleich bag~xuv ist, wdhrend man durch geometrische
Methoden direkt zeigt, daB der Mittelwert der Zahlen R(n,f) fiir jede
Form f der Diskriminante D gleich «k .Hmw. Man kann aber (13) auch
aus dem Korollar zu Satz 1 gewinnen, ohne die Theorie von quadratischen
Formen zu verwenden. Denn aus (10) und den in §4 und §6 bewiesenen Ei-
genschaften der Zetafunktion und der L-Reihen mowwn sofort, das die
Funktion mxﬂmv. die fiir o > 1 durch (2) definiert ist, eine mero-
morphe Fortsetzung auf die ganze komplexe Ebene besitzt mit einem ein-
fachen Pol vom Residuum bﬁ_~xuv mﬁ der Stelle s =1 als einziger
Singularitdt. Andererseits ist aber nNAmv die Summe der h(D) Funk-
tionen <¢(A,s), wo A {iber die verschiedenen Idealklassen von © (im
engeren Sinne) liuft. Die Beziehung (13) ist dann eine unmittelbare
Folge des folgenden Satzes:

SATZ 2: Sei K ein quadratischer Korper der Diskriminante D wund A eine Ideal-
klagse (im engeren Simne) von K. Dann hat die filr o > 1 durch

(15) c(a,s) = ) |A|m
a€EA N(a)
a ganz
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definierte Zetafunktion von A eine meromorphe Fortsetzung auf die Halbebene o >

=

mit einem einfachen Pol an der Stelle s = 1 als einziger Singularitdt. Es gilt
(16) res__q t(a,s) =« ,

wobei x die durch (14) definierte Zahl bezeichnet, welche von K, aber nicht
von der Idealklasse A abhingt.

Wenn wir diesen Beweis der Klassenzahlformel (13) mit dem Beweis in
§8 vergleichen, so sehen wir, das die Grundidee in beiden dieselbe
ist, nur daB wir jetzt mit dem Residuum einer Dirichletschen Reihe

anslm an der Stelle s = 1 statt mit dem Mittelwert lim %ANH +

. Noco

ees t mzv ihrer Koeffizienten arbeiten; fiir die von uns betrachteten

Dirichletschen Reihen sind diese Werte aber gleich (vgl. Aufgabe 3).
K

Wir bemerken auch, daB sich g(a,s) - =7 tatsdchlich auf die ganze

komplexe Ebene holomorph fortsetzen 1#8t; wir haben in Satz 2 nur

die Fortsetzbarkeit auf die Halbebene o > W behauptet, weil dies
sich aus dem schon Bewiesenen leicht herleiten 1&8t (Aufgabe 4).

Sel jetzt
C = {gebrochene Ideale von K}/{Hauptideale}

die Gruppe der Idealklassen von K (im engeren Sinne); dies ist eine
endliche Gruppe der Ordnung ICl = h = h(D). Ein Idealklassencharakier
von K 1ist ein Charakter auf C im Sinne von §5 oder, was dasselbe
ist, eine komplexwertige Funktion ¥ auf den (gebrochenen) Idealen
von N, mit den beiden Eigenschaften

a) X(ab) = X(a) x(p) £fUr alle Ideale 4,56 ;

b) x((a)) =1 fiir a € K , N(a) >0 .
Einem solchen Charakter ordnen wir die L-Reihe

(a)
(s,x) = Xla)
Ly I Re)®

zu, wobei die Summe wie in (2) {iber die ganzen Ideale 4 # O von K
l3juft. Wegen der Multiplikativitdt a) hat diese L-Reihe einé Euler-
Produktentwicklung

-1
Le(s,x) =1 (1 - Xk,
» N(p)

Andererseits ist

105

(17) L(s,oo = ) Mo ] @ @)

AEC a€A N(a) A€C
und nach der Orthogonalitdtsrelation fiir Charaktere (der Verallgemei-
nerung des Korollars zu Satz 3, §5, auf Charaktere auf beliebigen end-
lichen abelschen Gruppen, deren Beweis wir dem Leser {iberlassen) umge-
kehrt
(18) 2(a,8) = £ I X(A) L(s,x)

X

(Summe iiber alle Idealklassencharaktere x). Es ist also gleichbedeu-
tend, die Funktionen < (A,s) oder die L-Reihen ﬁxﬁm.xv zu studieren;
die ersteren sind h#ufig fir analytische und die letzteren fiir arithme-
tische Untersuchungen geeigneter. .

Aus (17) und Satz 2 folgt, das ﬁmﬁm.xv eine meromorphe Fort-
setzung auf o > W hat und dort mit der eventuellen Ausnahme eines
einfachen Pols bei s =1 holomorph ist. Wegen (16) und der genann-
ten Orthogonalitdtsrelationen ist

hk (x = xov
res__; Ly(s,x) = ] x(&) k=
AEC 0 (x * %)

Axo = Hauptcharakter), d.h. Hxﬁw.xv ist flir yx # Xg holomorph,
wdhrend ﬁxnm.xov = nxﬁmv einen Pol mit Residuum hk bei s = 1
hat. Es gilt dann

SATZ 3: Fir jeden nichttrivialen Idealklassencharakter ¥ ist UNA 1,X) # O.

Der Beweis ist analog zu dem in §6 gegebenen Beweis fiir Dirichlet-
sche Charaktere: zundchst ist die Funktion

F(s) = I L (s,x) = g, (s) T L,(s,x)
xmm K K XX, |
wegen
log F(s) = h ) W N(p) TS
p Primideal
r>1

eH Hauptideal

fiir reelles s > 1 reell und > 1, woraus folgt, das ﬁxad~xv fir
héchstens einen nichttrivialen Charakter Y verschwinden kann, wel-
cher reell sein muB; flir ¥ reell leitet man aus L Aérxv = 0 mit
K
Tg (8) Lyp(s,x)
Hilfe der Funktion T (zs) einen Widerspruch her (in §12 wer-
X .

den wir fiir reelle Y eine Formel fiir bxaw.xv angeben, woraus
bxﬁd~xv # 0 ebenfalls folgt).

Wir erwdhnen, daB8, genau wie im Falle K = @, die Werte ﬁmﬁd.xv
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1

in die Formeln fiir die Klassenzahlen gewisser Erweiterungen von K .
oder D) je nachdem, ob £ ambig ist oder nicht.

(der sog. Klassenkdrper) eingehen.

KOROLLAR: Sei D eine Fundamentaldiskriminante. Dann stellt jede quadratische Aufgaben:
Form der Diskriminante D unendlich viele Primzahlen dar.

1. Man beweise Satz 1 fiir p = 2, d.h. 2 ist zerlegt, falls D = 1
(mod 8), trdge, falls D = 5 (mod 8), und verzweigt, falls D = O
(mod 4).

ﬁ (Das Korollar gilt fiir beliebige primitive Formen, deren Diskriminan-

te kein Quadrat ist, aber fiir den allgemeinen Beweis muB man statt
Idealklassencharakteren die sog. Ringklassencharaktere benutzen.) Hinweis: Ist D = 4d mit d = 2 bzw. 3 (mod 4), so ist x = V&
’ bzw. x =1+ Vd in © und w_xm~ 2fx; also ist 2 verzweigt.

Beweis: Wieder wegen der Orthogonaltitdtsrelationen ist 2 .
Ist umgekehrt 2 = p verzweigt, aber D = 1 (mod 4), so kann man

) W erVWHm _ W I X(a) log bmﬁm.xv (Re(s) > 1) aus plx und 2[fx wie im Falle einer ungeraden Primzahl einen
»Fea x€C . Widerspruch herleiten. Ist D a 5 (mod 8), so kann man aus 2|N(x)
; ; auch 2lx ableiten, also ist 2 tr#ge. Ist aber D 1
1 fiir jedes A € C. Wegen des Satzes sind die Glieder mit X # X auf . 1+VD . ’ g ) ) mod 8),
0 so ist 5 nicht durch 2 teilbar, hat aber gerade Norm, und

der rechten Seite fiir s - 1 beschrédnkt, wdhrend ! . .
2 kann nicht trdge sein.

_ _ 1
log bwﬁm-xov = log ﬁwﬁwv = log —= + 0(1) (s » 1) . 2.

s=1 Sei K ein quadratischer Korper der Diskriminante D, © der Ring

Andererseits ist auf der linken Seite die Summe iiber alle p und «r der ganzen Zahlen in X und r eine natiirliche Zahl. Dann ist die

> - s

mit r > 1 oder N(p) = p> wegen y n 2 ¢ = ebenfalls fir s - 1 Ordnung der Gruppe (©/r®)* der invertierbaren Elemente des Rest-
,” ) n=1] ) klassenrings ®/x®» durch

beschridnkt, also

- ®/o)*] = ¢(x) (r)
) N(p) ® = W log WW4 + 0(1) (s » 1) . p
pEA
N(p) prim gegeben, wo ¢(r) = _MN“HEV*_ die Eulersche Funktion ist und
Xp (P
_ - D X

Fiir eine rationale Primzahl p ist aber die Anzahl der p€ A mit Yp(r) =« G4H a - P ). (Vgl. die Bemerkung zu Aufgabe 5, §10.)

N(p) = p gleich der Anzahl der Darstellungen von p durch die Form -
| f, die unter der Korrespondenz von §10 der Idealklasse A entspricht. 3. Sei M c, n"® eine UMHanHmﬂmowm Reihe thit Konvergenzabszisse
V pamit haben wir nicht nur das Korollar, sondern die schdrfere Aussage n=1 . -
| 0, < 1. Dann ist das Produkt von ) c n mit ¢(s) eine Diri-
w M R(p,£) wlw = W log qu + o(1) ;2??%%@% chletsche wmwww mit folgender Eigenschaft: der Mittelwert der Ko-
,W P Abhkf‘m effizienten existiert und ist gleich dem Residuum an der Stelle
I ' .
W bewiesen. Ist p durch f darstellbar, so ist R(p,f) gleich 1 s = 1 der meromorphen MOHﬁmmMNcno der durch diese Reihe definier-
! oder 2 je nachdem, ob A = A' oder nicht, d.h. je nachdem, ob die ten Funktion, also gleich ¥ MW. (Vgl. den Beweis vom Satz 4, §8,
" Form f(x,y) = ax® + bxy + 0<N unter mﬁmANv zu der Form ax?® - bxy ©owo ¢ = xp(n), 0y =0.)
. 2
! + C dquivalent ist (solche Formen heiBSen ambi oder nicht. Defi- s
! Y d . L. ( . g) . 4. Man beweise Satz 2, indem man die Beziehung [(s,A) = ] R(n,f)
; nieren wir die Dirichletsche Dichte einer Menge % von Primzahlen als . =1 nS
i : (f die Form, die A entspricht) benutzt und den Beweis von Satz
| e ~S 1 : .

§(¥) = HEA I p v\AHom m||4v 4, §8, verfeinert, um die Formel

it s»1 \ ped
, . N

(falls der Limes existiert), so kdnnen wir das Ergebnis etwas bild- M R(n,f) ~ kN

n=1

@ hafter so formulieren: die Menge der Primzahlen, die durch £ dar-
stellbar sind, besitzt eine Dirichletsche Dichte, und zwar mem%
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durch die prézisere Formel
N
7 R(n,f) = kN + O(VH)
n=1

zu ersetzen.

§12 Geschlechtertheorie

In §8 haben wir bindre guadratische Formen studiert. Dabei nannten

wir zwei Formen #quivalent, falls sie durch eine ganzzahlige Matrix
der Determinante 1 ineinander iibergefiihrt werden k&nnen, und sahen,
das es im allgemeinen mehrere (allerdings nur endlich viele)
Kquivalenzklassen von Formen mit einer gegebenen Diskriminante D
gibt, und das deren Anzahl h(D) eine gar nicht leicht zu bestimmen-
de Zahl ist. 2Zu den schonsten Entdeckungen von Gauf gehdrt die Er-
kenntnis, das das entsprechende Problem fir rationale Xquivalenz leich-
ter ist und vollstindig geldst werden kann. Man sagt, das zwei Formen,
die rational 4quivalent sind (d.h. durch eine Matrix von rationalen
2ahlen mit der Determinante 1 ineinander tiber fiihrbar sind) zum sel-
ben Geschlecht gehdren. GauB hat eine vollstidndige Beschreibung der
mmmn#HmOSan der Formen mit Diskriminante D mit Hilfe von gewissen
quadratischen Charakteren gegeben und gezeigt, daB ihre Anzahl gleich
Nﬁld ist, wo t die Anzahl der in D mbdrmwﬁmﬁmﬁ pPrimfaktoren be-
zeichnet. Insbesondere ist h(D) stets durch 2* -1 teilbar, eine
Tatsache, die wir schon in §9 erwdhnten. DaB die Einteilung in Ge-
schlechter wirklich grober ist als die vorher von uns betrachtete
Klasseneinteilung, sieht man anhand des folgenden Beispiels: die Formen

xm + xy + m%m

2
gi{x,y) = wa + xy + 3y

£(x,y)

der Diskriminante =23 sind sicherlich nicht &dquivalent, da f die

Zahl 1 ganzzahlig &mnmﬁmwwﬁ (mit x =1, y = 0) und g das nicht

tut (g(x,y) = 2(x + i wv mw ww > 1 flir x, vy ganz und nicht beide

0), aber man kann m in g tUberfiihren durch Anwendung der Transfor-
1/2 A\Nv . 1.

mation Alw\w 172 der Determinante

Wir wollen in diesem Paragraphen die Hauptresultate der GauBschen
Geschlechtertheorie herleiten, wobei wir mit Idealklassen statt mit

108

Formen arbeiten. Hierbei wdhlen wir eine andere Definition der Ge-
schlechter als die oben angegebene (fiir die Aquivalenz der beiden
Definitionen s. Aufgabe 1). Wir filhren alle Ulberlegungen fiir belie-
bige quadratische Kdrper - reell sowie imaginidr - durch.

Sei also X ein quadratischer Kérper der Diskriminante D und
C die Gruppe der Idealklassen von K. (Wir fassen Idealklassen immer
im engeren Sinne auf.) Wir hatten am Ende von §11 gemerkt, dag die
multiplikativen, wOBmHmNSmﬁanms.w:sww»onmu auf Idealen, welche auf
der Hauptidealklasse den Wert 1 annehmen, genau die Charaktere von
C sind, d.h. die Homomorphismen x: C - @*. Unter diesen Funktionen
zeichnen wir die aus, die reellwertig sind, d.h. die Homomorphismen

Xx: C~» {21} ,

und nennen sie die Geschlechtscharaktere. Wir sagen, daB zwei Idealklas-
sen A, und A, zu demselben Geschlecht gehtren, falls xavpv = xﬁ»mv
fiir alle Geschlechtscharaktere YX. Da offensichtlich

X(C) e {£1} o= xEN

=1 fir alle A € C
(1) - x:ymv =1 fiir alle A € C
2, _
—— xﬁwpr = xﬁwpv fiir alle AR €EC

€C

ist diese Definition zur folgenden &guivalent: zwei Klassen ww. vN
und 2a sich

gehdren zum gleichen Geschlecht genau dann, wenn wv A
um ein Quadrat in der Gruppe C unterscheiden. Die Geschlechter bil-
den also eine Gruppe, die zu n\ow isomorph ist, wo ON die Unter-
gruppe ﬁvm_w € C} von C bezeichnet; die Geschlechtscharaktere bil-
den die hierzu duale Gruppe Mmmw (vgl. §5). Insbesondere ist die
Anzahl der Geschlechter gleich der Anzahl der Geschlechtscharaktere
und ist eine Potenz von 2. Das Einselement der Gruppe der Geschlech-
ter nennt man das Hauptgeschlecht; nach (1) besteht dieses Geschlecht
aus den Quadraten der Idealklassen, d.h. ein Ideal 4 gehdrt genau
dann zum Hauptgeschlecht, wenn & = (}) vm fir ein geeignetes Ideal
b und eine Zahl X € K mit N()) > O.

Diese Definition der Geschlechter als Kquivalenzklassen von Ideal-
klassen modulo den Quadraten wirkt vielleicht etwas kilnstlich. Dag der
Begriff doch sehr natlirlich ist, sieht man aus folgendem Ergebnis.

SATZ 1: i) Zwet (gebrochene) Ideale a,b gehdren genau dann 2um gleichen Ge—
schlecht, wenn es eine Zahl A € K positiver Norm gibt mit

(2) N{a) = N{X) N(s) .
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ii) Eine natilrliche Zahl n ist genau darm Norm einer Zahl aus X, wenn n die

Norm eines ganzen Ideals aus dem Hauptgeschlecht iset.

Beweis: i) Die Behauptung in einer Richtung ist trivial: Sind ¢ und
» in demselben Geschlecht, so ist nach dem oben Gesagten

e = Atvnwa

mit ¢ ein Ideal aus K und u € K eine Zahl positiver Norm; dann
ist

N(a) = INGO | N(e)2 N(s) = N(uN(e)) N(8) .

also gilt (2) mit X = uN(¢). Nehmen wir jetzt umgekehrt an, das (2)
gilt; wir wollen zeigen, daB ¢ im Geschlecht von % liegt. Indem

-1

wir e« durch ab ersetzen, kdnnen wir & = (1) annehmen, d.h.

es geniigt, die Implikation

(3) N(a) = N(}A) (A € K) - a € Hauptgeschlecht

nachzuweisen. Ersetzen wir « durch Ay|Ava. so kdnnen wir sogar
A = 1 annehmen, d.h. N(a) = 1. Wir behaupten:

(4) N(a) = 1 = 3 ganzes Ideal b mnmit e = b/5"' .

D»mmuamwwnwmﬂﬂmmﬂbva~mm u\u.u zﬁuvla ew offensichtlich zum

Hauptgeschlecht gehdrt.
Um (4) einzusehen, schreiben wir die Primidealzerlegung des (ge-
brochenen) Ideals ¢ hin, wobei wir zwischen den Primfaktoren ¥,

i
mit cw 9y (d.h. Zaewv =p; mit Py eine zerfallende Primzahl)
. . 1= .
und den Primfaktoren 9y mit a4y = aw (d.h. zﬁauv = auu mit qj
verzweigt und Hu = 1 oder au trdge und Hu = 2) unterscheiden:
a; UH ou
e 1
e = Aﬂ T v Aﬂ 9 v Amw~ UH~ Ou €z) .
1 J
NH+UH i.c.
pann folgt aus 1 = N{g4) = :vw =muu J  und der eindeutigen Prim-
zahlzerlegung in @, daB a; + ww = 0 fiir alle i und nu = Q0 flr
a, b,
alle 3j, und somit ist (4) mit 6= I eww L 1 bpewiesen.
: mwvo vwvo

ii) Wieder ist eine Richtung trivial: Ist n = N(a) mit a im
Hauptgeschlecht, so ist nach (2) mit p= (1) auch n die Norm einer
Zahl yom K. Ist umgekehrt n = N(A), X € K, so schreibt man (A) als
a/p mit a und » teilerfremde ganze Ideale aus K; dann folgt aus

m

N(p)IN(a) wund (a,6) = 1 mit demselben Argument wie fiir (4), daB
p'la, also a = b'¢ ist mit ¢ ganz. Dann ist

n = N(A) = N(a/p) = N(b"¢/6) = N(¢)

und ¢ liegt wegen (3) im Hauptgeschlecht.
Fiir spdtere Zwecke schreiben wir gleich das Analogon von (4) fir
Zahlen:

(5) A €K, N(A) =1 - Iy ED mit A= pfpt .
Der Beweis ist einfach: man wdhlt u = 2 + 1.

Der eben bewiesene Satz soll den Unterschied zwischen Idealklas-
sen (im engeren Sinne) und Geschlechtern verdeutlichen: Fir Ideale
a, b hat man

a , b in derselben Idealklasse «= a= (A)b , N(A) > O ,

e , b in demselben Geschlecht ew N(ag) = N((A)B) , N(A)

flir n € W hat man y

N  fEESene
e E b = -
s ot w3

n = N(e¢), a ganz, a € Hauptidealklasse e= n =N ;s A ED

n = N(a), ¢« ganz, ¢ € Hauptgeschlecht = n = N(}) , X € K .

Wir kommen jetzt zum Hauptergebnis dieses Paragraphen, der Klassi-
fikation aller Geschlechtscharaktere. Wir erinnern an einige Tatsachen
aus Teil I: Jeder Fundamentaldiskriminante D ist ein reeller, @HHL
mitiver Charakter Xp (modulo [D|) 2zugeordnet. Jede Diskriminante
D 1&B8t sich eindeutig als Produkt von Primdiskriminanten schreiben,
d.h. von Fundamentaldiskriminanten, die nur eine Primzahl enthalten.
Ist D = UH e Uﬁ die Zerlegung von D als Produkt von Primdiskri-
minanten, so ist Xp das Produkt der entsprechenden Xp.* Wir be-
zeichnen die L~Reihe ﬁﬁm.xov mit ﬁUAmv" fir D =1 Hwﬁ Xp tri-
vial und bcnmv = r(s), wihrend man fiir D # 1, also D die Diskri-
minante eines quadratischen Kdrpers K, die Beziehung

(6) nwAmv = g(s) Lp(s)

hat. Mit dieser Terminologie gilt:

SATZ 2: Sei D die Diskriminante des quadratischen Kdrpers K. Es gibt eine
bijektive Korrespondenz moischen den Geschlechtscharakteren von K und den Zerle-
gungen D = D'-D" von D ale Produkt von zwei Fundamentaldiskriminanten (wo-
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bei die Zerlegungen D = D'-D" und D = D"-D' als gleich angesehen
werden, und die Zerlegungen D = 1-D bzw. D = D-1 erlaubt sind).
Der der Zerlegung D = D'-D" enteprechende Geschlechtscharakter ist fir Prim-
ideale durch

xc.ﬂzuv , falls {(Np,D') =1,

(7N x(»)
XU:AZeV ' ..\..NNN.w (Np,D") = 1.,

und fir beliebige Ideale durch

n d.un n 1 ﬂwun

(8) x:HH...sw ) = x(p) <eex{py) (v

i
definiert. Die L-Rethe von X ist durch die Formel

(9) Le(s/x) = Ly: (s) Lyu(s)

gegeben.

Fir D' =1, D" =D ist X = X, und L(s,x) = mwﬁmV“ in diesem Fall
reduziert sich (9) auf (6).

KOROLLAR: Die Gruppe C/ c® iet zu AR\NNVH.L igomorph, wo t die Anazahl der
perachiedenen Primteiler von D beszeichnet. TInsbesondere ist die Klassenzahl h(D)
durch mﬁl; teilbar, und h(D) ist genau dann ungerade, wern D eine Primdigkri—

minante iet.

Beweis des Korollars: Sei D = UH e Uﬂ die Zerlegung von D als
Produkt von Primdiskriminanten; dann hat D genau Nﬁ..A Zerlegungen
als D'-D", da diese genau den Zerlegungen der Menge *ow.....wa

als disjunkte Vereinigung von zwei Mengen (ohne Riicksicht auf die Rei-
henfolge dieser Mengen) entsprechen. Andererseits wissen wir, dag die
anzahl der Geschlechtscharaktere gleich der Ordnung der Gruppe O\Om
ist; da diese Gruppe abelsch ist und den Exponenten 2 hat, ist sie
zu AN\NNVH isomorph filir ein geeignetes r, und dann gilt 25 1n(p)
und r > O «= 2|h(D) (h(D) = ICl|). Nach dem Satz gibt es aber gleich
viele Geschlechtscharaktere wie UwmWHwEHbmlﬁmbNmHHmmsbamb~ also ist

r=t-1.

Beweis des Satzes: Nachzuweisen ist,

i) daB die durch (7) und (8) definierte Funktion auf Idealen
wohldefiniert und ein Geschlechtscharakter ist,
ii) das fiir diesen Charakter die Beziehung (9) gilt,
iii) dag die Ndld so konstruierten Charaktere verschieden sind,

und

Primideale, bwmﬁv .
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iv) daB simtliche Geschlechtscharaktere auf diese Weise ent-
stehen.

i) Wenn p ein Primideal und D = D'-D" ein Zerlegung wie im
satz ist, so ist N(p) eine Primzahlpotenz und (D',D") = 1, also
gilt (Np,D') =1 oder (Np,D") = 1 (oder beides). Wir miissen veri-
fizieren, daB die beiden Werte in (7) ibereinstimmen, falls (Np,D")
=1 und (Np,D") = 1, d.h., falls N(p) 2zu D teilerfremd ist.
Dann gibt es nach Satz 1, §11, zwei M&glichkeiten: entweder ist

2
Np = p°, Xxp(p) = -1, oder Np =p, Xxp(p) = +1. Im ersten Fall ist

2 2
XU-AZGV = XU.A@ ) = XU.AMVV =1-= XU:AZWGV
und die beiden Definitionen (7) stimmen {iberein; im zweiten Fall ist
Xp+ (NP Xpn (Np) = Xpt (P)Xpu{P) = Xxplp) =1,

also xU.AZev = xU=Azsv. und wieder ist (7) widerspruchsfrei. Wegen
der eindeutigen Primidealzerlegung in K definiert dann (8) die Funk-
tion x eindeutig fiir alle Ideale g # O. Es bleibt nur 2u zeigen,
daB x(a) = 1 fir ein Hauptideal 4, d.h.

(10) x((A)) =1 (A € K, N(A) > 0) ;

da X offensichtlich multiplikativ ist und nur die Werte +1 an-
nimmt, ist es dann ein Geschlechtscharakter.

In (10) kdnnen wir X € ® annehmen, da jede zahl aus K Quotient
zweier ganzer Zahlen ist. Wir beweisen (10) erst unter der Annahme,
dag N(A) zu D' (oder D") teilerfremd ist. Dann folgt wcm (7) und
(8), das

X)) = xpe (N -

Sei D' = ﬂ _u“‘P die Zerlegung der Fundamentaldiskriminante in Prim-
i
diskriminanten. Dann ist Xpr das Produkt der Charaktere Xp (das
i
soll der Leser verifizierenl!), also geniigt es, flir jedes i
xu.ﬁzﬁyvv =1 (A €ED, A zu UH teilerfremd)
i

zu zeigen. Hierbei ist entweder UH = zp = 1 (mod 4) mit p prim,
oder UH = -4, 8 oder -8 (siehe Teil I, §5). Im ersten Fall ist

A = a+bVD (a, b €2)

2
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4 mwlwwu mm ' -
N(A) = II|.N|| = |h| ABOQ ﬁv ’ mvkm. ’ o ,,“,.4,.,
also . s
ww \%d “
Xp (NOY = xy G =1 . :
i i
Falls D, = -4 bzw. 8 bzw. -8 ist, schreiben wir D als 4d mit

i
dm 3 (mod 4) bzw. d = 2 (mod 8) bzw. d = 6 (mod 8) und A als

m+ nYd mit m, n € Z. Dann erhalten wir:

n? - n%d , d =3 (mod 4)

D, = 4 = N()
- N(\) O , 1, 2 (mod 4)
w N(A) = 1 (mod 4)
- x_, (N(V)) =1 .

D, = 8 = N(\) = EN - bwm , d =2 (mod 8)

wN(A) =0, 1,2,4,6, 7 (mod 8)
- N(A») =1, 7 (mod 8)
- Xg(N(V)) =1,

D, = -8 » N(A) =m? - n’d , d = 6 (mod 8)

- N(A)=0,1,2,3, 4, 6 (mod 8)

- HN(}) =1, 3 (mod 8)

]

Xog M) =1,

wobei wir 2[IN(A) benutzt haben. Damit ist (10) bewiesen, falls das
Ideal (A) zu D' oder D" teilerfremd ist.
Sei jetzt X € ® beliebig: wir schreiben (A) als

(A) = p...vb

wobei die Primideale p. Teiler von D sind und $ zu D teiler-

. J
fremd ist. Fiir jedes j wdhlen wir ein Ideal au in der Idealklasse
von ewA. das zu D teilerfremd ist (dies ist immer méglich: s. Auf-
gabe 2). Dann ist fiir jedes j das Produkt .. ein Hauptideal,

33
das entweder zu D' oder zu D" teilerfremd ist (da es nur einen

Primfaktor enthdlt, der in D aufgeht), also ist nach dem bereits
Bewiesenen

eru auv =1 (3=1, «c.r 1) .
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Wegen

a ) (07" 0T

(A = (b 8- (p H

r

ist auch uawd...amd

teilerfremd ist, gilt

ein Hauptideal, und weil dieses Ideal zu D

-1 -1y
X(bay ceea ) =1

Die Behauptung (10) folgt aus den letzten drei Gleichungen.

ii) Wir wollen jetzt Gleichung (9) beweisen. Das Euler-Produkt
von Hwﬁm~xv liefert

I._ I._
(12) Ly(s,x) =T A_ - XBL) S no ? - LKEIV
» N(p) p »lp N(p)S

P

(das erste Produkt l&auft ilber alle rationalen Primzahlen p, das
zweite iber Primideale p, die p teilen). Die Euler~Produkte von

L und bU: geben

U-
-1 -1

Xpt (P) Xpn ()
ﬁ._wv H.U.AmvH‘U:AMV = w A.— - 4v Ad - ||M|||v -

p P -

Wir zeigen, daB fiir jede Primzahl p die entsprechenden Faktoren in
(12) und (13) ibereinstimmen.

Fall 1: xcﬁvv =1, p= pp'. Hier ist p 2u D' und zu D" teiler-
fremd. Nach (7) gilt

x(p) = XU.AZQV = XU_Amuv = XU:AML

und ebenfalls x(jy') = XU=A@v~ also

_ -1 -1
1 AA _ xdp) v 1 _ Ag _ XU.AUVV AA _ XU=AUVV )

»lp N(p)® p° p°
Fall 2: xoﬁmv = -1, p =p. Hier ist N(p) = ww. also x(p) = 1; ande-
rerseits ist xc.ﬁwv xu=avv = xuﬁmv = -1, also ist eine der Zahlen

Xp1 (P)+ Xpn(P) gleich +1 und die andere gleich -1, also

-1

-1 -1
I Ad - LPCDlv = Ad - lHlv = Aﬂ - Lﬁv AA + LFV
»ip N(p) S p?s o> o°

-1 -1
Xp (P) w (P)
= AA - IMWIIIIV Ad - mwlIle .

=
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Fall 3: chmv =0, p = em. Hier teilt p entweder D' oder D".

Wenn etwa piD", ist (p,D') = 1, also nach (7) ist x(») = Xp.(P)-
Dann gilt
ey Xpr (B) \ |
I A‘_ IINPEWV HA._ Iul@l.M.‘V
plp N(p) p
-1

-1
Xpy (P) X (P)

HA.“ - D v Aa - D v r
P

das letztere wegen xU=va 0.

iii) Sei D = UH...Uﬁ

ten und X3 der der Zerlegung D = GM.UH...UH|HUH+H...UH zugeordne~

te Charakter. Dann ist fiir eine allgemeine Zerlegung D = D'-D" mit
D" =D

die Zerlegung von D ' in Primdiskriminan-

HH...Uu..m mmﬂmuﬂmwnmowmummnrmeWﬁmHxmwmwnw xww...xum.
Mit anderen Worten, die Charaktere, die wir schon konstruiert haben,
bilden eine Gruppe, die von XqreoorXg erzeugt wird, wobei die Re-
lationen xw = 1 und XgeroXg = 1 gelten. Wir miissen zeigen, daB es
zwischen den Xi keine weiteren Relationen gibt, d.h., dag der Cha-
rakter ¥, den wir einer Zerlegung D = D'D" 2zugeordnet haben, nur
dann der triviale Charakter ist, wenn D' =1 oder D" = 1. Aber das
folgt unmittelbar aus (9): wenn p' und D" beide # 1 sind, so
sind die Funktionen ﬁU.Amv und ﬁc=amv an der Stelle s = 1 holo-
morph, also hat hNAm.xu nach (9) auch keinen Pol bei s = 1 und X

kann nicht der triviale Charakter sein.

iv) Wie wir schon im Beweis des Korollars gesehen haben, gibt es
genau 2¥ Geschlechtscharaktere, wo 2t = _n\ON_. Wir miissen also
zeigen, dag8 r < t - 1.

Sei 8q: C » C die Abbildung, die eine Idealklasse auf ihr Qua-
drat schickt, dann hat man die exakte Folge

Sq 2

0—= I—-»C— C—> C/C"— 0
mit I = Ker(Sq). Da die Gruppen-alle endlich sind, folgt 111 = _O\ONT
d.h. es gibt gleich viele Idealklassen, deren Quadrat trivial ist, wie
es Bquivalenzklassen modulo Quadraten gibt. Fir A € C hat man wegen
al = a

A€Iw 2> =1+ a=2" e=a=a'.
Die Idealklassen, die gleich ihren konjugierten Klassen sind, nennt
man ambig (sie entsprechen den am Ende von §11 definierten ambigen
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Formen). Wir wollen zeigen, daB es hdchstens NﬁlA solche Idealklas-
sen gibt.

Zundchst bemerken wir, daB jede ambige Idealklasse ein Ideal @
mit ¢ = & enthdlt., Dies folgt aus (5): Sei zundchst a € A belie-~
big; dann ist ¢ € A' = A in derselben Idealklasse wie @, also
¢' = (AM)a mit A € K, N(A) = 1. Nach (5) ist dann X = p/u' mit
M € ®, wobei wir auch. N(u) > 0 erreichen kdnnen (ist K imaginir,
so ist dies sowieso erfiillt; ist K reell, so wdhlen wir X positiv,
also uu' = yt.w > O). Dann ist das Ideal (u)a € A gleich seinem
Konjugierten.

Wir wdhlen also in der ambigen Idealklasse A ein Ideal o mit
a' =a . Durch Multiplikation mit einer geeigneten rationalen Zahl
kbnnen wir erreichen, da8 e ein ganzes Ideal und auBerdem primitiv
ist (d.h. durch keine natiirliche Zahl > 1 teilbar). Aber es gibt in
K iberhaupt nur mw ganze, primitive, ambige Ideale, ndmlich die
Produkte

HH i

(14) vt S Ui € (01h

sovmw W AHHA....~ﬂvmmmAmwbmmcﬁwmvmmﬁwasdmvMHHEH&mmHUmNmHQvI
net, das in UH aufgeht. In der Tat: ein solches Ideal g« ist weder
durch ein Primideal p mit 9 = (p), p trdge, teilbar (weil dann

¢« durch die natiirliche Zahl p teilbar wédre), noch kann in e ein
Primideal p mit »p # »', pp' = (p) vorkommen (da dann aus p'je' =a
auch p = pp'le £folgen wiirde, im Widerspruch zur. Primitivitidt von «).
Somit enthdlt a lauter verzweigte Primideale und zwar jeweils h&ch-
stens zur ersten Potenz Aew = p = eN« ¢ ). Jede ambige Idealklas-

se A € I enthdlt also mindestens eins der w# Ideale (14). Hieraus
folgt schon, dasg 2F < wﬁ ist; wenn wir unter den Nﬁ Idealen (14)
ein eéinziges Ideal a # 1 finden kénnen, das in der Hauptidealklasse

liegt, so folgt sogar 2F < mn und wir sind fertig. (Da wir schon

wissen, dag 2% > 21 ist, kann es natiirlich unter den Idealen (14)
auch nicht mehr als ein solches 4« geben.)

Ist D < 0, so folgt aus

D, falls D = 1 (mod 4)
ew...em = I p-= 24, falls = 4d, d = 3 (mod 4)
d, falls D= 44, d = 2 (mod 4),

o

daB8 man die Relation
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(VD) = JERER N falls D = 1 (mod 4)
(15) (Vd) = »,...», falls D =44, d = 3 (mod 4)
(vd) = P,...»., falls D=14d , d= 2 (mod 4)

hat, wobei wir im zweiten Fall die by 1

der Primteiler von 2 ist. Da die linke Seite von (15) jeweils ein

so numeriert haben, dag »

Hauptideal ist, haben wir unsere nichttriviale Relation unter den
eH in C gefunden.

Fiir D > O gelten die Gleichungen (15) auch, aber die linke Sei-
te braucht kein Hauptideal im engeren Sinne mehr zu sein, da VD (bzw.
Vd) negative Norm hat. Falls die Grundeinheit ¢ von K negative
Norm hat, ist das Hauptideal (VD) bzw. (Vd) durch die zZahl gVD
bzw. eYd erzeugt, welche positive Norm hat; somit liefert (15) wie-

der die verlangte Relation. Falls der K&rper K reell ist und die

Grundeinheit € pesitive Norm hat (also ee' = 1}, setzen wir
W= (e - 1)VD und finden Wy wet ;
-1 -1 et el

p' = -e'VD+ VD= (1 -¢ )VD=¢ 'u,
also (u') = (u). Wir schreiben (u) als na, wobei n eine natiirliche
Zahl und ¢ primitiv ist. Wegen ' =¢ muB sich ¢ unter den Ide-
alen (14) befinden. Aber ¢ kann nicht 1 sein, denn aus (u) = (n)
wiirde

= »de (r € Z2)
und daher

lrlbmHlmH
€ = 5 = —— = ¢
U -r
ne

folgen, ein Widerspruch. Die Gleichung e = Adldtv liefert die ge-
suchte nicht~triviale Relation unter den Idealklassen Pyrescrbye Da-
mit ist Satz 2 bewiesen.

Aus O\ON o~ Aﬁ\mﬁvnld und dem Struktursatz fiir endliche abelsche
Gruppen folgt, daB die Gruppe 0\0» AOA = AVA~ A€EC}) =zu
Aﬂ\mﬁvﬂld|m
und t - 1 liegt und durch

x AH\»ﬁvm isomorph ist, wobei die Zahl s zwischen O

2

25 =#{aecia’=1, a=8° fiir ein B € C}

bestimmt wird, d.h. 25 = Ordnung von Ker(Sq) N Im(Sq). Fir die Grup-

pen Ker(Sq) und Im(Sq) haben wir aber eine genaue Beschreibung ge-
funden: die Idealklassen aus Ker(Sq) werden durch die Ideale (14)
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vertreten, und zwar jeweils genau zweimal, wdhrend Im(Sqg) aus den
A € C mit x(A) =1 fir alle Geschlechtscharaktere x (oder nur
XHAvV = 1 f£ir alle i) besteht. Wir kénnen also s bestimmen, in-
dem wir die Werte der X3 auf den Idealen (14) berechnen. Das Er-

gebnis ld8t sich wie folgt formulieren: sei mwu € Z/2x% fir
1 <1i, j <t durch
qu xcwﬁwuv. falls 1 # j
(-1) = xwﬁeuv =
I xn (p;), falls i = 3j°
k#i Dx

Awu = zﬂeuvv definiert; dann ist t - 1 - s der Rang der Matrix
ﬁmwuvdAH~uAﬁ tber dem Kdrper Z/2%.
Aufgaben:

1. Man zeige mit Hilfe von Satz 1: unter der Korrespondenz zwischen
Idealklassen in K und Bquivalenzklassen von quadratischen Formen
der Diskriminante D gehSren zwei Idealklassen genau dann demsel-
ben Geschlecht an, wenn die entsprechenden Formen rational (d.h.
durch eine Matrix aus mﬁmﬁevv ineinander {iiberfiihrbar sind.

2. Man beweise: in jeder Idealklasse gibt es Ideale, die zu einem vor-
gegebenen Ideal teilerfremd sind. (Dies folgt natiirlich aus der am
Ende von §11 bewiesenen Existenz unendlich vieler Primideale in je-
der Idealklasse, soll hier aber elementar gezeigt werden.)

3. Man verifiziere die am Ende des Paragraphen gemachten Behauptungen
liber 0\0» und folgere:
h(D) = £1 (mod 4) «+ D = -4, +8, -8, +p, =-q,
h(D) = 2 (mod 4) e+ D = +4g, 28p (p = 5 (mod 8)), +8q,
-8q (g = 3 (mod 8)),
L]
e’ (B = -n
-pq :mv = -1), +qq’,
h(D) = O (mod 4) sonst,
wobei p bzw. g Primzahlen = 1 bzw. = 3 (mod 4) bezeichnen.

Damit ist h(D) modulo 4 in allen Fdllen auBer D = +p, D = -q
bestimmt.
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Bemerkung: Wegen des Wilsonschen Satzes ist Hﬂmwwv_uw = 1 (mod q)
fir q = 3 (mod 4), also (41)1 = 21 (mod q), wihrend

p=1, 12 : 2 -1
[(E55)11° = -1 (mod p) fir p = 1 (mod 4), also AmM|v_ = 2t /2
(mod p), wobei Aﬁo~cov die kleinste positive L&sung von
ﬁm - mﬁm = -4 ist. Die Bestimmung von h(D) modulo 4 wird dann

durch

h(-q) = 1 (mod 4) «= (1)1 = -1 (mod @) oder g =3
(Mordell, Amer. Math. Monthly 68 (1961), 145-146) bzw.

h(+p) = 1 (mod 4) e %IMP: = -t /2 (mod p)

(Chowla, Proc. Nat. Acad. Sci. USA 47 (1961), 878) vervollstdndigt.
Der Leser mag versuchen, die erste dieser Gleichungen mit Hilfe
von Satz 4, §9, zu beweisen.

§13 Reduktionstheorie

In §§8-9 bestimmten wir die Anzahl der Kquivalenzklassen von Formen
mit gegebener Diskriminante sowie die Anzahl der indquivalenten Dar-
stellungen einer natiirlichen Zahl durch die Gesamtheit dieser Formen
(nicht aber durch die einzelnen Formen). Neben diesen Anzahlen will
man aber effektive Algorithmen haben, um

a) eine endliche Menge von Formen mit gegebener Diskriminante an-
zugeben, welche mindestens einen Vertreter jeder Equivalenzklasse ent-
hilt,

b) zu entscheiden, ob zwei gegebene Formen dquivalent sind,

c) eine endliche Menge von Darstellungen einer gegebenen Zahl durch
eine gegebene Form anzugeben, welche mindestens einen Vertreter jeder
Hquivalenzklasse von Darstellungen enth&dlt, und

d) zu entscheiden, ob zwel gegebene Darstellungen einer Zahl durch
eine Form &quivalent sind.

Frage a) wurde in §8, Satz 1, beantwortet, indem gezeigt wurde, daB
man von einer beliebigen Form durch Anwendung von Transformationen der
Gestalt

2 2

(1) mv = Auﬂ wv H mxw+vx%+ow - Ambw|vn+oux~+ANNSthxw+mw

=wormbmwwor<wmwmvmowﬂwﬂnmbNcmwbmHMOHE mxm+vxw+owm mit

(2) -lal < b < laj < lc}
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gelangt und das8 es nur endlich viele solche Formen mit gegebener Dis-
kriminante gibt.

Im Falle D < O k&nnen wir die Absolutbetragszeichen in (2) weg-
lassen (da wir nur positiv difinite Formen betrachten) und auBer-
dem im.Falle a = ¢ annehmen, da8 b > 0 ist (da mxm+vxw+mww zu

mxwlcx%+m<m dquivalent ist). Wir nennen eine positiv definite Form

mxw+vx%+o%m redusiert, falls

(3) -a<b<cacxec oder O<b<ca=c;

dann ist jede positiv definite Form zu einer reduzierten dquivalent.
Umgekehrt behaupten wir, daB die reduzierten positiv definiten Formen paar-
wveise indquivalent sind; dies gibt nicht nur einen praktischen Weg zur
Berechnung der Klassenzahlen negativer Diskriminanten, sondern auch
eine Antwort auf Frage b) fiir definite Formen, nimlich, das zweil
definite Formen genau dann &quivalent sind, wenn sle zur selben re-
duzierten Form fithren. Um die Behauptung zu beweisen, bemerken wir
erst, daB flir eine reduzierte Form f und x,y € Z, (x,y) #% (0,0),

(4) fix,y) = mxw + bxy + o%m > mﬁwwl_xw_+wmv > a

gilt, also ist der erste Koeffizient a von £ die kleinste durch -
f dargestellte Zahl. Eine Matrix Am mv mmﬁmﬂnv filhrt aber £ in
eine Form f£' mit erstem Koeffizienten a' =f(a,y) Uber; ist also
£' auch reduziert, so muB a' gleich a sein und daher (wenn man

die Fialle mit Gleichheit in (4) betrachtet)

(falls c>a) a=t1 , y=0
(falls c=a>b) a=t1 , y=0 oder o=0 , y=%1
(falls c=a=b) a=t1 , y=0 oder o=0 , y=¢1 oder ay=-]

Im ersten Fall ist AQ mvﬁ»AA mv. also ist der zweite Koeffizient

b' von f' gleich w +mmmm~ WSQANSm ~a < b, b' <a folgt B =0
und f£' = f. In den anderen zwei Fidllen sieht man ebenfalls leicht,
dag f' = £; in diesen Fillen braucht die Matrix Aw mv nicht unbe-
dingt mwmwo& »Aw wv zu sein, da die reduzierten Formen mxw + mww

und ax” + axy + m%w zusitzliche Automorphismen haben.
Fiir definite Formen sind die Fragen c) und d) auch sehr leicht zu
beantworten. Wegen der Identitd&ten

B3
2a

wvw + 1! ww = 4ol %w + clxz x + )

f(x,y) = a(x + iz

haben wir n&mlich die a priori Schranken IxI| < Vinc/TD1 und

lyl < VIna/ Dl fidr die L&sungen von £(x,y) = n, womit c) beantwortet
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ist, und d) ist vollkommen trivial, weil £ (auBer in den genannten
Spezialfillen) iiberhaupt keine Automorphismen auser +Id hat.

Im Falle von indefiniten Formen sind die Probleme a)-d) viel
schwieriger, weil man keine a priori Schranken fiir die Koeffizienten
der Ubergangsmatrizen zwischen zwei gegebenen Formen oder fiir die
Argumente in der Darstellung einer gegebenen Zahl durch eine gegebene
Form hat. Zwar liefern die Formen, deren Koeffizienten (2) erfiillen,
wieder eine Antwort auf a), aber diese ist jetzt unbefriedigend, weil
man die XEguivalenzen zwischen diesen Formen nicht leicht beschreiben
kann. Um eine befriedigende Antwort auf a) und b) zu erhalten, mus
man andere Ungleichungen als (2) oder (3) widhlen, um reduzierte For-
men zu definieren. Dann erhdlt man zwar immer noch nicht - wie im de-
finiten Fall - genau einen reduzierten Vertreter fiir jede Xquivalenz-
klasse (dies ist durch Ungleichungen fiir die Koeffizienten gar nicht
zu erreichen), wohl aber eine vollstindige Beschreibung der Kquiva-
lenzen zwischen reduzierten Formen. Um das Ergebnis zu formulieren,
definieren wir eine Transformation T von der Gesamtheit aller in-
definiten Formen in sich selbst durch

b+vD 1

(5) Tf=Sf,n€%,n>—>—>n-

n

’

mit mu wie in (1), wobei a, b, ¢ die Koeffizienten von f sind

und VD die positive Wurzel von D = vw - 4ac bezeichnet. Wir nen-
nen eine indefinite Form mxm + bxy + O%w reduziert, falls

(6) a>0,c>0,b>a+c.

Dann gilt:

SATZ 1: Sei D > O, D kein Quadrat. Darm gibt es nur endlich viele reduzierte
Formen der Diskriminante D. Jede Form der Diskriminante D wird durch endlich
viele Arwendungen der Transformation T in eine reduzierte Form uberfilhrt. Die
Transformation T fihrt reduzierte Formen in reduzierte tlber; somit zerfdllt die
Menge der reduzierten Formen in disjunkte Zykel. Jede Xquivalenz zwischen reduszier-
ten Formen erhilt man durch Iteration von T; insbesondere sind zwei reduzierte

Formen dann und nur dann dquivalent, wenn sie zum selben Zykel gehiren.

wmumm»mwucammmﬁnﬁmﬁmwwmu~OUQMmMOHB xm lmx<+ w%m der Diskrimi-

nante 24 zu ihrer Negativen &quivalent ist, wenden wir die Transfor-
mation T wiederholt auf beide an und erhalten
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[-1,6,-3]

_nm

mw~h~|’_u

Jo | 2

[3,6,11 (5,8,2]
6 C ) 2 VAN
[1,6,3] [2,8,51 £6,12,5]
2\ \N
[5,12,6]
2 2

wobei wir die Form ax” + bxy + cy mit [a,b,c] bezeichnet haben
und £ B £* bedeutet, dag f* = Tf = mum. Da wir in verschiedenen
Zykeln landen, sind die Formen indquivalent. AuBerdem kann man nach-
priifen, daB sich alle reduzierten Formen der Diskriminante 24 in
einem der beiden Zykel befinden, also h(24) = 2.

Beweis des Satzes: Sei [a,b,c] eine reduzierte Form und k = b - 2a.

Dann ist

D - k2 = b% - 4ac - (b-2a)° = 4a(b-a-c) > O .

Die reduzierten Formen sind alsc die Formen

2 2
() lak+2a,k+a-25) mit Ik1<VB , KPaD(mod 4) , a|2E, >k

und dies ist offenbar eine endliche Menge. Damit ist die erste Be-
hauptung bewiesen.

Sei jetzt f = [a,b,c] eine beliebige Form der Diskriminante D
und Tf = f* = [a*,b¥,c*] ihr Bild unter T, also

(8) a* = muw -bn+c, b¥* =2an -b , c¥ = a
mit

b+yD

9 2a

=n-6 ,0<8<1.

Durch Substitution von (9) in (8) erhdlt man

(10) a* = a2 + 6VD , b* = 2a6 + VD , c* = a .
Aus den ersten dieser Gleichungen folgt

a>0=a*>0,a<0=a*>a,
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d.h. unter wiederholter Anwendung von T wichst a so lange, bis

es positiv wird, und bleibt dann positiv; wegen c¢* = a wird ¢ nach
héchstens einer weiteren Anwendung von T ebenfalls positiv. Da es
nur endlich viele natiirliche Zahlen unter einer gegebenen Zahl gibt,
gelangt man nach endlich vielen weiteren Anwendungen von T 2zu einer
Form £ = [a,b,c], fir deren Nachfolger a* > a gilt. Fiir diese Form
folgt aus (10)

0 <a*~a=08VD - mﬁalmwv

< (1+6) (VD-a(1-6)) = 35 (b¥-a*-c¥) ,

also ist der Nachfolger f* wvon f reduziert und die zweite Behaup-
tung des Satzes bewiesen.

Die dritte Behauptung beweist man analog: fiir eine reduzierte
Form f = [a,b,c] haben wir schon gesehen, dag Ib-2al < VD, also

(11) vMMm > 1, Ume <1 .

.Somit ist die Zahl n 1in (9) mindestens 2 und es gilt

vD b-vD
2a

—_—=n -0 -

>1-06,
also

b* - a* - c* = (1-6) (VD-a(1-8)) > 0O ;

da wir schon wissen, dag a¥ und co* positiv sind, ist die Form
Tf = Hm*wc*.o*u wieder reduziert. Da die Menge der reduzierten For-
men endlich ist, folgt, daB diese Menge unter der Operation von T
in Zykel Nmﬁmwwwﬁ. Es bleibt nur noch zu zeigen, daB es genau einen
Zykel zu jeder Aquivalenzklasse von Formen gibt und daB8 s&mtliche
Hquivalenzen zwischen reduzierten Formen aus demselben Zykel durch
Iteration von T entstehen.

Seien also f = [a,b,c] und £f' = [a',b',c'] 2zwei reduzierte
Formen der Diskriminante D und A = Aw mv € mbmANv eine Matrix,

die £ in £f' tiberfilhrt. Aus der Formel (8.6) fiir die Koeffizienten
von f' erhdlt man

a' = f(a,y) , ¢' = £(8,8) , a' + ¢' - b' = f(a~B,y-8) .

Da f' reduziert ist, sind die ersten beiden Zahlen positiv und die
letzte negativ. Insbesondere ist vy %# 8 (sonst wdre £f(a-8,y-$)
positiv); indem wir ggf. A durch ~A ersetzen, k&nnen wir annehmen,

daB o

(12) § >y .
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Wir unterscheiden jetzt drei F&lle, je nach dem Vorzeichen von Y.

Fall I: vy = O. Dann ist f' gleich £ und A = I4. Aus

4 = a6 - By = a8 und (12) folgt némlich o =38 =1, also

£(8,1) = £(8,8) > 0 > f(a-B,y-8) = £(g-1,1) .

Diese Ungleichungen implizieren aber g8 = O, denn fiir ein gquadrati-
sches Polynom ¢(x) kann es hdchstens eine ganze Zahl n mit
¢(n-1) < 0 < ¢(n) geben.

Fall II: vy < O. In diesem Fall behaupten wir, dag f' aus £ durch
wiederholte Anwendung von T entsteht und daB A das Produkt der
entsprechenden Matrizen ms ist. Sei nimlich f* = mam (n wie in
(5)) das Bild von f unter T und

w= (08 = sh = (G svme)
die Matrix, die £* in f' dUberfilhrt. Die Matrix A* erfiillt wieder
(12) (es ist ndmlich a* - g* =8 - vy > O, und wegen f(a*-p*,y¥-§%) <0
haben o* - 8* und Yy* - 8* entgegengesetzte Vorzeichen). Wenn wir
zeigen konnen, daB y < y*¥ < O, s0O folgt unsere Behauptung mit voll-
stindiger Induktion: in der Folge y < Y*¥ < Y** < ... £ 0 mus Hﬁmmuﬂl
wann ein +y*---* Null sein, und dann ist nach Fall I f#*--+* = f und
die entsprechende Ubergangsmatrix A*-+-* die Identitdt. Wir miissen

also die Ungleichungen Yy < o +ny <0 oder

Q

-1 <=—<n

(13) n = < .
beweisen. Wegen f(o,y) > O > f(a-8,y-§) hat das Polynom £f(x,-1) _
= mxn - bx + ¢ bei mw einen positiven und bei mMMW einen nega-
tiven Wert; auBerdem ist mw gréBer als uﬁuw. Es folgt, dag die
grésere Wurzel von £(x,-1) = O zwischen diesen Zahlen liegt, also

a-8 b+VD _ o

Py <=z < o
Wegen n - 1 < Ume folgt hieraus sofort die erste der canmWOGanmz

+

(13). Fiir die zweite bemerken wir, daB aus WW >n und n > 7
die Ungleichungen uﬂuw <n < WW folgen wiirden, also

-ay + By < ny(y-8§) < —ay + af, im Widerspruch zur Bedingung a§ - By =

Fall III: y > O. In diesem Fall behaupten wir, dag £ aus £' durch

wiederholte Anwendung von T entsteht. (d.h. man muf den Zykel im
anderen Sinn durchlaufen) und da8 A das Produkt der entsprechenden

Matrizen mIA ist. Da wld n Ahﬂ UWV mpamnnmmmﬁw<mnmﬂwﬁﬁm=NOu‘

n
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=
effizienten hat, folgt dies unmittelbar aus Fall II, wenn wir nach-
weisen, das wid wieder (12) erfiillt, d.h. daB a > -y. Dies ist
: - T i o S
AWmH leicht: wegen = < %8 und mA|<. 1) >0 > mﬁl<+m~ 1) ist
— kleiner als die kleinere Wurzel von f(-x,1) = 0, also mit (11)

=Y
& b-vD 4
-y 2a

s 0> =Y .
Damit ist die letzte Behauptung des Satzes bewiesen.

Satz 1 und sein Beweis sind sehr eng mit der Theorie der Ketten-
briiche verbunden. Wir beschreiben jetzt diesen Zusammenhang.
Seien Dge D4y Ny, o..  ganze Zahlen mit Ny, Ny, eee 2 2. Wir

bezeichnen mit Hmbo~bd....~bmuu den endlichen Kettenbruch

_”_“50~5..-.-.~H~muu "bOI 7

und mit Hﬁno~nd~um....uu den Limes wwwmﬁno~sd....~amuu~ dessen
Existenz leicht nachzuweisen ist. Dieser Limes ist eine reelle Zahl;
umgekehrt hat jede reelle Zahl w eine eindeutige Kettenbruchent-
wicklung w = Hﬁbo~ud-=m....uu mit n, € Z und N4r Dgr wee 2 2,

- -1 d . -
indem man n, = [wl + 1, Wy = AW und induktiv n, = stu + 1,
w =1 setzt. Somit gibt es eine eindeutige Korrespondenz
i+l ng-w,

zwischen der Menge der reellen Zahlen w und der Menge der Folgen
uo. nd. cen mit bo €EZ, ud~nms...mﬁm.u~...v. Unter diesex Korres-
vonmmunmwwﬁ"

i) w € @ =+ ab einem bestimmten Punkt sind alle n, gleich 2;

ii) w erfiillt eine quadratische Gleichung mit Koeffizienten in
Z o= ab einem bestimmten Punkt wiederholen sich die ny periodisch
(d.h. es gibt Zahlen «r > 1 und Ho > 0, so das i = n, fir
alle i > Hov“

1ii) w 1ist die grdBere Wurzel der quadratischen Gleichung
2

ax” - bx + ¢ = 0, wobei [a,b,c] eine reduzierte quadratische Form
positiver Diskriminante ist e+ die Kettenbruchentwicklung von w ist
rein periodisch (d.h. n;.. =0y fir alle 1 > 0).

Die erste Behauptung ist leicht zu beweisen (in der Richtung "e"
sogar trivial, da [[2,2,2,...]1]=1). Die Richtung "=" der Behaup-
tungen ii) und iii) ist in Satz 1 enthalten. Sei n#mlich £ = [a,b,c]
eine quadratische Form der Diskriminante D > O und
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(14) W=, WS S5

die Wurzeln von f(x,-1) = 0. Ist f* = mam das Bild von f wunter

der Transformation T und w* msmwom zu w definiert, so ist
n=([w]l+1 und w=n - ﬂw. womit wir den Anfang der Kettenbruch-
entwicklung von w haben: ist mw = wa~vw-owu.ﬁwwov das Bild von

1 - —3 -_— =
£ zbﬁMH T, also £, = £, md = f*, £ = emw = mu.mu mit
itV . 1 1
DH = IMMMI +1 = ~£H_+d~ dann gilt sw = SH - £H+d
o = HH=o~=A~5N~...HH. Satz 1 sagt, daB es ein i, mnit mwo re~-
duziert gibt und dag die £, fiir i > i, alle reduziert sind und

sich periodisch wiederholen, insbesondere also Ny =0y

. Bevor wir die andere Richtung von

i+l

und folglich

W =W

fir ein
geeignetes r und alle i > i,
ii) und iii) beweisen, bemerken wir, daB auch der letzte Teil von
Satz 1, iliber die Kquivalenzen zwischen reduzierten Formen, sich gut
in die Sprache der Kettenbriiche iibertragen 1d8t: ist z.B, A = A“ mv
mit 6§ >y und Yy < O eine Matrix in mﬁwaﬁv~ welche die reduzierte
Form f in eine reduzierte Form f' tberfilhrt, so gilt fir ein ge-

eignetes s (vgl. Fall II des Beweises oben)

.l | uWn

M|H M~b| mu m5 .--ms ~ Jur mm50~5d~o--=mHu -
01 s

Fir eine allgemeine, d.h. nicht notwendig reduzierte Form £, deren

zugehdrige Wurzel w die Kettenbruchentwicklung

(15) w=[[ngm,...,n; 4,0,
0

o, peeerDy o 11
o Po+A igtr 1

besitzt (wobei der Strich ‘iiber Dy oeeey 0y e bedeutet, das die ’
0 [¢] .
Zahlen sich periodisch wiederholen und dag8 r die kiirzeste Periode

ist), so folgt aus Satz 1, das die Automorphismengruppe von £ durch’

: z|d aa
(16) Ug = ?muomsd...m:H ngﬁm . ...S ) m:H |d...m:o
0 o} 0 0

NEZ.

gegeben ist.

Wir beweisen jetzt die Richtung "e" der Behauptungen ii) und iii) .
oben. Die erste ist leicht. Hat n@mlich die reelle Zahl w die Ketten-
bruchentwicklung (15) und ist A = A“ mv eine vaHmUHQmAMWMWHx aus

d.h.

der Menge (16) mit N # O (also A % 2Id), so gilt w = wrs’

w 1ist eine Wurzel der quadratischen Gleichung <£~+Aplav£nm = Q. Die
zweite ist eine formale Konsequenz von der ersten und von Satz 1. Ist
ndmlich w eine Zahl mit einer rein periodischen Kettenbruchentwick-

lung der Lidnge r, so ist w Wurzel einer quadratischen Form £; filr
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genligend groBes N ist nach Satz 1 die Form eznm reduziert, hat

aber eine Wurzel mit derselben Kettenbruchentwicklung wie w. Wir
geben aber einen anderen, kettenbruchtheoretischen Beweis, der auf
einer Tatsache von unabhliingigem Interesse basiert: ist w eine Zahl
mit einer reinperiodischen Kettenbruchentwicklung und w' die kon-
jugierte Zahl (wir wissen bereits, daB w gquadratisch ist), so gilt

- 1
(7 w= [0, m, 511 o = (A, gl .

Kettenbruchentwicklung die Ungleichungen

Wegen ny > 2 folgen aus (17) fiir eine Zahl w mit rein periodischer

(18) w>1,0<w <1,

die damit Xquivalent sind, daB die quadratische Form mit den Wurzeln
w und w' reduziert ist (vgl. (11)). Um (17) einzusehen, setzen
wir die Folge ﬁuwu durch Ngyp =By (viexm)
setzen fir alle i

periodisch fort und

xy = A\ﬁm=H|J~SW|N....~Sk1HHH .

1 1
=n, - X oder x, = n, -
41+ 1 1o

quadratische Gleichung

Dann gilt

, also erflillt x_  die
X141 0

X

-

*o
Dies ist aber dieselbe Gleichung, die w erfiillt, und da X, wegen
X, < 1 < w nicht gleich w sein kann, mu8 x_, = w'

o gelten, was zu
bewelsen war. :

Wir haben diesen Paragraphen mit vier Fragen {iber quadratische For-
men und Darstellungen von Zahlen durch Formen begonnen, die im defi-
niten Fall alle leicht zu 18sen waren. Fiir den indefiniten Fall wur-
den die beiden Fragen nach einem Verfahren zur Bestimmung der Kquiva-
lenzklassen von Formen durch Satz 1 beantwortet. Die Antwort auf die
beiden Fragen (nach der Beschreibung der Aquivalenzklassen von Dar-
stellungen einer natiirlichen Zahl durch eine indefinite Form) wird
durch den folgenden Satz gegeben, der sich im Unterschied zu Satz 1
nicht in der klassischen Literatur zu befinden scheint.
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SATZ 2: Set ﬁmg yesarf Hw der in Satz 1 konstruierte Zykel der reduzierten

Formen in der Aquivalenzklasse einer indefiniten quadratiechen Form £ und set
n  eine natilrliche Zakl. Dann ist jede Darstellung von n durch
einer Darstellung n = £, (x,y) mt 1<ic<r, x>0,y > O dquivalent. i
(Hierbei bedeutet Bquivalenz von Darstellungen n = fix,y) = £'(x',y")

£ zu genau

durch verschiedene Formen f und f£', daB es eine Matrix gibt, die
(x',y') Uberfithrt; um einen vollen Satz
von Darstellungen von n durch £ selbst zu erhalten, milssen wir

f in f' und (x,y) in

auf jede Darstellung im Satz eine Matrix anwenden, welche mw in £
iberfihrt.)

Wir bemerken, das8 die Koeffizienten von mw = HmH~U»~oH_

sind und daher fiir eine Darstellung n = mwﬁx.wv

positiv
mit x und Yy

nichtnegativ die a priori Abschitzungen x < Vn/a;, ¥ < <5\0H be-
stehen; es gibt also nur endlich viele solche Darstellungen, und diese
lassen sich effektiv (und sogar leicht) bestimmen.

Beweis: Wir bssmﬂwmﬂwb die mH so, daB mM+d = amH = muwmw. also
MHAN~%H = mMAx+%£HVAx+K£MV mit
Pyt 11 !
w, = 55— = [[n,,n; P Y =n, -
i NmH i’tie! idr-1 vy

AvwmﬁvaHmﬁMEOQﬁHONNﬂ<mwmnmwm5.mwmo mH+H u mH~ 3H+Hﬂuﬁ~
Wity 5 Wy fiir alle i € Z). O.B.d.A. kdnnen wir annehmen, dag f
gleich mo Aumﬁv ist. Von einer gegebenen Darstellung
n = mﬁko.<ov

ausgehend erhalten wir unendlich viele Hquivalente Darstellungen

(19) n = mHAxH.wwv (Lex)
it 1 = 8 i+ Sei §, =x., + w.; dann ist (19) zu n = a_E,E}
ME\yy /T Pe\ve/) P R A T 15451

Amw die Konjugierte von m»v dquivalent. Insbesondere haben mH und
mw dasselbe Vorzeichen, das wegen
1

1
) = 13
i+1 Wi i+1

(20) m» =x; + %Hﬁbw -

von i unabhingig ist. Da (x,y) » (-x,~y) ein Automorphismus von £

ist und wir uns nur fir die Hquivalenzklassen von Darstellungen inter-
essieren, kénnen wir annehmen, daB dieses Vorzeichen positiv ist, also

Egr mw > O. Wegen (20} und w; > 1> sw > 0 gilt



(21) Im.d.v._Vm. .

Aber §&; - mw ist gleich %HA£H|SWV und w; - sw wmnvOmwﬁw<.wwmo

wmnmw\mwwaucwwwo manw<wwmnwz=mmsﬁmwnmormsm mHn._\mFd Ad
zZu x; = -y; 4 > O. Somit ist n = £, (x;,y;) fUr das durch (21) de-
finierte i die zu n = maxo~%ov iquivalente Darstellung, deren
Existenz im Satz behauptet wird. Die Eindeutigkeit folgt aus der Ein-

deutigkeit von 1 in (21) und der Tatsache, daB die volle Automorphis-
r

mengruppe von f wvon -Id wund ﬂH mb erzeugt wird. Damit ist
i=1 i

Satz 2 bewiesen.
Die Aussage von Satz 2 gibt die Formel

R(n,f) = ) ) 1 (n € N)
i{mod r) x,y€EZ
x>0,y>0
._thAun~M~.M.Hﬁ

fiir die in §8 betrachteten Darstellungsanzahlen R(n,f). Aus §10 wissen

wir, dag | R(n,f)n"% = r(a,s), wobei A die Idealklasse ist, die
n=1
unter der dort aufgestellten Korrespondenz der Form f entspricht.

Satz 2 ist also zu der Identitidt
1

t(a,s) = ) ) ————  (Re(s) > 1)
i{mod r) x,y€Z mwﬁx~<v
x>0,y>0

dquivalent. Es wird sich als bequemer herausstellen, die Bedingungen
an x und y durch die symmetrischeren Bedingungen

X
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oO,y=>0, (x,y) # (0,0)

zu ersetzen; da die Dastellungen n = mHAx.ov und n = mw+dﬁo.xv

aber dquivalent sind, werden die Darstellungen mit x =0 oder y =0
dadurch zweimal gezdhlt. Satz 2 ist also zu folgendem Satz {ber Diri-
chletsche Reihen &quivalent:

SATZ 2': Sei B eine Idealklasse in einem reell-quadratischen Korper. Dann gilt

T(a,8) = ] Zg(s) (s € €, Re(s) > 1) ,

t

wobei die Summation iber den Zykel von reduzierten Formen £ lauft, welcher der
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Klasee A entspricht, und 2% £(s) durch
1
M m
x.%vomﬁx.wv

1
) s+7 I ———
x>0 f(x,0) y>0 £(0,y)

(22) Ze{s) =

+

(Re(s) > 1)

(SR

definiert wird.
Dieser Satz wird im n&chsten Paragraphen benutzt werden, um z(Aa,0)

zu berechnen.

Aufgaben:

1. Man beweise das Analogon zu Satz 1 fiir Aquivalenzklassen im weite-
ren Sinne von indefiniten Formen, wobei "reduziert" jetzt durch
die Ungleichungen

(23) w>1,0>w > -1 (w = vw<mv
T2a

(statt (17)) definiert wird und T durch die Transformation

(24) ot = gt +_om - b+VD
S £ ’ S AI._ Ov s In < 33

m m

zu ersetzen ist. Man filihre dieses Reduktionsverfahren fiir das Bei-
spiel nach Satz 1 (also Aquivalenz von [1,-6,3] und [~1,6,-3], jetzt
im weiteren Sinne) aus.

<m+ 1

2. Man zeige die Aquivalenz des Reduktionsverfahrens von Aufgabe 1
mit der Entwicklung von w in einen Kettenbruch der Gestalt

Wk HH50~EJ....HH+ =my + 1 3

mit m; € Z, my > 1 fir i > 1: Die Folge {m;}  ist fiir jede
quadratische Irrationalit#t w nach einem bestimmten Punkt peri-
odisch und ist genau dann rein periodisch, wenn w (23) erfiillt,

3. Man zeige, daB der Ubergang zwischen den beiden Sorten von Ketten-
briichen durch

+
HHSOsBA.BN‘...uH = mﬂao+A.m....~N,E~+N.w.....w~s
—— ———— 4

H—.—,_ =1 EWI»—

+2,...11

(m; €7, M My,ee. >0 1)

gegeben wird.
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4. Man Zzeige mit Hilfe von Aufgabe 3, daf eine Idealklasse im weiteren
Sinne gleich einer Idealklasse im engeren Sinne ist oder in zwei
solche zerfillt, je nachdem, ob die Linge s der zugehdrigen Ket-
tenbruchperiode Hmmﬂﬂmmwdddﬂmwuu+ ungerade oder gerade ist.

5. Man bestinme die Zykel von reduzierten Formen (im engeren sowie
im weiteren Sinne) fiir alle positiven Diskriminanten < 30.

§14 Werte von Zetafunktionen bei s = 0, Kettenbriiche und Klassenzahlen

Das Ziel dieses Paragraphen ist der Beweis der beiden folgenden Er-
gebnisse, die als sch&ne Anwendung eine Beziehung zwischen Klassen-
zahlen imaginirquadratischer Zahlkdrper und Kettenbruchentwicklungen
reellquadratischer Zahlen haben werden.

SATZ 1: Sei f£(x,y) eine indefinite quadratische Form mit positiven Koeffizien~
ten und Nmﬁmv die filr Re(s) > 1 durch Gleichung (22}, §13, definierte Zeta-
%r:»wmaa.unaanmwmmnw NmAmV n:%mmmmanwvm:&wmﬁmvv -1 wwmn:%mw:a:mm=|

2
fachen Pol bei s = 1 holomorph fortsetzen und es gilt:

_1 b.b_

NHAOv = 57 AM + P 6) .
SATZ 2: Sei A eine Idealklasse in einem reellquadratischen Zahlkdrper und
Bireceeny (n, > 2) die Zahlen aus der minimalen Periode der Kettenbruchent-
wigklung der grdBeren Wurzel irgendeiner Form aus der Aquivalenzklasse, welche A

entepricht. Dann gilt filr die Zetafunktion der Idealklasse A

e
2

t(A,0) = (n, - 3) .

i

[arlal

1

Satz 2 ist eine leichte Folgerung aus Satz 1 und der Ergebnissen
von §13. bbm letzteren folgt n&mlich, daB (bei passender Numerierung)
die reduzierten Formen aus der der Idealklasse A entsprechenden
Agquivalenzklasse von Formen durch

b.+VvD

1

23, - Uy Byl

_ 2 2
mwﬁx.wv = a;x +wa<+nww ’

gegeben werden (wir denken uns die Numerierung periodisch fortgesetzt,

also Dipr = Dy mw+ﬂ = mwv. Aus Satz 3 von §13 und Satz 1 folgt dann

unter Verwendung der Periodizitdt
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r
z(a,0) = [ 2. (0)
i=1 i
4 Efby By p
=75 L\3 v 5 T
i=10\"i i
IR G QLTS R
24 j2\3 Cin
Wegen m»+4 = mswmw ist aber Cypq = 3y vH+4 = mbww» - v» (vgl.
b b
§13, (1)), also —+ + it1 _ 2n,, womit Satz 2 bewiesen ist.
25 Ci41 i :

zZum Beweis von Satz 1 verwenden wir das allgemeine Ergebnis ilber
analytische Fortsetzung und spezielle Werte von Dirichletschen Reihen,
das in §7 als Satz 1 formuliert wurde (bzw. die in der zwéiten Be-
merkung danach formulierte Ergénzung, falls die Koeffizienten von £
nicht ganz, sondern nur reell sind). Dieser Satz besagt in unserem
Fall: falls die Funktion

vee) = ] SExE L 1y Elx0e
>

x,y>0 x>0

+ 1 ] eTEOIE (t > 0)

1
2 y>0

fiir t - O eine asymptotische Entwicklung der Gestalt

C
(1) <mﬁﬁv ~F + oo + ndn N (t - 0)

besitzt, so ist Nmﬁmv meromorph auf ganz € fortsetzbar, NmAmv - mm4
ist ganz und Nmﬁlbv = TLvnb_os (vn > 0). BAus seinem Beweis sehen
wir allerdings, daB es fiir die schwédchere Aussage von Satz 1 ﬁmwmwwﬁwi
sche Fortsetzbarkeit nur bis Re(s) = - W und Wert bei s = 0) genligt,
die schwichere asymptotische Formel

1
(2) Ve(t) = m +Cy+ 0(t?)

mit irgendeinem C und mit no = WW {

Tat gilt (1); da wir uns aber nur fir den Wert von NonV interes-
sieren, werden wir uns mit dem schwicheren Resultat (2) begniigen.

Um die volle asymptotische Formel fir <mﬁﬁv zu erhalten, benutzt
man die sogenannte Euler-Maclaurin summationsformel, oder vielmehr
eine Verallgemeinerung von ihr auf Funktionen von swei Vvariablen,
welche ein allgemeines Rezept zur Berechnung von Summen der Gestalt

M F(x,y) liefert. Da wir aber nur das schwdchere Ergebnis (2)
X,y>0 )
H% Sinne haben, werden wir nur die ersten Glieder aus dieser Summations-

+2
(o]

W - 6) zu beweisen. In der
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formel benutzen, wodurch unser Beweis allerdings einen etwas kiinst- x-1 < u < x, y1 < v <y durch absolute Konstanten mal

lichen Aspekt erhalten wird.

3
Sei also F(u,v) irgendeine glatte und im Unendlichen sehr kleine z%wvax.wv = Max  Max WIWMMWMW
Funktion auf [0,«)x[0,»). Fiir x, y > 1 bilden wir den Ausdruck wu“mwmw Osisd fawav
1 4
G(x,y) = Z[Fx,y)+F(x-1,y)+F (X, y-1)+F (x-1,y-1) ] - [ [ F(u,v)dudv abgeschitzt werden. (W&hlt man fir P z.B. den quadratischen Anteil
x-1 y-1

der Taylorentwicklung von F im Punkt Axlw~<lwv. so gilt
IFl < W va~ _Wc_~ _W<_ < W E%wv in dem Viereck.) Andererseits

ist, wie schon bemerkt, der Ausdruck (3) so beschaffen, daB er fiir

(3)
+ % [F. (u,y-1)-F. (u,y)ldu + —= w (F_(x=1,v)~ 1a
12 %1 v Y v 'Y 12 ; m.ﬁ x-1,v m.ﬁﬁun;: v ,

y-
9F 3F quadratische Polynome identisch verschwindet. (Der Leser kann dies

wobei maﬁs.<v = wmﬁs.<v~ w<ﬁc~<v = Mﬂﬂa~<v. Die Koeffizienten in

diesem Ausdruck sind so gewdhlt, daB G(x,y) gleichzeitig besonders

klein und besonders leicht summierbar ist. Entwickelt man n&mlich

F(u,v) in dem Viereck x-1 < u < x, y-1 € v <y in eine Taylorreihe,

s0 sieht man, daB die Ableitungen von F bis zur zweiten Ordnung in
(3) wegfallen (z.B. ist G identisch O, falls F ein Polynom vom
Grad < 2 ist); andererseits haben wir

schnell verifizieren, indem er diesen Ausdruck fiir die 6 Monome vom

Grad < 2 berechnet; fiir F(u,v) = cm ist z.B.

Glx,y) = 2lx2+(x-121 = 1ix3-(x-1)31 + L (x-1)=x] = 0. Tatsichlich
verschwindet G fiir alle Polynome F vom Grad < 3, wie man ebenso

leicht verifiziert; diese stirkere Aussage wirde (2) mit O(t) statt
1

Oﬁdmv und damit die analytische Fortsetzung von Nm bis Re(s) = -1
liefern.) Hieraus folgt, daB G(x,y) ebenfalls durch eine absolute
Konstante AW~ falls man P wie oben wdhlt) mal z%uvxx.wv abgeschidtzt
wird. Wir wenden dies auf die spezielle Funktion

- -3 -]
I 1 6x,y) = mmﬂo~ov + W } F(x,0) + w ] Fo,y) + ] Fx,y)
x=1 y=1 x>0 y>0 x,y>0

o o 1 0® . F(u,v) = e fluvit wgﬁs<m~<<mv an. Dann laben die dritten Ablei-
- % % F(u,v)dudv + 12 % m<Az~ovmc + 12 % maﬁo~<vm< * tungen von md die Gestalt
Wendet man diese Formel auf die Funktion mnﬁa.<v = mtmﬁc~<vﬁ an, (Polynom von Grad < 3 in u,v) xmd
so findet man fiir die entsprechende Funktion on :
und daher die von ww die Gestalt
(- - -
I Glxy) = 5+ ve(t) - [ [ e T quq0 3
X,Y>0 00 t°x (Palynom vom Grad < 3 in uvE , vvE) xF
o 2 o 2 i also -
- - +
- MW [ we™3" tau + [ ve ™V tav (3) iy WIWHH ~£(x-1,y-1)t
(] o (x,y) <K max x'y°t e '
c M, i+j<3
= <h:uv i OO
© o mit einer nur von £ abhingigen Konstanten K. Es gilt aber
_ -f(u,v) _1.,b . b 1 .
mit C = % % e ¥ dudv und Oo = MNAM + mv -7 Um ﬁwvdnﬂ beweisen, M+WHM w+mHu -
- 2 2 i -f(x-1,y-1)t 2 2 i j -f(x,y)t
; 2 1 t I xvyle ' = Olt [ | xy’e dxdy
midssen wir also nur noch zeigen, das M oﬁ?.ﬁ =Q(t “) fiir X,y>0 00
1

I
~
v
O
-

t - 0.
Dies ist aber sehr leicht. Nach dem Taylorschen Satz (in zwei Ver-
dnderlichen) haben wir n#mlich fir feste X, y > 1 eine Zerlegung

ot?) .

. Damit ist Satz 1 bewiesen.
F =P+ F, wobel P ein Polynom vom Grad < 2 in u und v ist

~

und - F sowie ihre beiden ersten Ableitungen in dem Viereck

Wir schlieBen mit einem Ergebnis, das rein arithmetisch ist, in
dessen Beweis aber simtliche algebraischen und analytischen Hilfsmit-
tel, die in diesem Buch entwickelt wurden, eingehen.
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SATZ 3: Sei

minimale
Periode

die Kettenbruchentwicklung der Quadratwurzel einer Primzahl p = 3 (mod 4),
p * 3, fur die die Klassenzahl im weiteren Sinne von @(Vp) gleich 1 <ist. Dann
iet die Klassenzahl von @Q(V-p) gleich WAS,_ LR zﬂv - X.

Als Beispiele fiir den Satz haben wir

V7= (13,3801, h(-1) =33 +6 -2=1,
VIT = [[4,7,2,811 , h(-11) = $(2 + 2 + 8) =3 =1,
Vies = [I[ uw~m~N~N~b~w~N~N~N.N~N~N~w.w~N~N~N.M.N~N~N~N~N~w~N~N~N~N~N~N~w~h~N~N~m~Nm:-

h(~163) uAwAm+w+m+¢+m+mum+w+;oxm+w+4ox~+u+mxm+w+»+~+w+m+~mv -35=1.

»

Wie in §9 erwidhnt, ist die Primzahl 163 die grGste Zahl p mit
h(-p) = 1; dagegen ist die Klassenzahl von Q(V+p) vermutlich fir

unendlich viele, jedenfalls fiir viele Tausende Primzahlen p = 3 (mod 4)

gleich 1, so daB der Satz nicht leer ist. DaB die Kettenbruchentwick-
lung von Vp die im Satz behauptete Gestalt hat (also rein periodisch
nach dem ersten Glied, {ibrigens mit n, = Nuov folgt daraus, dag die
Zahl w = Vp + n, = vp + [Vp] + 1 die Ungleichungen (18) aus §13
erfillt.

Beweis des Satzes: Wir werden Satz 2 auf Geschlechtscharaktere an-
wenden. Ist ¥ irgendein Charakter auf der Idealklassengruppe C
(im engeren Sinne) eines reellguadratischen K&rpers K, so liefert
Satz 2 die analytische Fortsetzung von der L-Reihe

Le(sox) = § XL = 1 y@) cas) (Re(s) > 1)
a N(a) A€C
auf die punktierte Halbebene {s€C | Re(s) > - W- s # 1} und gibt
ihren Wert bei s = 0 als eine endliche Summe
1 r(a)
(4) L (0,x) =33 1 x(@) I (n;(a) = 3)

A€C i=1
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an, wobei ﬁbwﬁwvaAHAHA>v der A zugehdrige Zykel ist. Wenn aber
x ein Geschlechtscharakter ist, haben wir schon einen RAusdruck filir
ﬁxao.xv" nach dem Hauptsatz von §12 entspricht X einer Zerlequng
der Diskriminante von K als Produkt zweier Diskriminanten D' und
p* und es gilt ﬁwﬁm.xv = hU.AmvbuzAmv. andererseits wurden hU.on
und HU=AOV in §7 berechnet. Falls D' und D" positiv sind, ist
nach dem Korollar in §7 mindestens einer der Werte BU.AOV und
ﬁU=on gleich Null (beide, falls D' und D" ungleich 1 sind)
und wir haben ﬁwﬁo~xv = 0. (bies folgt allerdings auch aus (4),
denn in diesem Fall gilt x(©) = +1 und daher x(R®) = x (A), wobei
© € C die aus den Hauptidealen (A) mit N(i) <O bestehende Ideal-

klasse bezeichnet. Beim Ubergang von A nach ©A &#ndert sich aber
r(a)

Y Abwﬁwv|wvm s. Aufgabe 3.) Falls
i=1
dagegen D' und D" negativ sind, so haben wir aus Gleichung (8)

von §7 und Gleichung (9) (Satz 3) von §9

das Vorzeichen der Invarianten

iD' |-1
Ly (0) = = 1577 )
n=1

Xpe {n)n =

wobei h(D') die Klassenzahl und

6 (D' = -3)
w(D') = {4 (D! -4)
2 (D' < -4) e -

die Anzahl der Einheiten des Kdrpers ©(VDT) bezeichnen, also

h(D') _h(b")

Jw(p") Fw(d")

(5) ﬁNAO~xv = .
Die Gleichheit der rechten Seiten von (4) und (5) ist der eigent-
liche Inhalt von Satz 3, wovon die gegebene Formulierung nur einen
besonders einfachen Spezialfall darstellt. Um ibn zu gewinnen, be-
merken wir erst, da8 fiir p wie im Satz die Diskriminante von Q(Vp)
gleich 4p und die Idealklassenzahl im engeren Sinne gleich 2 ist
(nach Voraussetzung ist n&mlich roAvv = 1, und es gilt immer h =h
oder h = wro“ hier ist die Emmwuorwmwﬁw h = ro dadurch ausgeschlos-
sen, daB die Pellsche Gleichung x -py =-4 fir pm= 3 (mod 4) keine
Ldsung hat, oder auch dadurch, da8s h(4p) nach dem Korollar in §12
gerade sein muB). Seien E (= Hauptklasse) und © die Elemente der
Idealklassengruppe. Auf dieser Gruppe gibt es nur zwei Charaktere, den

(o]

trivialen Charakter Xo und den Charakter X4 mit xdﬁmv =1,
diov = -1; da es nach dem Hauptsatz von §12 auch zwei Geschlechts-
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charaktere gibt, welche den Zerlegungen 4p = 1x4p und 4p = -4 x-p
entsprechen, miissen diese Xo bzw. X4 sein und wir haben

t{E,s) + ¢(o,s)

Ly (ssxg)
Le(syxq) = L_y(s) H...wﬁmv '

z(s) ﬁnwamv ’

t(E,s) - ¢(9,s)
als nach dem bereits Gesagten

7 (E,0) + £(0,0)

L]

’

o]
h(=4) , h(p) _ 1 .
2

.muxh 7w (~p)

z(E,0) - £(0,0)

(hier brauchen wir p # 3 !). Es gilt also h(-p) = 4r(E,0), und nach
r

Satz 2 ist dies gleich W .Md
von Satz 3. Damit ist der wmsmwm von Satz 3 zu Ende. Vergleicht man
allerdings die Bemerkungen nach Satz 3 in §9, so sieht man, daB (5)
zwar richtig, von uns aber nur bis aufs Vorzeichen bewiesen worden
ist (weil das Vorzeichen der GauBschen Summe nie bestimmt wurde).
Dasselbe gilt also auch fiir die Formel in Satz 3 hier, die allerdings
dadurch nichts an Niitzlichkeit einbiift, weil Klassenzahlen ja von
Natur aus positiv sind; wir wollten aber nicht durch Absolutbetrags-

Awauv mit n, wie in der Formulierung

r
zeichen um den Ausdruck W I n; - r die Schonheit des Satzes be-
i=1
eintrdchtigen.
Aufgaben:
1. Man zeige, daB8 das Residuum von Nmﬁmv (f = mxw + bxy + oww~
a, b, ¢>0, D= Uw - 4ac > 0) m=<MmH Stelle s =1 gleich ’
1 \ . . _ bxVD
2Vo log o ist, wobei w, w' = >3 die Wurzeln von
wxw - bx + ¢ =0 sind.

2. Sei A eine Idealklasse in einem reellquadratischen Zahlkdrper K

ﬂﬁmmmpmb Sd~ ...~ €H die gréBeren Wurzeln der reduzierten Formen

r .
aus dem entsprechenden Zykel. Man zeige, das ﬂH W, =€, wobei €
i=1

die Grundeinheit (mit Norm +1) von X bezeichnet. Zusammen mit
Aufgabe 1 und Satz 3 von §13 liéfert dies einen neuen Beweis von
Satz 2, §10.
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3. sei x eine reelle Zahl mit der Kettenbruchentwicklung

X = _”mw._+w~N-..~N~Nw+w~N~...~N~...“_”_ AWHWOv *
a,-mal a,-mal

. x|4 . .
Man zeige, daB8 die Zahl = die Kettenbruchentwicklung

mmw uHHN....~m.w~+w~m~....m~wp+w....uu
x wdlamw mwlaww

hat und folgere aus dieser Aussage und Satz 2 die Gleichung
t(a,0) = = z(a0,0) ,

wobei A eine Idealklasse im engeren Sinne in einem reellquadra-

tischen Kérper K ist und A© die aus allen Idealen
(A)a (e €A, X €K, N(A) <0)

bestehende Idealklasse bezeichnet. Insbesondere verschwindet
r(n,0) fir alle A, falls die Idealklasseneinteilungen im engeren
Sinne zusammenfallen, d.h. falls X eine Einheit der Norm -1 be-

sitzt.
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Literatur zu Teil II

Fast die ganze Theorie, die im zweiten Teil dieses Buchs entwickelt
wurde, geht (mindestens im Prinzip) auf Gaus® Digquisitiones Arithmeticae
( Arithmetische Untersuchungen) zuriick; ihre deutsche Ubersetzung sowie der
Aufsatz Uber den Zusammenhang zwischen der Anzahl der Klassen, in welche die
bindren Formen zweiten Grades zerfallen, und ihrer Determinante sind in

C.F. GauB, Untersuchungen ilber hshere Arithmetik, G&tti
(Neuauflage Chelsea 1965) ) ingen 1883

enthalten. Man soll sie unbedingt angucken. Modernere Darstellungen
verschiedener Teile dieser Theorie findet man in

S.I. Borewicz, I.R. Safarevi&, Zahlentheorie, Birkhiuser Verlag,
Basel und Stuttgart, 1966

E. Hecke, Vorlesungen iber die Theorie der algebraischen Zahlen, Leipzig
1923 (Neuauflage Chelsea 1970)

E. Landau, Vorlesungen tber Zahlentheorie (3 Binde), Leipzig 1927
(Neuauflage Chelsea 1969)

A. Scholz, B. Schoeneberg, Einfilhrung in die Zahlentheorie, Sammlung
G&schen, Band 1131, Walter de Gruyter, Berlin 1961

sowie in den am Ende von Teil I angefithrten Biichern von Davenport und
Siegel (Teil II), und zwar im Einzelnen wie folgt:

Quadrati- Klassenzahl- Zusammen- Geschlechter-
sche For- formel hang mit theorie
men (§§8,9) quadrati~ (§12)
(§8) schen K&r-
pern
(§§10,11)
Borewicz-
Safarewid Kap. II, §7 Kap. V, §4 Kap. ITI, §8 | Kap. 111,§8.4
Davenport §§5-6 §1, §6
GausB Disg. Arith.|De nexu inter ‘Disq. Arith.
Art. 153-308]|mltitudinem... Art. 228-287
Hecke §§50-52 §§29,44-45,53 §§47~-48
Landau 4. Teil, 4. Teil, 11. Teil
Kap. 1~-4 Kap. 5-9
Scholz-
Schoeneberg Kap. IV
Siegel §§13-14 §824-~25
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Die Reduktionstheorie und ihr Zusammenhang mit periodischen Ketten-

briichengehen auch auf GauB zuriick (Art. 183-205 der Disquisitiones)

und wird auch in §31-32 von moroHN|movomsmU0Hm‘ behandelt. Die hier ge-

gebene Darstellung (§13) weicht von der iiblichen ab. :
Die am Ende von §13 beschriebene Zerlegung der Zetafunktion einer

Idealklasse in einem reellquadratischen K8rper mit Hilfe der Reduk-

tionstheorie wurde in der Arbeit

D. Zagier, A Kkronecker limit formula for real quadratic fields, Math.
Ann. 213 (1975) 153-184

eingefiilhrt und ihre Anwendung auf die Berechnung der Werte dieser
Zetafunktionen bei s = 0 (S&tze 1 und 2 von §14) in

D. Zagier, Valeurs des fonctions zéta des corps quadratiques réels aux entiers
négatifs, Journées Arithmétiques de Caen, Astérisque 41-42 (1977)
135-151

angegeben, wo auch die Werte an negativen ganzzahligen Stellen be-
stimmt werden. Flir die flbertragung dieser Methode auf Zetafunktionen
beliebiger total-reeller Zahlkdrper siehe

T. Shintani, On evaluation of zeta functions of totally real algebraic number
fielde at non-positive integers, J. Fac. Sci. U. Tokyo 23(1976) 393-417.

Die Werte von £(a,0) im guadratischen Fall kannte man schon vorher
durch die Arbeiten von C. Meyer, der sie mit Hilfe einer auf Hecke
zuriickgehenden Integraldarstellung von r(a,s) mittels sog. Dedekind-
scher Summen ausgedriickt hat. Uber diese Arbeiten wird im o.a. Artikel
A Kronecker limit fornula ... sowie im ersten Kapitel von

C.L. Siegel, Lectures on Advanced Analytic Number Theory, Tata Institute,
Bombay 1961

berichtet. Der Zusammenhang zwischen den in Meyers Formel auftreten-
den Dedekindschen Summen und Kettenbriichen wurde von F. Hirzebruch

und dem Autor bemerkt; insbesondere wurde Satz 3, §14, von Hirzebruch
als Korollar des Meyerschen Satzes entdeckt. Siehe hierzu den Bericht

D. Zagier, Nombres de classes et fractions continues , Journées Arithmé-
tiques de Bordeaux, Astérisque 24-25 (1975) 81-97.
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Wie von den Verfassern im Vorwort betont, gehtes
weniger um eine systematische Wissensvermittiung als
darum, Interesse an zahlentheoretischen Fragestel-
lungen, Entwicklungen und Zusammenhéngen zu
wecken. Deshalb wird der historische Weg in die
Zahlentheorie eingeschlagen, und die bendtigten Vor-
kenntnisse sind denkbar gering gehalten. Auf gut 200
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dungen zu anderen Gebieten der Mathematik werden
freigelegt. Viele biographische Anmerkungen, ausfiihr-
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mv%mmﬂnl\mﬁmm * und erginzen die Darstellung.

Berlin Eﬁ%@ ein engagiert geschriebenes, zur weiteren Be-
Ipoi schiftigung mit Zahlentheorie anregendes Buch vor,
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