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摘要 本文研究时域弹性波在双周期结构中的散射问题. 针对无界区域中三维时域 Navier 方程, 本文

提出利用压缩坐标变换的方法将散射问题转化为有限时间区间上的初边界值问题, 然后采用 Galerkin

方法证明此散射问题弱解的唯一性,并利用能量分析方法对解建立稳定性估计和具有显式时间依赖性

的先验估计.
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1 引言

周期结构中的散射理论,如衍射光学中的光栅散射,在微光学等领域中具有许多重要的应用 (参见

文献 [1]). 针对时谐声波和电磁波方程在周期结构中的散射问题,文献 [2]及其参考文献研究了散射问

题解的存在性和唯一性. 相应问题的数值方法,包括有限元法和积分方程法 (参见文献 [3–5]). 文献 [6]

给出了衍射光学中所涉及的散射问题的分析和计算方法的综述. 由于弹性波散射问题在地球物理学和

地震学等各种科学领域的重要应用,它越来越受到工程界和数学界的关注 (参见文献 [7–9]). 其中有界

障碍物的弹性波散射的相关结果可以参见文献 [10–14]. 关于周期结构中的时谐弹性波散射结果可以

参见文献 [15–22]. 本文致力于双周期结构中时域弹性波散射问题的数学分析.

时域散射问题因其有描述捕获宽带信号的能力, 以及能模拟更一般的和非线性的材料, 而引起了

人们的极大关注, 参见文献 [23–26]. 实际上, 时域数据通常更容易获得, 时域数据内容也远比几个离

散频率下频域数据丰富.但与时谐波散射问题相比,由于时间依赖性带来的额外困难,对于时域散射问

题的数学研究相对较少. 各种结构中的时域声波、弹性波和电磁波散射问题, 包括有界障碍物、开腔
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体和无界粗糙表面散射问题的分析 [27–32]. 在这些文献中,其基本想法是利用 Laplace变换作为时域与

频域之间的桥梁. 利用时域透射边界条件将问题转化为有界区域上的初边值问题, 并使用能量方法研

究这些时间依赖性问题的适定性和稳定性. 其中一个关键步骤是,建立时域透射边界条件的相关性质.

对于周期性结构中的时域散射问题, 结果相对更少. 文献 [28] 研究了一维周期结构的时域散射问题,

通过切向磁极化和电极化, 将时域 Maxwell 方程组简化为二维声波方程. 最近, 我们给出了双周期结

构中时域 Maxwell方程的数学分析1).对于双周期结构中时域弹性波散射问题目前仍然几乎没有结果.

除了时间依赖性问题之外, 另一个是无界域带来的困难. 本文中讨论的散射问题涉及偏微分方程

外边界值问题,在进行数学分析或数值计算时,无界域需要被截断为有界域.在截断域的边界上需要配

置适当的边界条件来避免波的反射,这种边界条件称为透射边界条件 (transparent boundary condition,

TBC) 或无反射边界条件 (non-reflecting boundary condition, NRBC). 这些边界条件的研究一直是波

传播领域中一个重要且活跃的课题 (参见文献 [33–36]). 自 Berenger [37] 提出用于求解 Maxwell方程组

的完美匹配层 (perfectly matched layer, PML)方法以来,对 PML技术的研究经历了长足的发展. PML

技术的基本思想是, 通过一层有限厚度的虚构材料包围感兴趣的区域, 该材料可以吸收来自计算区域

内部的所有波.当波到达 PML区域的外边界时,它们的值很小,以至于可以施加齐次的 Dirichlet边界

条件. 与时谐波散射问题的 PML 方法相比, 由于吸收介质给频率依赖性问题所带来的困难, 对于时域

PML 方法的严格数学分析更加复杂. TBC 或 PML 仍然是人们要研究的重要问题, 特别是时域问题.

我们需要指出, 由于三维时域 Navier 方程 TBC 比较复杂, 它需要包含不同速度传播的压力波和剪切

波, 因此, 文献 [28] 提出的方法不能用于处理时域 Navier 方程.

本文首次给出双周期结构中时域弹性波散射问题的数学分析. 弹性波在时域中具有有限的传播

速度, 即波在一定距离上传播需要一定的时间. 该特征不同于时谐波传播的情形. 我们利用这个事

实提出一个压缩坐标转换, 将问题等价地转化为一个有界域中的初边值问题. 给定任意一个固定时

间 T , 考虑有限时间间隔 (0, T ] 上的问题. 此外还与时谐问题不同的是, 在时域中解关于空间变量

x̂ = (x1, x2) ∈ R2 没有拟周期性. 该方法通过变量代换使得新方程的解关于空间变量 x̂ 具有周期性.

因此, 可以在 x1 和 x2 方向使用周期性边界条件. 在 x3 方向, 我们选定一个能包含双周期结构非均匀

媒介的区域.在选定区域之外的上、下介质分别是均匀的. 然后选定两个平面,一个位于非均匀介质区

域的上方, 另一个位于非均匀介质区域的下方, 使得在时间 T 时刻散射波和透射波无法到达这两个平

面, 因此, 在这两个表面上使用齐次 Dirichlet边界条件.虽然问题现在被限制在一个有界域中, 但整个

物理域在 x3 方向对于实际计算而言太大了. 为了解决这个问题, 我们再次使用变量代换将这两个表

面向非均匀介质区域压缩, 将这两个平面映射到略微高于和低于非均匀介质区域, 因此, 我们可以在

相对较小的区域内研究这个问题. 基于 Galerkin 方法和能量估计, 我们证明相应变分问题的弱解的存

在性和唯一性. 此外, 通过直接考虑时域变分问题并采用特殊的测试函数, 我们得到显式依赖于波传

播时间的先验估计.

本文余下内容安排如下. 第 2 节介绍该问题的模型, 并通过压缩变换, 将原问题转化为有限时间

区间和空间区域的初边值问题. 第 3 节通过对导出问题的数学分析, 给出适定性和稳定性证明, 并得

到先验估计. 最后, 第 4 节给出一些一般性评论和进一步的工作方向.

2 模型问题描述

本节将介绍数学模型, 并定义一些关于双周期结构中弹性波时域散射问题的相关符号.

1) Bao G, Hu B, Li P, et al. Analysis of time-domain Maxwell’s equations in biperiodic structures. Preprint
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2.1 弹性波方程

如图 1 所示, 首先给出问题的几何图形. 定义 x = (x̂, x3) ∈ R3, 其中 x̂ = (x1, x2) ∈ R2. 令

R = {x ∈ R3 : x̂ ∈ (0,Λ1)× (0,Λ2), x3 ∈ R},

其中 Λj > 0 (j = 1, 2) 是 xj 方向的周期. 令

Ωh = {x ∈ R3 : x̂ ∈ (0,Λ1)× (0,Λ2), h2 < x3 < h1},

此区域可能充有不均匀介质, 其中 hj (j = 1, 2) 为常数. 假设

Ω1 = {x ∈ R3 : x̂ ∈ (0,Λ1)× (0,Λ2), x3 > h1},

Ω2 = {x ∈ R3 : x̂ ∈ (0,Λ1)× (0,Λ2), x3 < h2}

分别充满均匀介质.

考虑如下时域弹性波方程:

ρ(x)∂2tu(x, t)−∇ · σ(u(x, t)) = 0, (x, t) ∈ R× R+, (2.1)

其中 u = (u1, u2, u3)
T 是总波场的位移, ρ > 0是弹性介质的密度, Cauchy应力张量 σ(u)由如下 Hook

定律给出:

σ(u) = 2µϵ(u) + λtr(ϵ(u))I, ϵ(u) =
1

2
(∇u+∇uT), (2.2)

这里 µ 和 λ 是 Lamé 参数, I 是 3 阶单位矩阵, ϵ(u) 是应变张量, ∇u 是如下形式的位移梯度张量:

∇u =


∂x1u1 ∂x2u1 ∂x3u1

∂x1u2 ∂x2u2 ∂x3u2

∂x1u3 ∂x2u3 ∂x3u3

 .
将 (2.2) 代入 (2.1) 可得

ρ∂2tu−∇ · [µ(∇u+∇uT)]−∇(λ∇ · u) = 0, (x, t) ∈ R× R+, (2.3)

Ω
1

Ω
2

Ω
h

x
3

(x
1
, x

2
)

x
3
 = h

1

x
3
 = h

2

x
3
 = h

1

^

x
3
 = h

2

^

Ω
h
^

图 1 双周期结构示意图
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其中 Lamé 参数 µ 和 λ 满足 µ > 0 和 µ+ λ > 0. 由于结构是周期性的, 所以, 物理参数 ρ、µ 和 λ 都

是 x̂ 方向以 Λ 为周期的函数. 在 Ωj 中, 由于介质是均匀的, 因此存在常数 ρj、µj 和 λj 使得

ρ(x) = ρj , µ(x) = µj , λ(x) = λj , x ∈ Ωj , j = 1, 2.

假设

ρ(x)

λ(x) + 2µ(x)
> ρ1
λ1 + 2µ1

, x ∈ R, (2.4)

这意味着, 与区域 R 的其他部分相比, 波在 Ω1 中的传播速度更快. 此外, 假设

0 < ρmin 6 ρ(x) 6 ρmax <∞,

0 < µmin 6 µ(x) 6 µmax <∞,

0 < ζmin 6 λ(x) + µ(x) 6 ζmax <∞,

其中 ρmin、ρmax、µmin、µmax、ζmin 和 ζmax 是常数. 为了施加初始条件, 假设全场在 t 6 0 时为 0. 初

始条件为

u |t=0 = ∂tu |t=0 = 0, x ∈ R. (2.5)

令 uinc 是从上方入射的平面波. 显然,

uinc(x, t) = pf(c1t− p · x) 或者 uinc(x, t) = qf(c2t− p · x),

其中 f 是有紧支撑的光滑函数, 在 Ω1 中, c1 = ((λ1 + 2µ1)/ρ1)
1/2 和 c2 = (µ1/ρ1)

1/2 分别是纵波和横

波的传播速度. p = (p1, p2, p3)
T 和 q = (q1, q2, q3)

T 是两个正交向量, 满足

p · q = 0, |p| = |q| = 1.

实际上, 矢量 p 表示传播方向. 纵波分量的极化与传播方向相同, 横波分量的极化与传播方向垂直. 由

于假设平面波是从上面入射, 因此,

p3 ̸= 0, p21 + p22 < 1. (2.6)

假设入射场在开始时是静止的, 并规定初始条件为

uinc |t=0 = ∂tu
inc |t=0 = 0, x ∈ R.

在 R× R+ 中, 当 ρ = ρ1, µ = µ1, λ = λ1 时, 入射场 uinc 满足弹性波方程 (2.3).

2.2 变量替换

注意到入射场 uinc 在 x̂ 方向不是周期的, 但有

uinc(x̂+Λ, x3, t) = pf(c1t− p̂ · (x̂+Λ)− p3x3) = pf(c1t− p̂ ·Λ− p · x)

= pf(c1(t− c−1
1 p̂ ·Λ)− p · x)

= uinc(x̂, x3, t− c−1
1 p̂ ·Λ),
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其中 p̂ = (p1, p2), Λ = (s1Λ1, s2Λ2), sj = 0 或 sj = 1. 由于解的唯一性, 我们假设全场满足相同的性

质, 即

u(x̂+Λ, x3, t) = u(x̂, x3, t− c−1
1 p̂ ·Λ).

令

U(x̂, x3, t) = u(x̂, x3, t+ c−1
1 p̂ · (x̂−Λ)), (2.7)

可得

U(x̂+Λ, x3, t) = u(x̂+Λ, x3, t+ c−1
1 p̂ · x̂)

= u(x̂, x3, t+ c−1
1 p̂ · (x̂−Λ))

= U(x̂, x3, t),

这说明 U 是 x̂ 方向的周期函数. 类似地, 可验证入射场满足

U inc(x̂, x3, t) = uinc(x̂, x3, t+ c−1
1 p̂ · (x̂−Λ))

= pf(c1(t+ c−1
1 p̂ · (x̂−Λ))− p · x)

= pf(c1(t+ c−1
1 p̂ · (x̂−Λ))− p̂ · x̂− p3x3)

= pf(c1t− p̂ ·Λ− p3x3),

上式说明 U inc 不依赖于 x̂, 即入射场是 x̂ 方向的周期函数.

利用变量替换, 可得

∂tu(x̂, x3, t) = ∂tU(x̂, x3, t), ∂2tu(x̂, x3, t) = ∂2tU(x̂, x3, t),

∂xju(x̂, x3, t) = ∂xjU(x̂, x3, t)− c−1
1 pj∂tU(x̂, x3, t), j = 1, 2,

∂x3u(x̂, x3, t) = ∂x3U(x̂, x3, t).

容易证明

∇u(x̂, x3, t) = (∇− c−1
1 p̃∂t)U(x̂, x3, t),

∇ · u(x̂, x3, t) = (∇− c−1
1 p̃∂t) ·U(x̂, x3, t),

其中 p̃ = (p̂, 0)T. 由 (2.6) 可得 |p̃| < 1. 因此, 时域弹性波动方程可归结为: 寻找周期函数 U , 使得

ρ∂2tU(x̂, x3, t)− (∇− c−1
1 p̃∂t) · [µ((∇− c−1

1 p̃∂t)U(x̂, x3, t) + (∇− c−1
1 p̃∂t)U(x̂, x3, t)

T)]

− (∇− c−1
1 p̃∂t)[λ(∇− c−1

1 p̃∂t) ·U(x̂, x3, t)]

= 0, (x, t) ∈ R× R+. (2.8)

当 t 6 0 时, 假设全场和入射场为 0 使得 U = ∂tU = 0, U inc = ∂tU
inc = 0. 假设 p̂ · (x̂ −Λ) 6 0, 则

由 (2.5) 和 (2.7) 可得初始条件

U |t=0 = ∂tU |t=0 = 0, x ∈ R.
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2.3 压缩坐标变换

已知散射场 U s = U − U inc 传播速度有限. 因此, 对任意给定时间 T > 0, 存在充分大 H1 和充

分小 H2, 它们分别满足 H1 ≫ h1 和 H2 ≪ h2, 使得散射场 U s 不能到达表面 ΓHj = {x ∈ R3 : x̂ ∈
(0,Λ1)× (0,Λ2), x3 = Hj}, 因此,

U |ΓH1
= U inc |ΓH1

, U |ΓH2
= 0, t ∈ (0, T ].

选取其他两个常数 ĥj 满足 h1 < ĥ1 ≪ H1, H2 ≪ ĥ2 < h2. 令

Γhj = {x ∈ R3 : x̂ ∈ (0,Λ1)× (0,Λ2), x3 = hj},

Γĥj
= {x ∈ R3 : x̂ ∈ (0,Λ1)× (0,Λ2), x3 = ĥj}.

考虑如下变量替换:

x3 = ψ(x̃3) =


x̃3, x̃3 ∈ (h2, h1),

η1(x̃3), x̃3 ∈ [h1, ĥ1],

η2(x̃3), x̃3 ∈ [ĥ2, h2],

其中

ηj(x̃3) =
h2j(Hj − ĥj) + x̃3[h

2
j + (ĥj − 2hj)Hj ]

(ĥj − x̃3)(Hj − ĥj) + (ĥj − hj)2
, j = 1, 2.

经计算可得

η′j(x̃3) =
(Hj − hj)

2(ĥj − hj)
2

[(ĥj − x̃3)(Hj − ĥj) + (ĥj − hj)2]2
> 0,

以及

ηj(hj) = hj , ηj(ĥj) = Hj , η′j(hj) = 1.

这意味着函数 ψ ∈ C1([ĥ2, ĥ1]). 令

Ωĥ = {x ∈ R3 : x̂ ∈ (0,Λ1)× (0,Λ2), ĥ2 < x3 < ĥ1},

ΩH = {x ∈ R3 : x̂ ∈ (0,Λ1)× (0,Λ2), H2 < x3 < H1}.

显然, 映射 ψ 将区域 Ωh 映射到它自身, 同时将区域 ΩH 压缩到区域 Ωĥ 中.

令

Ũ(x̂, x̃3, t) = U(x̂, ψ(x̃3), t),

则有

∇U = ∇d̃Ũ , ∇ ·U = ∇d̃ · Ũ , ∂tU = ∂tŨ , ∂2tU = ∂2t Ũ ,

其中

∇d̃ =

(
∂x1 , ∂x2 ,

1

ψ′(x̃3)
∂x3

)T

.

由 (2.8) 可知, 散射问题是寻找一个周期函数 Ũ , 使得

ρ∂2t Ũ − (∇d̃ − c−1
1 p̃∂t) · [µ((∇d̃ − c−1

1 p̃∂t)Ũ + (∇d̃ − c−1
1 p̃∂t)Ũ

T)]
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−(∇d̃ − c−1
1 p̃∂t)[λ(∇d̃ − c−1

1 p̃∂t) · Ũ ] = 0, 在 Ωĥ × (0, T ] 内.

初始条件为

Ũ |t=0 = ∂tŨ |t=0 = 0, 在 Ωĥ 内.

边界条件为

Ũ |Γĥ1
= Ũ inc |Γĥ1

, Ũ |Γĥ2
= 0, t ∈ (0, T ],

其中

Ũ inc = U inc(x̂, ψ(x̃3), t) = pf(c1t− p̂ ·Λ− p3ψ(x̃3)).

2.4 初边值问题

定义一个周期函数空间

Hper,0(Ωĥ)
3 = {v ∈ H1(Ωĥ)

3 : v(0, x2, x̃3) = v(Λ1, x2, x̃3),

v(x1, 0, x̃3) = v(x1,Λ2, x̃3),v |Γĥ1
= v |Γĥ2

= 0}.

其范数定义为

∥v∥Hper,0(Ωĥ)
3 = [∥v∥2L2(Ωĥ)

3 + ∥∇d̃ v∥2L2(Ωĥ)
3×3 + ∥∇d̃ · v∥2L2(Ωĥ)

]1/2,

其中

∥∇d̃ v∥L2(Ωĥ)
3×3 =

( 3∑
j=1

∫
Ωĥ

|∇d̃ vj |
2dx

)1/2

.

引理 2.1 对任意函数 v ∈ L2(Ωĥ)
3, 且其满足 ∂tv ∈ L2(Ωĥ)

3, 则有如下不等式成立:

max
t∈[0,T ]

∥v∥2L2(Ωĥ)
3 6 2∥v |t=0∥2L2(Ωĥ)

3 + 2T 2 max
t∈[0,T ]

∥∂tv∥2L2(Ωĥ)
3 .

证明 对于任意的 t ∈ (0, T ], 有

v(x, t) = v(x, 0) +

∫ t

0

∂tv(x, τ)dτ, x ∈ Ωĥ.

由 Cauchy-Schwarz 不等式可得

∥v(·, t)∥L2(Ωĥ)
3 6 ∥v(·, 0)∥L2(Ωĥ)

3 +

∥∥∥∥∫ t

0

∂tv(·, τ)dτ
∥∥∥∥
L2(Ωĥ)

3

6 ∥v(·, 0)∥L2(Ωĥ)
3 + T 1/2

(∫ T

0

∥∂tv(·, t)∥L2(Ωĥ)
3dt

)1/2

, ∀ t ∈ (0, T ].

不等式两边对 t 取最大模即可得证.
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对于给定的 Ũ inc, 在 Ωĥ × (0, T ] 中存在一个紧支撑的 Ũ0, 满足边界条件

Ũ0 |Γĥ1
= Ũ inc |Γĥ1

, Ũ0 |Γĥ2
= 0, t ∈ (0, T ].

记 V = Ũ − Ũ0, 则考虑与原问题等价的如下初边值问题:
ρ∂2tV −∇t

d̃,p̃
· [µ(∇t

d̃,p̃
V +∇t

d̃,p̃
V T)]−∇t

d̃,p̃
[λ∇t

d̃,p̃
· V ] = g1, 在 Ωĥ × (0, T ] 内,

V |t=0 = g2, ∂tV |t=0 = g3, 在 Ωĥ 内,

V |Γĥ1
= V |Γĥ2

= 0, 在 (0, T ] 内,

(2.9)

其中 ∇t
d̃,p̃

= (∇d̃ − c−1
1 p̃∂t), 且 g1 ∈ L2(0, T ;L2(Ωĥ)

3), g2 ∈ H1(Ωĥ)
3, g3 ∈ L2(Ωĥ)

3.

3 适定性分析

本节给出本文的主要结果, 包括散射问题的适定性、稳定性和弱解的先验估计.

3.1 存在性和唯一性

假设 V = V (x̂, x̃3, t) 是问题 (2.9) 的一个光滑解, 定义相关映射 V : [0, T ] → Hper,0(Ωĥ)
3 为

[V(t)](x) := V (x, t), x ∈ Ωĥ, t ∈ [0, T ].

引入映射 g1 : [0, T ] → L2(Ωĥ)
3:

[g1(t)](x) := g1(x, t), x ∈ Ωĥ, t ∈ [0, T ].

在 (2.9) 两边同乘试探函数 Q ∈ Hper,0(Ωĥ)
3, 利用分部积分方法, 可得

(ρV′′,Q) + a[V,Q; t] = (g1,Q), t ∈ [0, T ],

其中

a[V,Q; t] =

∫
Ωĥ

µ(∇t
d̃,p̃

V) : (∇t
d̃,p̃

Q)dx+

∫
Ωĥ

(λ+ µ)(∇t
d̃,p̃

·V)(∇t
d̃,p̃

·Q)dx, (3.1)

A : B = tr(ABT) 是方阵 A 和 B 的 Frobenius 内积. 容易验证 A : B = B : A 及∫
Ωĥ

µ(∇t
d̃,p̃

V) : (∇t
d̃,p̃

V)dx = ∥√µ∇t
d̃,p̃

V∥2L2(Ωĥ)
3×3 ,

其中 (·, ·) 是 L2(Ωĥ)
3 中的内积. 我们寻找一个弱解 V, 它满足在 t ∈ [0, T ] 上几乎处处有 V′′ ∈

H−1
per,0(Ωĥ)

3. 因此, 内积 (·, ·) 也能被理解为定义在 H−1
per,0(Ωĥ)

3 与 H1
per,0(Ωĥ)

3 之间的对偶积 ⟨·, ·⟩.
引理 3.1 对任意的函数 v ∈ Hper,0(Ωĥ)

3,且其满足 ∂tv ∈ L2(Ωĥ)
3,则存在正数 C1 > 0和 C2 > 0

使得

C1(∥∇d̃v∥
2
L2(Ωĥ)

3×3 + ∥∇d̃ · v∥2L2(Ωĥ)
+ ∥∂tv∥2L2(Ωĥ)

3)

6 ∥∇t
d̃,p̃

v∥2L2(Ωĥ)
3×3 + ∥∇t

d̃,p̃
· v∥2L2(Ωĥ)

+ ∥∂tv∥2L2(Ωĥ)
3

6 C2(∥∇d̃v∥
2
L2(Ωĥ)

3×3 + ∥∇d̃ · v∥2L2(Ωĥ)
+ ∥∂tv∥2L2(Ωĥ)

3),

其中 C1 = (max{4, 4c−2
1 + 2})−1 min{ µmin

µmax
, ζmin

ζmax
}, C2 = max{4, 4c−2

1 + 1}max{µmax

µmin
, ζmax

ζmin
}.

1730



中国科学 : 数学 第 49 卷 第 12 期

证明 对任意的函数 v ∈ Hper,0(Ωĥ)
3, 其满足 ∂tv ∈ L2(Ωĥ)

3, 有

∥p̃v∥2L2(Ωĥ)
3×3 =

∫
Ωĥ

( 3∑
j=1

|p̃|2v2j
)
dx = |p̃|2

∫
Ωĥ

( 3∑
j=1

v2j

)
dx 6 ∥v∥2L2(Ωĥ)

3 , (3.2)

∥p̃ · v∥2L2(Ωĥ)
=

∫
Ωĥ

( 2∑
j=1

pjvj

)2

dx 6 |p̃|2
∫
Ωĥ

( 3∑
j=1

v2j

)
dx 6 ∥v∥2L2(Ωĥ)

3 . (3.3)

因此,

a[v,v; t] = ∥√µ∇t
d̃,p̃

v∥2L2(Ωĥ)
3×3 + ∥

√
λ+ µ∇t

d̃,p̃
· v∥2L2(Ωĥ)

=

∫
Ωĥ

µ(∇t
d̃,p̃

v) : (∇t
d̃,p̃

v)dx+

∫
Ωĥ

(λ+ µ)(∇t
d̃,p̃

· v)(∇t
d̃,p̃

· v)dx

=

∫
Ωĥ

µ((∇d̃ − c−1
1 p̃∂t)v) : ((∇d̃ − c−1

1 p̃∂t)v)dx

+

∫
Ωĥ

(λ+ µ)((∇d̃ − c−1
1 p̃∂t) · v)((∇d̃ − c−1

1 p̃∂t) · v)dx

=

∫
Ωĥ

µ(∇d̃v − c−1
1 p̃∂tv) : (∇d̃v − c−1

1 p̃∂tv)dx

+

∫
Ωĥ

(λ+ µ)(∇d̃ · v − c−1
1 p̃ · ∂tv)(∇d̃v − c−1

1 p̃ · ∂tv)dx. (3.4)

接下来, 分别估计 (3.4) 中右端的两项. 利用 (3.2) 和 Cauchy-Schwarz 不等式, 可得

∥√µ∇t
d̃,p̃

v∥2L2(Ωĥ)
3×3 =

∫
Ωĥ

µ(∇d̃v − c−1
1 p̃∂tv) : (∇d̃v − c−1

1 p̃∂tv)dx

=

∫
Ωĥ

µ(∇d̃v) : (∇d̃v)dx+ c−2
1

∫
Ωĥ

µ(p̃∂tv) : (p̃∂tv)dx

− c−1
1

∫
Ωĥ

µ(∇d̃v) : (p̃∂tv)dx− c−1
1

∫
Ωĥ

µ(p̃∂tv) : (∇d̃v)dx

=

∫
Ωĥ

µ(∇d̃v) : (∇d̃v)dx+ c−2
1

∫
Ωĥ

µ(p̃∂tv) : (p̃∂tv)dx

− 2c−1
1

∫
Ωĥ

µ(∇d̃v) : (p̃∂tv)dx

= ∥√µ∇d̃v∥L2(Ωĥ)
3×3 + c−2

1 ∥√µp̃∂tv∥L2(Ωĥ)
3×3

− 2c−1
1

∫
Ωĥ

µ(∇d̃v) : (p̃∂tv)dx

> ∥√µ∇d̃v∥
2
L2(Ωĥ)

3×3 + c−2
1 ∥√µp̃∂tv∥2L2(Ωĥ)

3×3

− 2c−1
1 ∥√µ∇d̃v∥L2(Ωĥ)

3×3∥√µp̃∂tv∥L2(Ωĥ)
3×3

> ∥√µ∇d̃v∥
2
L2(Ωĥ)

3×3 + c−2
1 ∥√µp̃∂tv∥2L2(Ωĥ)

3×3

− 1

2
∥√µ∇d̃v∥

2
L2(Ωĥ)

3×3 − 2c−2
1 ∥√µp̃∂tv∥2L2(Ωĥ)

3×3

=
1

2
∥√µ∇d̃v∥

2
L2(Ωĥ)

3×3 − c−2
1 ∥√µp̃∂tv∥2L2(Ωĥ)

3×3

> 1

2
∥√µ∇d̃v∥

2
L2(Ωĥ)

3×3 − c−2
1 ∥√µ∂tv∥2L2(Ωĥ)

3 ,
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由此得到

∥√µ∇t
d̃,p̃

v∥2L2(Ωĥ)
3×3 + c−2

1 ∥√µ∂tv∥2L2(Ωĥ)
3 > 1

2
∥√µ∇d̃v∥

2
L2(Ωĥ)

3×3 > 1

2
µmin∥∇d̃v∥

2
L2(Ωĥ)

3×3 (3.5)

和

1

2
µmin∥∇d̃v∥

2
L2(Ωĥ)

3×3 +
1

2
µmin∥∂tv∥2L2(Ωĥ)

3

6 µmax∥∇t
d̃,p̃

v∥2L2(Ωĥ)
3×3 +

(
c−2
1 µmax +

1

2
µmin

)
∥∂tv∥2L2(Ωĥ)

3

6 µmax∥∇t
d̃,p̃

v∥2L2(Ωĥ)
3×3 +

(
c−2
1 +

1

2

)
µmax∥∂tv∥2L2(Ωĥ)

3

6 max

{
1, c−2

1 +
1

2

}
µmax(∥∇t

d̃,p̃
v∥2L2(Ωĥ)

3×3 + ∥∂tv∥2L2(Ωĥ)
3)

6 max

{
1, c−2

1 +
1

2

}
µmax(2∥∇t

d̃,p̃
v∥2L2(Ωĥ)

3×3 + ∥∂tv∥2L2(Ωĥ)
3). (3.6)

另一方面, 由 (3.2) 和 Cauchy-Schwarz 不等式, 可得

µmin∥∇t
d̃,p̃

v∥2L2(Ωĥ)
3×3 6 ∥√µ∇t

d̃,p̃
v∥2L2(Ωĥ)

3×3

6 2∥√µ∇d̃v∥
2
L2(Ωĥ)

3×3 + 2c−2
1 ∥√µp̃∂tv∥2L2(Ωĥ)

3×3

6 2µmax∥∇d̃v∥
2
L2(Ωĥ)

3×3 + 2c−2
1 µmax∥∂tv∥2L2(Ωĥ)

3 ,

由此可得

2∥∇t
d̃,p̃

v∥2L2(Ωĥ)
3×3 + ∥∂tv∥2L2(Ωĥ)

3

6 1

µmin
(4µmax∥∇d̃v∥

2
L2(Ωĥ)

3×3 + (4c−2
1 µmax + µmin)∥∂tv∥2L2(Ωĥ)

3)

6 1

µmin
(4µmax∥∇d̃v∥

2
L2(Ωĥ)

3×3 + (4c−2
1 µmax + µmax)∥∂tv∥2L2(Ωĥ)

3)

6 µmax

µmin
max{4, 4c−2

1 + 1}(∥∇d̃v∥
2
L2(Ωĥ)

3×3 + ∥∂tv∥2L2(Ωĥ)
3). (3.7)

由 (3.6) 和 (3.7), 可得

µmin

µmax
(max{2, 2c−2

1 + 1})−1(∥∇d̃v∥
2
L2(Ωĥ)

3×3 + ∥∂tv∥2L2(Ωĥ)
3)

6 2∥∇t
d̃,p̃

v∥2L2(Ωĥ)
3×3 + ∥∂tv∥2L2(Ωĥ)

3

6 µmax

µmin
max{4, 4c−2

1 + 1}(∥∇d̃v∥
2
L2(Ωĥ)

3×3 + ∥∂tv∥2L2(Ωĥ)
3). (3.8)

类似地, 根据 (3.3) 和 Cauchy-Schwarz 不等式, 可得

∥
√
λ+ µ∇t

d̃,p̃
· v∥2L2(Ωĥ)

+ c−2
1 ∥

√
λ+ µ∂tv∥2L2(Ωĥ)

3

> 1

2
∥
√
λ+ µ∇d̃ · v∥2L2(Ωĥ)

> 1

2
ζmin∥∇d̃ · v∥2L2(Ωĥ)

.
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由此得到

1

2
ζmin∥∇d̃ · v∥2L2(Ωĥ)

6 ∥
√
λ+ µ∇t

d̃,p̃
· v∥2L2(Ωĥ)

+ c−2
1 ∥

√
λ+ µ∂tv∥2L2(Ωĥ)

3

6 max{1, c−2
1 }ζmax(∥∇t

d̃,p̃
· v∥2L2(Ωĥ)

+ ∥∂tv∥2L2(Ωĥ)
3)

6 max{1, c−2
1 }ζmax(2∥∇t

d̃,p̃
· v∥2L2(Ωĥ)

+ ∥∂tv∥2L2(Ωĥ)
3). (3.9)

另一方面, 由 (3.3) 和 Cauchy-Schwarz 不等式, 可得

ζmin∥∇t
d̃,p̃

· v∥2L2(Ωĥ)
6 ∥

√
λ+ µ∇t

d̃,p̃
· v∥2L2(Ωĥ)

6 2∥
√
λ+ µ∇d̃ · v∥2L2(Ωĥ)

+ 2c−2
1 ∥

√
λ+ µp̃ · ∂tv∥2L2(Ωĥ)

6 2∥
√
λ+ µ∇d̃ · v∥2L2(Ωĥ)

+ 2c−2
1 ∥

√
λ+ µ∂tv∥2L2(Ωĥ)

3

6 2ζmax∥∇d̃ · v∥L2(Ωĥ)
+ 2c−2

1 ζmax∥∂tv∥2L2(Ωĥ)
3 , (3.10)

以及

2∥∇t
d̃,p̃

· v∥2L2(Ωĥ)
+ ∥∂tv∥2L2(Ωĥ)

3 6 4ζmax

ζmin
∥∇d̃ · v∥2L2(Ωĥ)

+

(
4c−2

1 ζmax

ζmin
+ 1

)
∥∂tv∥2L2(Ωĥ)

3

6 4ζmax

ζmin
∥∇d̃ · v∥2L2(Ωĥ)

+

(
4c−2

1 ζmax

ζmin
+
ζmax

ζmin

)
∥∂tv∥2L2(Ωĥ)

3

6 ζmax

ζmin
max{4, 4c−2

1 + 1}(∥∇d̃ · v∥2L2(Ωĥ)
+ ∥∂tv∥2L2(Ωĥ)

3). (3.11)

结合 (3.9) 和 (3.11), 可得

ζmin

ζmax
(max{2, 2c−2

1 })−1(∥∇d̃ · v∥2L2(Ωĥ)
+ ∥∂tv∥2L2(Ωĥ)

3)

6 2∥∇t
d̃,p̃

· v∥2L2(Ωĥ)
+ ∥∂tv∥2L2(Ωĥ)

3

6 ζmax

ζmin
max{4, 4c−2

1 + 1}(∥∇d̃ · v∥2L2(Ωĥ)
+ ∥∂tv∥2L2(Ωĥ)

3). (3.12)

再由 (3.8) 和 (3.12), 可得

µmin

µmax
(max{2, 2c−2

1 + 1})−1(∥∇d̃v∥
2
L2(Ωĥ)

3×3 + ∥∂tv∥2L2(Ωĥ)
3)

+
ζmin

ζmax
(max{2, 2c−2

1 })−1(∥∇d̃ · v∥2L2(Ωĥ)
+ ∥∂tv∥2L2(Ωĥ)

3)

6 2∥∇t
d̃,p̃

v∥2L2(Ωĥ)
3×3 + 2∥∇t

d̃,p̃
· v∥2L2(Ωĥ)

+ 2∥∂tv∥2L2(Ωĥ)
3

6 µmax

µmin
max{4, 4c−2

1 + 1}(∥∇d̃v∥
2
L2(Ωĥ)

3×3 + ∥∂tv∥2L2(Ωĥ)
3)

+
ζmax

ζmin
max{4, 4c−2

1 + 1}(∥∇d̃ · v∥2L2(Ωĥ)
+ ∥∂tv∥2L2(Ωĥ)

3).

因此,

(max{4, 4c−2
1 + 2})−1 min

{
µmin

µmax
,
ζmin

ζmax

}
(∥∇d̃v∥

2
L2(Ωĥ)

3×3 + ∥∇d̃ · v∥2L2(Ωĥ)
+ ∥∂tv∥2L2(Ωĥ)

3)

6 ∥∇t
d̃,p̃

v∥2L2(Ωĥ)
3×3 + ∥∇t

d̃,p̃
· v∥2L2(Ωĥ)

+ ∥∂tv∥2L2(Ωĥ)
3
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6 max{4, 4c−2
1 + 1}max

{
µmax

µmin
,
ζmax

ζmin

}
(∥∇d̃v∥

2
L2(Ωĥ)

3×3 + ∥∇d̃ · v∥2L2(Ωĥ)
+ ∥∂tv∥2L2(Ωĥ)

3).

证毕.

定义 3.1 函数V ∈ L2[0, T ;Hper,0(Ωĥ)
3],且V′ ∈ L2[0, T ;L2(Ωĥ)

3]和V′′ ∈ L2[0, T ;H−1
per,0(Ωĥ)

3],

如果其满足

(i) (ρV′′,Q) + a[V,Q; t] = (g1,Q), ∀Q ∈ Hper,0(Ωĥ)
3, a.e. t ∈ [0, T ];

(ii) V(0) = g2, V
′(0) = g3,

则称该函数为初始边值问题 (2.9) 的一个弱解.

接下来, 采用 Galerkin 方法, 通过求解有限维近似, 构造初边值问题 (2.9) 的弱解. 关于一般二

阶微分方程弱解的构造方法, 可参见文献 [38]. 该方法首先是选择光滑函数 ξk = ξk(x), k ∈ N, 要求
{ξk}∞k=1 是 Hper,0(Ωĥ)

3 的一个正交基, 以及 {ξk}∞k=1 是 L2(Ωĥ)
3 的一个正交基. 对于正整数 m, 令

Vm(t) :=
m∑

k=1

vkm(t)ξk, (3.13)

其中, 对所有的 k = 1, . . . ,m, t ∈ [0, T ], 系数 vkm(t) 满足

vkm(0) = (g2, ξk),
dvkm
dt

∣∣∣∣
t=0

= (g3, ξk) (3.14)

和

(ρV′′
m, ρ

−1ξk) + a[Vm, ρ
−1ξk; t] = (g1, ρ

−1ξk). (3.15)

定理 3.1 对每一个 m ∈ N, 存在唯一函数 Vm, 其形式为 (3.13), 并且满足 (3.14) 和 (3.15).

证明 因为 {ξk}∞k=1 是 Hper,0(Ωĥ)
3 的一个正交基, 由 (3.13), 可得

(ρV′′
m(t), ρ−1ξk) =

m∑
l=1

{∫
Ωĥ

ξl · ξkdx
}
d2vlm(t)

dt2
=
d2vkm(t)

dt2
. (3.16)

再由 (3.1), 可得

a[Vm, ρ
−1ξk; t] =

∫
Ωĥ

µ(∇t
d̃,p̃

Vm) : (∇t
d̃,p̃

(ρ−1ξk))dx+

∫
Ωĥ

(λ+ µ)(∇t
d̃,p̃

·Vm)(∇t
d̃,p̃

· (ρ−1ξk))dx

=

∫
Ωĥ

µ[(∇d̃ − c−1
1 p̃∂t)Vm] : [(∇d̃ − c−1

1 p̃∂t)(ρ
−1ξk)]dx

+

∫
Ωĥ

(λ+ µ)[(∇d̃ − c1−1p̃∂t) ·Vm][(∇d̃ − c−1
1 p̃∂t) · (ρ−1ξk)]dx

=
m∑
l=1

∫
Ωĥ

µ

(
vlm(t)(∇d̃ξl)− c−1

1

dvlm(t)

dt
(p̃ξl)

)
: (∇d̃(ρ

−1ξk))dx

+

m∑
l=1

∫
Ωĥ

(λ+ µ)

(
vlm(t)(∇d̃ · ξl)− c−1

1

dvlm(t)

dt
(p̃ · ξl)

)
(∇d̃ · (ρ−1ξk))dx

=
m∑
l=1

{
− c−1

1

∫
Ωĥ

(µ(p̃ξl) : (∇d̃(ρ
−1ξk)) + (λ+ µ)(p̃ · ξl)(∇d̃ · (ρ−1ξk)))dx

}
dvlm(t)

dt
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+

m∑
l=1

{∫
Ωĥ

(µ(∇d̃ξl) : (∇d̃(ρ
−1ξk)) + (λ+ µ)(∇d̃ · ξl)(∇d̃ · (ρ−1ξk)))dx

}
vlm(t)

=
m∑
l=1

blk
dvlm(t)

dt
+

m∑
l=1

clkv
l
m(t),

其中

blk = −c−1
1

∫
Ωĥ

(µ(p̃ξl) : (∇d̃(ρ
−1ξk)) + (λ+ µ)(p̃ · ξl)(∇d̃ · (ρ−1ξk)))dx,

clk =

∫
Ωĥ

(µ(∇d̃ξl) : (∇d̃(ρ
−1ξk)) + (λ+ µ)(∇d̃ · ξl)(∇d̃ · (ρ−1ξk)))dx.

记

gk(t) = (g1, ρ
−1ξk), k = 1, . . . ,m. (3.17)

将 (3.16) 和 (3.17) 代入 (3.15), 可得常微分方程线性系统的如下矩阵形式:

d2vm(t)

dt2
+B

dvm(t)

dt
+Cvm(t) = g(t), t ∈ [0, T ], (3.18)

其中

vm(t) = (v1m(t), . . . , vmm(t))T, g(t) = (g1(t), . . . , gm(t))T, B = [blk]m×m, C = [clk]m×m

满足初始条件 (3.14). 根据常微分方程的标准理论可知, 对 t ∈ [0, T ], 存在唯一的 C2 函数 vm(t) 满

足 (3.18) 和 (3.14).

定理 3.2 存在一个仅依赖于 Ω、T 和问题 (2.9) 参数的正常数 C, 使得

max
t∈[0,T ]

(∥Vm(t)∥2Hper,0(Ωĥ)
3 + ∥V′

m(t)∥2L2(Ωĥ)
3) + ∥V′′

m(t)∥2
L2[0,T ;H−1

per,0(Ωĥ)
3]

6 C(∥g1∥2L2[0,T ;L2(Ωĥ)
3] + ∥g2∥2Hper,0(Ωĥ)

3 + ∥g3∥2L2(Ωĥ)
3), m = 1, 2, . . .

证明 对任意 Vm ∈ Hper,0(Ωĥ)
3, 其中 V′

m ∈ L2(Ωĥ)
3 , 有

(ρV′′
m,V

′
m) + a[Vm,V

′
m; t] = (g1,V

′
m), a.e. t ∈ [0, T ]. (3.19)

观察得

(ρV′′
m,V

′
m) =

d

dt

(
1

2
∥√ρV′

m∥2L2(Ωĥ)
3

)
(3.20)

和

a[Vm,V
′
m; t] =

∫
Ωĥ

µ(∇t
d̃,p̃

Vm) : (∇t
d̃,p̃

V′
m)dx+

∫
Ωĥ

(λ+ µ)(∇t
d̃,p̃

·Vm)(∇t
d̃,p̃

·V′
m)dx

=
d

dt

(
1

2
a[Vm,Vm; t]

)
=

1

2

d

dt
(∥√µ∇t

d̃,p̃
Vm∥2L2(Ωĥ)

3×3 + ∥
√
λ+ µ∇t

d̃,p̃
·Vm∥2L2(Ωĥ)

). (3.21)
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结合 (3.19)–(3.21), 并利用 Cauchy-Schwarz 不等式, 可得

min{ρmin, µmin, ζmin}
d

dt
(∥V′

m∥2L2(Ωĥ)
3 + ∥∇t

d̃,p̃
Vm∥2L2(Ωĥ)

3×3 + ∥∇t
d̃,p̃

·Vm∥2L2(Ωĥ)
)

6 d

dt
(∥√ρV′

m∥2L2(Ωĥ)
3 + ∥√µ∇t

d̃,p̃
Vm∥2L2(Ωĥ)

3×3 + ∥
√
λ+ µ∇t

d̃,p̃
·Vm∥2L2(Ωĥ)

)

= 2(g1,V
′
m) 6 2|(g1,V

′
m)| 6 ∥V′

m∥2L2(Ωĥ)
3 + ∥g1∥2L2(Ωĥ)

3

6 ∥V′
m∥2L2(Ωĥ)

3 + ∥∇t
d̃,p̃

Vm∥2L2(Ωĥ)
3×3 + ∥∇t

d̃,p̃
·Vm∥2L2(Ωĥ)

+ ∥g1∥2L2(Ωĥ)
3 . (3.22)

令

α(t) = ∥V′
m∥2L2(Ωĥ)

3 + ∥∇t
d̃,p̃

Vm∥2L2(Ωĥ)
3×3 + ∥∇t

d̃,p̃
·Vm∥2L2(Ωĥ)

, δ(t) = ∥g1∥2L2(Ωĥ)
3 ,

则 (3.22) 意味着

α′(t) 6 C3α(t) + C3δ(t), t ∈ [0, T ],

其中 C3 = (min{ρmin, µmin, ζmin})−1. 应用 Gronwall 不等式, 可得

α(t) 6 eC3t

(
α(0) + C3

∫ t

0

δ(s)ds

)
6 eC3T

(
α(0) + C3

∫ T

0

∥g1∥2L2(Ωĥ)
3dt

)
= eC3T (α(0) + C3∥g1∥2L2[0,T ;L2(Ωĥ)

3]), t ∈ [0, T ]. (3.23)

由引理 3.1, 可得

α(0) = ∥V′
m |t=0∥2L2(Ωĥ)

3 + ∥∇t
d̃,p̃

Vm |t=0∥2L2(Ωĥ)
3×3 + ∥∇t

d̃,p̃
·Vm |t=0∥2L2(Ωĥ)

6 C2(∥V′
m |t=0∥2L2(Ωĥ)

3 + ∥∇d̃Vm |t=0∥2L2(Ωĥ)
3×3 + ∥∇d̃ ·Vm |t=0∥2L2(Ωĥ)

)

= C2(∥g3∥2L2(Ωĥ)
3 + ∥∇d̃g2∥

2
L2(Ωĥ)

3×3 + ∥∇d̃ · g2∥2L2(Ωĥ)
), (3.24)

其中 C2 = max{4, 4c−2
1 + 1}max{µmax

µmin
, ζmax

ζmin
}. 结合 (3.23) 和 (3.24), 可得

α(t) = ∥V′
m∥2L2(Ωĥ)

3 + ∥∇t
d̃,p̃

Vm∥2L2(Ωĥ)
3×3 + ∥∇t

d̃,p̃
·Vm∥2L2(Ωĥ)

6 C4(∥g1∥2L2[0,T ;L2(Ωĥ)
3] + ∥∇d̃g2∥

2
L2(Ωĥ)

3×3 + ∥∇d̃ · g2∥2L2(Ωĥ)
+ ∥g3∥2L2(Ωĥ)

3), (3.25)

其中 C4 = eC3T max{C2, C3}.
另一方面, 由引理 3.1 可得

α(t) = ∥V′
m∥2L2(Ωĥ)

3 + ∥∇t
d̃,p̃

Vm∥2L2(Ωĥ)
3×3 + ∥∇t

d̃,p̃
·Vm∥2L2(Ωĥ)

> C1(∥V′
m∥2L2(Ωĥ)

3 + ∥∇d̃Vm∥2L2(Ωĥ)
3×3 + ∥∇d̃ ·Vm∥2L2(Ωĥ)

). (3.26)

注意到 t ∈ [0, T ] 是任意的, 结合 (3.25) 和 (3.26), 可得

max
t∈[0,T ]

{∥V′
m∥2L2(Ωĥ)

3 + ∥∇d̃Vm∥2L2(Ωĥ)
3×3 + ∥∇d̃ ·Vm∥2L2(Ωĥ)

}

6 C(∥g1∥2L2[0,T ;L2(Ωĥ)
3] + ∥∇d̃g2∥

2
L2(Ωĥ)

3×3 + ∥∇d̃ · g2∥2L2(Ωĥ)
+ ∥g3∥2L2(Ωĥ)

3). (3.27)
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由 (3.27) 和引理 2.1, 可得

max
t∈[0,T ]

{∥V′
m∥2L2(Ωĥ)

3 + ∥Vm∥2Hper,0(Ωĥ)
3}

= max
t∈[0,T ]

{∥V′
m∥2L2(Ωĥ)

3 + ∥Vm∥2L2(Ωĥ)
3 + ∥∇d̃Vm∥2L2(Ωĥ)

3×3 + ∥∇d̃ ·Vm∥2L2(Ωĥ)
}

6 C(∥g1∥2L2[0,T ;L2(Ωĥ)
3] + ∥∇d̃g2∥

2
L2(Ωĥ)

3×3 + ∥∇d̃ · g2∥2L2(Ωĥ)
+ ∥g3∥2L2(Ωĥ)

3)

+ max
t∈[0,T ]

{∥Vm∥2L2(Ωĥ)
3}

6 C(∥g1∥2L2[0,T ;L2(Ωĥ)
3] + ∥∇d̃g2∥

2
L2(Ωĥ)

3×3 + ∥∇d̃ · g2∥2L2(Ωĥ)
+ ∥g3∥2L2(Ωĥ)

3)

+ 2∥g2∥2L2(Ωĥ)
3 + 2T 2 max

t∈[0,T ]
∥V′

m∥2L2(Ωĥ)
3

6 C(∥g1∥2L2[0,T ;L2(Ωĥ)
3] + ∥g2∥2L2(Ωĥ)

3 + ∥∇d̃g2∥
2
L2(Ωĥ)

3×3 + ∥∇d̃ · g2∥2L2(Ωĥ)
+ ∥g3∥2L2(Ωĥ)

3)

= C(∥g1∥2L2[0,T ;L2(Ωĥ)
3] + ∥g2∥2Hper,0(Ωĥ)

3 + ∥g3∥2L2(Ωĥ)
3). (3.28)

对任意的 v ∈ Hper,0(Ωĥ)
3, 其满足 ∥v∥Hper,0(Ωĥ)

3 6 1, 令 v = v1 + v2, 其中 v1 ∈ span{ξ1, . . . , ξm},
(v2, ξk) = 0, k = 1, . . . ,m. 因此, 有 (v1,v2) = 0 和

∥v1∥2Hper,0(Ωĥ)
3 = ∥v∥2Hper,0(Ωĥ)

3 − ∥v2∥2Hper,0(Ωĥ)
3 6 1.

由 (3.13) 和 (3.15), 可得

⟨V′′
m,v⟩ = (V′′

m,v1) + (V′′
m,v2) = (V′′

m,v1),

以及

(ρV′′
m,v1) = (g1,v1)− a[Vm,v1; t],

从而可得

ρmin|⟨V′′
m,v⟩| = ρmin|⟨V′′

m,v1⟩| = |⟨ρminV
′′
m,v1⟩|

6 |⟨ρV′′
m,v1⟩| = |(g1,v1)− a[Vm,v1; t]|

6 |(g1,v1)|+ |a[Vm,v1; t]|

6 ∥g1∥L2(Ωĥ)
3∥v1∥L2(Ωĥ)

3 + µmax∥∇t
d̃,p̃

Vm∥L2(Ωĥ)
3×3∥∇t

d̃,p̃
v1∥L2(Ωĥ)

3×3

+ ζmax∥∇t
d̃,p̃

·Vm∥L2(Ωĥ)
∥∇t

d̃,p̃
· v1∥L2(Ωĥ)

6 max{1, µmax, ζmax}(∥g1∥L2(Ωĥ)
3 + ∥∇t

d̃,p̃
Vm∥L2(Ωĥ)

3×3 + ∥∇t
d̃,p̃

·Vm∥L2(Ωĥ)
). (3.29)

因此, 由 (3.25) 和 (3.29), 可得∫ T

0

∥V′′
m∥2

H−1
per,0(Ωĥ)

3dt =

∫ T

0

sup
∥v1∥Hper,0(Ω

ĥ
)3=1

|⟨V′′
m, v⟩|2dt

6 C(∥g1∥2L2[0,T ;L2(Ωĥ)
3] + ∥∇d̃g2∥

2
L2(Ωĥ)

3×3 + ∥∇d̃ · g2∥2L2(Ωĥ)

+ ∥g3∥2L2(Ωĥ)
3). (3.30)

结合 (3.28) 和 (3.30), 即可得定理.
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定理 3.3 初边值问题 (2.9) 存在一个弱解.

证明 从定理 3.2 中的能量估计可以看出

{Vm}∞m=1 在 L2[0, T ;Hper,0(Ωĥ)
3] 有界,

{V′
m}∞m=1 在 L2[0, T ;L2(Ωĥ)

3] 有界,

{V′′
m}∞m=1 在 L2[0, T ;H−1

per,0(Ωĥ)
3] 有界.

因此, 存在一个子序列 {Vm}∞m=1 和 V ∈ L2[0, T ;Hper,0(Ωĥ)
3], 其满足 V′ ∈ L2[0, T ;L2(Ωĥ)

3] 和 V′′

∈ L2[0, T ;H−1
per,0(Ωĥ)

3], 使得
Vm ⇀ V, 弱收敛于 L2[0, T ;Hper,0(Ωĥ)

3],

V′
m ⇀ V′, 弱收敛于 L2[0, T ;L2(Ωĥ)

3],

V′′
m ⇀ V′′, 弱收敛于 L2[0, T ;H−1

per,0(Ωĥ)
3].

(3.31)

接下来, 固定一个整数 N , 并选择一个函数 v ∈ C1([0, T ];Hper,0(Ωĥ)
3) , 其形式为

v(t) =
N∑

k=1

vk(t)ξk, (3.32)

其中 vk (k = 1, . . . , N) 是光滑函数. 选择 m > N , 则有∫ T

0

(⟨ρV′′
m,v⟩+ a[Vm,v; t])dt =

∫ T

0

(g1,v)dt. (3.33)

利用 (3.31), 并在 (3.33) 中取极限 m→ ∞, 得到∫ T

0

(⟨ρV′′,v⟩+ a[V,v; t])dt =

∫ T

0

(g1,v)dt. (3.34)

因为具有形式 (3.32) 的函数在空间中是稠密的, 所以, 上式对任意的函数 v ∈ L2[0, T ;Hper,0(Ωĥ)
3] 均

成立. 由 (3.34), 可得

⟨ρV′′,v⟩+ a[V,v; t] = (g1,v), ∀v ∈ Hper,0(Ωĥ), a.e. t ∈ [0, T ],

以及

V ∈ C([0, T ];Hper,0(Ωĥ)
3), V′ ∈ C([0, T ];L2(Ωĥ)

3).

接下来证明

V |t=0 = g2, V′ |t=0 = g3. (3.35)

选择任意函数 v ∈ C2([0, T ];Hper,0(Ωĥ)
3), 其中 v(T ) = v′(T ) = 0. 在 (3.34) 中, 关于 t 采用两次分部

积分, 得到 ∫ T

0

((ρv′′,V) + a[V,v; t])dt =

∫ T

0

(g1,v)dt− (ρV(0),v′(0)) + (ρV′(0),v(0)). (3.36)
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类似地, 由 (3.33), 有∫ T

0

((ρv′′,Vm) + a[Vm,v; t])dt =

∫ T

0

(g1,v)dt− (ρVm(0),v′(0)) + (ρV′
m(0),v(0)). (3.37)

在 (3.37) 中取极限 m→ ∞, 利用 (3.14) 和 (3.31) 得到∫ T

0

((ρv′′,V) + a[V,v; t])dt =

∫ T

0

(g1,v)dt− (ρg2,v
′(0)) + (ρg3,v(0)). (3.38)

比较 (3.36) 和 (3.38), 因为 v(0) 和 v′(0) 是任意的, 所以可得 (3.35). 因此, V 是初边值问题 (2.9) 的

一个弱解.

定理 3.4 初边值问题 (2.9) 具有唯一弱解.

证明 如果 g1 = g2 = g3 = 0, 则只需证明 V = 0. 固定 0 6 s 6 T , 令

v(t) :=


∫ s

t

V(τ)dτ, 如果 0 6 t 6 s,

0, 如果 s 6 t 6 T,

则对每个 t ∈ [0, T ] 都有 v(t) ∈ Hper,0(Ωĥ)
3, 并且满足∫ s

0

(⟨ρV′′,v⟩+ a[V,v; t])dt = 0.

因为 V′(0) = v(s) = 0, 由分部积分法, 可得∫ s

0

(−(ρV′,v′) + a[V,v; t])dt = 0. (3.39)

很容易注意到 v′(t) = −V(t), 0 6 t 6 s, 由 (3.39), 有

0 =

∫ s

0

((ρV′,V)− a[v′,v; t])dt =
1

2

∫ s

0

d

dt
(∥√ρV∥2L2(Ωĥ)

3 − a[v,v; t])dt.

从而, ∫ s

0

d

dt
(∥√ρV∥2L2(Ωĥ)

3 − a[v,v; t])dt = 0.

由此可得

∥√ρV(s)∥2L2(Ωĥ)
3 + a[v(0),v(0); t] = 0, s ∈ [0, T ]. (3.40)

因为 a[v(0),v(0); t] > 0, 所以, 由 (3.40) 可得 V = 0. 证毕.

3.2 稳定性分析

本小节给出初边值问题 (2.9) 唯一弱解的稳定性估计, 并给出一个与时间有显式依赖关系的先验

估计.

定理 3.5 令 V 是初边值问题 (2.9) 的唯一弱解. 给定 g1 ∈ L1[0, T ;L2(Ωĥ)
3], g2 ∈ Hper,0(Ωĥ)

3,

g3 ∈ L2(Ωĥ)
3, 则存在一个正数 C, 使得

max
t∈[0,T ]

(∥∂tV (·, t)∥2L2(Ωĥ)
3 + ∥∇d̃V (·, t)∥2L2(Ωĥ)

3×3 + ∥∇d̃ · V (·, t)∥2L2(Ωĥ)
)

6 C(∥g1∥2L1[0,T ;L2(Ωĥ)
3] + ∥∇d̃g2∥

2
L2(Ωĥ)

3×3 + ∥∇d̃ · g2∥2L2(Ωĥ)
+ ∥g3∥2L2(Ωĥ)

3).
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证明 因初边值问题 (2.9)有唯一弱解 V (x, t) ∈ L2[0, T ;Hper,0(Ωĥ)
3]∩H1[0, T ;L2(Ωĥ)

3],对任意

的 t ∈ [0, T ], 考虑如下能量函数:

E(t) = ∥√ρ∂tV ∥2L2(Ωĥ)
3 + a[V ,V ; t]

= ∥√ρ∂tV (·, t)∥2L2(Ωĥ)
3 + ∥√µ∇t

d̃,p̃
V (·, t)∥2L2(Ωĥ)

3×3 + ∥
√
λ+ µ∇t

d̃,p̃
· V (·, t)∥2L2(Ωĥ)

.

一方面, 通过计算可得∫ t

0

E′(τ)dτ = E(t)− E(0)

= (∥√ρ∂tV (·, t)∥2L2(Ωĥ)
3 + ∥√µ∇t

d̃,p̃
V (·, t)∥2L2(Ωĥ)

3×3 + ∥
√
λ+ µ∇t

d̃,p̃
· V (·, t)∥2L2(Ωĥ)

)

− (∥√ρ∂tV (·, t) |t=0∥2L2(Ωĥ)
3 + ∥√µ∇t

d̃,p̃
V (·, t) |t=0∥2L2(Ωĥ)

3×3)

− ∥
√
λ+ µ∇t

d̃,p̃
· V (·, t) |t=0∥2L2(Ωĥ)

= (∥√ρ∂tV (·, t)∥2L2(Ωĥ)
3 + ∥√µ∇t

d̃,p̃
V (·, t)∥2L2(Ωĥ)

3×3 + ∥
√
λ+ µ∇t

d̃,p̃
· V (·, t)∥2L2(Ωĥ)

)

− (∥√ρ∂tV (·, t) |t=0∥2L2(Ωĥ)
3 + ∥√µ(∇d̃V (·, t) |t=0 − c−1

1 p̃∂tV (·, t) |t=0)∥2L2(Ωĥ)
3×3)

− ∥
√
λ+ µ(∇d̃ · V (·, t) |t=0 − c−1

1 p̃ · ∂tV (·, t) |t=0)∥2L2(Ωĥ)

= (∥√ρ∂tV (·, t)∥2L2(Ωĥ)
3 + ∥√µ∇t

d̃,p̃
V (·, t)∥2L2(Ωĥ)

3×3 + ∥
√
λ+ µ∇t

d̃,p̃
· V (·, t)∥2L2(Ωĥ)

)

− (∥√ρg3∥2L2(Ωĥ)
3 + ∥√µ(∇d̃g2 − c−1

1 p̃g3)∥2L2(Ωĥ)
3×3)

− ∥
√
λ+ µ(∇d̃ · g2 − c−1

1 p̃ · g3)∥2L2(Ωĥ)
. (3.41)

另一方面, 由 (2.9) 和分部积分法, 可得∫ t

0

E′(τ)dτ = 2

∫ t

0

∫
Ωĥ

ρ∂2tV · ∂tV dxdt

+ 2

∫ t

0

∫
Ωĥ

[µ(∇t
d̃,p̃

V ) : (∇t
d̃,p̃
∂tV ) + (λ+ µ)(∇t

d̃,p̃
· V )(∇t

d̃,p̃
· ∂tV )]dxdt

= 2

∫ t

0

∫
Ωĥ

ρ∂2tV · ∂tV dxdt− 2

∫ t

0

∫
Ωĥ

[∇t
d̃,p̃

· (µ(∇t
d̃,p̃

V +∇t
d̃,p̃

V T))] · ∂tV dxdt

− 2

∫ t

0

∫
Ωĥ

[∇t
d̃,p̃

(λ(∇t
d̃,p̃

· V ))] · ∂tV dxdt

= 2

∫ t

0

∫
Ωĥ

[ρ∂2tV −∇t
d̃,p̃

· (µ(∇t
d̃,p̃

V +∇t
d̃,p̃

V T))−∇t
d̃,p̃

(λ∇t
d̃,p̃

· V )] · ∂tV dxdt

= 2

∫ t

0

∫
Ωĥ

g1 · ∂tV dxdt 6 2

∫ t

0

∥∂tV ∥L2(Ωĥ)
3∥g1∥L2(Ωĥ)

3dt

6 2 max
t∈[0,T ]

{∥∂tV (·, t)∥L2(Ωĥ)
3}∥g1∥L1[0,T ;L2(Ωĥ)

3]. (3.42)

结合 (3.41) 和 (3.42), 并利用 Young 不等式, 可得

∥√ρ∂tV (·, t)∥2L2(Ωĥ)
3 + ∥√µ∇t

d̃,p̃
V (·, t)∥2L2(Ωĥ)

3×3 + ∥
√
λ+ µ∇t

d̃,p̃
· V (·, t)∥2L2(Ωĥ)

6 ∥√ρg3∥2L2(Ωĥ)
3 + ∥√µ(∇d̃g2 − c−1

1 p̃g3)∥2L2(Ωĥ)
3×3
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+ ∥
√
λ+ µ(∇d̃ · g2 − c−1

1 p̃ · g3)∥2L2(Ωĥ)
+ 2 max

t∈[0,T ]
{∥∂tV (·, t)∥L2(Ωĥ)

3}∥g1∥L1[0,T ;L2(Ωĥ)
3]

6 ρmax∥g3∥2L2(Ωĥ)
3 + 2µmax(∥∇d̃g2∥

2
L2(Ωĥ)

3×3 + c−2
1 ∥p̃g3∥2L2(Ωĥ)

3×3)

+ 2ζmax(∥∇d̃ · g2∥2L2(Ωĥ)
+ c−2

1 ∥p̃ · g3∥2L2(Ωĥ)
)

+ 2 max
t∈[0,T ]

{∥∂tV (·, t)∥L2(Ωĥ)
3}∥g1∥L1[0,T ;L2(Ωĥ)

3]

6 ρmax∥g3∥2L2(Ωĥ)
3 + 2µmax(∥∇d̃g2∥

2
L2(Ωĥ)

3×3 + c−2
1 ∥g3∥2L2(Ωĥ)

3)

+ 2ζmax(∥∇d̃ · g2∥2L2(Ωĥ)
+ c−2

1 ∥g3∥2L2(Ωĥ)
3)

+
ρmin

2
max
t∈[0,T ]

{∥∂tV (·, t)∥2L2(Ωĥ)
3}+ 2(ρmin)

−1∥g1∥2L1[0,T ;L2(Ωĥ)
3]

6 2(ρmin)
−1∥g1∥2L1[0,T ;L2(Ωĥ)

3] + 2max{µmax, ζmax}(∥∇d̃g2∥
2
L2(Ωĥ)

3×3 + ∥∇d̃ · g2∥2L2(Ωĥ)
)

+ [ρmax + 2c−2
1 (µmax + ζmax)]∥g3∥2L2(Ωĥ)

3 +
ρmin

2
max
t∈[0,T ]

{∥∂tV (·, t)∥2L2(Ωĥ)
3}. (3.43)

显然,

∥√ρ∂tV (·, t)∥2L2(Ωĥ)
3 + ∥√µ∇t

d̃,p̃
V (·, t)∥2L2(Ωĥ)

3×3 + ∥
√
λ+ µ∇t

d̃,p̃
· V (·, t)∥2L2(Ωĥ)

> ρmin∥∂tV (·, t)∥2L2(Ωĥ)
3 + µmin∥∇t

d̃,p̃
V (·, t)∥2L2(Ωĥ)

3×3 + ζmin∥∇t
d̃,p̃

· V (·, t)∥2L2(Ωĥ)
. (3.44)

由 (3.43)、(3.44) 和引理 3.1, 可得

min

{
ρmin

2
, µmin, ζmin

}
C1 max

t∈[0,T ]
{∥∂tV (·, t)∥2L2(Ωĥ)

3 + ∥∇d̃V (·, t)∥2L2(Ωĥ)
3×3 + ∥∇d̃ · V (·, t)∥2L2(Ωĥ)

}

6 min

{
ρmin

2
, µmin, ζmin

}
max
t∈[0,T ]

{∥∂tV (·, t)∥2L2(Ωĥ)
3 + ∥∇t

d̃,p̃
V (·, t)∥2L2(Ωĥ)

3×3 + ∥∇t
d̃,p̃

· V (·, t)∥2L2(Ωĥ)
}

6 2(ρmin)
−1∥g1∥2L1[0,T ;L2(Ωĥ)

3] + 2max{µmax, ζmax}(∥∇d̃g2∥
2
L2(Ωĥ)

3×3 + ∥∇d̃ · g2∥2L2(Ωĥ)
)

+ [ρmax + 2c−2
1 (µmax + ζmax)]∥g3∥2L2(Ωĥ)

3

6 2max

{
(ρmin)

−1,max{µmax, ζmax},
ρmax

2
+ c−2

1 (µmax + ζmax)

}
× (∥g1∥2L1[0,T ;L2(Ωĥ)

3] + ∥∇d̃g2∥
2
L2(Ωĥ)

3×3 + ∥∇d̃ · g2∥2L2(Ωĥ)
+ ∥g3∥2L2(Ωĥ)

3),

其中 C1 = (max{4, 4c−2
1 + 2})−1 min{ µmin

µmax
, ζmin

ζmax
}. 证毕.

3.3 先验估计

接下来推导弹性波的先验稳定性估计, 该估计对数据具有最小的正则性要求, 并且与时间有明确

的依赖关系. 对 t ∈ [0, T ], 变分问题 (2.9) 为: 找 V ∈ Hper,0(Ωĥ)
3, 使得∫

Ωĥ

ρ∂2tV ·Qdx+

∫
Ωĥ

µ(∇t
d̃,p̃

V ) : (∇t
d̃,p̃

Q)dx+

∫
Ωĥ

(λ+ µ)(∇t
d̃,p̃

· V )(∇t
d̃,p̃

·Q)dx

=

∫
Ωĥ

g1 ·Qdx, ∀Q ∈ Hper,0(Ωĥ)
3. (3.45)
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定理 3.6 令 V 为初边值问题 (2.9) 的唯一弱解. 给定 g1 ∈ L1[0, T ;L2(Ωĥ)
3], g2 ∈ L2(Ωĥ)

3,

g3 ∈ L2(Ωĥ)
3, 则存在正数 K1 和 K2 使得

∥V ∥2L∞[0,T ;L2(Ωĥ)
3] 6 K1(∥g1∥2L1[0,T ;L2(Ωĥ)

3] + ∥g2∥2L2(Ωĥ)
3 + ∥g3∥2L2(Ωĥ)

3)

和

∥V ∥2L2[0,T ;L2(Ωĥ)
3] 6 K2(∥g1∥2L1[0,T ;L2(Ωĥ)

3] + ∥g2∥2L2(Ωĥ)
3 + ∥g3∥2L2(Ωĥ)

3),

其中 K̃1 = [(1− |p̃|2)ρ1(µmin+ζmin)
λ1+2µ1

]−1, K1 = K̃1 max{8T 2K̃1, 2ρmax, 8T
2K̃1ρ

2
max}, K2 = TK1.

证明 令 0 < s < T , 并定义一个辅助函数

Φ(x, t) =

∫ s

t

V (x, τ)dτ, x ∈ Ωĥ, 0 6 t 6 s.

显然,

Φ(x, s) = 0, ∂tΦ(x, t) = −V (x, t). (3.46)

对任意的 Ψ(x, t) ∈ L2[0, s;L2(Ωĥ)
3], 利用分部积分和 (3.46), 可得∫ s

0

Ψ(x, t) ·Φ(x, t)dt =

∫ s

0

(
Ψ(x, t) ·

∫ s

t

V (x, τ)dτ

)
dt

=

∫ s

0

[(∫ t

0

Ψ(x, τ)dτ

)′

·
(∫ s

t

V (x, τ)dτ

)]
dt

=

[(∫ t

0

Ψ(x, τ)dτ

)
·
(∫ s

t

V (x, τ)dτ

)] ∣∣∣∣s
0

−
∫ s

0

[(∫ t

0

Ψ(x, τ)dτ

)
·
(∫ s

t

V (x, τ)dτ

)′]
dt

= −
∫ s

0

[(∫ t

0

Ψ(x, τ)dτ

)
·
(∫ s

t

V (x, τ)dτ

)′]
dt

= −
∫ s

0

[(∫ t

0

Ψ(x, τ)dτ

)
· (−V (x, t))

]
dt

=

∫ s

0

(∫ t

0

Ψ(x, τ)dτ

)
· V (x, t)dt. (3.47)

接下来, 取 (3.45) 中的测试函数 Q = Φ, 从 t = 0 到 t = s 积分得到∫ s

0

(∫
Ωĥ

ρ∂2tV ·Φdx
)
dt+

∫ s

0

(∫
Ωĥ

µ(∇t
d̃,p̃

V ) : (∇t
d̃,p̃

Φ)dx

)
dt

+

∫ s

0

(∫
Ωĥ

(λ+ µ)(∇t
d̃,p̃

· V )(∇t
d̃,p̃

·Φ)dx

)
dt

=

∫ s

0

(∫
Ωĥ

g1 ·Φdx
)
dt. (3.48)

由 (3.46), 可得∫ s

0

(∫
Ωĥ

ρ∂2tV ·Φdx
)
dt =

∫
Ωĥ

ρ

(∫ s

0

∂2tV ·Φdt
)
dx
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=

∫
Ωĥ

ρ

(
∂tV ·Φ

∣∣∣∣s
0

−
∫ s

0

∂tV · ∂tΦdt
)
dx

=

∫
Ωĥ

ρ

(
∂tV (x, s) ·Φ(x, s)− ∂tV (x, 0) ·Φ(x, 0)−

∫ s

0

∂tV · (−V )dt

)
dx

=

∫
Ωĥ

ρ

(∫ s

0

∂tV · V dt− g3(x) ·Φ(x, 0)

)
dx

=

∫
Ωĥ

ρ

(∫ s

0

(
1

2
|V |2

)′

dt− g3(x) ·Φ(x, 0)

)
dx

=

∫
Ωĥ

ρ

(
1

2
|V (x, s)|2 − 1

2
|V (x, 0)|2 − g3(x) ·Φ(x, 0)

)
dx

=
1

2

∫
Ωĥ

|√ρV (x, s)|2dx− 1

2

∫
Ωĥ

|√ρg2(x)|2dx−
∫
Ωĥ

ρg3(x) · Φ(x, 0)dx

=
1

2
∥√ρV (·, s)∥2L2(Ωĥ)

3 −
1

2
∥√ρg2∥2L2(Ωĥ)

3 −
∫
Ωĥ

ρg3(x) ·Φ(x, 0)dx. (3.49)

再由 (3.48) 和 (3.49), 可得

1

2
∥√ρV (·, s)∥2L2(Ωĥ)

3 +

∫ s

0

(∫
Ωĥ

µ(∇t
d̃,p̃

V ) : (∇t
d̃,p̃

Φ)dx

)
dt

+

∫ s

0

(∫
Ωĥ

(λ+ µ)(∇t
d̃,p̃

· V )(∇t
d̃,p̃

·Φ)dx

)
dt

=

∫ s

0

(∫
Ωĥ

g1 ·Φdx
)
dt+

1

2
∥√ρg2∥2L2(Ωĥ)

3 +

∫
Ωĥ

ρg3(x) ·Φ(x, 0)dx. (3.50)

由 (3.46), 可得∫ s

0

(∫
Ωĥ

µ(∇t
d̃,p̃

V ) : (∇t
d̃,p̃

Φ)dx

)
dt

=

∫
Ωĥ

µ

(∫ s

0

(∇d̃V − c−1
1 p̃∂tV ) : (∇d̃Φ− c−1

1 p̃∂tΦ)dt

)
dx

=

∫
Ωĥ

µ

(∫ s

0

(∇d̃V − c−1
1 p̃∂tV ) : (∇d̃Φ+ c−1

1 p̃V )dt

)
dx

=

∫
Ωĥ

µ

(∫ s

0

(∇d̃V ) : (∇d̃Φ)dt

)
dx+ c−1

1

∫
Ωĥ

µ

(∫ s

0

(∇d̃V ) : (p̃V )dt

)
dx

− c−1
1

∫
Ωĥ

µ

(∫ s

0

(p̃∂tV ) : (∇d̃Φ)dt

)
dx− c−2

1

∫
Ωĥ

µ

(∫ s

0

(p̃∂tV ) : (p̃V )dt

)
dx. (3.51)

接下来, 我们分别估计 (3.51) 右端的三项. 根据积分的性质, 可得∫
Ωĥ

µ

(∫ s

0

(∇d̃V ) : (∇d̃Φ)dt

)
dx =

∫
Ωĥ

µ

(∫ s

0

∫ s

t

(∇d̃V (x, t)) : (∇d̃V (x, τ))dτdt

)
dx

=
1

2

∫
Ωĥ

µ

((
∇d̃

∫ s

0

V (x, t)dt

)
:

(
∇d̃

∫ s

0

V (x, τ)dτ

))
dx

=
1

2

∫
Ωĥ

[µ(∇d̃Φ(x, 0)) : (∇d̃Φ(x, 0))]dx
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=
1

2
∥√µ∇d̃Φ(·, 0)∥2L2(Ωĥ)

3×3 . (3.52)

由 (3.46) 和分部积分, 可得

c−1
1

∫
Ωĥ

µ

(∫ s

0

(∇d̃V ) : (p̃V )dt

)
dx = c−1

1

∫
Ωĥ

µ

(∫ s

0

(∇d̃(−∂tΦ)) : (p̃V )dt

)
dx

= c−1
1

∫
Ωĥ

µ((∇d̃Φ(x, 0)) : (p̃V (x, 0)))dx

+ c−1
1

∫
Ωĥ

µ

(∫ s

0

(∇d̃Φ) : (p̃∂tV )dt

)
dx (3.53)

和

c−2
1

∫
Ωĥ

µ

(∫ s

0

(p̃∂tV ) : (p̃V )dt

)
dx =

c−2
1

2

∫
Ωĥ

µ

(∫ s

0

d

dt
(|p̃||V |)2dt

)
dx

=
c−2
1 |p̃|2

2

∫
Ωĥ

µ

(∫ s

0

d

dt
|V |2dt

)
dx

=
c−2
1 |p̃|2

2

∫
Ωĥ

µ|V (x, s)|2dx− c−2
1 |p̃|2

2

∫
Ωĥ

µ|V (x, 0)|2dx. (3.54)

将 (3.52)–(3.54) 代入 (3.51), 可得∫ s

0

(∫
Ωĥ

µ(∇t
d̃,p̃

V ) : (∇t
d̃,p̃

Φ)dx

)
dt

=
1

2
∥√µ∇d̃Φ(·, 0)∥2L2(Ωĥ)

3×3 + c−1
1

∫
Ωĥ

µ((∇d̃Φ(x, 0)) : (p̃V (x, 0)))dx

+ c−1
1

∫
Ωĥ

µ

(∫ s

0

(∇d̃Φ) : (p̃∂tV )dt

)
dx− c−1

1

∫
Ωĥ

µ

(∫ s

0

(p̃∂tV ) : (∇d̃Φ)dt

)
dx

− c−2
1 |p̃|2

2

∫
Ωĥ

µ|V (x, s)|2dx+
c−2
1 |p̃|2

2

∫
Ωĥ

µ|V (x, 0)|2dx

=
1

2
∥√µ∇d̃Φ(·, 0)∥2L2(Ωĥ)

3×3 + c−1
1

∫
Ωĥ

µ((∇d̃Φ(x, 0)) : (p̃V (x, 0)))dx

− c−2
1 |p̃|2

2

∫
Ωĥ

µ|V (x, s)|2dx+
c−2
1 |p̃|2

2

∫
Ωĥ

µ|V (x, 0)|2dx

> 1

2
∥√µ∇d̃Φ(·, 0)∥2L2(Ωĥ)

3×3

−
(
1

2
∥√µ∇d̃Φ(·, 0)∥2L2(Ωĥ)

3×3 +
c−2
1

2

∫
Ωĥ

µ(p̃V (x, 0)) : (p̃V (x, 0))dx

)
− c−2

1 |p̃|2

2

∫
Ωĥ

µ|V (x, s)|2dx+
c−2
1 |p̃|2

2

∫
Ωĥ

µ|V (x, 0)|2dx

=
1

2
∥√µ∇d̃Φ(·, 0)∥2L2(Ωĥ)

3×3 −
(
1

2
∥√µ∇d̃Φ(·, 0)∥2L2(Ωĥ)

3×3 +
c−2
1 |p̃|2

2

∫
Ωĥ

µ|V (x, 0)|2dx
)

− c−2
1 |p̃|2

2

∫
Ωĥ

µ|V (x, s)|2dx+
c−2
1 |p̃|2

2

∫
Ωĥ

µ|V (x, 0)|2dx

= −c
−2
1 |p̃|2

2

∫
Ωĥ

µ|V (x, s)|2dx = −c
−2
1 |p̃|2

2
∥√µV (·, s)∥2L2(Ωĥ)

3 . (3.55)
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类似地,

∫ s

0

(∫
Ωĥ

(λ+ µ)(∇t
d̃,p̃

· V )(∇t
d̃,p̃

·Φ)dx

)
dt

=
1

2
∥
√
λ+ µ∇d̃ ·Φ(·, 0)∥2L2(Ωĥ)

+ c−1
1

∫
Ωĥ

(λ+ µ)((∇d̃ ·Φ(x, 0))(p̃ · V (x, 0)))dx

+ c−1
1

∫
Ωĥ

(λ+ µ)

(∫ s

0

(∇d̃ ·Φ)(p̃ · ∂tV )dt

)
dx− c−1

1

∫
Ωĥ

(λ+ µ)

(∫ s

0

(p̃ · ∂tV )(∇d̃ ·Φ)dt

)
dx

− c−2
1

2

∫
Ωĥ

(λ+ µ)|p̃ · V (x, s)|2dx+
c−2
1

2

∫
Ωĥ

(λ+ µ)|p̃ · V (x, 0)|2dx

=
1

2
∥
√
λ+ µ∇d̃ ·Φ(·, 0)∥2L2(Ωĥ)

+ c−1
1

∫
Ωĥ

(λ+ µ)((∇d̃ ·Φ(x, 0))(p̃ · V (x, 0)))dx

− c−2
1

2

∫
Ωĥ

(λ+ µ)|p̃ · V (x, s)|2dx+
c−2
1

2

∫
Ωĥ

(λ+ µ)|p̃ · V (x, 0)|2dx

> 1

2
∥
√
λ+ µ∇d̃ ·Φ(·, 0)∥2L2(Ωĥ)

−
(
1

2
∥
√
λ+ µ∇d̃ ·Φ(·, 0)∥2L2(Ωĥ)

+
c−2
1

2

∫
Ωĥ

(λ+ µ)|p̃ · V (x, 0)|2dx
)

− c−2
1

2

∫
Ωĥ

(λ+ µ)|p̃ · V (x, s)|2dx+
c−2
1

2

∫
Ωĥ

(λ+ µ)|p̃ · V (x, 0)|2dx

= −c
−2
1

2

∫
Ωĥ

(λ+ µ)|p̃ · V (x, s)|2dx

> −c
−2
1 |p̃|2

2
∥
√
λ+ µV (·, s)∥2L2(Ωĥ)

3 . (3.56)

结合 (3.50)、(3.55) 和 (3.56), 可得

∫ s

0

(∫
Ωĥ

g1 ·Φdx
)
dt+

1

2
∥√ρg2∥2L2(Ωĥ)

3 +

∫
Ωĥ

ρg3(x) ·Φ(x, 0)dx

=
1

2
∥√ρV (·, s)∥2L2(Ωĥ)

3 +

∫ s

0

(∫
Ωĥ

µ(∇t
d̃,p̃

V ) : (∇t
d̃,p̃

Φ)dx

)
dt

+

∫ s

0

(∫
Ωĥ

(λ+ µ)(∇t
d̃,p̃

· V )(∇t
d̃,p̃

·Φ)dx

)
dt

> 1

2
∥√ρV (·, s)∥2L2(Ωĥ)

3 −
c−2
1 |p̃|2

2
∥√µV (·, s)∥2L2(Ωĥ)

3 −
c−2
1 |p̃|2

2
∥
√
λ+ µV (·, s)∥2L2(Ωĥ)

3

=
1

2

∫
Ωĥ

(ρ− c−2
1 |p̃|2(λ+ 2µ))|V (x, s)|2dx

=
1

2

∫
Ωĥ

(λ+ 2µ)

(
ρ

λ+ 2µ
− |p̃|2 ρ1

λ1 + 2µ1

)
|V (x, s)|2dx

> 1− |p̃|2

2
(µmin + ζmin)

ρ1
λ1 + 2µ1

∫
Ωĥ

|V (x, s)|2dx, (3.57)

其中由假设 (2.4) 可知, |p̃| < 1, 1−|p̃|2
2 (µmin + ζmin)

ρ1

λ1+2µ1
> 0.
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接下来, 我们分别估计 (3.57) 左端的两项. 由 Cauchy-Schwarz 不等式, 可得∫
Ωĥ

ρg3(x) ·Φ(x, 0)dx =

∫
Ωĥ

ρg3(x) ·
(∫ s

0

V (x, t)dt

)
dx

=

∫ s

0

(∫
Ωĥ

ρg3(x) · V (x, t)dx

)
dt

6 ρmax

∫ s

0

∥g3∥L2(Ωĥ)
3∥V (·, t)∥L2(Ωĥ)

3dt

= (ρmax∥g3∥L2(Ωĥ)
3)

∫ s

0

∥V (·, t)∥L2(Ωĥ)
3dt. (3.58)

对 0 6 t 6 s 6 T , 由 (3.47), 可得∫ s

0

(∫
Ωĥ

g1(x, t) ·Φ(x, t)dx

)
dt =

∫
Ωĥ

(∫ s

0

(∫ t

0

g1(x, τ)dτ

)
· V (x, t)dt

)
dx

6
∫ s

0

∫ t

0

∥g1(·, τ)∥L2(Ωĥ)
3∥V (·, t)∥L2(Ωĥ)

3dτdt

6
(∫ s

0

∥g1(·, t)∥L2(Ωĥ)
3dt

)(∫ s

0

∥V (·, t)∥L2(Ωĥ)
3dt

)
6 ∥g1∥L1[0,T ;L2(Ωĥ)

3]

∫ s

0

∥V (·, t)∥L2(Ωĥ)
3dt. (3.59)

将 (3.58) 和 (3.59) 代入 (3.57), 则对任意的 s ∈ [0, T ], 有

∥V (·, s)∥2L2(Ωĥ)
3 6 K̃1∥

√
ρg2∥2L2(Ωĥ)

3

+ 2K̃1(∥g1∥L1[0,T ;L2(Ωĥ)
3] + ρmax∥g3∥L2(Ωĥ)

3)

∫ s

0

∥V (·, t)∥L2(Ωĥ)
3dt, (3.60)

其中 K̃1 = [(1− |p̃|2)(µmin + ζmin)
ρ1

λ1+2µ1
]−1.

在 (3.60) 的两边关于 s 取 L∞- 范数, 并利用 Young 不等式, 可得

∥V ∥2L∞[0,T ;L2(Ωĥ)
3]

6 2K̃1ρmax∥g2∥2L2(Ωĥ)
3 + [2TK̃1(∥g1∥L1[0,T ;L2(Ωĥ)

3] + ρmax∥g3∥L2(Ωĥ)
3)]2

6 max{8T 2K̃2
1 , 2K̃1ρmax, 8T

2K̃2
1ρ

2
max}(∥g1∥2L1[0,T ;L2(Ωĥ)

3] + ∥g2∥2L2(Ωĥ)
3 + ∥g3∥2L2(Ωĥ)

3)

= K1(∥g1∥2L1[0,T ;L2(Ωĥ)
3] + ∥g2∥2L2(Ωĥ)

3 + ∥g3∥2L2(Ωĥ)
3).

类似地, 我们可以得到

∥V ∥2L2[0,T ;L2(Ωĥ)
3]

6 2TK̃1ρmax∥g2∥2L2(Ωĥ)
3 + [2T

3
2 K̃1(∥g1∥L1[0,T ;L2(Ωĥ)

3] + ρmax∥g3∥L2(Ωĥ)
3)]2

6 max{8T 3K̃2
1 , 2TK̃1ρmax, 8T

3K̃2
1ρ

2
max}(∥g1∥2L1[0,T ;L2(Ωĥ)

3] + ∥g2∥2L2(Ωĥ)
3 + ∥g3∥2L2(Ωĥ)

3)

= K2(∥g1∥2L1[0,T ;L2(Ωĥ)
3] + ∥g2∥2L2(Ωĥ)

3 + ∥g3∥2L2(Ωĥ)
3).

证毕.
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4 结论

本文针对时域弹性波双周期结构散射问题在数学上进行了细致分析,根据时域问题的具体特点,通

过发展压缩坐标变换的方法,将散射问题转化为有界域中等价的初始边界值问题.在建立相关 Sobolev

空间中范数等价关系的基础上, 通过使用 Galerkin 方法证明了相应变分问题的适定性. 此外, 本文通

过直接考虑时域弹性波方程的变分问题, 得到了具有显式依赖时间的先验估计. 证明中主要利用压缩

变换、Galerkin 方法、能量估计和 Sobolev 空间模估计. 该方法不引入任何近似或截断误差, 它避免了

TBC 或 PML 所需的复杂误差或收敛分析. 由于等价压缩问题的形式简单并且计算区域较小, 特别适

用于数值模拟. 我们相信该方法适用于其他许多此类型的时域散射问题. 我们将在后续工作中进一步

给出有关数值分析和计算方面的结果.
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Keywords elastic wave, biperiodic structures, well-posedness, stability, a priori estimate

MSC(2010) 35A15, 35P25, 74J20

doi: 10.1360/N012019-00041

1748

https://doi.org/10.1016/j.jcp.2016.07.030
https://doi.org/10.1080/00036811.2015.1089238
https://doi.org/10.1137/110833555
https://doi.org/10.1016/j.jcp.2015.07.067
https://doi.org/10.1109/TAP.2008.2005454
https://doi.org/10.1163/156939393X00020
https://doi.org/10.1007/s00205-018-1228-2
https://doi.org/10.1016/j.jde.2016.07.020
https://doi.org/10.1142/S0218202517500336
https://doi.org/10.1142/S0218202517500336
https://doi.org/10.1002/mma.5214
https://doi.org/10.1137/16M1090326
https://doi.org/10.1137/16M1090326
https://doi.org/10.1137/140989637
https://doi.org/10.1137/140989637
https://doi.org/10.1006/jcph.2002.7093
https://doi.org/10.1006/jcph.2002.7093
https://doi.org/10.1016/S0165-2125(02)00091-4
https://doi.org/10.1016/0165-2125(90)90043-4
https://doi.org/10.1006/jcph.1994.1159

	引言
	模型问题描述
	弹性波方程
	变量替换
	压缩坐标变换
	初边值问题

	适定性分析
	存在性和唯一性
	稳定性分析
	先验估计

	结论

