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[d’aprés Peter Scholze]

par Jean—Marc FONTAINE

INTRODUCTION

Quiconque s’est intéressé aux corps locaux sait bien qu’une extension trés ramifiée
du corps Q, des nombres p-adiques ressemble & s’y méprendre a un corps de séries
formelles a coefficients dans son corps résiduel. C’est sans doute Marc Krasner qui a
tenté le premier de formuler [Kr] ce phénoméne abondamment utilisé depuis en théorie
de Hodge p-adique ol une construction cruciale associe a toute extension algébrique K
de Q, suffisamment ramifiée un corps parfait valué complet de caractéristique p noté
ici K* O,

Dans [Scl], Peter Scholze systématise cette construction. Un corps perfectoide est un
corps complet pour une valeur absolue non archimédienne non discrete a corps résiduel
de caractéristique p tel que le Frobenius z +— x? est surjectif sur la réduction modulo p
de I'anneau de ses entiers. Scholze introduit une. catégorie d’espaces analytiques sur
K@ les espaces perfectoides sur K et montre qu’elle est équivalente & la catégorie
des espaces perfectoides sur K*. Cette équivalence respecte les morphismes étales. Ce
résultat contient le théoréme de presque pureté de Faltings (qui est & la base de 'ap-
proche presque étale des théorémes de comparaison p-adique) et en donne une preuve
limpide.

Lorsque X est une intersection complete dans un espace projectif ou, plus
généralement, dans une variété torique sur un corps local de caractéristique O,
Scholze montre que la cohomologie étale £-adique (pour £ # p) de X se réalise comme
un facteur direct de celle d’une variété en caractéristique p, ce qui Tui permet de
déduire, dans ce cas, la conjecture monodromie-poids du théoréme de Deligne en égale
caractéristique.

Ces techniques devraient avoir bien d’autres applications. Dans une prépublication
trop récente pour que je puisse en parler sérieusement ici [Sc2], Scholze les utilise pour

1. Mais souvent noté R(K) ou R(K) dans la littérature. Dans [FW] et [Wi], on associe & toute
extension arithmétiquement profinie E de @, (par exemple sa Zy-extension cyclotomique), son corps
des normes E (= F((t)) si F est le corps résiduel de E) et on montre que la théorie de Galois (ou le
petit site étale) de E s’identifie a celle de E.Le complété K de E est alors un 1 COIPS perfectoide et K
est le complété de la cléture radicielle de E. Les petits sites étales de E, K| E et K" s’identifient.

2. Ce sont des espaces adiques au sens de Huber [Hul].
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obtenir de nombreux résultats sur la théorie de Hodge p-adique des variétés rigides
analytiques sur les corps p-adiques. Soit k£ un corps de caractéristique 0, complet pour

o une valeur absolue telle que |p| < 1, & corps résiduel parfait et soit X une variété rigide

analytique propre et lisse sur k. Scholze obtient, entre autres

— lorsque k est algébriquement clos, la finitude de la cohomologie d’un systeme local
de p-torsion sur Xg,

— lorsque la valuation de k est discréte, I’analogue du théoréme de comparaison entre
cohomologie de de Rham et cohomologie étale p-adique pour les Qp-faisceaux lisses de
de Rham.

Je remercie Laurent Fargues, Luc Illusie et Peter Scholze pour leur aide dans la
préparation de cet exposé.

0.1. Conventions et notations

Dans tout ce texte, les anneaux sont commutatifs. Si A est un anneau, une A-algébre
est associative, commutative et unitaire. Si k est un corps, on note k une cléture
séparable choisie de k.

Une norme sur un anneau A est ultramétrique et sous-multiplicative. C’est donc une
application

! | A — RZO
telle que |a| =0 <= a =0, |1| =1, |a + b| < max{|al, |b|}, |ab] < |al.|b|.

Une norme | | sur un anneau A le munit d’une structure d’anneau topologique séparé.
Deux normes sur A sont équivalentes si elles définissent la méme topologie.

Un anneau de Banach® est un anneau topologique dont la topologie peut étre définie
par une norme, qui est complet et qui admet une pseudo-uniformisante, c’est-a-dire un
élément topologiquement nilpotent inversible.

Si A est un anneau de Banach et si | | est une norme sur A qui définit sa topologie,
on dit qu’une partie M de A est bornée, s’il existe C € R tel que |a] < C pour tout
a € M. Cette propriété ne dépend pas du choix de la norme.

Si A est une k-algebre de Banach, Ay un sous-anneau ouvert borné, w € Ay une
pseudo-uniformisante et (u;);e; est soit une famille d’indéterminées, soit une famille
d’éléments d’une Ag-algebre, on note Ag<(u;);er> le séparé complété pour la topologie
w-adique de Ag[(w;)ier] et on pose A<(u;)ier>= Ao<(u;)ier> [1/w] (indépendant du
choix de Ayp).

On note A% (resp. A%) lensemble des éléments multiplicativement bornés (resp.
topologiquement nilpotents) de A. Donc,

A’={a€ A|3C eR avec [a"| < C,Vn}, A ={a e A||a"| - 0 quand n — +o0}.

Alors A° est un sous-anneau ouvert de A tandis que A% est un idéal ouvert de A°. Ils
sont tous les deux indépendants du choix de | |.

3. C’est ce que Huber [Hul] appelle un anneau de Tate complet.
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Un anneau de Banach de type pm est un anneau de Banach A tel que A° est borné.
On voit facilement que ceci équivaut a l'existence d’une norme | | définissant la topologie
qui est multiplicative pour les puissances, i.e. telle que |a™| = |a|™ (Va € A,n € N). Si
| | est ainsi, on a alors

A'={acAllal <1} et AOO:{aeAHa|<1}.

Un anneau de Banach de type pm est réduit.

1. CORPS ET ALGEBRES PERFECTOIDES

1.1. Anneaux perfectoides

Dans toute la suite, p est un nombre premier fixé. Si R est un anneau de ca-
ractéristique p, on note wgr : R — R le Frobenius absolu, i.e. 'application définie par
vr(z) = 2P.

Un anneau perfectoide est un anneau de Banach A de type pm qui admet une pseudo-
uniformisante w telle que p € WP A® et que @40 Jwr A0 est surjectif.

Si A est un anneau perfectoide, une A-algebre perfectoide est une paire (B, ¢) formée
d’un anneau perfectoide B et d'un homomorphisme continu ¢ : A — B. Avec comme
morphismes les homomorphismes continus de A-algébres, les A-algébres perfectoides
forment une catégorie.

Un corps perfectoide est un anneau perfectoide K qui est un corps et dont la topologie
peut étre définie par une wvaleur absolue, autrement dit une norme multiplicative, i.e.
telle que |ab| = |al.|b| (Va,b € K) @,

1.2. Exemples

1. Soit A un anneau de Banach de type pm de caractéristique p. Alors A est per-
fectoide si et seulement s’il est parfait.

2. Soit K un corps complet pour une valeur absolue | | telle que |p| < 1. Alors K est
un corps perfectoide si et seulement si ou bien K est parfait de caractéristique p,
ou bien K est de caractéristique 0, 'inclusion pK® C K% est stricte et @go/pxo
est surjectif. C’est en particulier le cas lorsque K est algébriquement clos.

3. Soit A un anneau perfectoide de caractéristique p et @ une pseudo-uniformisante.
Alors le corps perfectoide K complété de la cloture radicielle de F,((w)) s’iden-
tifie & un sous-corps fermé de A et on peut considérer A comme une K-algébre
perfectoide.

4. On prendra donc garde qu’il est fort possible, bien que nous n’en connaissions pas d’exemple,
qu’il existe une algebre perfectoide qui est un corps, sans pour autant étre un corps perfectoide. Les
corps perfectoides jouent un réle important en théorie de Hodge p-adique (dans [FF1], on les appelle
des corps strictement p-parfaits). La terminologie < perfectoide » est due & Scholze qui définit d’abord
les corps perfectoides, puis les algébres perfectoides sur un corps perfectoide.
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1.3. Basculement

Le basculement ou tilting® est un foncteur de la catégorie des anneaux perfectoides
dans celle des anneaux perfectoides de caractéristique p :

Si A est un anneau perfectoide, on note A’ I'ensemble des suites a = (a'™) pen
d’éléments de A vérifiant (V)P = o™ (vn € N). Si a,b € A", pour tout n € N
la suite des (a"*™ 4 b"+™YP™ tend vers une limite (a + b)™ lorsque m — +o0. En
outre a + b = ((a + b)™),en et ab = (a™b™),cn appartiennent & A" qui, muni de ces
deux lois, devient un anneau parfait de caractéristique p.

Si | | est une norme multiplicative pour les puissances sur A qui définit sa topologie,
alors | [° : A” — Rs, définie par |a|’ = [a(”| est une norme multiplicative pour les
puissances sur A’ la topologie qu'elle définit ne dépend pas du choix de | | et fait de
A‘tf un anneau perfectoide de caractéristique p.

" Si A est de caractéristique p, Papplication de A” dans A qui envoie a sur a® est un
homéomorphisme de A® sur A qui permet d’identifier ces deux anneaux perfectoides.

Si A est un anneau perfectoide et s'il existe une norme | | sur A qui définit la
topologie de A et est multiplicative, alors | |* est aussi multiplicative. En particulier, si
K est un corps perfectoide, K” est un corps perfectoide.

Soit @ une pseudo-uniformisante de A telle que p € wA®. Si a € A0 = (A)°, alors
a™ e A° pour tout n € N. Notons a, I'image de a™ dans A°/wA". Alors af_, = ay
pour tout n et I'application

paw: A0 — lim ey AY/wA® (avec @ 40/440 comme application de transition),
é.—__—

qui envoie a = (a(™),en sur (an)nen, permet d’identifier 'anneau topologique AP0 3
cette limite projective (avec la topologie discréte sur chaque terme).

1.4. K-relevement

Si R est un anneau parfait de caractéristique p, 'anneau W(R) des vecteurs de Witt
a coefficients dans R est 'unique (& isomorphisme unique pres) anneau sans p-torsion,
séparé et complet pour la topologie p-adique dont la réduction mod p est R. On note
z + [z] I'unique section multiplicative de la projection de W(R) sur R. Tout élément
- de W(R)[1/p] s’écrit d’une maniere et d’une seule sous la forme

Z {xn]p" avec les z,, € R .
23300
Soit R un anneau perfectoide de caractéristique p. Posons

B*(R) = { Z [z,]p" € W(R)[1/p] | les z,, sont bornés }.

> —00

5. Ici encore on adopte la terminologie et la notation de Scholze. Cette vieille construction de la
théorie de Hodge p-adique n’avait pas été baptisée jusqu’ici.
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C’est un sous-anneau de W(R)[1/p] : Si 'on choisit une pseudo-uniformisante @ de I,
on a B(R) = IV(RO)[[T;I?}’ 5]

Appelons élément R-primitif de degré 1 tout € = > 2 [z,]p" € W(RY) tel que z;
est inversible dans R et que zg est une pseudo-uniformisante. Un idéal primitif de
degré 1 de B®(R) est un idéal principal qui peut étre engendré par un élément primitif
de degré 1.

Une paire perfectoide est une paire (R,I) formée d’un anneau perfectoide de ca-
ractéristique p et d’'un idéal I de B*(R) primitif de degré 1.

Soit A un anneau perfectoide de caractéristique 0. On vérifie facilement que l'appli-
cation

04: BY(A") — A

(0)

"OSU ), oo Gn P" est un homomorphisme surjectif dont le

qui envoie ) o lan]p
noyau est un idéal primitif de degré 1.

Avec une définition évidente des morphismes, les paires perfectoides forment une
catégorie et la correspondance A — (A° ker(64)) est fonctorielle. La proposition sui-
vante est évidente :

PROPOSITION 1.1. — Si (R,I) est une paire perfectoide, B°(R)/I est un anneau per-
fectoide, (B*(R)/I)° étant I’image de W (RP). Le foncteur

Anneauzx perfectoides de caractéristique 0 — Paires perfectoides ,

qui envoie A sur (A’ ker(84)) est une équivalence de catégories. Le foncteur (R, 1) —
BYR)/I est un quasi-inverse.

Soient maintenant K un corps perfectoide et £ € W(K "0) un élément primitif qui
engendre le noyau de fx. Si R est une K’-algébre perfectoide, alors W (RP) contient
W (K"°) et € est encore un élément primitif de degré 1. Par conséquent

Rl = BY(R)/(€) = K ®ps(i0) B'(R)

est une K-algébre perfectoide. Inversement, si A est une K-algébre perfectoide, alors
A® est une K'-algebre perfectoide. Donc :

THEOREME 1.2 ([Scl], th. 5.2, cf. aussi [FF2], [KL]). — Soient K un corps per-
fectoide de caractéristique O et K-Perf (resp. K'-Perf) la catégorie des K-algébres
(resp. K’-algébres) perfectoides. Le foncteur

K-Perf — K’-Perf

qui envoie A sur A° est une équivalence de catégories.

Le foncteur R+ Rgf est un quasi-inverse que nous appelons le K-relévement.

Beaucoup de résultats sur les perfectoides en caractéristique 0 se déduisent alors
des résultats analogues en caractéristique p. Mais pas tous : si A est une K-algebre
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perfectoide, et si B est une A-algebre finie étale, il n’est pas si facile, lorsque A est de
caractéristique 0, de montrer que B est encore perfectoide!

1.5. L’exemple de la théorie de Hodge p-adique

Soient F un corps parfait de caractéristique p, k le corps des fractions de W(F)
et C le complété de k qui est un corps perfectoide. Choisissons €, € C’ tels que
@ =160 £ 1 70 = p Le corps K, engendré sur k par les £ est done lextension
de k engendrée par les racines de I'unité d’ordre une puissance de p et est une extension
abélienne totalement ramifiée dont le groupe de Galois est canoniquement isomorphe au
groupe Zj des unités p-adiques. L’extension K engendrée par les 7, est une extension
totalement ramifiée non galoisienne qui, pour tout n € N, contient une unique extension
de degré p™ de k (le corps k[r™]) et est la réunion de ces corps. L'extension K. /k (resp.

K. /k est arithmétiquement profinie et le corps F((e — 1)) (resp. F(w))) s’identifie au
corps des normes de cette extension ([FW], [Wi]). Les complétés K. de K. et K, de
K, sont des corps perfectoides et K > (resp. K b) s’'identifie au complété de la cléture
radicielle de F((e¢ — 1)) (resp. F((n )))

Le corps C est une algébre perfectoide sur K Eb aussi bien que sur I?fr ce qui fait que
C = (", = Ke ®puy B'(C") = (O, = Kr Oz, B'(C")

et que le noyau de I’homomorphisme surjectif 6o : B(C") — C est I'idéal principal
engendré par un générateur & du noyau de 0z aussi bien que par un générateur &,
du noyau de 0z ). Les fermetures algébriques I? 5P de ﬁ? et I?frep de K, sont denses
dans C. Le groupe de Galois H, = Gal(K5?/K,) = Gal(k/ K.) opere par continuité sur
C donc aussi sur C”, laisse stable la cloture séparable K Khsep de K} K’ dans C’ et s'identifie
a Gal(Kg P /(") ce qui est un cas particulier du théoréme 3.2 ci-dessous. De méme

H, = Gal(K*®/K,) = Gal(k/K,) s'identifie & Gal(K>=/K?).

1.6. Le langage des presque mathématiques

Scholze donne du théoréme 1.2 une preuve plus savante (qui n’utilise pas le foncteur
de K-relévement) mais qui nous en dit plus.

Rappelons brievement, dans le cas particulier ol nous en avons besoin, le langage des
presque mathématiques introduit par Faltings & cette occasion ([Fal],[Fa2]) et développé
par Gabber et Ramero [GR] : On se donne un corps perfectoide K et on note m = K%
'idéal maximal de K° (. Les K%modules presque nuls, i.e. ceux qui sont annulés par
m forment une sous-catégorie de Serre de la catégorie K°-Mod des K°-modules. La

6. On peut prendre &, = p—[n] et & = 37" [¢//7]. Le corps C" est algébriquement clos et 'anneau
B;R des périodes p-adiques n’est autre que le séparé complété pour la topologie ker(f¢)-adique de
Bb (C").‘ L’analogue p-adique de 27, qui est une uniformisante de Panneau de valuation discrete BjR
est t = logle] (la série 3725 (— )"Hﬁﬂ%}—)i converge dans BJp.).

7. Pour cette partie on pourrait, moyennant quelques modifications mineures, remplacer le couple
(K% m) par un couple (V,m) avec V anneau commutatif et m idéal de V tel que m

2=m.




1057-07

catégorie K% Mod des presque K%-modules (on dit aussi K Oa—modules) est la catégorie
quotient obtenue par localisation. Les objets sont donc les K %modules, mais, pour
éviter des confusions, si M est un K %-module on note M@ le K% module qui est M vu
comme objet de K%-Mod. Si M/ , IV sont deux K O-modules, Pensemble des morphismes,
dans K%-Mod, de M dans N s'identifie en fait au K -module

Hom 0. (M®, N?) = Homyeo(m & M, N).

Pour tout A°-module M, posons M, = Hompgoa (K% Me) = Homgo(m, M). Disons
que M est saturé® g Papplication M — M, qui envoie z sur I'application A — Az est
un isomorphisme. Pour tout Ko-module M, M, est saturé.

Le foncteur de localisation a un adjoint & droite

K%-Mod — K%Mod : M ~s M. = Hompgoo (K™, M) (=N, si M = N%)

qui induit une équivalence entre K %_Mod et 1a sous-catégorie pleine de K°-Mod dont
les objets sont les A°-modules saturés.

La catégorie K%-Mod est munije d’un hom interne noté alHom et d’un produit ten-
soriel : si M, N sont des K %-modules, on a

alHom (M, N') = Hom ko (M, N)* = Hom goa (M?, N, M*® N® = (M o N)*

et c’est une catégorie abélienne tensorielle K%-linéaire.

Ceci permet de définir 1a catégorie des presque K O_algébres (ou K Oa—algébres). Si A est
une K%-algsbre, alors A, est une K O-algebre qui est saturée en tant que K%module et
A= (A,)* Si Aest une K %2-algébre, on peut définir la catégorie A-Mod des A-modules.
C’est aussi le quotient de la catégorie des A,-modules par la sous-catégorie de Serre des
As-modules presque nuls, i.e. annulés par m. On a une équivalence entre A-Mod et I,
sous-catégorie pleine de A,~-Mod dont les objets sont saturés (en tant que K O—modules).
La catégorie A-Mod est de facon évidente une catégorie abélienne tensorielle A,-linéaire.

Soit R une K%algebre. On dit qu’un R*module M est plat (resp. presque projectif) )
si le foncteur de la, catégorie des R*modules dans elle-méme

X MeX (resp. X — alHom (M, X))

est exact. Si M = N alors M est plat (resp. presque projectif) si et seulement si N
est presque plat (resp. presque projectif), i.e. si, pour tout R-module Y et tout 5 > 0,
le R-module Tor/{(N,Y) (resp. Ext%(N,Y)) est presque nul.

Venons-en & la preuve de Scholze du théoréme 1.2 Choisissons une pseudo-
uniformisante w de KO telle que p € wK° Notons @’ une pseudo-uniformisante telle
que (w')? et @ engendre le méme idéal. On introduit :

8. Il semble que ces modules n’aient pas de nom dans la littérature,
9. La notion naturelle de R%-module projectif n’est pas tres utile, ne serait-ce que parce que R?
n’est pas un R%module projectif.
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1. la catégories K% /w-Perf des K% /w-algébres perfectoides, qui est la sous-catégorie
pleine de la catégorie des presque K /w-algebres dont les objets sont les K% /-
algebres plates R telles que le Frobenius z ++ 2 induit un isomorphisme

®: R/w'R — R,

2. la catégories K%-Perf des K% -algébres perfectoides, qui est la sous-catégorie pleine
de la catégorie des presque K°-algébres dont les objets sont les K%-algebres
plates A dont la réduction mod w est une K%-algébre perfectoide.

Si A est une K-algebre perfectoide, A% = (A")* est une K"-algebre perfectoide. On
obtient ainsi une équivalence entre K-Perf et K%-Perf (un quasi-inverse s’obtient en
associant & une K%-algebre perfectoide B la K-algébre B,[1/w]). Scholze prouve alors
I’équivalence de catégories entre K-Perf et K’-Perf en appliquant le théoréme suivant
AKeta K :

THEOREME 1.3 ([Scl], th. 5.10). — Le foncteur réduction mod w induit une équiva-
lence de catégories

K%-Perf — (K% /w)-Perf.

La preuve consiste a vérifier d’une part que, pour tout n > 1 et toute K% /w"-algebre
plate A dont la réduction mod w est perfectoide, il existe une unique (& isomorphisme
unique pres) K% /w1l algebre plate qui releve A et d’autre part le résultat analogue
pour les morphismes. Ce sont les résultats d’Illusie sur le complexe cotangent ([Il1],
II1.2.1.3 et 2.2.2) étendus par Gabber et Ramero au cas des presque algebres ([GR],
prop. 3.29 et 3.2.16) qui permettent de résoudre le probléme : Les obstructions a
Vexistence de relevement et les classes d’isomorphismes de relevements (s'il y en a)
s’expriment en terme du complexe cotangent LG J(KO jom) Il suffit de montrer que
ce complexe est nul. Par un dévissage évident, on se ramene a n = 1 qui résulte
essentiellement de ce que si R est un anneau tué par p sur lequel le Frobenius est
surjectif, alors toute forme différentielle sur R est nulle.

2. ESPACES ADIQUES ET PERFECTOIDES

Dans le monde ultramétrique, les géométries analytiques les plus communément uti-
lisées sont la géométrie rigide introduite par Tate, développée par Kiehl et transformée
par Raynaud en l’étude des fibres génériques des schémas formels ([Ab], [BGR]), la
géométrie des espaces de Berkovich [Be] et celle des espaces adiques de Huber [Hul].
C’est cette derniére qu’utilise Scholze pour globaliser la notion d’anneau perfectoide.
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2.1. Espaces adiques

Dans ce qui suit, k£ est un corps complet pour une valeur absolue non archimédienne.
Pour fixer les idées, on choisit un élément non nul @ de I’idéal maximal de k°. Rappelons
bridvement la définition des k-espaces adiques de Huber (10

a) Introduisons des catégories auziliaires, Vi et Vy :

— Un objet de VI est un triplet (X, Oy, (k(z)*)zex) ot X est un espace topologique,
Ox un pré-faisceau de k-algébres topologiques dont les fibres sont des anneaux locaux
et, pour tout z € X, k(x)* est un anneau de valuation dont le corps des fractions est
le corps résiduel k(z) de Ox ;.

— Un morphisme

[ (X, 0x, (k(z))pex) = (Y, Oy, k(y) " )yer)

est un morphisme des « espaces pré-annelés » sous-jacents tel que, pour tout ouvert V'
de Y, I'application Oy (V) — Ox(f~}(V)) est un homomorphisme continu de k-algebres
et que, pour tout z € X, 'homomorphisme Oy, ¢,y — Ox, est un homomorphisme
d’anneaux locaux, ’application k(f(z)) — k(z) induite envoyant k(f(z))" dans k(z)*.

La catégorie Vi est la sous-catégorie pleine de Vi'° dont les objets (X, Ox, (k(z)1)zex)
sont tels que Ox est un faisceau.

b) Une k-algébre affinoide ™V est une paire (R, R*) ot R est une k-algébre de Banach
et Rt un sous-anneau ouvert intégralement clos de R°. On lui associe son spectre adique
Spa(R, R™) qui est un objet (X, Ox, (k(z)"),ex) de V¢ :

— L’espace sous-jacent & X est I’ensemble des paires z = (p,, k(z)™) ou p,, est un idéal
premier fermé de R et k(x)™ est un anneau de valuation qui a méme corps des fractions
k(z) que R/p,, qui contient I'image de R et est tel que RT — k(z)™ est continue (ol
k(z)* est muni de la topologie définie par la valuation).

On remarque que le quotient ', du groupe multiplicatif de k(z) par le groupe des
unités de k(z)" est un groupe abélien totalement ordonné (y > 1 si v est I'image d’un
élément non nul de k(z)T). Si z € X et f € R, on note f(z) 'image de f dans R/p,
et |f(x)| image de f(z) dans I', (on convient que [0] = 0 et que 0 < 7, pour tout
v eT,) 0,

— Une base de la topologie de X est formée par les ouverts rationnels, i.e. les U C X
tels qu’il existe fi, fo,..., fn,g € R vérifiant R = (f1, fo,..., fn) €t

v=v(Bd) e X 1A < lata) i)

10. On peut définir des espaces adiques plus ou moins généraux. Comme Scholze, ceux que nous
considérons ici sont ceux que Huber appelle les k-espaces adiques analytiques ([Hu2], p.39).

11. Chez Huber, les algébres affinoides ne sont pas forcément completes.

12. Chez Scholze qui suit Huber, X est défini comme Pensemble des classes d’équivalence de valua-
tions (i.e. des < semi-normes multiplicatives pas nécessairement de hauteur 1 ») continues telles que
|f(z)| <1 pour tout f € R*. Chaque classe a un représentant canonique qui est celui que nous avons
décrit.




1057-10

— Soit U = U(—fl—g—fﬁ) un ouvert rationnel. On munit R[—fgi, e %] de la topologie
w-adique (i.e. de la topologie pour laquelle, si Ry est un sous-anneau ouvert borné
de R contenant w, les images des w”RQ[%,. s %] pour n € N forment un systéme

fondamental de voisinages ouverts de 0). On note O%(U) le séparé complété pour la
topologie induite de la fermeture intégrale de Rt [%, R Igﬁ] dans R[%,‘ C %] et on
pose Ox(U) = OL(U)[1/w]. | | |

On vérifie que (Ox(U), O%(U)) est une k-algébre affinoide qui ne dépend que de U
(et pas des choix des f; et de g).

Pour tout ouvert U, si U désigne Iensemble des ouverts rationnels C U, on pose
Ox(U) = 1ElVeu Ox (V).

On vérifie que, pour tout z € X, la fibre Ox, est bien un anneau local de corps
résiduel k(z).

c) Appelons k-algébre affinoide de Huber toute k-algebre affinoide (R, R™) telle que,
si Spa(R, RT) = (X, Ox, (k(z)")zex), alors Ox est un faisceau. Elles forment de fagon
évidente une catégorie et Spa définit un foncteur contre\{?’iant pleinement fidele de cette
catégorie dans Vi. L’image essentielle de ce foncteur est la catégorie des k-espaces
adiques affinoides. Un k-espace adique est un objet de V, qui admet un recouvrement
ouvert par des k-espaces adiques affinoides.

2.2. Remarques et exemples

1. Tout k-espace adique X est naturellement muni d’un sous-préfaisceau d’anneaux
O% de Ox défini par

O4(U) = {f € Ox(U) | If(x) < 1, ¥ € U}.
Si X est affinoide, alors X s’identifie & Spa(Ox(X), O%(X)).

2. Soit (R, RT) une k-algebre affinoide. Elle est de Huber si I'une des deux conditions
suivantes est satisfaite (cf. [Hul],th.2.2) :

i) Panneau R contient un sous-anneau ouvert borné qui est noethérien,

ii) 'anneau R est fortement noethérien, i.e. R(Ty, Ty, . . . T,) est noethérien pour
tout n € N.

3. Huber a construit ([Hul], prop. 4.3 et 4.5) un foncteur rj, pleinement fidéle de la
catégorie des k-espaces rigides analytiques (au sens de Tate-Raynaud) dans celle
des k-espaces adiques qui a la propriété que, si X = Sp R est une variété rigide
analytique affinoide, alors 7,(X) = Spa(R, R"). Ce foncteur induit une équivalence
entre la catégorie des espaces rigides analytiques quasi-séparés et celle des espaces
adiques quasi-séparés localement de type fini, i.e. qui admettent un recouvrement
par des ouverts qui sont des affinoides topologiquement de type fini, i.e. de la forme
Spa(R, R%), avec R quotient de k(T},Ts,...,T,) pour un n € N convenable.

Huber a également construit ([Hu2], §8.3) une équivalence de catégories entre
les k-espaces strictement analytiques de Berkovich qui sont de Hausdorff et les




1057-11

k-espaces adiques X localement de type fini qui sont taut i.e. quasi-séparés et tels
que, si U C X est un ouvert quasi-compact, son adhérence dans X ’est encore.

Dans cette équivalence de catégorie, les points de I'espace topologique sous-
jacent & 'espace de Berkovich sont les points z de I'espace topologique sous-jacent
a 'espace adique associé tels que I’anneau de valuation E(z)" est de hauteur 1.

4. A tout k schéma localement de type fini , on sait associer ([BGR], §9.3.4) un
k-espace rigide analytique X®'. Dans la suite, on note X2 = T(X?") le k-espace
adique associé.

2.3. Espaces perfectoides

Dans ce qui suit, K est un corps perfectoide et w une pseudo-uniformisante de K. Une
K -algébre affinoide perfectoide est une paire (A, A™) ol A est une K -algebre perfectoide
et olt AT est un sous-anneau ouvert borné intégralement clos de A.

Remarquons que tout sous-anneau ouvert borné intégralement clos d'une K-algebre
perfectoide A est contenu dans A° et contient A%. Se donner A™* revient donc & se
donner son image A+ dans A0 = AC/A% qui peut étre n’importe quel sous-anneau
intégralement clos de A°.

Lorsque (A, A*) est une K-algdbre affinoide perfectoide non réduite 4 0 , Panneau
A% n’est pas noethérien, ce qui complique souvent les preuves. On a dit qu’on utilise
souvent le basculement pour se ramener 4 K de caractéristique p. Si 'on est dans ce
cas, on dit qu'une K-algébre affinoide perfectoide (A, A") est p-finie s'il existe une
K-algebre affinoide topologiquement de type fini (B,B%) = (B, B*) (nécessairement
réduite) telle que AT est le complété de la cloture radicielle de B*. Sj (A, AT) est
une K-algebre affinoide perfectoide telle que AT est une K O-algebre, alors (A, A™T) est
le complété d’une limite inductive filtrante de K -algebres perfectoides p-finies. Quitte
a remplacer K par le complété de la cloture radicielle de Fp((@)), on peut toujours
supposer que A" est une K%algebre.

THEOREME 2.1. — Soit (A, AY) une K-algébre affinoide perfectoide. Posons
(X, Ox, (k(2)*)zex) = Spa(A, A1),

Alors Ox est un faisceau et H (X, Ox) = 0 pour tout i > 0.

Un K —espaée perfectoide est un K-espace adique qui admet un recouvrement par des
K-espaces affinoides perfectoides (i.e. des K -espaces adiques de la forme Spa(4, A*),
avec (A, AT) une K-algébre affinoide perfectoide). Les K-espaces perfectoides forment
une sous-catégorie pleine K-Perf de la catégorie des K -espaces adiques.

La preuve du théoréme ci-dessus n’est pas si facile mais, chemin faisant, on montre
beaucoup plus :
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— Supposons d’abord K de caractéristique p. On commence par montrer que, si
U=U (fl—g—f—m—) est un ouvert rationnel, Ox(U) est une K-algebre perfectoide et

P_
OX(U)O = (AO<(J;;_n )1§i§m,n€N>)a .

n

On considere alors le cas ou (A, AT) est p-finie. Si (B, B™) est comme plus haut,
I'application X = Spa(A, At) — Y = Spa(B, B™) est alors un homéomorphisme. Le
théoreme d’acyclicité de Tate ([BGR], §8.2) nous dit que pour tout recouvrement fini
(U;)ier de X par des ouverts rationnels, la suite

0—Oy(Y) = [Jov(ty) = [ OvUinT;) — ...
il ijel
est exacte, d’oll 'on peut déduire que les groupes de cohomologie en degré > 0 de la
suite

0— Oy (V) = [JOovU)°* = [] OvU:inU;)° = ...
iel ijel
sont annulés par une puissance de w. En passant au complété de la cléture radicielle,
on en déduit que les groupes de cohomologie en degré > 0 du complexe

0— 0x(X)° = [Jox()° - [] Ox(UinT;)° — ...
el i,5€l

sont presque nuls. On en déduit que Ox est un faisceau et que H'(X,Ox) = 0 pour
7 > 0. Le cas général se déduit du cas p-fini par passage a la limite.

— Supposons maintenant K de caractéristique 0. Quitte a changer w, on peut sup-
poser qu'il existe une pseudo-uniformisante @’ de K’ telle que (@) © = @ et que
pK® C wK°, ce que nous supposons désormais.

Il est immédiat que le basculement induit une équivalence de catégories entre
K-algebres affinoides perfectoides et K’-algebres affinoides perfectoides

(A, AT) 5 (A2, A7) ot A = (A7) = {(a),en € A" [ 0@ € AT} .
On peut donc considérer le K’-espace affine perfectoide
(X, O, (k(y)")yexr) = Spa(A”, A).

Soit z € X. L’application de A® dans T',U{0} qui envoie f sur |f(¥(z)| est une valuation
au sens de Huber qui est continue et correspond & un point ° = (p,s, k(z")T) de X°
(en outre I'yy s'identifie a I',.).

SiU=U (i‘———g—fﬂ) C X" est un ouvert rationnel, I'idéal de AT engendré par les f;

contient une puissance de w’ et, quitte a la rajouter aux f;, on peut supposer que
frm = (@")N avec N € N. La pré-image de U par l'application b X — X® que I'on
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2SN

vient de définir est alors U* = U (__QW‘“) qui est un ouvert rationnel. En particulier
I’application est continue. On montre que

(0) (0)
1

(n)

) J1<i<mnen™> )a

o)

Ox(Uﬂ)O = (A0<(

&

d’ott il résulte que Ox (U*) est une K-algébre perfectoide et que (Ox(U*))’ = Ox:(U).

Le lemme d’approximation qui suit n’est pas trés difficile & montrer, mais il joue un
réle crucial : Soit m € N. Notons I'y, le monoide (N[1/p])™. Si K°<I",,> est le complété
pour la topologie w-adique de K°[[',,,], alors R,,, = K<I,,>= K°<T,,>[1/w] est une
K-algebre perfectoide et R) = K°<I',,>. On dit que f € R,, est homogene de degré
d € N[1/p] si f peut s’écrire comme une combinaison linéaire finie & coefficients dans

K dey= (7,7, -.,%m) € [m tels que 31" v = d.

LEMME 2.2. — Soient m € N et R, = K<(N[1/p])™>. Soient N € N et ¢ > 0. Pour
tout f € RY), homogéne de degré d, il existe g € (R°)’ homogéne de degré d tel que,
pour tout x € X = Spa(R,, RD),

|£(2) = 9 (2)] < e ()~ max{|f (x)], [@(z)|"}.

On en déduit facilement que, si U = U (iﬁ) C X est un ouvert rationnel tel

que fp, est une puissance de w, on peut trouver des g; € A® tels que chaque gi(o) est
© (0

suffisamment proche de f; pour que U = U (g—lﬁ) Ceci implique que le basculement
Im+

induit une bijection entre les ouverts rationnels de X et les ouverts rationnels de X?.
Comme X est Tp, application X — X" est injective.

Siy € X, le complété du corps résiduel de y est un corps perfectoide E contenant K?.
Toute valuation continue de E définit aussi une valuation de la K-algebre perfectoide
' Eﬁ(, ce qui permet de définir un point z € X dont l'image est y et X — X est aussi
surjective.

Si maintenant on a un recouvrement fini de X par des ouverts rationnels V; = Uf, on
vérifie que la réduction modulo w de la suite

0— Ox(X)’ = [[Ox(V)°" = J] 0x(VinV;)° — ...

iel ijel

est la réduction mod w” de

0=+ O (X’ = [[ O (U)° = [[ O (Ui nT;)° ...

iel ijel

Comume la deuxieme est presque acyclique en degrés > 0, la premiere aussi. Ceci im-

plique que Ox est un faisceau et que H'(X, Ox) = 0 pour i > 0.

Finalement, en recollant les affinoides perfectoides, on obtient le résultat suivant :

THEOREME 2.3. — Soit X un K -espace perfectoide. Il existe un K®-espace perfectoide
X’ unique 4 isomorphisme unique prés, qui est muni d’un isomorphisme fonctoriel

Home-PeIf(Spa(Aba Ab+)7 Xb) = HomK-Perf(Spa(Aa A+)a X)7
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pour toute K -algebre affinoide perfectoide (A, AT).

Le foncteur X — X’ induit une équivalence entre la catégorie des K -espaces per-
fectoides et celle des K’-espaces perfectoides. Dans cette équivalence,

~ Despace topologique sous-jacent a X est celui qui est sous-jacent & X,

—un owvert U de X est un espace affinoide perfectoide si et seulement si son image U”
dans X* Dest.

3. TOPOLOGIE ETALE ET THEOREME DE PRESQUE PURETE

3.1. Le résultat principal

Comme précédemment, k est un corps complet non archimédien, K un corps per-
fectoide et w une pseudo-uniformisante de k ou de K.

Le fait que les espaces perfectoides sont réduits conduit Scholze & donner une
définition des morphismes étales différente de la définition classique :

— Un morphisme (R, RT) — (S, S1) de k-algebres affinoides est fini étale si S est une
R-algebre finie étale et ST est la fermeture intégrale de R+ dans S.

— Un morphisme f : X — Y de k-espaces adiques est fini étale s'il existe un recou-
vrement (V;)ier de Y par des ouverts affinoides tel que, pour tout i € I, U; = (V)
est un affinoide et le morphisme de k-algebres affinoides

(Oy (V2), Oy (Vi) = (Ox(U:), 0% (U))

est fini étale.

— Un morphisme f : X — Y de k-espaces adiques est étale si X admet un recouvre-
ment par des ouverts (U;);es tel que, pour tout j € J, la restriction de f & U; est le
composé d'une immersion ouverte par un morphisme fini étale.

Pour tout k-espace adique X, notons X le couple formé de la catégorie Et/X des
espaces adiques étales sur X et de I'ensemble Cov(Xg) des recouvrements étales, i.e.
des familles (f; : U; — U)ies de morphismes de Et/X telles que U = Userfi(Uy).
L’inconvénient de cette définition des morphismes étales est qu’il n’est pas toujours
vrai que Xg est un site. )

Lorsque le k-espace adique X est localement noethérien, i.e. admet un recouvrement
par des ouverts de la forme Spa(R, R") avec R fortement noethérien, la définition des
morphismes étales coincide avec la définition usuelle ([Hu2|, Lemma 2.2.8) et Xy est
un site.

THEOREME 3.1. — Soit X un K-espace perfectoide.

i) StY est un K-espace adique et f :Y — X un morphisme étale, alors Y est un
perfectoide.

ii) Le couple X¢; est un site.

iii) Le basculement induit un isomorphisme de sites (fonctoriel en X )

= b
Xét _‘> Xét'
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3.2. Indications sur la démonstration

3.2.1. La preuve de Scholze fait de nouveau appel au langage des presque mathématiques.
Soit A = R* une K%-algébre. On dit quun A-module M = N® est presque de type
fini (resp. presque de présentation finie) si, pour tout A € m, il existe une application
R-linéaire fy : Ny — N, avec Ny de type fini (resp. de présentation finie), tels que
ker fy et coker f) sont annulés par \. On dit que M est uniformément presque de type
fint si 'on peut borner le nombre de générateurs des Ny indépendamment de ).

On dit que le A-module M est uniformément fini projectif s'il est plat et uniformément
presque de type fini (auquel cas il est presque projectif). Le rang d’un tel module est
alors bien défini ([Sc1], th. 4.11, [GR], prop. 4.3.27).

Soient f : A — B un morphisme de K O2_algebres et : (B®4B). — B, le morphisme
induit par la multiplication. On dit que f est non ramifié s'il existe e € (B ®4 B), tel
que e® = ¢, ule) = 1 et ze = 0 pour tout z € ker p. On dit que f est étalesi f est plat
et non ramifié. On dit que f est fini étale si f est étale et si B est un A-module presque
de présentation finie.

En utilisant I’étude faite par Gabber et Ramero du Frobenius dans les morphismes
presque ¢tales ([GR], §3.5), Scholze montre ([Scl], prop. 5.22, 5.23 et th. 5.25) :

1.Sif: A — Bestun morphisme fini étale de K% /w-algebres et si A est perfectoide,
B T’est aussi.

2.581 g : R = S est un morphisme fini étale de K >_algébres de Banach et si R
est perfectoide, S l'est aussi, R — 5% est fini étale et S% est un R%-module
uniformément fini projectif.

3. 5i f: A — B est un morphisme de K -algebres perfectoides, alors fb est fini étale
si et seulement si f et A% — B% Je sont. Si c’est le cas, B% est un A%-module
uniformément fini projectif. Le foncteur de basculement respecte le degré.

Attention que, pour le moment, lorsque K est de caractéristique 0, si A est une
K-algebre perfectoide et f : A — B un morphisme fini étale, on ne sait pas que la
K-algebre de Banach B est un perfectoide.

3.2.2. On peut alors montrer que X?, est bien un site :

— On vérifie facilement que, si X — Y et Z — Y sont des morphismes de K’-espaces
perfectoides avec X — Y (fini) étale, alors X xy Z — Z est (fini) étale et Papplication
induite sur les espaces topologiques | X xy Z| — |X| x|y||Z] est surjective (lorsque X =
Spa(A, A*), Y = Spa(B, BY), avec (A, A*) — (B, BY) fini étale, et Z = Spa(C, cH),
on a X Xy Z = Spa(D,D") avec D = A ®p C et Dt est la fermeture intégrale de C'*
dans D).

- Par réduction au cas des affinoides p-finis, on montre que, si f : X — Y est un
morphisme étale de K’-espaces perfectoides, alors

i) si f est fini, pour tout ouvert affincide V de Y, U = f71(V) est un affinoide
perfectoide et (Oy(V), Of(V)) — (Ox(U), OF%(U)) est fini étale.
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ii) pour tout z € X, il existe des ouverts affinoides I de X et V de YV tels que z € U,
f(U)C Vet que U— V se déduise par changement de base d’un morphisme étale de
K-espaces adiques noethériens,

iii) 'application f est ouverte,

iv) le composé de deux morphismes (finis) étales de K’-espaces perfectoides est, (fini)
étale.

3.2.3. L’étape suivante est la preuve du théoreme lorsque X = Spa(K, K°) avec K un
corps perfectoide :

THEOREME 3.2 ([Scl], th. 3.7). — Soit K un corps perfectoide. Toute extension fi-
nie L de K est un corps perfectoide et [L’ : K*] = [L K]. Le basculement induit une
équivalence de catégories entre K-algébres étales et K°-algébres étales.

Ce théoreme 13 peut se montrer directement ( [FF1], cf. aussi [KL]) par dévissage en
utilisant le fait que, si L/K est galoisienne de groupe de Galois un groupe simple, alors
ou bien L/K est non ramifiée (i.e. le degré de Iextension est égal au degré résiduel)
ou bien L/K est cyclique ainsi qu'un petit peu de cohomologie galoisienne. Scholze
le déduit de I'assertion (3) du §3.2.1 et du fait que, si C est un corps perfectoide
algébriquement clos contenant K” comme sous-corps fermé, alors C’g( est un corps per-
fectoide algébriquement clos contenant K.

3.2.4. Le théoréme se déduit alors facilement du résultat suivant

PROPOSITION 3.3 ([Scl], th. 7.9,(iii)). — Soient A une K -algébre perfectoide et B une
A-algébre finie étale. Alors B est une K-algébre perfectoide, les morphismes A® — B®
et A% — B% sont finis étales et B® est un A"-module uniformément fini projectif.

On se rameéne facilement & montrer que, pour tout z € Spa(4, A%), il existe un
voisinage ouvert affinoide U de x et un recouvrement fini étale V — U tel que V° — U

——

est fini étale. On remarque alors que le complété k(z) du corps résiduel en z pour la

—

topologie w-adique est un corps perfectoide. On vérifie alors que la catégorie k(z);,

—

des k(z)-algebres finies étales est équivalente & 2—limys, Ox (U)get, limite inductive des
catégories des Ox(U)-algebres finies étales, pour U parcourant les voisinages ouverts

e —

affinoides de z. Gréce A 1'équivalence entre k(z),. et k(zb).. fournie par le théoréme
fét fét
précédent, on obtient une équivalence

2~lim Ox (U)ee —» 2-lim O (U s
et le résultat s’en déduit.

Remarque 3.4. — Le théoreme de (presque) pureté de Faltings ([Fall], th. 3.1 et [Fa2],
§2.b, th. 4) est essentiellement un cas particulier du fait que, avec les hypothéses de la
proposition ci-dessus, B% est une A%-algebre finie étale.

13. Bien connu depuis longtemps dans de nombreux cas particuliers et abondamment utilisé en
théorie de Hodge p-adique.
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4. ESPACES ADIQUES ET PERFECTOIDES TORIQUES

4.1. Généralités

Rappelons brievement la classification des variétés toriques (cf., par exemple, [Fu]) :
Fixons un groupe abélien libre de rang fini A et soit AV son dual. Posons AR =R®z A
et Ax = R ®z AY. Dans ce texte, un céne est un céne polyhédral rationnel strictement
convexe C Ag, i.e. c’est un sous-ensemble o C Ap ne contenant pas de sous-espace
vectoriel non nul tel qu'il existe vy, vs, . . . ,Um € A avec

o= {Z Aivi |\ € RN > 0} (on dit que les v engendrent o).
i=1

On note alors S, le monoide ¥ NAY = {u € AV |<u,v>>0,Yv €0}.Sit C o, ondit
que 7 est une face de o s’il existe u € S, tel que T =cNut = {veo|<uv>= 0}.
Sivi, v, ..., vy, engendrent o et si I, = {i |< u,v; >= 0}, alors 7 est le cone engendré
par les v; avec ¢ € I.. En particulier toute face est un cone et un cone n’a qu’un nombre
fini de faces.

Un éventail & est un sous-ensemble fini de I'ensemble des cones tel que
i) si 0 € I, toute face de o aussi,
ii) si 01,09 € %, alors oy N 09 est une face de o;.

Pour tout corps &, on note 7T}, le tore défini sur & dont le groupe des caractéres est AV.
Une variété torigue sur k de tore T}, est un schéma normal séparé de type fini sur k
contenant 7 comme sous-schéma, ouvert dense et muni dune action de T} qui prolonge
son action sur lui-méme par translation. Pour tout céne o, le tore T}, opere de facon
évidente sur le k-schéma U, = Spec k[S;]. Les axiomes des éventails sont faits pour
pouvoir recoller les U, ; pour o appartenant & un éventail donné ¥ pour obtenir une
variété torique Xy sur k (tout éventail contient la face {0} et Ty, = Ugoy 1). Pour toute
variété torique X sur k de tore 1}, il existe un unique éventail 3 tel que X ~ Xy .

On dit qu’un éventail 3 est lisse (resp. propre, projectif) si Xy Lest (cela ne dépend
pas du corps k). Enfin, si &’ est une extension de k, alors Xy 1 est la variété déduite
de Xy i par changement de base.

On voit que ces constructions se transposent au monde adique : si k est un corps
complet non archimédien, on associe & tout éventail T le k-espace adique X&' obtenu
en recollant les affinoides Ll;‘f‘}c = Spa(k<S,>,k°<S,>) pour ¢ € ¥, Lorsque X est
propre, X249 s’identifie au k-espace adique ngik associé & Xy .

Ces constructions se transposent aussi au monde perfectoide : Si o est un cone,
posons ST = S, [1/p] = {u € A[1/p] |< w,v >> 0,Y0 € o}. Si K est un corps
perfectoide, on associe & tout éventail & le K-espace perfectoide ngg obtenu en

recollant les affinoides perfectoides 125 = Spa(K<Spef>, | 0<SPef>) pour o € ..
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11 est facile de voir que (Xx x)° s’identifie & Xy k0 et que l'on a un isomorphisme

perf
AL — hm{ 2k (_XEK S .

ol ¢ est 'endomorphisme de Xg‘fﬂK- induit par la multiplication par p sur les S,. On a
aussi un homéomorphisme d’espaces topologiques

perf; -~ . ad' ad
A5 x| — h(_lzl{l.l’zﬂ] ? | X8| ? )

et un isomorphisme de topoi
rf
(Xg,ef()et hm (& K)et (A5 ) ? o}

En caractéristique p, I’endomorphisme ¢ de Xg o est radiciel. Il en résulte que les
applications induites aussi bien sur les espaces topologiques que sur le site étale sont
des isomorphismes. On peut passer & la limite et on obtient des isomorphismes

JXperfb| ___} | Kb| ct (Xge;(fb) —> (Xg?Kb):t )

d’ou, in fine, a cause des isomorphismes

[l = AR ] et (A250)7 = (AR5

des < projections »
™| Kbl - IXS.K‘ et e (Xsz) (X )et’

ou il n'y a plus d’espaces perfectoides, seulement des espaces adiques définis sur des
corps perfectoides !

2. Un résultat d’approximation

PROPOSITION 4.1 ([Scl], prop. 8.7). — Soient ¥ un éventail propre et lisse, Y C Xx, g
une hypersurface, Y un voisinage owvert de Y4 dans X&4 s F' un sous-corps dense de
K’ et w comme ci-dessus. I existe une hypersurface Z C Xx. v définie sur F' telle que

Z7M YY),
Posons X = Xg g, X4 = Xad L yperf — Xge}r{f
t (abusivement) X, = Xy o, A2 XE b Xbperf Xgerbe = (xpert)h,

Tout diviseur de Weil de X est linéairement équivalent a un T-diviseur de Weil,
c’est-a-dire un diviseur de Weil stable sous l'action du tore Tk ([Ful, §3.4). Choisissons
un T-diviseur de Weil D et une section globale f € HY(X, Ox(D)) tels que Y soit le
lieu des zéros de f.

Les voisinages tubulaires de Y24

Yo={zeX||f(0)| < =)},

pour w parcourant les pseudo-uniformisantes de K, forment un systéme fondamental de

voisinages ouverts de yad et, quitte a rétrécir Yeta blen choisir w, on peut supposer que
Y =Y,. L'image inverse de Y dans XPf est YPo = {z € xPet | |f(2)] < |[=@)|}.
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Soient (7, = Rxgvr)1<,<5 (avec les v, € A) les cones de dimension 1 appartenant a Y.
Pour tout r, U, Ko A,lc X anf}{» et on note D, x le diviseur de Weil de X' w.x adhérence
de Zariski de {0} x Gg;}\: Il est invariant sous Ty. Les T-diviseurs de Weil sont les
éléments du groupe abélien libre de base les D, x ([Ful, §3.3) et, si D = S D,k
on a (loc. cit., §3.5)

H'X,0x(D)= @  Kx*
uEAY, <u,v, >>—n,
(ot x* est u vu comme fonction rationnelle sur X )- On en déduit facilement que, si
Oxpers (D) désigne le O ypei-module image inverse de Ox (D), alors

———

H(XP, O pet (D)) = ) Kx"

uEAV[1/p],<uuy >>—n,
(K-espace de Banach de base des x*). Si Yon considere le T-diviseur de Weil D, =
Y v—1meD, g» de X, on a aussi

——

b u erf b
HY(X,,O0x,(D)= € K'x* et H(AP Opet(Dy))= P K'x-
ueAY u € AV[1/p]
(U:UT> > —n; (u: U'r) > —ny
Considérons la K-algébre perfectoide R complétion (pour la topologie évidente) de
la K-algébre graduée Daenp/p HO (AP, Oxvpeat). Le lemme 2.2 s’étend & R et permet de
montrer I'existence de g € HO(AP, OXbperf(Db)) tel que g© est suffisamment proche

de f pour que 1’image inverse de YP'f dans AP ot soit
y perf rf
W ={z e 7" | |g(z)| < |w(2)|}.

Quitte & remplacer g par un élément qui lui est suffisamment proche, on peut supposer
que g est une combinaison linéaire finie des x* & coefficients dans F. Il existe alors
N € N tel que h = ¢gP" soit une section globale de Ox, (P Dy). Le lieu des zéros Z de

~

h est défini sur F et on a bien Z¢ C 7~1(Y).

5. LA CONJECTURE MONODROMIE-POIDS

5.1. Cohomologie étale et représentations l-adiques

Pour tout corps £, on note G = Gal(E/E) le groupe de Galois absolu. Si X est une
variété propre et lisse sur E et si X7 est la variété sur E déduite de X par changement
de base, pour tout 7 € N,

Hgy (X5, Q) = Q; @z, ( lm en Hy (X5, 2,/ )

est une représentation £-adique de G, i.e. une paire V = (V, p) formée d’un Q-espace

vectoriel V' de dimension finie et d’un homomorphisme continu p:Gg — Autg, (V).
Rappelons que lorsque F est un corps fini ayant ¢ éléments, si £ est premier & g

une représentation f-adique de Gg est dite pure de poids i(€ Z) si, étant donné un
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plongement de QQ, dans C, toutes les racines dans C du polynéme caractéristique du
Frobenius géométrique (agissant sur F par z z‘fl) sont des nombres algébriques
de valeur absolue égale & ¢/2. Par exemple on sait, grace aux conjectures de Weil
démontrées par Deligne, que, si X est une variété propre et lisse sur F, alors HZ,(Xz, Q)
est pure de poids 1.

Soit k& un corps localement compact non archimédien dont le corps résiduel F est de
caractéristique p. Le corps résiduel F de k est une cléture algébrique du corps fini F et on
a Gy = Gy /I ou Iy est le groupe d’inertie. Fixons un nombre premier £ # p et notons
Xe : Gy — 7} le caractére cyclotomique. Choisissons une suite (7, )nen d’éléments de k
tels que 7y est une uniformisante de k et 7% 41 = T, pour tout n. Si, pour g € Gy et
n € N, on pose g(m,) = ¢,(g)mn, les applications ¢, : G — e (k) sont des 1-cocycles
qui induisent par passage a la limite un 1-cocycle continu ¢ : Gy — Z,(1).

Soit (V, p) une représentation ¢-adique de Gy. Le théoréme de monodromie ¢-adique de
Grothendieck (cf. par exemple [112], th.1.4) implique qu’il existe une unique application
Qg-linéaire Gy-équivariante N : V' — V(—1) telle que 'action de I}, se factorise a travers
un quotient fini sur la représentation (V,py), ol py = p o exp(—x; 'Nc)). (Si ’on
choisit un générateur ¢, de Z,(1), alors N(v) = No(v) ®1, ", avec Ny un endomorphisme
nilpotent de V, et, pour tout g € Gg, on a c(g) = u(g)ts, avec u(g) € Zy . Alors
po(g) = plg) o exp(—2LNy).)

La filtration de monodromie sur V peut étre définie en posant, pour tout r € Z,

+oo
FNV = ker Ng™ nim N} .

i=0
Il existe alors une extension finie k' de k telle que le groupe d’inertie I opére tri-
vialement sur chaque quotient FNV/EFN V qui peut donc étre considérée comme une
représentation f-adique de G, (olt Fys est le corps résiduel de £'). On dit que la filtra-
tion de monodromie de V est pure de poids i si, pour tout r € Z, FNV/FN |V est pure
de poids i 4+ r (indépendant du choix de £').

La conjecture de monodromie-poids de Deligne (cf. par exemple [RZ], p. 41, [112],

conj. 3.9) peut s’énoncer ainsi 14 :

CONJECTURE 5.1. — Soient X une variété propre et lisse sur un corps localement com-
pact k non archimédien, £ un nombre premier différent de la caractéristique résiduelle
de k et i € N. Alors la filtration de monodromie sur H (X7, Qg) est pure de poids i.

Lorsque k est de caractéristique p, cette conjecture est un théoreme qui se déduit
[It2] du cas particulier suivant di & Deligne :

PROPOSITION 5.2 ([De], th. 1.8.4). — Soient L une extension finie du corps F,(u),
x une place de L, k le complété de L en x et X une variété propre et lisse sur L. Si

14. L’analogue de cette conjecture en théorie de Hodge a été établi par Deligne (non publié) et,
indépendamment, par M. Saito [Sa].
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{ est un nombre premier différent de p et si i € N, alors HL (X3, Q) a sa filtration de
monodromie pure de poids 7.

5.2. Le cas de caractéristique 0

Jusqu’a présent, lorsque k est de caractéristique 0, trés peu de cas de la conjecture
étaient connus : c’est le cas si X est une courbe ou une variété abélienne (la conjecture se
déduit du théoréme de réduction semi-stable, SGA VII 1, exp. IX), si X est une surface
([RZ], Satz 2.13, dans le cas de réduction semi-stable, cas auquel on peut se ramener
grace & de Jong), pour certaines variétés de dimension 3 [Tt1] et pour les variétés qui
admettent une uniformisation p-adique [It3]. Récemment, quelques résultats partiels
ont été obtenus pour certaines variétés de Shimura ([Bo], [Ca], [Sh]).

Scholze utilise le dictionnaire entre corps perfectoides de caractéristique 0 et de ca-
ractéristique p et le lemme d’approximation pour déduire du résultat de Deligne 1’énoncé
suivant :

THEOREME 5.3. — Soit Y une variété projective lisse géométriguement connerze sur
une extension finie k de Q,. On suppose que Y est une intersection compléte (ensem-
bliste) dans une variété torique projective lisse. Alors la conjecture monodromie-poids
est vrate pour Y .

PREUVE : Notons C, le complété de k = @p (c’est un corps algébriquement clos).
L’action de Gy s'étend par continuité a4 C, et par fonctorialité & C" Choisissons
w = (™ )pen € Cb tel que w'® est une uniformisante de k. Le Complete K de Pexten-
smn de k engendle par les @™ est un corps perfectoide dont la fermeture algébrique
g dans (C" est un sous-corps dense de (C et Gg» opere par continuité sur (Cb, cette
action 1dent1ﬁant G 8 G C Gy

Le corps K" s’identifie au complété de la cléture radicielle du corps local E = FF,((w)).
La cloture séparable E de E dans (Cb est un sous-corps dense de C" stable par G = G,
groupe qui s’identifie ainsi & Gg.

Par hypothese, il existe un éventail projectif lisse & tel que Y =Y, NY,... N Y, est
une sous-variété de codimension ¢, intersection de ¢ hypersurfaces de Xs k.

On sait ([Hu2|, prop. 2.1.4 et th. 3.8.1) que, si V est une variété algébrique sur un
corps non archimédien algébriquement clos de caractéristique # ¢, la cohomologie étale
{-adique de V s’identifie & celle de 'espace adique associé V2.

D’aprés un théoreme de Huber ([Hu3],th.3.6), il existe un voisinage ouvert ¥ de yad
dans X& x tel que Y et YC ont la méme cohomologie étale f-adique.

Soit L = Fy(w). La fermeture séparable L de L dans Cb est dense dans C. On
déduit facilement du résultat d’approximation (prop. 4. 1) que, si m est comme dans
cette proposition, on peut trouver une sous-variété fermée Z de X s kv de codimension c,
définie sur L donc sur une extension finie L' de L, telle que Z*4 YY), Soit Z' — Z
une altération projective lisse ([dJ], th. 4.1) qu’on peut supposer, quitte & remplacer L’
par une extension finie, définie sur /.
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On dispose d’un diagramme commutatif de topoi

~

(Z/ad); - (T‘_l(f/)cg)ét (Xad );

ch .
(Y& (e,)7 (X, ) o

d’olt, pour tout ¢ € N, comme H(Ye,, Q) = Hét(YCaj,@g) = Hét(?cp,@g), un dia-
gramme commutatif de représentations f-adiques de G (sous-groupe ouvert de G =
Gx C Gy)

Hy(Xse,, Q) — H,(Ye,, Q)

F

Hy(Xs o, Qo) —— Hi(ZL,, Q).

Soit d la dimension de Y. Si fo, n’était pas un isomorphisme, elle serait nulle et gy le
serait aussi, ce qui contredit le fait que la premiére classe de Chern d'un fibré inversible
ample sur Xz,cg a une image non nulle. La dualité de Poincaré implique alors que, pour
tout ¢, f; est un isomorphisme de Hét(Y(Cp,Qg) sur un facteur direct de Hét(ZfC% , Qo).

L’adhérence E’ de L' dans C; est une extension finie de E et la proposition 5.2 implique
que, pour tout ¢, Hét(Z(f:p, Q) = Hgt(Zad, Q) a sa filtration de monodromie pure de
poids 7 en tant que représentation de Ggr. Par conséquent, c’est aussi le cas de la
filtration de monodromie de H i(Ye ,» Q) en tant que représentation de G £, donc aussi
de Gg = Gk. Comme K /k est une pro-p-extension totalement ramifiée, la filtration de
monodromie ne change pas quand on voit H ét(Y@p, Q¢) comme représentation de Gy, et
reste pure de poids 3.

by
P
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